Seria 3.: Rozmaitosci cd.

3.1. Dla ponizszych 1-form w na R3 znajdz dw. Dla tych z nich, dla ktérych
dw = 0 znajdz funkcje f taka, ze w = df na dziedzinie funkcji f.

dy —yd
zyz(dz + dy), zy’da + z’ydy, rdy — ydz, %
4ty

3.2. Rozwaz ogdlng 2-forme na R* w postaci
F=FEdtNdx + E,dt ANdy + E.dt Adz + Bydy Adz + Bydz Adx + B,dx Ady

gdzie E; oraz B; s3 pewnymi funkcjami Wspolrzqdnych (z,y, z,t). Zapisz rOW-

nanie dF' = 0 za pomoca pol wektorowych EiB (rozumianych jako zalezne od
czasu pola wektorowe na R3).

3.3. Dla rozmaitoéci 3-wymiarowej z metryka g = g5 (u)du®du® i forma ob-
jetosci vol = y/det gdu' A du? A du® definiujemy:
Gradient funkcji f, to takie pole wektorowe A =: Vf, ze ALg = df. Rotacja
pola wektorowego A to takie pole wektorowe B =: V x A, ze B_vol = d(A.g).
Dywergencja pola wektorowego B to taka funkcja f =: V- B, ze fvol = d(B_vol).
Uzywajac tych definicji, wyprowadz wzory na gradient, rotacje i dywergencje w
ukladzie kartezjariskim i sferycznym.

3.4. Rozwaz sfere S* C R* z metryka i forma objetosci odziedziczong z R,
tzn.
gs3 = L gRa, volgs = +*(IN Jvolgs)

gdzie ¢ jest zanurzeniem sfery w R*, a N = Z?:l xi% jest polem wektorowym,
ktore na sferze ma dtugosé 1 i jest do sfery prostopadie.

Pokaz, w wybranym uktadzie wspotrzednych na sferze S3, ze volgs = /det ggsdu' A
du? Adu? (z doktadnoscia do znaku), oraz wyprowadz wzory na gradient, rotacje

i dywergencje w tych wspotrzednych.

3.5 Niech (7,0, ) bedzie sferycznym ukladem wspotrzednych na R3, oraz
f € C®(Ry). Znajdz wszystkie mozliwe pola wektorowe postaci A = ar(r)%

takie, ze V- A = f(r).

3.6.Niech (p, ¢, z) bedzie sferycznym uktadem wspéirzednych na R3. Niech
j bedzie polem wektorowym ne R® postaci j = j*(p)Z, j* € C*(R,). Znajdz
wszystkie mozliwe pola wektorowe postaci B = B*”(p)% takie, ze V x B = j.

3.7. Rozwaz funkcje f na sferze 2, majaca we wspolrzednych sperycznych
posta¢ f(0,p) = P(cosf)e*?, gdzie k € Z oraz P € C®([-1,1]). Pokaz, ze
istnieje funkcja Q € C>®([—1,1]) taka, ze Af = Q(cosf)e*?, i znajdz zwigzek
pomiedzy funkcjami Q i P.



3.8. Rozwaz funkcje f na R3, majaca we wspohrzednych sperycznych po-
sta¢ f(r,0,p) = u(r)sinf)e'?. Pokaz, ze istnieje funkcja u € C*°(R,) taka, ze
Af =0 (gdzie Af := V- V), i znajdz rownanie rézniczkowe spelniane przez
funkcje u.



