
Seria 3.: Rozmaito±ci cd.

3.1. Dla poni»szych 1-form ω na R3 znajd¹ dω. Dla tych z nich, dla których
dω = 0 znajd¹ funkcj¦ f tak¡, »e ω = df na dziedzinie funkcji f .

xyz(dx+ dy), xy2dx+ x2ydy, xdy − ydx,
xdy − ydx

x2 + y2
.

3.2. Rozwa» ogóln¡ 2-form¦ na R4 w postaci

F = Exdt ∧ dx+Eydt ∧ dy +Ezdt ∧ dz +Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy

gdzie Ei oraz Bi s¡ pewnymi funkcjami wspoªrz¦dnych (x, y, z, t). Zapisz rów-

nanie dF = 0 za pomoc¡ pól wektorowych E⃗ i B⃗ (rozumianych jako zale»ne od
czasu pola wektorowe na R3).

3.3. Dla rozmaito±ci 3-wymiarowej z metryk¡ g = gab(u)du
adub i form¡ ob-

j¦to±ci vol =
√
det gdu1 ∧ du2 ∧ du3 de�niujemy:

Gradient funkcji f , to takie pole wektorowe A =: ∇f , »e A⌟g = df . Rotacja
pola wektorowego A to takie pole wektorowe B =: ∇ × A, »e B⌟vol = d(A⌟g).
Dywergencja pola wektorowego B to taka funkcja f =: ∇·B, »e fvol = d(B⌟vol).
U»ywaj¡c tych de�nicji, wyprowad¹ wzory na gradient, rotacj¦ i dywergencj¦ w
ukªadzie kartezja«skim i sferycznym.

3.4. Rozwa» sfer¦ S3 ⊂ R4 z metryk¡ i form¡ obj¦to±ci odziedziczon¡ z R4,
tzn.

gS3 = ι∗gR4 , volS3 = ι∗(N⌟volR4)

gdzie ι jest zanurzeniem sfery w R4, a N =
∑4

i=1 xi
∂

∂xi jest polem wektorowym,
które na sferze ma dªugo±¢ 1 i jest do sfery prostopadªe.
Poka», w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych na sferze S3, »e volS3 =

√
det gS3du

1∧
du2∧du3 (z dokª¡dno±ci¡ do znaku), oraz wyprowad¹ wzory na gradient, rotacj¦
i dywergencj¦ w tych wspóªrz¦dnych.

3.5 Niech (r, θ, φ) b¦dzie sferycznym ukªadem wspóªrz¦dnych na R3, oraz
f ∈ C∞(R+). Znajd¹ wszystkie mo»liwe pola wektorowe postaci A = ar(r) ∂

∂r
takie, »e ∇ ·A = f(r).

3.6.Niech (ρ, φ, z) b¦dzie sferycznym ukªadem wspóªrz¦dnych na R3. Niech
j b¦dzie polem wektorowym ne R3 postaci j = jz(ρ) ∂

∂z , j
z ∈ C∞(R+). Znajd¹

wszystkie mo»liwe pola wektorowe postaci B = Bφ(ρ) ∂
∂φ takie, »e ∇×B = j.

3.7. Rozwa» funkcj¦ f na sferze 2, maj¡c¡ we wspóªrz¦dnych sperycznych
posta¢ f(θ, φ) = P (cos θ)eikφ, gdzie k ∈ Z oraz P ∈ C∞([−1, 1]). Poka», »e
istnieje funkcja Q ∈ C∞([−1, 1]) taka, »e ∆f = Q(cos θ)eikφ, i znajd¹ zwi¡zek
pomi¦dzy funkcjami Q i P .
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3.8. Rozwa» funkcj¦ f na R3, maj¡c¡ we wspóªrz¦dnych sperycznych po-
sta¢ f(r, θ, φ) = u(r) sin θ)eiφ. Poka», »e istnieje funkcja u ∈ C∞(R+) taka, »e
∆f = 0 (gdzie ∆f := ∇ · ∇f), i znajd¹ równanie ró»niczkowe speªniane przez
funkcj¦ u.
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