Seria 4.: Calki po rozmaitosciach

4.1. Oblicz catke [, w, gdzie
a. w = (z — y)dz + xdy, M jest potokregiem {(cost,sint) € R? : ¢ € [0, 7]}
b. w = (z — y)dz + xdy, M jest pétokregiem {(cost, —sint) € R? : ¢t € [0, 7]}
c. w= (x — y)dr + xdy, M jest okregiem {(cost,sint) € R?: t € [0,27]}
d. w =d((z — y)do + xdy), M jest kotem {(rcost,rsint) € R? : t € [0,27],7 €
0,1]}
e. w=volg =sinfdd Adp, M =S? C R3
f. w = sin™ O cos™ He**dO A dp, n,m,k € N, M =S? C R3

4.2. Niech M bedzie tukiem cykloidy wyznaczonej przez punkt na okregu
o promieniu R toczacy sie po osi x. Znajdz parametryzacje M i wyznacz pole
miedzy M a osia x, liczac catke [ 1 ydx, oraz dtugosc tuku, liczac catke I} a volas.

4.3. Wyznacz dlugo$é¢ wycinka spirali logarytmicznej {(e’ cost,e’sint),t €
[t1,t2]}. Sprawdz, ze w granicy t; — —oo otrzymujemy skoriczona wielko$é.

4.4. Wyznacz mase m = | s PVolys oraz energig potencjalnag ' = / W PO Vol
jednorodnego (p = const.) sznura wiszacego w polu grawitacyjnym o potencjale

#(r,y) = gy w ksztalcie krzywej o réwnaniu y = acosh 2, x € [~a, a].

4.5. Wyznacz pole S = [, voly, powierzchni M = {(z,y,2y) € R? :
2 +y? <1}

4.6. Wyznacz pole powierzchni M C R3 bedacej fragmentem parabolo-
2

2
idy o réwnaniu z = + % ograniczonym walcem eliptycznym o roéwnaniu
2
. 2
L+ % =c" a,bc>0.

4.7. Wyznacz pole powierzchni M C R3 bedacej fragmentem sfery o réwna-
niu 22 4+ y? + 22 = R? ograniczonym walcem o réwnaniu (z — £ R)? +y? = 1 R%
R >0.

4.8. Wyznacz pole powierzchni M C R? bedacej fragmentem powierzchni
walcowej o réwnaniu (z — $R)? 4+ y?> = R? ograniczonej sfera o réwnaniu
22 +y?2+22=R% R>0.

4.9. Wyznacz, wykorzystujac wzér Greena, pole obszaru M C R? ograniczo-
nego
a. kardioda {(2Rcost — Rcos(2t),2Rsint — Rsin(2t)),t € [0,27]}, R >0
b. krzywa {(sint,sin(2t)),¢ € [0,27]}. Uwaga: krzywa przecina samg siebie.
c. krzywa o rownaniu 23 +5° = 3xy. (Wskazowka: parametryzacje réznych frag-
mentow tej krzywej mozna znalez¢ uzywajac zmiennej t = £.)

4.10. Wyznacz, bezposrednim rachunkiem oraz korzystajac z tw. Stokesa,
wartos¢ catki [[(V x F)-dS gdzie & = {(z,y,2) € R® : 2+ 9>+ 2% = 4,2 > 0}



oraz F = y% — xa% + x3y%.

4.11. Wyznacz, bezposrednim rachunkiem oraz korzystajac z tw. Stokesa,
warto$¢ calki fKF - dr gdzieK jest okregiem o $rodku w punkcie (0,0,4) i
promieniu 3, lezacym w plaszczyznie prostopadtej do osi x, a

- 0 0 0
F=—y:d 4 (dy—1)Z oy,
yz@:c + 4y )ﬁy J”“yaz

4.12. Wyznacz, bezposrednim rachunkiem oraz korzystajac z tw. Gaussa,
strumien opola F = sin(rz)-2 + ygza% + 222 przez calkowita powierzchnig
prostopadloscianu [—1,2] x [0, 1] x [1,4].

4.13. Wyznacz, bezpoérednim rachunkiem oraz korzystajac z tw. Gaussa,
strumien opola F' = a:a% + ya% — Za% przez powierzchnie potsfery {(z,y, z) €
R3: 224+ 9y2+22=1,2>0}.

4.14. Wyznacz objetosé bryty powstatej z obrotu kardioidy z zadania 4.9.a.
w trzecim wymiarze wokot jej osi symetrii.



