
Seria 4.: Caªki po rozmaito±ciach

4.1. Oblicz caªk¦
∫
M

ω, gdzie
a. ω = (x− y)dx+ xdy, M jest póªokr¦giem {(cos t, sin t) ∈ R2 : t ∈ [0, π]}
b. ω = (x− y)dx+ xdy, M jest póªokr¦giem {(cos t,− sin t) ∈ R2 : t ∈ [0, π]}
c. ω = (x− y)dx+ xdy, M jest okr¦giem {(cos t, sin t) ∈ R2 : t ∈ [0, 2π]}
d. ω = d((x− y)dx+ xdy), M jest koªem {(r cos t, r sin t) ∈ R2 : t ∈ [0, 2π], r ∈
[0, 1]}
e. ω = volS2 = sin θ dθ ∧ dφ, M = S2 ⊂ R3

f. ω = sinn θ cosm θeikφdθ ∧ dφ, n,m, k ∈ N, M = S2 ⊂ R3

4.2. Niech M b¦dzie ªukiem cykloidy wyznaczonej przez punkt na okr¦gu
o promieniu R tocz¡cy si¦ po osi x. Znajd¹ parametryzacj¦ M i wyznacz pole
mi¦dzy M a osi¡ x, licz¡c caªk¦

∫
M

ydx, oraz dªugo±¢ ªuku, licz¡c caªk¦
∫
M

volM .

4.3. Wyznacz dªugo±¢ wycinka spirali logarytmicznej {(et cos t, et sin t), t ∈
[t1, t2]}. Sprawd¹, »e w granicy t1 → −∞ otrzymujemy sko«czon¡ wielko±¢.

4.4.Wyznacz mas¦m =
∫
M

ρ volM oraz energi¦ potencjaln¡ E =
∫
M

ρϕ volM
jednorodnego (ρ = const.) sznura wiszacego w polu grawitacyjnym o potencjale
ϕ(x, y) = gy w ksztaªcie krzywej o równaniu y = a cosh x

a , x ∈ [−a, a].

4.5. Wyznacz pole S =
∫
M

volM powierzchni M = {(x, y, xy) ∈ R2 :
x2 + y2 ≤ 1}.

4.6. Wyznacz pole powierzchni M ⊂ R3 b¦d¡cej fragmentem parabolo-

idy o równaniu z = x2

2a + y2

2b ograniczonym walcem eliptycznym o równaniu
x2

a2 + y2

b2 = c2. a, b, c > 0.

4.7. Wyznacz pole powierzchni M ⊂ R3 b¦d¡cej fragmentem sfery o równa-
niu x2 + y2 + z2 = R2 ograniczonym walcem o równaniu (x− 1

2R)2 + y2 = 1
4R

2.
R > 0.

4.8. Wyznacz pole powierzchni M ⊂ R3 b¦d¡cej fragmentem powierzchni
walcowej o równaniu (x − 1

2R)2 + y2 = 1
4R

2 ograniczonej sfer¡ o równaniu
x2 + y2 + z2 = R2. R > 0.

4.9. Wyznacz, wykorzystuj¡c wzór Greena, pole obszaru M ⊂ R2 ograniczo-
nego
a. kardiod¡ {(2R cos t−R cos(2t), 2R sin t−R sin(2t)), t ∈ [0, 2π]}, R > 0
b. krzyw¡ {(sin t, sin(2t)), t ∈ [0, 2π]}. Uwaga: krzywa przecina sam¡ siebie.

c. krzyw¡ o równaniu x3+y3 = 3xy. (Wskazówka: parametryzacje ró»nych frag-
mentów tej krzywej mo»na znale¹¢ u»ywaj¡c zmiennej t = y

x .)

4.10. Wyznacz, bezpo±rednim rachunkiem oraz korzystaj¡c z tw. Stokesa,
warto±¢ caªki

∫∫
Σ
(∇⃗× F⃗ ) · d⃗S gdzie Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 = 4, z ≥ 0}
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oraz F⃗ = y ∂
∂x − x ∂

∂y + x3y ∂
∂z .

4.11. Wyznacz, bezpo±rednim rachunkiem oraz korzystaj¡c z tw. Stokesa,
warto±¢ caªki

∫
K
F⃗ · d⃗r gdzieK jest okr¦giem o ±rodku w punkcie (0, 0, 4) i

promieniu 3, le»¡cym w pª¡szczy¹nie prostopadªej do osi x, a

F⃗ = −yz
∂

∂x
+ (4y − 1)

∂

∂y
+ xy

∂

∂z
.

4.12. Wyznacz, bezpo±rednim rachunkiem oraz korzystaj¡c z tw. Gaussa,
strumie« opola F⃗ = sin(πx) ∂

∂x + y3z ∂
∂y + z2 ∂

∂z przez caªkowit¡ powierzchni¦

prostopadªo±cianu [−1, 2]× [0, 1]× [1, 4].

4.13. Wyznacz, bezpo±rednim rachunkiem oraz korzystaj¡c z tw. Gaussa,
strumie« opola F⃗ = x ∂

∂x + y ∂
∂y − z ∂

∂z przez powierzchni¦ póªsfery {(x, y, z) ∈
R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}.

4.14. Wyznacz obj¦to±¢ bryªy powstaªej z obrotu kardioidy z zadania 4.9.a.
w trzecim wymiarze wokóª jej osi symetrii.
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