
Seria 5.: Wst¦p do analizy zespolonej

5.1. Sprawd¹, czy podane funkcje s¡ ró»niczkowalne w sensie zespolonym.
a. f(x+ iy) = (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3)
b. f(x+ iy) = (x2 + y2)− 2ixy
c. f(x+ iy) = (x2 − y2 + y) + i(2xy − x)

d. f(x+ iy) =
√
x+

√
x2 + y2 + i

√
−x+

√
x2 + y2

5.2. Znajd¹, je±li istnieje, funkcj¦ rzeczywist¡ v(x, y) tak¡ by podane funkcje
byªy ró»niczkowalne w sensie zespolonym.
a. f(x+ iy) = x− y + iv(x, y)
b. f(x+ iy) = xy + x+ iv(x, y)
c. f(x+ iy) = sinx+ iv(x, y)
d. f(x+ iy) = 1

x2+(y+1)2 (x+ iv(x, y))

5.3. Przyjmuj¡c de�nicje funkcji

ln(reiφ) = ln r + iφ dla r > 0, φ ∈]0, 2π[

(reiφ)α = rαeiαφ dla r > 0, φ ∈]0, 2π[, α ∈ R

okre±l, gdzie poni»sze funkcje s¡ nieci¡gªe, i wyznacz granice tych funkcji po obu
stronach nieci¡gªo±ci:
a. f(z) = (ln z)2

b. f(z) = (z2 − 1)
1
2

c. f(z) = ( z−a
b−z )

α, α ∈ R \ Z, a, b ∈ R, a < b

d. f(z) = arctan z = 1
2i ln

1+iz
1−iz

5.4 Wyznacz z de�nicji warto±¢ caªki
∫
K
f(z)dz, gdzie

a. f(z) = z3, krzywa K ma parametryzacj¦ z(t) = eit, t ∈ [0, π]
b. f(z) = z2, krzywa K jest brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach 0, 1 oraz 1 + i
c. f(z) = 1

z , krzywaK jest brzegiem prostok¡ta o wierzchoªkach ±a±ib, a, b > 0.
d. f(z) = 1

z , krzywa K jest zªo»ona z póªprostej ] − ∞,−a] ⊂ R, pólokr¦gu
od punktu −a do a okr¡»ajacego punkt 0 od góry, oraz póªprostej [a,∞[⊂ R.
a ∈ R+.

5.5. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego-Gorsata (
∮
K
f(z)dz = 0 dla funkcji

holomor�cznej na obszarze ograniczonym krzyw¡ K) wyznacz warto±¢ caªki∫ ∞

−∞

sinx

x
dx

przez caªkowanie funkcji eiz/z po krzywej zªo»onej z odcinka [−R,−a], ªuku od
−a do a, odcinka [a,R], i ªuku od R do −R, i przechodz¡c do granicy a → 0,
R → +∞.
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5.6. Caªkuj¡c funkcj¦ e−az2

po prostok¡cie o wierzchoªkach −R, R, R+ i b
2a ,

−R+ i b
2a , a, b > 0 znajd¹ waro±¢ caªki∫ ∞

−∞
e−ax2

cos(bx)dx

5.7. Caªkuj¡c funkcj¦ e−z2

po krzywej zªo»onej z odcinka [0, R], ªuku od R

do Re
iπ
4 , i odcinka od Re

iπ
4 do 0, i wykonuj¡¢ granic¦ R → ∞, znajd¹ warto±ci

caªek ∫ ∞

0

cos(x2)dx,

∫ ∞

0

sin(x2)dx
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