Seria 5.: Wstep do analizy zespolonej

5.1. Sprawdz, czy podane funkcje sg rozniczkowalne w sensie zespolonym.

a. f(z +iy) = (2° — 32y°) +i(32%y — °)

b. f(z +iy) = (22 + y?) — 2izy

c. fla+iy) = (22 —y? +y) +i(2vy — )
df(m+1y):\/w+ :c2+y2+i\/—x+ x2 492

5.2. Znajdz, jesli istnieje, funkcje rzeczywista v(z, y) taka by podane funkcje
byly rézniczkowalne w sensie zespolonym.

a. f(z+iy) =z — y+iv(z,y)
b [z +iy) = 2y + 2 + (2, y)

c. f(x+iy) =sinzx + iv(z,y)

d. f(z +1iy) = e (@ +iv(2,y))

5.3. Przyjmujac definicje funkcji
In(re'?) =Inr 4+ip dlar >0, €]0,27]

(Teiw) =r%* dlar>0,¢ €l0,2r[,a €R

okresl, gdzie ponizsze funkcje sa nieciagte, i wyznacz granice tych funkcji po obu
stronach nieciagtosci:

o ()= (n2)
flz)= (2 - 1)z
c. (z):( )Y a€R\Z,a,beR, a<d
d. f(z) = arctan z = L In 112
5.4 Wyznacz z definicji wartosé catki [, f(z)dz, gdzie

a. f(z) = 23, krzywa K ma parametryzacje z( ) = elt t €[0,7]

b. f(z) = z2 krzywa K jest brzegiem trojkata o w1erzch01kach 0,1oraz 141
c. f(z) = krzywa K jest brzegiem prostokata o wierzchotkach +a=+ib, a,b > 0.
d. f(z) = 2, krzywa K jest zlozona z poélprostej | — oo, —a] C R, polokregu
od punktu —a do a okrazajacego punkt 0 od gory, oraz polprostej [a, co[C R.
a€cRy.

5.5. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego-Gorsata fK z)dz = 0 dla funkcji
holomorficznej na obszarze ograniczonym krzywa K) wyznacz wartosé catki

o .
sinx
/ dx
oo T

przez calkowanie funkcji €?* /2 po krzywej ztozonej z odcinka [— R, —al, tuku od
—a do a, odcinka [a, R], i tuku od R do —R, i przechodzac do granicy a — 0,
R — +o0.




5.6. Caltkujac funkcje e—a?’ po prostokacie o wierzchotkach —R, R, R—i—i%,
-R+ i%, a,b > 0 znajdz waros¢ caltki
/ oo’ cos(bx)dz

5.7. Catkujac funkcje e~ * po krzywej zlozonej z odcinka [0, R], tuku od R
do Re®, i odcinka od Re do 0, i wykonujaé¢ granice R — 0o, znajdz wartosci

catek - -
/ cos(z?)dz, / sin(z?)dz
0 0



