
Dodatkowe zadania 1

1. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne podanych równa« ró»niczokowych:

a. dx
dt = 1+x

1+t

b. dx
dt = 1+t

1+x

c. dx
dt = x2

t2−1

d. dx
dt = sin x

t

e. dx
dt = x

x+t

f. dx
dt = − 2x

t + 3

g. dx
dt = x

sin t cos t −
sin2 t
cos t

2. Znajd¹ funkcj¦ f , której wykres jest w ka»dym punkcie prostopadªy do

a. wykresów funkcji ga(t) =
a
t .

b. rodziny okregów o równaniach x2 + (y − a)2 = a2 + 1.

3. Znajd¹ funkcj¦ f o tej wªasno±ci, »e prosta styczna do jej wykresu w do-

wolnym punkcie (a, f(a)) przecina o± OX w punkcie (a2, 0).

4. Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne podanych ukªadów liniowych równa« ró»niczo-

kowych:

a. dx
dt = y + t, dy

dt = −x

b. dx
dt = y, dy

dt = −x+ sin t

c. dx
dt = x+ z, dy

dt = x+ y + et, dz
dt = x+ y

5. Znajd¹ ogólne rozwi¡zanie równania

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ 2x = sin t

6. Znajd¹ ogólne rozwi¡zanie równania

d2x

dt2
+ 2 tan t

dx

dt
+ (1 + 2 tan2 t)x = cos t

maj¡c dane, »e jednym z rozwi¡za« równania jednorodnego jest x1(t) = t cos t.

7. Dla podanych rozmaito±ci M , N i odwzorowania f : M → N :

a. M = N = R2, f jest obrotem pªaszczyzny o k¡t α wokóª punktu (0, 0) w

kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, p = (cosφ0, sinφ0), v =
(

∂
∂x

)
p
.

Znajd¹ f∗v.
b. M = {(cosφ, sinφ, z) ∈ R3 : φ ∈]0, 2π[, z ∈ R}, N = S2 ⊂ R3, f(r⃗) = r⃗

|r⃗| ,

p = (cosφ0, sinφ0, z0), v =
(
cosα ∂

∂φ + sinα ∂
∂z

)
p
. Znajd¹ f∗v.

c. M = R4 ze wspóªrz¦dnymi oznaczanymi (x1, x2, p1, p2), N = R4 ze wspóª-

rz¦dnymi oznaczanymi (y1, y2, q1, q2). Dla ustalonych m1,m2 > 0 niech

f(x1, x2, p1, p2) =
(m1x1 +m2x2

m1 +m2
, x1 − x2, p1 + p2,

m2p1 −m1p2
m1 +m2

)
1



Dla ω = dx1 ∧ dp1 + dx2 ∧ dp2 znajd¹ f∗ω.
d. M = S1 × S1, N = S3 ⊂ R4,

f
(
(cosα, sinα), (cosβ, sinβ)

)
= (cosα cosβ, cosα sinβ, sinα cosβ, sinα sinβ)

gN = ι∗gR4 , gdzie ι : N → R4 jest zanurzeniem. Znajd¹ f∗gN .

8. Znajd¹ metryk¦ i form¦ obj¦to±ci na M ⊂ Rn otrzyman¡ ze standardowej

metryki i formy objeto±ci na Rn. Zapisz je w wybranych przez siebie wspóªrz¦d-

nych.

a. M = {(x, y, z) ∈ R3 : (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2, 0 < r < R

b. M = {(x, y, z, t) ∈ R4 : xyzt = 1, x, y, z, t > 0}
c. M = {(x, f(x) cosφ, f(x) sinφ) ∈ R3 : x ∈ R, φ ∈]0, 2π[}, gdzie f jest pewn¡

gªadk¡ funkcj¡ f : R → R+.

9. Znajd¹ wzory na gradient, rotacj¦, dywergencj¦ i laplasjan.

a. Na M = R3 we wspóªrz¦dnych (u, v, φ) zwi¡zanymi ze wspóªrz¦dnymi karte-

zja«skimi wzorami x = 1
2 (u

2 − v2) cosφ, y = 1
2 (u

2 − v2) sinφ, z = uv.
b. Na rozmaito±ci M z zadania 8.b.

c.Na rozmaito±ciM ze wspóªrz¦dnymi (r, θ, φ) w których gM = dr2+f(r)2(dθ2+
sin2 θd2φ), gdzie f jest pewn¡ gªadk¡ funkcj¡ f : R → R+.
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