
Dodatkowe zadania 2

1. Znajd¹ dªugo±¢ krzywej (
∫
K
ds =

∫
K
volK) dla

a. K = {(3 cos t− cos(3t), 3 sin t− sin(3t)) ∈ R2 : t ∈ [0, 2π]}. (Odpowied¹: 24)
b. krzywej K powstaªej z przeci¦cia w R3 powierzchni o równaniu 3x2+y2−z2 =
1 pª¡szczyzn¡ o równaniu x = z. (Odpowied¹: 2π)

2. Znajd¹ warto±¢ caªki z podanego pola wektorowego/podanej formy po

podanej krzywej. (
∫
K
V⃗ · d⃗r,

∫
K
ω)

a. V⃗ = (x − y) ∂
∂x + (x + y) ∂

∂y , K jest brzegiem prostok¡ta [−2, 2] × [−1, 1].

(Odpowied¹: 16)
b. ω = xdy−ydx

x2+y2 , , K jest brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach (−1, 1), (2,−1) i

(−1, 2). (Odpowied¹: 2π)

c. V⃗ = r ∂
∂r (we wspóªrz¦dnych sferycznych na R3), K = {(cos t, cos2 t, cos3 t) ∈

R3, t ∈ [0, π
2 ]}. (Odpowied¹: − 3

2 )

3. Znajd¹ pole powierzchni (
∫
Σ
dS =

∫
Σ
volΣ) dla

a. Σ = {(
√
1 + u2 cosφ,

√
1 + u2 sinφ, u) : u ∈ [−1, 1], φ ∈ [0, 2π]} ⊂ R3. (Od-

powied¹: 2π(
√
3 + arsinh

√
2√

2
))

b. Σ b¦d¡cego obszarem ograniczonym krzyw¡ z zadania 1.a. (Odpowied¹: 12π)
c. Σ b¦d¡cej powierzchni¡ powstaª¡ z obrotu krzywej z zadania 1.a. wokóª osi
X. (Odpowied¹: 18π2)
d. Σ b¦d¡cej powierzchni¡ powstaª¡ z obrotu krzywej z zadania 1.a. wokóª osi
Y. (Odpowied¹: 48π)
e. Σ b¦d¡cej fragmentem powierzchni sto»kowej o równaniu (x−R)2 + y2 = z2

le»¡cym wewn¡trz kuli x2 + y2 + z2 ≤ R2. (Odpowied¹: πR2
√
2
).

4. Znajd¹ caªk¦ z podanej formy/strumie« podanego pola przez podan¡ po-

wierzchni¦. (
∫
σ
V⃗ · d⃗S,

∫
Σ
ω)

a. V = 1
x2+y2+z2 (x

∂
∂x + y ∂

∂y + z ∂
∂z ), Σ = {(cosφ, sinφ, z) : φ ∈ [0, 2π], z ∈

[−1, 1]} ⊂ R3. (Odpowied¹: π2)
b. ω = x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy, Σ jest sfer¡ o ±rodku w punckie
(1, 0, 0) i promieniu 2 (Odpowied¹: 64

3 π).

5. Znajd¹ obj¦to±¢ bryªy
a. powstaªej z obrotu krzywej z zadania 1.a. wokóª osi X. (Odpowied¹: 512

45 )
b. powstaªej z obrotu krzywej z zadania 1.a. wokóª osi Y. (Odpowied¹: 352

45 )

6. Znajd¹, je±li istnieje, funkcj¦ rzeczywist¡ v(x, y) tak¡ by podane funkcje
byªy ró»niczkowalne w sensie zespolonym.
a. f(x+ iy) = arctg y

x + iv(x, y). (Odpowied¹: v = − 1
2 ln(x

2 + y2) + C)

b. f(x+ iy) = xy
(x2+y2)2 + iv(x, y). (Odpowied¹: v = x2−y2

2(x2+y2)2 + C)

c. f(x+ iy) = x cos y − y sin y + iv(x, y). (Odpowied¹: takie v nie istnieje)
d. f(x + iy) = ex(x cos y − y sin y) + iv(x, y). (Odpowied¹: v = ex(x sin y +

1



y cos y) + C)

7. Znajd¹ linie nieci¡gªo±ci i granice funkcji po obu stronach linii nieci¡gªo±ci
dla funkcji:
a. f(z) = (ln z)

1
2

b. f(z) = (z2 + 1)
1
3

c. f(z) = ln(z3 − 1)

8. Wyznacz warto±ci caªek
∫
K
f(z)dz dla

a. f(z) = zn(z∗)m, n,m ∈ Z, K ma parametryzacj¦ z(t) = eit, t ∈ [0, 2π].
(Odpowied¹: 2πi gdy m = n+ 1, 0 w przeciwnym przypadku).

b. f(z) = z
1
2 , K jest ªaman¡ ª¡cz¡c¡ kolejno punkty i, −1 + i, −1− i, −i. (Od-

powied¹: 2
3

√
2).

c. f(z) = ln z
z , K jest zªo»ona z odcinka [−b,−a] ⊂ R, pólokr¦gu od punktu −a

do a okr¡»ajacego punkt 0 od góry, oraz odcinka [a, b]. 0 < a < b. (Odpowied¹:
π2

2 − iπ ln b)

9. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego Goursata i caªkuj¡c funkcj¦ f(z) =
1

az+i , a > 0 po krzywej b¦d¡cej brzegiem póªkola |z| < 1, Im(z) > 0 wyznacz
warto±¢ caªki ∫ π

0

a+ sin t

(a+ sin t)2 + cos2 t
dt

(Odowied¹: 2
aarctg a)

2


