
1.1. Rozwa»my okr¡g jednostkowy S1 ⊂ R2, zbiory

U = {(cosα, sinα) : α ∈]0, 2π[}, V = {(cosα, sinα) : α ∈]− π, π[}

oraz odwzorowania

φ : U →]0, 2π[, φ(cosα, sinα) = α

ψ : V →]− π, π[, ψ(cosα, sinα) = α

Udowodnij, »e {φ, ψ} jest atlasem na S1.

1.2. Niech

U1 = {(x, y) ∈ S1 : x > 0}, φ1 : U1 →]− 1, 1[, φ1(x, y) = y

U2 = {(x, y) ∈ S1 : y > 0}, φ2 : U2 →]− 1, 1[, φ2(x, y) = x

U3 = {(x, y) ∈ S1 : x < 0}, φ3 : U3 →]− 1, 1[, φ3(x, y) = y

U4 = {(x, y) ∈ S1 : y < 0}, φ4 : U4 →]− 1, 1[, φ4(x, y) = x

Udowodnij, »e {φ1, φ2, φ3, φ4} jest atlasem na S1, równowa»nym atlasowi z po-
przedniego zadania.

1.3. Rozwa»my przestrze« rzutow¡ RP2 = (R3 \ {(0, 0, 0)})/ ∼, gdzie

~x ∼ ~y ⇔ ∃λ ∈ R \ {0} : ~x = λ~y

Alternatywnie, mo»na RP2 zde�niowa¢ jako S2/ ∼, gdzie

~x ∼ ~y ⇔ ~x = ±~y

Niech

U1 = {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x1 6= 0}, φ1([(x1, x2, x3)]∼) = (
x2
x1
,
x3
x1

)

U2 = {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x2 6= 0}, φ2([(x1, x2, x3)]∼) = (
x1
x2
,
x3
x2

)

U3 = {[(x1, x2, x3)]∼ ∈ RP2 : x3 6= 0}, φ3([(x1, x2, x3)]∼) = (
x1
x3
,
x2
x3

)

Udowodnij, »e {φ1, φ2, φ3} jest atlasem na RP2.

1.4. Rozwa»my na sferze S2 ⊂ R3 wspóªrz¦dne (x, y) (zde�niowane np. na
obszarze U1 = {(x, y, z) ∈ S2 : z > 0}) oraz wspóªrz¦dne sferyczne (θ, ϕ) (zde�-
niowane na obszarze U2 = S2\{(x, y, z) ∈ S2 : x ≤ 0∧y = 0}). Wyrazi¢ wektory
∂
∂x oraz ∂

∂y w bazie wektorów ∂
∂θ i ∂

∂ϕ . Dla zanurzenia ι : S2 → R3 znale¹¢ ι∗
∂
∂x ,

ι∗
∂
∂y , ι∗

∂
∂θ , ι∗

∂
∂ϕ .

1.5. Niech φ : S2 → R2 b¦dzie rzutem stereogra�cznym sfery (z wyj¡tkiem
punktu (0, 0,−1)). Zapisa¢ φ∗

∂
∂θ oraz φ∗

∂
∂ϕ w bazie wektorów ∂

∂x i ∂
∂y .
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2.1 Wyrazi¢ formy dx. dy, dz, metryk¦ euklidesow¡ g = dx⊗dx+dy⊗dy+
dz ⊗ dz oraz form¦ obj¦to±ci vol = dx ∧ dy ∧ dz we wspóªrz¦dnych sferycznych
na R3.

2.2 Niech M = {(sinh θ cosφ, sinh θ sinφ, cosh θ) : θ ∈ R, φ ∈]0, 2π[}, ι jest
zanurzeniem M w R3. Dla metryki euklidesowej g na R3. Znale¹¢ ι∗g i wyrazi¢
j¡ we wspóªrz¦dnych ρ, φ na M .

2.3 jak w zpoprzednim zadaniu, ale znale¹¢ ι∗η dla η = dx⊗dx+ dy⊗dy−
dz ⊗ dz.

2.4 Niech na R3: ω1 = ydz−zdy, ω2 = zdx−xdz, ω3 = xdy−ydx. Znale¹¢
ω1 ∧ ω2, ω2 ∧ ω3, ω1 ∧ ω2 ∧ dz, ω1 ∧ ω2 ∧ ω3, ω1 ∧ ω2 ∧ ω1.

2.5 Niech na R3: vol = dx ∧ dy ∧ dz. Dla dowolnego wektora v = vx
∂
∂x +

vy
∂
∂y + vz

∂
∂z znale¹¢ vyvol.

2.6 Niech g i vol b¦d¡ metryk¡ euklidesow¡ i standardow¡ form¡ obj¦to±ci
na R3. Dla dowolnych wektorów A = Ax

∂
∂x + Ay

∂
∂y + Az

∂
∂z oraz B = Bx

∂
∂x +

By
∂
∂y +Bz

∂
∂z Niech α i β b¦d¡ jednoformamy, takimi, »e dla dowolnego wektora

v:
vyα = g(v,A), vyβ = g(v,B)

Niech C b¦dzie wktorem takim, »e

Cyvol = α ∧ β

Znale¹¢ wzory na α, β, α ∧ β oraz C, i pokaza¢, »e C = A×B (iloczyn wekto-
rowy).

2.7. Jak w poprzednim zadaniu, ale wykona¢ obliczenia u»ywaj¡c wspóª-
rz¦dnych sferycznych, u»ywaj¡c wyników zadania 2.1.
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3.1. Obliczy¢ dω, dla a. ω = xyz(dx + dy), b. ω = xy2dx + x2ydy, c.
ω = 1

2 (xdy − ydx), d. ω = xdy−ydx
x2+y2 . Dla tych ω, dla których dω = 0 znale¹¢

funkcj¦ f (zde�niowan¡ przynajmniej lokalnie) tak¡, by ω = df .

3.2. Rozwa»my dwuform¦ w R4: F = Exdt∧ dx+Eydt∧ dy+Ezdt∧ dz +
Bxdy∧dz+Bydz∧dx+Bzdx∧dy, gdzie Ei i Bi s¡ pewnymi funkcjami wspóª-

rz¦dncyh (x, y, z, t). Zapisa¢ równanie dF = 0 w terminach pól wektorowych ~E

i ~B (rozumianych jako zale»ne od czasu pola wektorowe na R3).

3.3. Rozwa»my rozmaito±¢ 3-wymiarow¡ z metryk¡ g = gabdu
adub oraz

form¡ obj¦to±ci vol =
√

det gdu1 ∧ du2 ∧ du3. U»ywaj¡c de�nicji:
Gradient funkcji f to takie pole wektorowe A = ∇f , »e Ayg == df
Rotacja pola wektorowego A to takie pole wektorowe B = ∇×A, »e Byvol ==
d(Ayg)
Dywergencja pola wektorowego A to taka funkcja f = ∇·A, »e fvol = d(Ayvol)
Wyprowadzi¢ wory na gradient, rotacj¦ i dywergencj¦ na R3 w ukªadzie karte-
zja«skim i sferycznym.

3.4. Rozwa»my sfer¦ 3-wymiarow¡ S3 ⊂ R4 z metryk¡ i form¡ obj¦to±ci
odziedziczon¡ z R4, tzn.

gS3 = ι∗gR4 , volS3 = ι∗(NyvolR4)

gdzie ι jest zanurzeniem sfery w R4 a N =
∑4
i=1 x

i ∂
∂xi jest polem jednostkowych

wektorów prostopadªych do sfery.
Pokaza¢, w wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych, »e volS3 =

√
det gS3du1 ∧ du2 ∧

du3 (z dokªadno±ci¡ do znaku), oraz wyprowadzi¢ wzory na gradient, rotacj¦ i
dywergencj¦ w tych wspóªrz¦dnych.

3.5. Niech (r, θ, ϕ) b¦dzie sferycznym ukªadem wspóªrz¦dnych na R3. Niech
f ∈ C∞(]0,∞[). Znale¹¢ wszystkie mo»liwe pola wektorowe postaci A(r, θ, ϕ) =
Ar(r) ∂∂r takie, »e ∇ ·A = f(r).

3.5 Niech (ρ, ϕ, z) b¦dzie cylindrycznym ukªadem wspóªrz¦dnych na R3.
Niech j b¦dzie polem wektorowym postaci j(ρ, ϕ, z) = jz(ρ) ∂∂z . Znale¹¢ wszyst-

kie mo»liwe pola wektorowe postaci B(ρ, ϕ, z) = Bϕ(r) ∂
∂ϕ takie, »e ∇×B = j.
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4.1 Rozwazmy funkcj¦ f(θ, ϕ) = P (cos θ)eikϕ na sferze S2, gdzie k ∈ Z a P
jest pewn¡ funkcj¡. Poka», »e ∆f = Q(cos θ)eikϕ, gdzie Q jest jak¡± funkcj¡.
Znajd¹ zwi¡zek pomi¦dzy Q oraz P .

4.2 Niech f b¦dzie funkcj¡ na R3, która we wspóªrz¦dnych sferycznych ma
posta¢ f(r, θ, ϕ) = u(r) sin θeiϕ. Poka», ze istnieje taka funkcja u(r), ze funkcja
f speªnia równanie ∆f = 0. Znale¹¢ równanie ró»niczkowe speªnianie przez
funkcj¦ u(r).

4.3 Oblicz caªk¦
∫
M
ω, gdzie

a. ω = (x− y)dx+ xdy, M jest póªokr¦giem {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, y ≥ 0}
(wybra¢ jedn¡ z orientacji)
b. ω = (x− y)dx+ xdy, M jest póªokr¦giem {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, y ≤ 0}
(wybra¢ jedn¡ z orientacji)
c. ω = (x − y)dx + xdy, M jest okr¦giem {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} (wybra¢
jedn¡ z orientacji)
d. ω = d

(
(x−y)dx+xdy

)
, M jest koªem {(x, y) ∈ R2 : x2 +y2 ≤ 1} (orientacja

zgodna z orientacj¡ R2)
e. ω = volS2 = sin θdθ ∧ dϕ, M jest sfer¡ {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}
(orientacja indukowana z orientacji R3 przez kierunek na zewn¡trz)
f. ω = sinn θ cosm θeikϕdθ ∧ dϕ, n,m, k ∈ N, M jest sfer¡ {(x, y, z) ∈ R3 :
x2 + y2 + z2 ≤ 1} (orientacja indukowana z orientacji R3 przez kierunek na
zewn¡trz)
g. ω = ydx, M jest ªukiem cykloidy wyznaczonej prze okr¡g o promieniu R
toc»¡cy si¦ po osi X
h. ω = volM , M jest ªukiem cykloidy wyznaczonej prze okr¡g o promieniu R
toc»¡cy si¦ po osi X, volM jest form¡ obj¦to±ci indukowan¡ na cykloidzie z R2

(czyli w wybranej parametryzacji volM =
√

det gdt =
∣∣d~r
dt

∣∣dt).
4.4 Znajd¹ dªugo±¢ L =

∫
M

volM spirali logarytmicznej o parametryzacji

~r(t) =
(
et cos t, et sin t

)
dla t ∈ [−∞, 0]. (Wybra¢ orientacje tak¡, by L > 0).

4.5 Znajd¹ mas¦ m =
∫
M
ρvolM i energi¦ potencjaln¡ E =

∫
M
ρφvolM jed-

norodnego (ρ = const.) sznura wisz¡cego w polu grawitacyjnym o potencjale
φ(~r) = gy w ksztaªcie krzywej o równaniu y = a cosh x

a , x ∈ [−a, a]. (Wybra¢
orientacj¦ tak¡, by m > 0).

4.6. Znajd¹ pole S =
∫
M

volM powierzchni M = {(x, y, z) ∈ R2 : x2 + y2 ≤
1, z = xy}.

4.7. Znajd¹ pole powierzchni zanurzonej w R3, wyci¦tej walcem o równaniu
x2

a2 + y2

b2 = c2 z paraboloidy o równaniu z = x2

2a + y2

2b . a, b, c > 0.
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Zad. 5.1. Znale¹¢ pole powierzchni zanurzonej w R3, wyci¦tej powierzchni¡
walcow¡ o równaniu (x− 1

2R)2+y2 = 1
4R

2 ze sfery o równaniu x2+y2+z2 = R2.

Zad. 5.2. Znale¹¢ pole powierzchni zanurzonej w R3, wyci¦tej sfer¡ o rów-
naniu x2+y2+z2 = R2 z powierzchni walcowej o równaniu (x− 1

2R)2+y2 = 1
4R

2.

Zad. 5.3. Znale¹¢ pole elektryczne wytworzone w punkcie (0, 0, 0) przez
póªsfere dan¡ warunkami x2 + y2 + z2 = R2, x ≤ 0, naªadowan¡ jednorodnie
ªadunkiem elektrycznym ze staª¡ g¦sto±ci¡ powierzchniow¡ σ.

Zad. 5.4. Znale¹¢ pole wycinka pªaszczyny ograniczonej kardioid¡ o para-
metryzacji (x, y) = (2R cos t−R cos(2t), 2R sin t−R sin(2t)), t ∈ [0, 2π].

Zad. 5.4. Znale¹¢ pole wycinka pªaszczyny ograniczonej krzyw¡ o parame-
tryzacji (x, y) = (a sin t, a sin(2t)), t ∈ [0, 2π].

Zad. 5.6. Znale¹¢ pole tzw. li±cia kartezjusza, czyli obszaru pªaszczynzy
ograniczonego krzyw¡ o równani¡ x3 + y3 = 3axy. (Wskazówka: t¡ krzyw¡
mo»na sparametryzowa¢ parametrem t = y

x ).
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