1.1. Rozwazmy okrag jednostkowy S' C R2, zbiory
U = {(cosa,sina) : a €]0,27[}, V ={(cosa,sina) : « €] — 7, [}
oraz odwzorowania
¢ : U —]0, 27, o(cosa,sina) = «
YV =] —m, 7, P(cosa,sina) = «
Udowodnij, ze {¢,1} jest atlasem na S'.

1.2. Niech
UIZ{(x?y)Egl:x>O}> ¢1:U1 _>]_1a1[7 (bl(may):y
UQZ{(zay)ESI :y>0}7 ¢2:U2 %}7131[7 QSQ(:E,y):I
U3:{(x,y)681:x<0}, ¢3:Us _>]_171[7 gbg(x,y):y
U4:{($,y)egl :y<0}7 ¢4:U4 _>]_171[7 ¢4((E,y):$

Udowodnij, ze {¢1, 2, 3, b4} jest atlasem na S', réwnowaznym atlasowi z po-
przedniego zadania.

1.3. Rozwazmy przestrzeri rzutowa RP? = (R3\ {(0,0,0)})/ ~, gdzie
T~y < NeR\{0}:Z=)\y
Alternatywnie, mozna RP? zdefiniowaé jako S?/ ~, gdzie

Fm§ & I=4y

Niech
Uy = {[(z1,22,23)] €RP? 12y 20},  ¢1([(21, 72, 23)]) = (i— %
Uz = {[(z1, 22, 23)]~ € RP? : 25 # 0}, d2([(z1, 22, 23)|~) = (%, g

Us = {[(x1, 22, 73)]~ €RP? 115 £0},  ¢s([(w1, z, 23)]) = %, f

Udowodnij, ze {¢1, 2, d3} jest atlasem na RP2.

1.4. Rozwazmy na sferze S? C R? wspotrzedne (z,y) (zdefiniowane np. na
obszarze Uy = {(x,y,2) € S? : 2 > 0}) oraz wspolrzedne sferyczne (6, @) (zdefi-
niowane na obszarze Us = S?\ {(z,y, 2) € S* : & < 0Ay = 0}). Wyrazi¢ wektory
9 0 0

9 oraz 2 w bazie wektorow 2 i -2 . Dla zanurzenia ¢ : S — R3 znalez¢ 1, -2
ox oy 90 © Oy ox?
8

o o
L*ny, L*%, L*%.

1.5. Niech ¢ : S? — R? bedzie rzutem stereograficznym sfery (z wyjatkiem
punktu (0,0,—1)). Zapisaé @% oraz @% w bazie wektorow a% i a%-



2.1 Wyrazi¢ formy dz. dy, dz, metryke euklidesowa ¢ = dz®@dz +dy @dy +
dz ® dz oraz forme objetosci vol = dx A dy A dz we wspodtrzednych sferycznych
na R3.

2.2 Niech M = {(sinh cos ¢, sinh 0sin ¢, cosh ) : 6 € R, ¢ €]0,2x[}, ¢ jest
zanurzeniem M w R3. Dla metryki euklidesowej ¢ na R3. Znalezé (*g i wyrazi¢
ja we wspotrzednych p, ¢ na M.

2.3 jak w zpoprzednim zadaniu, ale znalez¢ t*n dlan = dr®dx +dy @ dy —
dz ® dz.

2.4 Niech na R3: w; = ydz — zdy, ws = 2zdx — xdz, wy = xdy — ydz. Znalezé
w1 A wsa, wWo Aws, Wi Awg Adz, w1 Aws Aws, w1 Aws Awy.

2.5 Niech na R3: vol = dz A dy A dz. Dla dowolnego wektora v = ”Ia% +
”ya% + ”Za% znalezé v_vol.

2.6 Niech g i vol beda metryky euklidesowa i standardowa forma, objetosci
na R®. Dla dowolnych wektorow A = A,-Z + Aya% +A. & oraz B =B, Z +
By% +BZ% Niech « i 8 beda jednoformamy, takimi, ze dla dowolnego wektora

v:
vaa = g(v, A), vaf = g(v, B)

Niech C' bedzie wktorem takim, ze

Cwol=aAp

Znalezé wzory na «, 8, a A 8 oraz C, i pokazac, ze C = A x B (iloczyn wekto-
rowy).

2.7. Jak w poprzednim zadaniu, ale wykonaé¢ obliczenia uzywajac wspotl-
rzednych sferycznych, uzywajac wynikéw zadania 2.1.



3.1. Obliczy¢ dw, dla a. w = 2yz(dz + dy), b. w = xy?dz + z2ydy, c.
w= t(zdy — ydz), d. w = 122132“ Dla tych w, dla ktorych dw = 0 znalez¢
funkcje f (zdefiniowana przynajmniej lokalnie) taka, by w = df.

3.2. Rozwazmy dwuforme w R*: F = E,dt Adz + E,dt Ady + E,dt Adz +
BydyANdz+ Bydz Adx + B.dx Ady, gdzie F; i B; s3 pewnymi funkcjami wspot-
rzedneyh (x,y, z,t). Zapisa¢ rownanie dF = 0 w terminach pol wektorowych E
i B (rozumianych jako zalezne od czasu pola wektorowe na R?).

3.3. Rozwazmy rozmaitos¢ 3-wymiarowa z metryka ¢ = gapdu®du® oraz
forma objetosci vol = /det gdu' A du? A du?. Uzywajac definicji:
Gradient funkcji f to takie pole wektorowe A =V f, ze Aug ==df
Rotacja pola wektorowego A to takie pole wektorowe B =V x A, ze B_vol ==
d(A.g)
Dywergencja pola wektorowego A to taka funkcja f = V- A, ze fvol = d(Aivol)
Wyprowadzié wory na gradient, rotacje i dywergencje na R? w uktadzie karte-
zjanskim i sferycznym.

3.4. Rozwazmy sfere 3-wymiarowa S® C R* z metryka i forma objetosci
odziedziczong z R*, tzn.

gs3 = ¥ gRa, volgs = +* (N avolga)
gdzie ¢ jest zanurzeniem sfery w R* a N = Z?:l x 6(31' jest polem jednostkowych
wektorow prostopadtych do sfery.
Pokaza¢, w wybranym uktadzie wspotrzednych, ze volgs = v/det ggsdu' A du? A
du?® (z doktadnoscia do znaku), oraz wyprowadzi¢ wzory na gradient, rotacje i
dywergencje w tych wspélrzednych.

3.5. Niech (,0, ) bedzie sferycznym uktadem wspotrzednych na R3. Niech
f € C>=(]0, 00]). Znalez¢ wszystkie mozliwe pola wektorowe postaci A(r, 0, ¢) =
A (r) £ takie, ze V- A = f(r).

3.5 Niech (p,¢,2) bedzie cylindrycznym uktadem wspoétrzednych na R3.
Niech j bedzie polem wektorowym postaci j(p, ¢, 2) = jz(p)%. Znalez¢ wszyst-
kie mozliwe pola wektorowe postaci B(p, ¢, z) = Bw(r)% takie, ze V X B = j.



4.1 Rozwazmy funkcje f(0, p) = P(cos0)e’*¥ na sferze S?, gdzie k € Z a P
jest pewng funkcja. Pokaz, ze Af = Q(cosf)e’*?, gdzie Q jest jaka$ funkcja.
Znajdz zwiazek pomiedzy ) oraz P.

4.2 Niech f bedzie funkcjg na R?, ktéra we wspotrzednych sferycznych ma
postaé f(r,0,¢) = u(r)sinfe'?. Pokaz, ze istnieje taka funkcja u(r), ze funkcja
f spelnia réwnanie Af = 0. Znalez¢ réwnanie rézniczkowe spelnianie przez
funkcje u(r).

4.3 Oblicz catke [, w, gdzie
a. w= (v —y)dw + zdy, M jest potokregiem {(z,y) € R? : 2% + 3> =1,y > 0}
(wybra¢ jedna z orientacji)
b. w = (z — y)dz + 2dy, M jest potokregiem {(x,y) € R? : 22 +y?> =1,y < 0}
(wybra¢ jedna z orientacji)
c. w=(x —y)dz + xdy, M jest okregiem {(z,y) € R? : 22 + ¢y = 1} (wybraé¢
jedna z orientacji)
d. w=d((z—y)dz+azdy), M jest kolem {(z,y) € R? : 2> +y* < 1} (orientacja
zgodna 7 orientacja R?)
e. w = volgz = sinfdh A dp, M jest sfera {(z,y,2) € R : 22 + y? + 22 < 1}
(orientacja indukowana z orientacji R® przez kierunek na zewnatrz)
f. w = sin™fOcos™ Bet*?df A dp, n,m,k € N, M jest sferg {(x,y,2) € R3 :
22 + y? + 22 < 1} (orientacja indukowana z orientacji R przez kierunek na
zewnatrz)
g. w = ydx, M jest tukiem cykloidy wyznaczonej prze okrag o promieniu R
toczacy sie po osi X
h. w = voly;, M jest tukiem cykloidy wyznaczonej prze okrag o promieniu R
toczacy sie po osi X, volys jest forma objetoéci indukowang na cykloidzie z R?
(czyli w wybranej parametryzacji volys = v/det gdt = i—f‘ dt).

4.4 Znajdz dlugos¢ L = | a Volas spirali logarytmicznej o parametryzacji
7(t) = (e’ cost,e’sint) dla t € [—00,0]. (Wybrac orientacje taka, by L > 0).

4.5 Znajdz mase m = [, pvoly i energie potencjalng E = [, ppvolys jed-
norodnego (p = const.) sznura wiszacego w polu grawitacyjnym o potencjale
¢(7) = gy w ksztalcie krzywej o rownaniu y = acosh £, x € [—a,a]. (Wybrac
orientacje taka, by m > 0).

4.6. Znajdz pole S = [, voly powierzchni M = {(z,y, z) € R2: 22 +9% <
1,z = ay}.

4.7. Znajdz pole powierzchni zanurzonej w R?, wycietej walcem o réwnaniu
2 2 . . . 2 2
Ly 4+ % = ¢* z paraboloidy o réwnaniu z = - + 4. a,b,¢ > 0.



Zad. 5.1. Znalezé pole powierzchni zanurzonej w R3, wycietej powierzchnia
walcows o réwnaniu (z— 1 R)?+y? = 1 R? ze sfery o rownaniu 2® +y%+2% = R%

Zad. 5.2. Znalezé pole powierzchni zanurzonej w R3, wycietej sferg o row-
naniu 22 +y%+22 = R? z powierzchni walcowej o réwnaniu (xf%R)eryz = %RQ.

Zad. 5.3. Znale7¢ pole elektryczne wytworzone w punkcie (0,0,0) przez
polsfere dang warunkami z2 + y? + 22 = R?, z < 0, naladowana jednorodnie
tadunkiem elektrycznym ze stala gestoscia powierzchniowa o.

Zad. 5.4. Znalez¢ pole wycinka plaszczyny ograniczonej kardioida o para-
metryzacji (z,y) = (2Rcost — Rcos(2t),2Rsint — Rsin(2t)), t € [0, 27].

Zad. 5.4. Znalez¢ pole wycinka plaszczyny ograniczonej krzywa o parame-
tryzacji (z,y) = (asint, asin(2t)), ¢ € [0, 27].

Zad. 5.6. Znalezé pole tzw. liscia kartezjusza, czyli obszaru ptaszczynzy
ograniczonego krzywa o réwnanig z3 + y® = 3azy. (Wskazoéwka: ta krzywa
mozna sparametryzowac parametrem t = ¥).



