
Zad.1. Dla podanego odwzorowania Φ : M → N i wektora v ∈ TpM znale¹¢
transport Φ∗v
a. M = N = R2, Φ jest obrotem pªaszczyzny wokóª punktu (0, 0) w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara o k¡t α ∈ R, p = (x0, y0), v =

(
∂
∂x

)
p

b. M = N = R2, Φ(x, y) = (ex cos y, ex sin y), p = (x0, y0), v =
(
x ∂
∂x + y ∂

∂y

)
p

c. M = {(cosϕ, sinϕ, z) : ϕ, z ∈ R}, N = S2, Φ(x, y, z) = (x,y,z)√
x2+y2+z2

,

p = (cosϕ0, sinϕ0, z0), v =
(

cosα ∂
∂ϕ + sinα ∂

∂z

)
p
dla penego α ∈ R.

Zad.2. Dla podanego odwzorowania Φ : M → N i formy ω ∈ ΛkN znale¹¢
transport Φ∗ω
a. M = N = R2, Φ(x, y) = (x2 − y2, 2xy) = (u(x, y), v(x, y)), ω = udv − vdu
b. M = T ∗R2 = {(x1, x2, p1, p2) ∈ R}, N = T ∗R2 = {(y1, y2, q1, q2) ∈ R},
Φ(x1, x2, p1, p2) = (m1x1+m2x2

m1+m2
, x1 − x2, p1 + p2,

m2p1−m1p2
m1+m2

) gdzie m1,m2 ∈ R,
ω = dy1 ∧ dq1 + dy2 ∧ dq2
c. M = S1 × S1, N = S3 = {(sin τ sin θ cosϕ, sin τ sin θ sinϕ, sin τ cos θ, cos τ) :
τ, θ, ϕ ∈ R}, Φ((cosα, sinα), (cosβ, sinβ)) = (cosα cosβ, cosα sinβ, sinα cosβ, sinα sinβ),
ω = volS3 = sin2 τ sin θdτ ∧ dθ ∧ dϕ

Zad.3. Znale¹¢ metryk¦ i form¦ objeto±ci na rozmaito±ci M ⊂ Rn induko-
wane ze standardowej metryki i obj¦to±ci na Rn.
a. M = {(x, y, z) ∈ R3 : (

√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2}, 0 < r < R

b. M = {(x, y, z, t) ∈ R4 : xyzt = 1, x, y, z, t > 0}
c. M = {(x, f(x) cosϕ, f(x) sinϕ) : x, ϕ ∈ R} dla pewnej danej funkcji ciagªej
f : R→ [0,∞[

Zad.4. Znale¹¢ wzory na gradient, dywergencj¦, rotacj¦ i laplasjan w poda-
nych ukªadach wspóªrz¦dnych:
a. x = 1

2 (u2 − v2), y = uv cosϕ, z = uv sinϕ
b. x = 1

2 (u2 − v2) cosϕ, y = 1
2 (u2 − v2) sinϕ, z = uv

c. x = coshα cosβ, y = sinhα sinβ, z = z

Zad.5. Znale¹¢ dªugo±¢ krzywej:
a. K = {(2 cos t− cos(2t), 2 sin(t)− sin 2t) : t ∈ [0, 2π]}
b. K = {(ρ(ϕ) cosϕ, ρ(ϕ) sinϕ) : ϕ ∈ [0, 2π]}, ρ jest pewn¡ funkcj¡ o wwaro-
±ciach dodatnich
c. powstaªej z przeci¦cia powierzchni 3x2 + y2 − z2 = 1 pªaszczyzn¡ x = z.

Zad.6. Znale¹¢ pole powierzchni
a. K = {(

√
1 + u2 cosϕ,

√
1 + u2 sinϕ, u), u ∈ [−1, 1], ϕ ∈ [0, 2π]} b. powstaªej

z obrotu wykresu funkcji y = f(x), x ∈ [x1, x2], wokóª osi X
c. wyci¦tej z paraboloidy obrotowej o równaniu z = x2 + y2 powierzchni¡ wal-
cow¡ x2 + y2 = 1

Zad.7. Znale¹¢ caªk¦ z danej formy/pola wektorowego po krzywej
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a. ~V = (x3− z3) ∂
∂x + (x3 + y3) ∂∂y + xz2 ∂

∂z , K = {(cos t, sin t, cos t) : t ∈ [0, 2π]}
b. ω = xdx+ydy+zdz

x2+y2+z2 , K = {(cos t, sin t, t) : t ∈ [0, 2π]}
c. ~V = r ∂∂r (we wspóªrz¦dnych sferycznych), K = {(cos t, cos2 t, cos3 t) ∈ R3 :
t ∈ [0, π2 ]}

Zad.8. Znale¹¢ caªk¦ z danej formy po powierzchni/strumie« danego pol

wektorowego przez powierzchni¦ a. ~V = (x3 − z3) ∂
∂x + (x3 + y3) ∂∂y + xz2 ∂

∂z ,

D = {(u cos t, u sin t, u cos t) : t ∈ [0, 2π], u ∈ [0, 1]}
b. ω = xdx+ydy+zdz

x2+y2+z2 , D = {(cos t, sin t, u) : t ∈ [0, 2π], u ∈ [−1, 1]}
c. ~V = x2 ∂

∂x + y2 ∂
∂y + z2 ∂

∂z , D jest powierzchni¡ sfery o ±rodku w punkcie

(1, 0, 0) i promieniu 2.
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