1 Wielomiany Hermite’a

Roéwnanie
B (x) — 2zh/ (x) + 2 h(z) =0 (1)

nazywamy rownaniem Hermite’a.

Zadanie 1. Niech

H = {f € C™(R) : /_OO 1f(z)]2e " dz < oo} (2)
Udowodnij, ze operator L : H — H:
(Lh)(x) = W'(z) — 20k () (3)

jest hermitowski wzgledem iloczynu skalarnego
o0 2
()= | 1) glaeda, 0

czyli, ze
Vf.geH  (Lf.g)=(f.Lg). (5)

7 tej hermitowskosci wynika, ze rozwigzania réwnan Hermite’a o réznych
wartosciach A sa do siebie ortogonalne wzgledem podanego iloczynu skalarnego
(o ile leza w przestzreni H).

Zadanie 2. Udowodnij, ze réwnanie Hermite’a posiada rozwigzanie wie-
lomianowe (czyli w postaci skoriczonego szeregu potegowego z wyktadnikami
bedacymi liczbami naturalnymi) wtedy i tylko wtedy, gdy A € N.

Zadanie 3. Udowodnij, ze tymi wielomianami sa (z dokladnoscia do stalej
proporcjonalnosci)

n (—’n)k x2k
hon(z) =C -y g =—  dlai=2n, neN (6)
= @k M
no 2k+1
hznﬂ(x):c-z((;;)”k' dlad=2n+1, neN (7)
= 2/k :

0

gdzie (a)y jest tzw symbolem Pochhammera:

(a>k:{clz(a+1)(a+2)...(a+k—1) gizzil(\)h_ ®)

Zadanie 4. Niech

o

2xt—t> "
e =: Z H, (.I)E (9)

n=0



Udowodnij, ze funkcje H,(z) sa wielomianami stopnia n, i spelniaja réwnanie
Hermite’a dla A = n.

Wskazowka: Znajdz, jakie operacje nalezy wykonaé na funkcji e
maé szereg postaci Yo o (H)!(z) — 2zH],(z) + 2nH,(z)) %

20—t aby otray-

Wielomiany H,(z) nazywamy wielomianami Hermite’a.

Zadanie 5. Znajdz stale C ktérych nalezy uzyé we wzorach z zadania 3. by
otrzymac wielomiany Hern%ite’a.
Wskazdwka: Rozwaz e***~"|,_o oraz (£ le=0-

e
Odpowieds: Cap = (—1)" 2L Oy, 4y = 2(—1)n 2ot

n! 7 n!

2zt7t2)

Zadanie 6. Znajdz wspoétczynnik wielomianu Hermite’a H,(x) w wyrazie
proporcjonalnym do z".
Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru (9) i zajdz wspotczynnik stojacy przy z™t". Al-
ternatywnie skorzystaj ze wzoréw z zadania 3. i wynikéw zadania 5.
Odpowiedz: 2™.

Zadanie 7. Udowodnij, ze
H) (z) =2nH,_1(x) (10)
Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru (9).

Zadanie 8. Udowodnij, ze

n
a2 d >

Ha(w) = (1) (™) (1)

Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru (9) zapisujge e2ot=t" — 62”=(@=" § Loraystajge

ze wzoru na wspotczynniki szeregu Taylora.

Zadanie 9. (wzér Rodrigues’a) Udowodnij, ze

Hy() = (20 - %)"1 (12)
Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoru (11) zapisujgc e’ (ﬁc—nn S (e””2 . % -e_"CQ)”
Ze wzoru Rodrigues’a wynika natychmiast, ze
Hy1(z) = (2;10 - %)Hn(x) = 2zH,(z) — H} (z) (13)
czyli (wykorzystujac wynik zadania 7.):
Hy1(z) =2¢H,(z) — 2nH,—1(x) (14)



Zadanie 10. Udowodnij, ze

/ h Hy(z)Hp(z)e ®dz =0 dlan#m (15)

/_OO (Hn(w))ze*ﬁdm =2"nl\/T (16)

Wskazowka: Rozpisz jeden z wielomiandow uzywa]qc w20TU Rozzlmgues a 1 wyko-
naj catkowanie przez czeSci. Zauwaz, ze (2:I:+ ~) - e =7, . Skorzystaj
z wyniku zadania 6. lub z wyniku zadania 7.

Zadanie 11. Udowodnij, ze

n
n(x+y) :Z

k=0

( ) 2y)" " Hi(x) (17)

Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru (11).

Zadanie 12. Znajdz transformate Fouriera funkcji u,, (z) = H, (x)e’””g, czyli
policz catke

/ Hn(m)e_xz_ik'xdsc (18)

Wskazowka: Przesun zmienng catkowania i skorzystaj ze wzoru z zadania 11.
Odpowiedz: \/m(—ik)"e™ T

Zadanie 13. Udowodnij, ze

A e
NG
Wskazowka: Uzyj wzoru na odwrotng transformate Fouriera funkcji z poprzed-
niego zadania. (Istniejg tez inne sposoby.)

H,(z) = (x +iy)"e ¥ dy (19)

Zadanie 14. Udowodnij, ze funkcje

un(x,t) = Hp(z) exp ( - % —i(n+ %)t) (20)

sq rozwigzaniami réwnania

2— 4 — —2%u=0 (21)



Zadanie 15. Udowodnij, ze rozwiazaniem réwnania (21) z og6lnym warun-
kiem poczatkowym

(st = 0) = ug() (23)
jest
ue) = [ Gl puay (24)
gdzie N
Gl yit) = 3 oM gp gy (25)

2nnly/m

Zadanie 16.* Znajdz rozwigzanie r6wnania (21) z warunkiem poczatkowym

n=0

(z—a)?

u(x,t:())zexp(— 5

) (26)

dla pewnej stalej a € R.
2
Odpowiedz: u(z,t) = exp ( - % —i(zasint + 1a?sin(2t) + %t))



