
1 Wielomiany Hermite'a

Równanie
h′′(x)− 2xh′(x) + 2λh(x) = 0 (1)

nazywamy równaniem Hermite'a.

Zadanie 1. Niech

H =
{
f ∈ C∞(R) :

∫ ∞

−∞
|f(x)|2e−x2

dx < ∞
}

(2)

Udowodnij, »e operator L : H → H:

(Lh)(x) = h′′(x)− 2xh′(x) (3)

jest hermitowski wzgl¦dem iloczynu skalarnego

⟨f, g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(x)∗g(x)e−x2

dx, (4)

czyli, »e
∀f, g ∈ H ⟨Lf, g⟩ = ⟨f, Lg⟩. (5)

Z tej hermitowsko±ci wynika, »e rozwi¡zania równa« Hermite'a o ró»nych
warto±ciach λ s¡ do siebie ortogonalne wzgl¦dem podanego iloczynu skalarnego
(o ile le»¡ w przestzreni H).

Zadanie 2. Udowodnij, »e równanie Hermite'a posiada rozwi¡zanie wie-
lomianowe (czyli w postaci sko«czonego szeregu pot¦gowego z wykªadnikami
b¦d¡cymi liczbami naturalnymi) wtedy i tylko wtedy, gdy λ ∈ N.

Zadanie 3. Udowodnij, »e tymi wielomianami s¡ (z dokªadno±ci¡ do staªej
proporcjonalno±ci)

h2n(x) = C ·
n∑

k=0

(−n)k

( 12 )k

x2k

k!
dla λ = 2n, n ∈ N (6)

h2n+1(x) = C ·
n∑

k=0

(−n)k

( 32 )k

x2k+1

k!
dla λ = 2n+ 1, n ∈ N (7)

gdzie (a)k jest tzw symbolem Pochhammera:

(a)k =

{
a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ k − 1) dla k ∈ N+

1 dla k = 0
(8)

Zadanie 4. Niech

e2xt−t2 =:
∞∑

n=0

Hn(x)
tn

n!
(9)
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Udowodnij, »e funkcje Hn(x) s¡ wielomianami stopnia n, i speªniaj¡ równanie
Hermite'a dla λ = n.
Wskazówka: Znajd¹, jakie operacje nale»y wykona¢ na funkcji e2xt−t2 , aby otrzy-
ma¢ szereg postaci

∑∞
n=0

(
H ′′

n(x)− 2xH ′
n(x) + 2nHn(x)

)
tn

n! .

Wielomiany Hn(x) nazywamy wielomianami Hermite'a.

Zadanie 5. Znajd¹ staªe C których nale»y u»y¢ we wzorach z zadania 3. by
otrzyma¢ wielomiany Hermite'a.
Wskazówka: Rozwa» e2xt−t2 |x=0 oraz ( ∂

∂xe
2xt−t2)|x=0.

Odpowied¹: C2n = (−1)n (2n)!
n! , C2n+1 = 2(−1)n (2n+1)!

n! .

Zadanie 6. Znajd¹ wspóªczynnik wielomianu Hermite'a Hn(x) w wyrazie
proporcjonalnym do xn.
Wskazówka: Skorzystaj ze wzoru (9) i zajd¹ wspóªczynnik stojacy przy xntn. Al-
ternatywnie skorzystaj ze wzorów z zadania 3. i wyników zadania 5.
Odpowied¹: 2n.

Zadanie 7. Udowodnij, »e

H ′
n(x) = 2nHn−1(x) (10)

Wskazówka: Skorzystaj ze wzoru (9).

Zadanie 8. Udowodnij, »e

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x2

) (11)

Wskazówka: Skorzystaj ze wzoru (9) zapisuj¡c e2xt−t2 = ex
2−(x−t)2 i korzystaj¡c

ze wzoru na wspóªczynniki szeregu Taylora.

Zadanie 9. (wzór Rodrigues'a) Udowodnij, »e

Hn(x) =
(
2x− d

dx

)n

1 (12)

Wskazówka: Skorzystaj ze wzoru (11) zapisuj¡c ex
2 · dn

dxn ·e−x2

= (ex
2 · d

dx ·e
−x2

)n .

Ze wzoru Rodrigues'a wynika natychmiast, »e

Hn+1(x) =
(
2x− d

dx

)
Hn(x) = 2xHn(x)−H ′

n(x) (13)

czyli (wykorzystuj¡c wynik zadania 7.):

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (14)
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Zadanie 10. Udowodnij, »e∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx = 0 dla n ̸= m (15)

∫ ∞

−∞

(
Hn(x)

)2
e−x2

dx = 2nn!
√
π (16)

Wskazówka: Rozpisz jeden z wielomianów u»ywaj¡c wzoru Rodrigues'a i wyko-
naj caªkowanie przez cz¦±ci. Zauwa», »e (2x+ d

dx ) · e
−x2

= e−x2 · d
dx . Skorzystaj

z wyniku zadania 6. lub z wyniku zadania 7.

Zadanie 11. Udowodnij, »e

Hn(x+ y) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(2y)n−kHk(x) (17)

Wskazówka: Skorzystaj ze wzoru (11).

Zadanie 12. Znajd¹ transformat¦ Fouriera funkcji un(x) = Hn(x)e
−x2

, czyli
policz caªk¦ ∫ ∞

−∞
Hn(x)e

−x2−ikxdx (18)

Wskazówka: Przesu« zmienn¡ caªkowania i skorzystaj ze wzoru z zadania 11.

Odpowied¹:
√
π(−ik)ne−

k2

4

Zadanie 13. Udowodnij, »e

Hn(x) =
2n√
π

∫ ∞

−∞
(x+ iy)ne−y2

dy (19)

Wskazówka: U»yj wzoru na odwrotn¡ transformat¦ Fouriera funkcji z poprzed-
niego zadania. (Istniej¡ te» inne sposoby.)

Zadanie 14. Udowodnij, »e funkcje

un(x, t) = Hn(x) exp
(
− x2

2
− i(n+

1

2
)t
)

(20)

s¡ rozwi¡zaniami równania

2i
∂u

∂t
+

∂2u

∂x2
− x2u = 0 (21)

z warunkiem pocz¡tkowym

u(x, t = 0) = Hn(x) exp
(
− x2

2

)
. (22)
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Zadanie 15. Udowodnij, »e rozwi¡zaniem równania (21) z ogólnym warun-
kiem pocz¡tkowym

u(x, t = 0) = u0(x) (23)

jest

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
G(x, y; t)u0(y)dy (24)

gdzie

G(x, y; t) =

∞∑
n=0

Hn(x)Hn(y)e
−i(n+ 1

2 )t

2nn!
√
π

e−
x2

2 − y2

2 . (25)

Zadanie 16.* Znajd¹ rozwi¡zanie równania (21) z warunkiem pocz¡tkowym

u(x, t = 0) = exp
(
− (x− a)2

2

)
(26)

dla pewnej staªej a ∈ R.
Odpowied¹: u(x, t) = exp

(
− (x−a cos t)2

2 − i(xa sin t+ 1
4a

2 sin(2t) + 1
2 t)

)

4


