
1 Metoda Frobeniusa

Przypomninie: symbol Pochhamera (a)k:

(a)k =

{
a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ k − 1) dla k ∈ N+

1 dla k = 0
(1)

Zadanie 1. Znajd¹ rozwi¡zania równania

u′′(x) +
1

2x
u′(x)− 1

x
u(x) = 0 (2)

w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ. (Wyznacz mo»liwe warto±ci λ, znajd¹

rekurencj¦ na wspóªczynniki an, i rozwi¡» t¡ rekurencj¦.)
Odpowied¹: Z dokªadno±ci¡ do staªej:

u1(x) =

∞∑
n=0

xn

( 12 )nn!
, u2(x) =

∞∑
n=0

xn+ 1
2

( 32 )nn!

Zadanie 2. Znajd¹ rozwi¡zania równania

u′′(x) +
1

2x
u′(x)− u(x) = 0 (3)

w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ. (Wyznacz mo»liwe warto±ci λ, znajd¹

rekurencj¦ na wspóªczynniki an, i rozwi¡» t¡ rekurencj¦.)
Odpowied¹: Z dokªadno±ci¡ do staªej:

u1(x) =

∞∑
m=0

x2m

22m( 34 )mm!
, u2(x) =

∞∑
m=0

x2m+ 1
2

22m( 54 )mm!

Zadanie 3. Znajd¹ rozwi¡zania równania

u′′(x) +
1

x
u′(x)− 1

x
u(x) = 0 (4)

w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ. (Wyznacz mo»liwe warto±ci λ, znajd¹

rekurencj¦ na wspóªczynniki un, i rozwi¡» t¡ rekurencj¦.)
Odpowied¹: Z dokªadno±ci¡ do staªej, jest tylko jedno rozwi¡zanie w postaci sze-
regu

u1(x) = C ·
∞∑

n=0

xn

(n!)2

Zadanie 4. Znajd¹ rozwi¡zanie równania z poprzedniego zadania w postaci

u(x) = lnx · u1(x) +

∞∑
n=0

anx
n (5)

gdzie

u1(x) =
∞∑

n=0

xn

(n!)2
(6)
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jest rozwi¡zaniem tego równania znalezionym w poprzednim zadaniu. Wystarczy
znale¹¢ rekurencj¦ na wspóªczynniki an.
Odpowied¹:

an =
an−1

n2
+

2

n · (n!)2
dla n ≥ 1

wystarczy; ale jakby komu± si¦ chciaªo znale¹¢ rozwi¡zanie rekurencji, jest to

an =
a0

(n!)2
+

2

(n!)2

n∑
k=1

1

k

Zadanie 5. Udowodnij, »e równanie

u′′(x)− 1

x
u′(x)− 1

x
u(x) = 0 (7)

ma tylko jedno liniow niezale»ne rozwi¡zanie w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ

i znajd¹ je. Jakiej postaci jest drugie, liniowo niezale»ne rozwi¡zanie?
Odpowied¹: To jedno rozwi¡zanie w postaci szeregu jest równe (z dokªadno±ci¡
do staªej)

u1(x) =

∞∑
n=0

xn+2

(n+ 2)!n!

Nie ma rozwi¡zania zaczynaj¡cego si¦ od x0, jak mogªoby si¦ wydawa¢, bo reku-
rencja prowadzi co sprzeczno±ci. Drugiego rozwi¡zania nale»y szuka¢ w postaci

u2(x) = lnx · u1(x) +

∞∑
n=0

anx
n

Zadanie 6. Znajd¹ rozwi¡zania równania

u′′(x)− 1

x2
u′(x)− 3

4x2
u(x) = 0 (8)

w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ. (Wyznacz mo»liwe warto±ci λ, znajd¹

rekurencj¦ na wspóªczynniki an, i rozwi¡» t¡ rekurencj¦.)
Odpowied¹: Z dokªadno±ci¡ do staªej, jest tylko jedno rozwi¡zanie w postaci sze-
regu

u1(x) =

∞∑
m=0

( 12 )n(−
5
2 )n

n!
xn.

Mo»na zauwa»y¢, »e ten szereg ma zerowy promie« zbie»no±ci, jest wi¦c wyª¡cz-
nie szeregiem formalnym.

Zadanie 7. Znajd¹ rozwi¡zania równania

u′′(x)− 1

x2
u′(x)− 3

x3
u(x) = 0 (9)
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w postaci szeregu u(x) =
∑∞

n=0 anx
n+λ. (Wyznacz mo»liwe warto±ci λ, znajd¹

rekurencj¦ na wspóªczynniki an, i rozwi¡» t¡ rekurencj¦.)
Odpowied¹: Z dokªadno±ci¡ do staªej, jest tylko jedno rozwi¡zanie w postaci sze-
regu

u1(x) =

∞∑
n=0

(−3)n(−4)n
n!

xn−3 = x−3 + 12x−2 + 36x−1 + 24.

(−3)n = 0 dla n ≥ 4, wi¦c ten szereg jest sko«czony, i jest to prawdziwa funkcja,
nie tylko szereg formalny.

Zadanie 8. Uzasadnij, »e równanie

u′′(x)− 1

x2
u′(x)− 2

x4
u(x) = 0 (10)

nie ma nietrywialnych (czyli innych ni» u = 0) rozwi¡za« w postaci szeregu
u(x) =

∑∞
n=0 anx

n+λ. Znajd¹ funkcje r(x) dla których podstawienie u(x) =
er(x)v(x) sprowadza powy»sze równanie do postaci posiadaj¡cych rozwi¡zania
w postaci szeregu, i w ten sposób znajd¹ rozwi¡zania tego równania.
Odpowied¹: r(x) = x−1 prowadzi do równania

v′′(x)− 3

x2
v′(x) +

2

x3
v(x) = 0 (11)

którego rozwi¡zaniem jest

v1(x) =

∞∑
n=0

( 23 )n(−
1
3 )n

3nn!
xn+ 2

3 ;

z kolei podstawienie r(x) = −2x−1 prowadzi do równania

v′′(x) +
3

x2
v′(x)− 4

x3
v(x) = 0 (12)

którego rozwi¡zaniem jest

v2(x) =

∞∑
n=0

( 43 )n(
1
3 )n

(−3)nn!
xn+ 4

3 .

Ogólnym rozwi¡zaniem (formalnym) równania jest wi¦c

u(x) = C1e
1
x v1(x) + C2e

− 2
x v2(x).

Zadanie 9. Poka» »e podstawienie x = y−1, u(x) = v(y) przeksztaªaca
równanie

u′′(x)− 1

x2
u′(x)− 2

x4
u(x) = 0 (13)
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do postaci posiadaj¡cej jedno rozwi¡zanie w postaci szeregu v(y) =
∑∞

n=0 any
n+λ,

i znajd¹ to rozwi¡zanie (wystarczy rekurencja na wspóªczynniki).
Odpowied¹: po przeksztaªceniu równanie ma posta¢

v′′(y) + (1 +
2

y
)v′(y)− 2v(y) = 0

i posiada rozwi¡zanie vn =
∑∞

n=0 any
n gdzie a1 = 0 oraz

an =
2an−2 − (n− 1)an−1

n(n+ 1)
dla n ≥ 2.
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