1 Metoda Frobeniusa
Przypomninie: symbol Pochhamera (a)y:

(a)k:{clz(a+1)(a+2)...(a+k—1) 31323?* W

Zadanie 1. Znajdz7 rozwiazania rownania

1 1
1 !
— - = =0 2
W' (2) + oo (@) = —u(z) )
w postaci szeregu u(z) = > oo, anz™ . (Wyznacz mozliwe wartosci A, znajdz
rekurencje na wspoétczynniki a,, i rozwiaz ta rekurencje.)
Odpowiedz: Z doktadnos$cig do statej:

w(z) =S 4
n=0
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n

Zadanie 2. Znajd7 rozwigzania rownania

1
u(z) + %u’(:c) —u(z) =0 (3)
w postaci szeregu u(z) = > oo, anz™ . (Wyznacz mozliwe wartosci A, znajdz
rekurencje na wspoétczynniki a,, i rozwiaz ta rekurencje.)
Odpowiedz: Z doktadnosciq do statej:

x x
ul(x) - Z 2m (3 ’ uQ(I) - Z 2m (5
m—02 ( ) m! ’rn:O2 ( ) m!
Zadanie 3. Znajdz rozwigzania rownania
u'(x) + lu’(ac) - lu(a:) =0 (4)
x x

w postaci szeregu u(z) = > oo a,z" . (Wyznacz mozliwe wartoéci A, znajdz

rekurencje na wspoétczynniki u,,, i rozwiaz ta rekurencje.)
Odpowiedz: Z doktadnosciq do statej, jest tylko jedno rozwigzanie w postaci sze-

reqgi
ui(z)=C-Y

n=0

(n!)?

Zadanie 4. Znajdz rozwigzanie rownania z poprzedniego zadania w postaci
u(z) =Inz-ui(z) + Z anz"” (5)

gdzie

[a—y



jest rozwiagzaniem tego rownania znalezionym w poprzednim zadaniu. Wystarczy
znalez¢ rekurencje na wspoétezynniki a,,.
OdpowiedZ:
Ap—1 2

n? n-(n!)?

wystarczy; ale jakby komus sie cheialo znaleZé rozwigzanie rekurencyi, jest to

ap = dlan>1

= G G D &
k=1
Zadanie 5. Udowodnij, ze rownanie
u'(z) — lu’(x) - lu(:c) =0 (7)
x x

ma tylko jedno liniow niezalezne rozwiazanie w postaci szeregu u(z) = > oo a,z™
i znajdz je. Jakiej postaci jest drugie, liniowo niezalezne rozwiazanie?
Odpowiedz: To jedno rozwigzanie w postaci szeregu jest réwne (z doktadnoscig

do statej)
St xn+2

w(@)=) (n+2)n!

n=0

Nie ma rozwigzania zaczynajgcego sie od x°, jak mogtoby sie wydawaé, bo reku-
rencja prowadzi co sprzecznosci. Drugiego rozwigzania nalezy szukaé w postaci

ug(x) =Inx - up(x) + Z anz"”
n=0

Zadanie 6. Znajd7 rozwigzania rownania

u(x) — %u/(z) - f?u(:c) =0 (8)

w postaci szeregu u(z) = > oo, apz™ . (Wyznacz mozliwe wartosci A, znajdz
rekurencje na wspoétczynniki a,, i rozwiaz ta rekurencje.)

Odpowiedz: Z doktadnoscig do statej, jest tylko jedno rozwigzanie w postaci sze-
regu

N[

e _5
up(x) = Z 7( )nfﬂ Q)Hx”.
m=0 '

Mozna zauwazyé, Ze ten szereg ma zerowy promien zbieznosci, jest wiec wytgcz-
nie szeregiem formalnym.

Zadanie 7. Znajd7 rozwigzania rownania



w postaci szeregu u(z) = > oo ap,z" . (Wyznacz mozliwe wartosci A, znajdz
rekurencje na wspoétczynniki a,, i rozwiaz ta rekurencje.)

Odpowiedz: Z doktadnosciq do statej, jest tylko jedno rozwigzanie w postaci sze-
regu

= (=3) (=4
HOEDY %xn% =%+ 12072 4 3607 + 24.
n=0 :

(=3)" =0 dlan > 4, wiec ten szereg jest skoniczony, i jest to prawdziwa funkcja,
nie tylko szereg formalny.

Zadanie 8. Uzasadnij, ze réwnanie

1 2
u(x) — ?u'(m) - gu(x) =0 (10)
nie ma nietrywialnych (czyli innych niz v = 0) rozwiazan w postaci szeregu
u(x) = 307 anx™ . Znajdz funkcje r(z) dla ktérych podstawienie u(z) =
e"(®)y(x) sprowadza powyzsze réwnanie do postaci posiadajacych rozwiazania
w postaci szeregu, i w ten sposéb znajdz rozwigzania tego réwnania.
Odpowiedz: r(x) = x~* prowadzi do réwnania

ktorego rozwigzaniem jest

v1(z) = - ;
= 3nn!
z kolei podstawienie r(z) = —2x~1 prowadzi do réwnania
3 4
"(z) + 211'(x) — Ev(z) =0 (12)

ktorego rozwigzaniem jest

Ogdlnym rozwigzaniem (formalnym) réwnania jest wiec
u(z) = Crev v, (x) + 0267%’02(1').

Zadanie 9. Pokaz e podstawienie z = y~!, u(x) = v(y) przeksztataca
réwnanie

' (z) — =<' (x) — Su(z) =0 (13)



do postaci posiadajacej jedno rozwigzanie w postaci szeregu v(y) = ZZO:O any™t,

i znajdz to rozwigzanie (wystarczy rekurencja na wspoétczynniki).
OdpowiedZ: po przeksztatceniu réwnanie ma postaé

() + (14 §>v'<y> ~2u(y) =0

i posiada rozwigzanie v, =Y~ apny™ gdzie a; = 0 oraz

~ 2ap-2—(n—1)an_1

dla n > 2.
nin+1)

Qn



