
1 Metoda charakterystyk dla równa« pierwszego

stopnia

Zadanie 1. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+

2x

1 + t

∂u

∂x
= 0 (1)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = cosx.
Odpowied¹: u(t, x) = cos x

(1+t)2 .

Zadanie 2. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= xt (2)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = x2.
Odpowied¹: u(t, x) = x2e−2t + x(e−t − 1 + t).

Zadanie 3. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (3)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 2x.
Odpowied¹: u(t, x) = 2x

1+2t .

Zadanie 4. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+

u

coshx

∂u

∂x
= 0 (4)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = ex.

Odpowied¹: u(t, x) =
sinh x+

√
cosh2 x+2t

1+2t .

Zadanie 5. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 6t (5)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 1
2x.

Odpowied¹: u(t, x) = x−t3

2+t + 3t2.

Zadanie 6. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (6)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x < 0, u(t = 0, x) = 1 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 0 dla x ≤ 0, u(t, x) = x

t dla 0 ≤ x ≤ t, u(t, x) = 1 dla
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x ≥ t.

Zadanie 7. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ (u+ 6t)

∂u

∂x
= 0 (7)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x < 0, u(t = 0, x) = 1 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 0 dla x ≤ 3t2, u(t, x) = x

t − 3t dla 3t2 ≤ x ≤ t + 3t2,
u(t, x) = 1 dla x ≥ t+ 3t2.

Zadanie 7. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ (u+ x)

∂u

∂x
= 0 (8)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x < 0, u(t = 0, x) = 1 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 0 dla x ≤ 0, u(t, x) = x

et−1 dla 0 ≤ x ≤ et − 1, u(t, x) = 1

dla x ≥ et − 1.

Zadanie 8. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 6t (9)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x < 0, u(t = 0, x) = 1 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 3t2 dla x ≤ t3, u(t, x) = x

t + 2t2 dla t3 ≤ x ≤ t + t3,
u(t, x) = 1 + 3t2 dla x ≥ t.

Zadanie 9. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ (u+ 6t)

∂u

∂x
= 0 (10)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 1 dla x < 0, u(t = 0, x) = 0 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 1 dla x < 1

2 t+ 3t2, u(t, x) = 0 dla x > 1
2 t+ 3t2.

Zadanie 10. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ (u+ x)

∂u

∂x
= 0 (11)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 1 dla x < 0, u(t = 0, x) = 0 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 1 dla x < 1

2 (e
t − 1), u(t, x) = 0 dla x > 1

2 (e
t − 1).

Zadanie 11. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 6t (12)
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z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 1 dla x < 0, u(t = 0, x) = 0 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = 1 + 3t2 dla x < 1

2 t+ t3, u(t, x) = 3t2 dla x > 1
2 t+ t3.

Zadanie 12. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 6t (13)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 1
2x dla x ≤ 0, u(t = 0, x) = 0 dla

x ≥ 0.
Odpowied¹: u(t, x) = x−t3

2+t + 3t2 dla x ≤ t3, u(t, x) = 3t2 dla x ≥ t3.

Zadanie 13*. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= x (14)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x < 0, u(t = 0, x) = 1 dla x > 0.
Odpowied¹: u(t, x) = x tanh t dla x ≤ 0, u(t, x) = x coth t dla 0 ≤ x ≤ sinh t,
u(t, x) = 1+x sinh t

cosh t dla x ≥ sinh t.

Zadanie 14. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (15)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = 0 dla x ≤ −1, u(t = 0, x) = 1 dla
−1 < x < 1, u(t = 0, x) = 0 dla x ≥ 0.
Odpowied¹:

Dla t ≤ 4:
u(t, x) = 0 dla x ≤ −1 oraz x > 1 + 1

2 t, u(t, x) =
x+1
t dla −1 ≤ x ≤ −1 + t,

u(t, x) = 1 dla −1 + t ≤ x < 1 + 1
2 t.

Dla t ≥ 4:
u(t, x) = 0 dla x ≤ −1 oraz dla x > −1 + 2

√
t, u(t, x) = x+1

t dla −1 ≤ x <

−1 + 2
√
t

Zadanie 15. Rozwi¡» równanie (w obszarze x ∈ R, t ≥ 0):

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (16)

z warunkiem pocz¡tkowym u(t = 0, x) = x + 2 dla x ≤ −1, u(t = 0, x) = −x
dla −1 ≤ x ≤ 1, u(t = 0, x) = −1 dla x ≥ 1.
Odpowied¹:

Dla t ≤ 1:
u(t, x) = x+2

1+t dla x ≤ −1 + t, u(t, x) = −x
1+t dla −1 + t ≤ x ≤ 1− t, u(t, x) = 1

dla −1− t ≤ x.
Dla t ≥ 1:
u(t, x) = x+2

1+t dla x < 3
√
1 + t− 3− t, u(t, x) = −1 dla 3

√
1 + t− 3− t < x
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