
1 Równania drugiego stopnia

Zadanie 1.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
− x2 ∂

2u

∂y2
= 0

Odp.: α = y − 1
2x

2, β = y + 1
2x

2, ∂2u
∂α∂β + 1

4(β−α) (
∂u
∂α − ∂u

∂β ) = 0.

Zadanie 2.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
− y2

∂2u

∂y2
= 0

Odp.: α = ye−x, β = yex, ∂2u
∂α∂β − 1

4β
∂u
∂α − 1

4α
∂u
∂β = 0.

Zadanie 3.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
+ x2 ∂

2u

∂y2
= 0

Odp.: α = 1
2x

2, β = y, ∂2u
∂α2 + ∂2u

∂β2 + 1
2α

∂u
∂α = 0.

Zadanie 4.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
+ y2

∂2u

∂y2
= 0

Odp.: α = y cosx, β = y sinx, ∂2u
∂α2 + ∂2u

∂β2 − α
α2+β2

∂u
∂α − β

α2+β2
∂u
∂β = 0.

Zadanie 5.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
+ xy

∂2u

∂x∂y
= 0

Odp.: α = ye−
1
2x

2

, β = y, ∂2u
∂α∂β + 1

2β ln β
α

∂u
∂α = 0.
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Zadanie 6.

Znajd¹ ukªad wspóªrz¦dnych, w którym podane równanie ma posta¢ kanoniczn¡,

i zapisz je w tych wspóªrz¦dnych.

∂2u

∂x2
+ 2x

∂2u

∂x∂y
+ x2 ∂2u

∂x∂y
= 0

Odp.: α = x, β = y − 1
2x

2, ∂2u
∂α2 − ∂u

∂β = 0.

Zadanie 8.

Znajd¹ ogólne rozwi¡zanie równania z zadania 5.

Odp.:

u = F1(β) +

∫
F2(α)(ln

β

α
)−

1
2 dα = F1(y) +

∫
F3(ye

− 1
2x

2

)dx.

Zadanie 9.

Znajd¹ rozwi¡zanie równania

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 0

W obszarze y ≥
√
1 + x2 z warunkami brzegowymi u(x, y =

√
1 + x2) = x2,

∂u
∂y (x, y =

√
1 + x2) = 0.

Odp.: u = 1
2

(
x2 + y2 − 1− ln(y2 − x2)

)
Zadanie 10.

Znajd¹ rozwi¡zanie równania

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= x2

w obszarze y ≥ 0 z warunkami brzegowymi u(x, y = 0) = 0, ∂u
∂y (x, y = 0) = 1.

Odp.: u = y − 1
2x

2y2 − 1
12y

4

Zadanie 11.

Niech u b¦dzie rozwi¡zaniem

∆u = 0

w obszarze Ω = B(0, R) z warunkiem brzegowym

u|∂B(0,R) = sgn z =

{
1 dla z > 0
−1 dla z < 0

Znajd¹ warto±¢ u na osi z. Wskazówka: Wykorzystaj wyprowadzon¡ na wykªa-

dzie funkcj¦ Greena dla kuli.

2



Odp.: u(0, 0, z) = 1
z

(
R− R2−z2

√
R2+z2

)
= z√

R2+z2

(
1 + R

R+
√
R2+z2

)
.

Zadanie 12.

Znajd¹ rozwi¡zanie równania

∆u = 0

w obszarze Ω = {r⃗ ∈ R3 : 1 ≤ |r⃗| ≤ 2} z warunkami brzegowymi

u(r = 1, θ, φ) = 0,
∂u

∂r
(r = 2, θ, φ) = 1

Wskazówka: Dane brzegowe s¡ sferycznie symetryczne, wi¦c mo»na to samo za-

ªo»y¢ o rozwi¡zaniu.

Odp.: u(r⃗) = −4 + 4
r .

Zadanie 13.

Znajd¹ rozwi¡zanie równania

∆u = 0

w obszarze Ω = {r⃗ ∈ R3 : 1 ≤ |r⃗| ≤ 2} z warunkami brzegowymi

u(r = 1, θ, φ) = 1, u(r = 2, θ, φ) = cos θ

Wskazówka: Szukaj rozwi¡zania w postaci u = R1(r) +R2(r) cos θ.
Odp.: u(r⃗) = −1 + 2

r + 2
3 (r −

1
r2 ) cos θ.
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