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. , _ _ 1
. Zréwnatiu =z + y,v = ¢

Algebra zbioréw

. Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a f : X — ]0,00] — dowolng funkcja. Wykazaé, ze istnieje n € N

oraz parami rézne elementy z1,...,z, € X, takie ze f(z1)+ ...+ f(z,) > 100.

. X = U:ozl Xy, gdzie X,, :={z € X : f(z) > %}; co najmniej jeden ze zbioréw X, jest nieskoriczony (bo przeliczalna suma zbioréw

skoriczonych jest zbiorem przeliczlnym); biorac dowolne z1,...,z, € X, mamy wtedy Z:_l flzr) > Z:_l % = 100.

. Obliczyé (), An, liminf An = U, Mo A, Timsup An = (1, Uppn Ak i Uy An, jodli An = [1+Q(3), 221

dlan € N, gdzie Q(z) := 2 — E(x).

n= [%, %], lim inf =:|%7 %], limsup =]0, %], U=1]0,3] (gdyz 0 < = % =z € Az dla k > 31—1 oraz % <zxg3=>xr€AiA = [%,3]).

. Niech A1X, Al = X\ A,. Wykazaé, ze (|, _, A.) N ﬂT:1(Uk<n A U Uan A = UL (An \ Angr).

x gl <= z¢ Un A, vIn €N : (z ¢ A1,...,z € Apn_1 Az € Agrdla k > n). Na mocy zasady indukcji warunek ten oznacza

(YneN:z€ A, >z € Ant1), ten. © € P.

. Dowies¢, ze jedli zbiory A+, ..., A, sa skoficzone, to (n;1)|A1 U Udn| 2 (n—2) 37 Ai =3 [Ain Al + AN

N Ap|, przy czym réwno§é zachodzi <= kazdy @ € A4 U+ U A, nalezy do > n — 2 zbiorow A;.

. L-P= erx {(";1) = (n=2)r(z)+ (T(z)) (T(I))} gdzie X := U;A; a r(z) jest liczba tych A;, do ktérych nalezy =. Otz

(";1) —(n=2)r + (;) = (n_;_T> jest >0dlar €0,n—1,adlar =njestto=1= (ﬂ)

Inna metoda: Wprowadzajac pomocnicze zbiory X := UA;,B; := X \ A; sprowadzamy nieréwnoé¢ do standardowego oszacowania

[UB:i| 2 |B:| =) |B:n Byl

. Niech dane n,p,q € N. Wykazaé, ze jedli Aq,..., A, sa > (n—1)p+ (”gl)q, al|A;iNAjlsa<(n—2)p+ (”;2)41

dlalgi<j<n, tolAU---UA,| = np+ (g)q, przy czym réwnosé moze mieé miejsce. W szezegdlnosei:
|Ai] > 49,]A;NA;] <36 = [ALU...UAg| > 64 (n=8p=14¢=2).

. Al =Uu;8;;, gdzie Si; = Sji, Sij roztaczne dla 1 i < n,|Si| = p, [Si;| = ¢

. JeSli 0 # M vZ, to M\ (M + 1) jest zbiorem lewych koricéw, a M \ (M — 1) — prawych koncéw przedzialéw

(maksymalnych), ktérych M jest suma. Zatem znajac oba zbiory M \ (M + 1) mozemy z reguly odtworzyé M;
wyjatek stanowi przypadek, gdy oba te zbiory sa = 0 (wtedy M = () albo M = Z). Dalej, znajac M \ (M + 3)
i M\ (M — 3) mozemy znalez¢ M1Z (rozwiazanie M bedzie jednoznaczne <= Vk € {0,1,2}:3Z+k ma # 0
przeciecie z choéby jednym z tych dwu zbioréw).Przyktady:

& M\ (M+3)=1{0,1,2,10}, M\ (M —3)=1{3,4,5,16} < M =0,5U{10,13,16};

& M\ (M+3)=0,207,9, M\ (M -3)=1{2,3,8,9,10} < M =0,4UT,10;

& M\ (M+3)=1{1,2}, M\ (M—3)={4,11} < M = M, :={1,2,4,5,8,11} lub M = M, U 3Z.

. Wykazaé, ze odwzorowanie f : Ry x Ry — Ry x R, f(z,y) = (z + v, % — i), jest bijektywne, wyliczyé f~1L.

— wynika.:%:U-}-%,wi@cO:uzl—y—%—%:u(v-l—%)i—(v-l—%) :u( )2 + (uv—?)%—v;
stad, skoro u > 0, to albo l i(? — uv + Vule? +4) i i = i(? + uv + Vu2e? 4+ 4) (wtedy z,y > 0, gdy7 - > |uvl]), albo

% =5 L(2-ww— V)i % =32 (24 uv - /~) (lecz ta mozliwosé¢ odpada, gdy7 2 — |uv| 2 € Vu?v? + 4, musimy za§ mieé z,y > 0).

Odp. f~"(u,v) = Z(Q + uv + Vu2e? + 4,2 — uv + Vue? 4 4).

1
y

. Okreélmy nastepujace podzbiory R?: S := {(z,y,2) : (2> +y> >0, z = ‘)xy ) lub (2 =y = 0, |2] < 1)},

Sy ={(z,y,2): 2] <1, y= H‘Zﬁm}, Se = {(x,y,2): |z2] <1, z = 1+my} Dowiesé, ze S = S1 U S,

oraz wyznaczy¢ S1 N Ss.

. Zawieranie S7, 5215 wynika stad, ze k := #2 spelnia réwnanie z(1 + k2) = 2k; zawieranie $1S; U S wynika 7 tozsamosci
1—=z

14
(kr —y)(ky —z) = (1 + k2)zy — k(2% +42) = L (1 + k?)[2zy — 2(z? + y?)]. Przeciecie: (z,y,2) € S1 NSy <= y=ks,z=ky <

. 1—(1—22) 1—\/1 2¢/1—22
y = kz,z = k2x; otéz k? = 4 (1_222')2 = Py e ;, wiec 1 — k? = 1+\/§; stad (1 —k2)z =0 <= (r = 01lub 2z = £1).

Odp. $1NS, ={z=y=0,|z| < 1}U{z=y,z=1}U{z = -y, |2z| = =1}.

. Niech A := {u = (uy,us,usg) : u1,us,uz >0, uy +us +uz = 1}1R (tréjkat o wierzchotkach ey, e, e3). Okreslmy

odwzorowanie ¢ : A — R? wzorem ¢(u) := 2(\/usuz, \/usuy, \/urus). Dowieé, ze: (a) ¢(A) = S = {z € R? :
2217923 = xi2d + 232d + 2327, 0 < 21,29, 23 < 1}; (b) relacja réwnowaznoéci w A: u 2 v’ < ¢(u) = ¢(u'),
jest identyczna z relacja, odpowiadajaca sklejeniu z tréjkata A czworosdcianu foremnego (zginamy powierzenie
tréjkata wzdluz odcinkéw taczacych §rodki jego bokéw, a nastepnie sklejamy odpowiednie potowki tych bokéw).

Dowiedéé, ze kazda funkcja niemalejaca f : 1,100 — 1,100 ma punkt staty: 3z € 1,100 : f(z) =
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. Wykazad, ze: (a)

Sposdb 1. Niech M := {z € 1,100 : f(z) > =}, a wiec 1 € M # 0; pokazemy, ze o := max M ma zadana wlasnoéé. Gdy zo, = 100,
wtedy f(zo) 2 zg wrazz f(zo) € 1,100 daje teze; gdy zas g < 100, wtedy f(zo+1) € 2 (bozg+1 & M) daje f(z) £ f(zo+1) € zo
(monotonicznoséé), zarazem za$ f(zo) > zo (bo ®g € M), skad f(zo) = . Sposéb 2. Okreslmy rekurencyjnie ciag zg,z1,z2, ...

warunkami zg := 1,Z,41 = f(2n); ciag ten jest niemalejacy (prosta indukcja daje z,41 > o) i ma wyrazy nalezace do 1,100, jesli
wiec oy jest jego maksymalnym wyrazem, to f(zx) = Tr41 = k. Sposdb 3. Udowodnimy naturalne uogdlnienie (dla f : 1,n — I,_n)
stosujac indukcje wzgledem n € N: jedli f(n) = n, to teza Ty jest prawdziwa, jesli zag f(n) < n, to fi= S tl,n—1—=1,n—-1
jest niemalejaca, wiec (z zalozenia indukcyjnego) ma punkt staty, zas punkt staly f jest punktem statym f.

Nieréwnosci

. Wykazaé, ze R = Q4 jest jedynym podzbiorem R zbioru Q* := Q\ {0}, spelniajacym nastepujace warunki:

1. RU(-R)=Q"; 2. RN(—R) = 0; 3. R-RiR; 4 R+ RiR.

. Skoro 1 lub -1 nalezy do R (war. 1.), to (£1)2 =1 € R (war. 3.). Stad 7z war. 4. przez indukcje wynika Vn € N : n € R, tzn. N1R.

Pokazemy teraz, ze Viim € N : q := # € R; istotnie, w przeciwnym razie war. 1. dawalby —g € R, wiec z m € N1R i war. 3.
wynika —! = (—g) - m € R; zarazem | € N1R, co jest sprzeczne z war. 2. Tak wiec Q41R, przy czym R nie moze byé wiekszy od
Q4 (war. 2.), co daje teze. Uwaga. Kazdy R1Q* spelniajacy warunki 1., 2. i 3. jest postaci R = kerf dla pewnego nieparzystego
(f(-z) = = f(= )) homomorfizmu f : Q* — {£1} (mianowicie f(z) jest = 1 dla z € R, a —1 dla z € R). Z kolei kazde takie f
jest postaci f(ipll ka )= iekl ckz ..., gdzie p1,p2,... oznaczaja kolejne liczby pierwsze, a €1, €3, ... sa dowolnymi elementami
zbioru {1, -1}, opisujacymi pewne odwzorowanie zbioru liczb pierwszych w {1,—1}. Przy tym R = Q4 odpowiada e = 1Vk; inny
wyrézniony podzbiér R daja e, = —1Vk.

. Dowied¢, ze dla z,y € R mamy: F(z)+y >0 <= z+ F(y) > 0. Podaé przyktady pokazujace, ze zastepujac tu

nieréwnodci > nieréwnoéciami > lub < otrzymamy zdania fatszywe. Dowie§é, ze y > F(z) <= FE(y) >z — 1.

. Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jedli m < n, to ""/n+1 < /n; (b) jedli m > n(n —1), to " /n+1> 5/n.

Zastosowaé nieréwnos$¢ Bernoulliego.

e < V2 < ”TH dla n € N (zastosowaé nieréwnoéé Bernoulliego); (b) 2" > n®® dla n > 450.

. (b) Polézmy n = 50k 4+ r,k > 9,r € 0,49. Skoro 2% > 50k (indukcja wzgledem k > 9), to 2°°% > (50k)%0. Skadinad /2 > 1oL

100
(nieréwnoéé (a)) daje 2% > (14 ﬁ)r > 14 ﬁ > 14 ﬁ. 7 tych dwéch oszacowarh wynika 27 = 27250k > (2%5013)50 >
(50k + 7)30 = n50.

. Dla jakich n € N zachodza nieréwnosci: 2n + 1 < 27; 3n3 + 1 < 27; n! < g it ;(2n— DT 2" 20! ?
. Wykazaé, ze n! < (%’—1)” dlan € N.

. BLatwa indukcja (sprowadzajaca sie do nieréwnosdci (1 + %)" > 2, wynikajace]j z n.Bernoulliego); prostszym sposobem jest skorzystanie

z n.Cauchy’ego.

s r— 2n—1)!"
. Wykazaé, ze: (a) |z| < 1,]y| < 1 = |i= xyy| <L) i+i+..4+1</nneN; (o) 4i+1 < ((Zn)!!) =
%.%.,..27;;1<\/2711Td1an6N;(d)n+1—|—n+,) < Z,nEN(e)l—}—%—}—...—}—ﬁ)\/ﬁ,nEN.

. Dowie§é, ze z nieréwnoéci z1 +xs+23 > 1, —r1+ 29+ 23< 1, 21 —29+23< 1, 21 + 22— z3 <1 wynika, ze:

19z, 20,253 € [0,1]; 2° 1+1’1>1'2+-773a 1+1'2>1’3+-771a 1423 > af 4 23

. 7 zalozenia wynika: 1 — 2o 1 — 23,20 — 27 £ 1 — 23, awi@c‘ |z1 — 22| L 1—z3 ‘; mamy tez 21 + 22 — 1 L &3, —x1 —x2 + 1 £ 73,

co daje ‘ lz1 + 22 — 1] L z3 ‘ 7 tych dwu nieréwnoéci wynika 0 € =3 < 1, co drieki réwnouprawnieniu z7, x5, 73 dowodzi 1°. Stad

mamy |z1 + z2| = z1 + 2 € 1 + z3; mnozac to obustronnie przez |z — z2| € 1 — x5 dostajemy |ac§ - acg| <1- acg, a stad wynika 2°.

. Niech ay,as...,a100 € R — dane liczby, = |ay +a2 +.. .+a100|. Dowie$é, ze istnieje permutacja by, bs, . . bmo

liczb ai,...,a1p00, taka ze |b1| > 100 |b1+b2| > 100 |b1+b2+b3| 2 13“5,..., |b1+b2+ +b99| 100

. Stosujac indukcje dowiedziemy naturalnego unogdlnienia twierdzenia na przypadek n liczb a4,...,an. Oznaczajac ¢ = Z] gk O

mamy Z:zl cp = Z(J,k):r,#k ar = (n—1) Z?:l aj, wiec Z::l lex| > |Zk N ck| = (n—1)s,zatem Ik € 1,n : |cx| > —5 Wezmy
by, := cg; z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do n — 1 liczb aq,...,a5_1,0541,...,a, wynika istnienie permuta.cp bl, ey bnoq

liczb tego ciagu, takiej ze Vj < n: |by + ...+ b;| > s ygdzie s’ == |a1 4+ ...+ a1+ app1 + ... Fan| = |ck| 2 —s stad teza.

W n kolejnych latach wskaznik inflacji przyjmowatl wartosci z1,...,2,, tzn. w k-tym roku ceny rosty (1 + zp)-
krotnie. Napisa¢ wzdr na éredni roczny wskaznik inflacji za badany okres; wykazaé, ze jego warto§é zawiera sie
pomiedzy érednig geometryczna a §rednig arytmetyczng liczb =4, ..., z,.
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Zbiezno$¢ ciagéw liczbowych

Dowieé¢ (nie stosujac twierdzenia Stolza), ze lim, oo T(14+ 4+ 2+ ...+ 1) =0.

Dla danego € > 0 wezmy m > 2; wtedy dla n > m mamy: ~(1+ 1 +...+ ) < £( Zk 11+Zk 41 Ly=m 4 nom o
mv—L_l-I-#,codlan}m(m—l)jestgmv—L_l-l-::g::-l-::ge.

Zbadaé zbieznoéé: (a) xg = 1, Zpy1 = 2p — %IZ — %IZ, (b) zo =1, 2p41 = Tsinzy; (¢) 2o = 1, 2p41 = 2, —sin z,.

(a) n \\ 05 (b)zn /T (skorzystaé z nieréwnosci ¢ < Z sinz na [0, 7], tzn. Wypuklosm sin); (c) z, \, 0.

Wyliczyé inf{z, : n € N}, sup{z, : n € N},[:=liminfz, oraz [ := limsupz,, jezeli:

(a) :cn:”;‘m; inf = 2y = =9, sup:mQO:%, 1=1=0.
(b)xnzﬁm; inf:m:—%, sup = xg = %, L:Z:%.
(c)wn:n—_[[\/\/%i; inf=0, sup=a3=3, 1=0, =2
(d)mn_n—lo[f—o]—i—%; inf =0, sup:mgzgg—?’, =0, 1=9.
(e) zn =n — 2 — 5[2]; inf=x;=—-4, sup=4, 1=0, [=4.
() xn:i—ll—#l”—o—[f—o]; inf =0, sup:xlz%, [=0, Z:Iimxmk_]:lg—o.

Relacje ré6wnowaznosci, metryki

Metryka cyklicznego uporzqdkowania przedziatu: Niech X := [a,b1R oraz h := b—a (lub X := 1, mZ oraz h := n);
sprawdzié, ze wzér d(z,y) := min(|z — y|, h — |z — y|) okreéla metryke w zbiorze X.

Warunek tréjkata: Niech z,y, z € X; rozwazmy cztery mozliwodci: 1°. d(z,y) = |z — y|, d(y,2) = |y — 2|, wtedy d(z,z) < |z — 2| £
d(z,y) + d(y, 2). 2°. d(z,y) = |z —yl, d(y,2) = h — |y — 2|, wtedy d(z,2) < h— v — 2| L |z — 2| + h — |y — 2| = d(=,y) + d(y, 2)-
3% d(z,y) = h— |z —yl|, dly,2z) = h — |y — z|, wtedy d(z,2) < |z — 2|  2h — |z —y| — |y — 2| = d(=,y) + d(y, 2), gdy? wielkosé

|z — y| + |y — z| + |2 — z| nie zalezy od uporzadkowania tréjki z,y, z, wiec zawsze jest réwna 2(max{az,y, 2z} — min{z, y, z}) 2h.

Niech @ # X bedzie zbiorem skoficzonym oraz f: X — X. Wykazaé, ze:

(a) R:={(z,y) € X x X : Fk,1 € N : f¥(z) = f'(y)} jest relacja réwnowaznoéci w X;

(b) zbidr Xo := N, .N FE(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x, : Xo — Xo jest bijekcja;

(c) kazda orbita f|x, zawiera sie w jednej z klas relacji R i kazda z klas relacji R zawiera dokltadnie jedna orbite.
Zatem |X/R)| jest liczba cykli permutacji f|x, .

Niech R bedzie relacja réwnowaznoéci w X oraz Xq1.X. Wykazaé, ze
(X0 jest suma pewnych klas réwnowaznosci R) <— (Vz,y € X : [z € Xo,(2,y) € R] = y € Xo).

Sprawdzi¢, ze dana relacja jest relacja réwnowaznosci w R.. Opisaé jej klasy réwnowaznosci i narysowac odpowia-
dajacy jej podzbiér R1R x R. Znalezé funkcje f: R — R, ktdrej poziomice sa klasami réwnowaznosci:

(a) 2~y <= (z—y)(1—2y)=0; b) 2~y < (z=ylubz=—-ye[-1,1]1lub |z|+ |y = 1);
(c) z~ry < (z=ylubIn€Z:z,yc2n—1,2n]); (d) 2~y < (z—y€Zlubz+y+1€Z).

Vil (o L _ ) edylsl <1 - —{r —p 1 — _
() [s] = {o, 1}, gy = £ 0, f(a) = {w, S S 1 ) [a] = o}, wdy fol > 1, (o] = {n, =1 —[ol,Jo] — 1}, gy
_ |2|r|—1|, gdy|z|<1. _ _ _ .

lz| €1, f(z) = {z’ edylz| > 17 (c) [z] = [2n — 1,2n], gdy = € [2n — 1,2n] dla pewnego n € Z, natomiast
[z] = {z}, gdy = & Unez[2n —1,2n]; (d) [z]=(z +Z) U (— —z+Z), f(z) := sin 27z.

Niech IR bedzie ﬁymetry(vnym W7g](gdem 0 pr7ed71a}em a X := R x I. Sprawdzié, ze relacja (z,y) ~ (2, y)
— [¢'—2 € Z,y = (—1)"""y] jest réwnowainoécia w X. Zbiér X/. nazywa sie wstegq Mibiusa — dlaczego ?

Niech R bedzie dowolna relacja w zbiorze {—1,0, 1}. Okre$lmy funkcje dg : R? x R? — R wzorem:
_ ==yl gdy (sgnzi,sgny;) € R o |l = /72 3 2
d(w,y) = {||:E|| +lyll W przeciwnym przypadku ’ gdzie [[of} := /ai + 25 dla € R
Wykazaé, ze: (a) [dr(z,y) =0 <= =z =y] <= R jest zwrotna; (b) [dr jest symetryczna, tzn. dr(z,y) =
dr(y,z) Yo,y € RY] <= R jest symetryczna; (c) dg spetnia nieréwnosé tréjkata <= R jest przechodnia.
Zatem: dp jest metryka w R? <= Rjest relacja réwnowaznoécei. (dg ma nazwe “metryka-rzeka” — dlaczego?).

Dla jakich wartoéci a € R funkcja d(z,y) := {LI —l, §j§ z : Z ; 8 jest metryka na [—1,1] 7 a>1.
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Zadania z Analizy Matematyczne]
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Seria 1. Pazdziernik 1992

. Uprodci¢ warunek: (a) AUBIAU(BNC); (b) (ANB)U(CNB)=B; (¢) (AUB)\C=(A\C)UB;

(d) (AUB)\(BNC)=ANC; () (AUBUC)\(AUB) = C; (f) A\B= B\ 4; (g) ANB=(AUC)n(B\O).

. Wykazaé, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C, D zachodza réwnosci: (A\ B)UC = [(AUC)\ B]U (B N C);

(A\NB)N(C\D) = (ANC)\(BUD); A\(BUCUD) = (A\B)\C)\D; A\[B\(C\D)] = (A\ B)U(ANC\ D).

. Niech A = B := (A\ B) U (B\ A)(réznica symetryczna zbioréw). Wykazaé, ze: dzialanie + jest przemienne i

taczne; (A=~ B)NC =(ANC)=(BNC); A-A=0; A=-0=A; Ay -+ Ay~ -+ A, = {r € X : znalezy do

nieparzystej liczby zbiordw Aq, ..., A,}. Wyrazié sume i réznice mnogosciowa zbioréw poprzez operacje N i —+.

. Wyliczyé: (a) U,—, [2 i] (b) N~ 1}#, 24+ 5105 (c) UreR{(Il’IZ) €R? sz =) 4 (224 2r)2 < P41

(d) Mazy ((0,7]U [n%,00],); (e) Utepz s At oraz (a5 Ars gdzie Ay = [t,2t] x [, 4]; (f) Unz: }ﬁ’ nlﬁ{’

(8) My An, liminf Ay =, Ny Ar, limsup Ay = ), Ups, Ak i U, An, jesli Ay, = [“;jf , nzfl} dlan € N.

. Dla s > 0 oznaczmy K, := {(z,y): >+ (y — 5)> < shR?.  Wykazaé, e maja miejsce nastepujace zawierania:
2
x

{(zy)ry>2*h U, N Ks1 UsE]O,oo[I\'S = {(z,y):y > 2% - i}

Wykazad, ze ((An U By) D ([N An) U () Bn). Znalezé przyktad, gdy nie ma réwnosci. Pokazaé, ze w praypadku,
gdy oba ciagi sa zstepujgce (tzn. Vn € N: Apj114,, Boy11By), powyzsza inkluzja przechodzi w réwnos¢.

. Sprawdzié, ze limsup(A4, U B,) = (limsup A, ) U (limsup B,), limsup(A,, N B, 1(limsup 4,) N (lim sup B,,) oraz

(limsup A,)" = liminf A}, dla dowolnych rodzin (An), N 1 (Bn),cN (symbole liminf i lim sup zostaly
zdefiniowane w zadaniu 4.(g), a znaczek ' oznacza dopetnienie). Napisaé i wykazaé analogiczne wzory dla lim inf.

. Wykazaé, ze jesli Ap1X dlan €N, to |J._, An = BUC oraz BNC =0, gdzie B i C sa okreélone wzorami

n=1

B =, (Ax \ Any1), C=U Z;ll AL N2, A, przy czym Al =X\ Ag.
Ile liczb naturalnych < 1000 nie dzieli si¢ przez zadna spoérdd liczb 3, 7, 13,19 7

Wykazaé, ze: (a) Jesli Ay, ..., A1 X, X jest skoficzony oraz |A1|+ ...+ |An| > (n —1)|X]|, to A1 N...NA, #0.

(b) Jesli zbiory A4, ..., A, sa skofczone oraz [A;U...UA,| = |[Ai|+...+|An], to A;NA; =0dlal <i<j<n

(c) Jedli |A4],|As|, |As| sa > poraz |[A;NAj| < gdlai # j, to |A1 UAUAs| > max{p,2p—q,3p— 3¢}, przy czym
(przy zadanych p, ¢ € N) oszacowania tego nie da si¢ poprawié.

(d) Jedli |A;| = ... = |As| = 15 oraz |A1U...UAg| < 64, to |A NA;| > 3 dla pewnej pary 1 < ¢ < j < 8. Pokazad,
z7e istniejq zbiory Ay, ..., Ag dla ktérych |4;] = 15, |A1 U...u Ag| = 64 oraz |A; N A4;| = 2 dlalgi<j<s8.
(e) Jedli |Aq],...,|As| sa > 16 oraz |[A;NA;|<9dlal <i<j<b, to]|AU...UAs| > 25 i réwno$é jest mozliwa.

Dane sa odwzorowaniaa : X —= Y, f:Y — 7, v: 7 — W. Wykazad, ze: (a) [# o« injektywne | = « injektywne;
(b) [B o « surjektywne | = G surjektywne; (c) [foaiyo 3 sa bijekcjami] = «,F 17 réwniez sa bijekcjami.

Niecha: X =Y, :Y — X, v: X — X. Wykazaé, ze: (a) o jest injektywne <= VA1X: A= f~1(f(4));
(b) « jest surjektywne — VB1Y : B = f(f~1(B)); (¢c) [x oy = a, a injektywne] = v = idyx;
(d) [ye B = B, B surjektywne | = v = idx; (e) [ o B injektywne, 8 surjektywne | = « injektywne; (f) [8 o «
surjektywne, @ injektywne | = « surjektywne; (g) [Vz € X :In € N :yo---ov(z) =] = v jest bijektywne.

Zbadac injektywnosc¢ 1 surjektywnosé odwzorowania; w przypadku bijekcji zﬁaleié odwzorowanie odwrotne:
(a) f:O0—= A, gdzie O _{l‘ERz' O<z1<1,0<2zy<1}, A::{:L‘ERQ: O0<z,0<as, 21 +25 <1}
oraz f(z) = ¢mTLral gy f o7 o N, f(k) = 7'4]“_21'“; (¢) f:Z° — R, flhki,k2) = k1 + ka/2;

T1+T2
() 2 —T = {20 0 e NU{0}}, f(k) =267 k; (€) f:Nx N — N, f(k,1):=28=1(20 — 1).
Sprawdzié, ze f jest bijektywne, opisaé f~': (a) f: N —Z, f(n) :=(=1)"E(%), E(z):= (cze$¢ catkowita z);
(b) f:Z — Z\3Z :=(liczby catkowite niepodzielne przez 3), dane wzorem f(n) = (=1)" +3E(5); (¢) f: S —= N,
f(n) := |S N1 n| gdzie S jest zadanym nieskoriczonym podzbiorem N; (d) f : — C, f(z) = az + bz,
gdzie liczby a,b € C sa zadane, przy czym |a| # |b; (¢) f : N x N — N, f(m,n) := ("



15. Opisaé poziomice i zbiér wartoéci odwzorowania: (a) f:Z — Z, f(n) := E( 2”3_1 (b)) f:]0,00[ = R2 f(t) :=
=@+ttt —t7"1); (c) f: C — C,f(2) :== az + 7, gdzie a € C jest ustalona liczba, taka ze |a] = 1 # —a;
(d) R =R’ f(t) = (e ) (@) [ Z = Z, f(n) :=20" =3n+1; (f) f 1 R® = R, f(z,y) = \/2* + 4> —y.

16. Niech X # (§ bedzie zbiorem skoficzonym, a f : X — X — dowolnym odwzorowaniem; oznaczmy f" := fo---o f
(n-krotna iteracja odwzorowania f). Dowie$é, ze zbidr Xo := (), _, f"(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x,
jest bijekcja X na Xy. Uzasadnié istotnosé zalozenia skoniczonosei X .

17. Wykazaé, ze:  (a) Jezeli zbidr S1R jest przeliczalny lub skoficzony, to  Ja,be R, a>0:Yn € Z:an+b ¢ S;
(b)  Jezeli zbidr S1R? jest przeliczalny lub skoficzony, to istnieje tréjkat réwnoboczny na plaszczyinie R?, o
bokach dtugosci 1, ktdrego rodkiem ciezkosci jest punkt (0,0) i ktérego brzeg nie zawiera zadnego punktu z S.

18. (a) Znalezé podzbiér S1Z, spetniajacy warunki: S\ (S + 1) = {0,3,8}, S\ (S —1) = {1,5}. (b) To samo zrobié
dla innych warunkéw: S\ (S + 2) = {0,3,8}, S\ (S —2)={4,7,10}. (Oznaczenie: S+k:={n+tk: neS})

19. Niech S oznacza liczbe wszystkich surjekcji 1, m — 1, n. Wyprowadzié wzér rekurencyjny ST+ = n(Sm4+S5™ ).
Wypisa¢ 4 poczatkowe wiersze tréjkata utworzonego z wartosci S, 1 < n < m < 4.

20. Dowie$¢ metoda indukeji, ze: (a) 1 +...+2p <n—14z1-...cxpdlaneNizy, ...z, €[0,1;(b) (1—-2)" <
<1—-nx+ (g)xz dlan € Niz € [0,1]; (¢) Kazdy skonczony zbidr liczb rzeczywistych ma element mak-
symalny; (d) Je$li a1 = az = 1 oraz Vn € N : ani9 = dng1 + an, t0 a2n = an(an_1 + an+1), dop41 =
=a? +a2,,, 2|azn, 3|asn, 5las, dlan € N; (e) 35+ 35+ + m = HL_H + nLH 4+ s (f) Jezeli
n € N i liczby ag, ..., a, spelniaja nierdwnoséci  ay, < m dlakel,n—1, toap<(l- —)ao + —an

dlake€0,n; (g)Jedliz; =0orazVne N :zp41 = ,)+x , to VYm,n € N : Zpyn = 21::“7";“7;; (h) Jedli ciagi (rn)

i (yn) sa okredlone rekurencyjnie: zg =1, 2,41 = —1+17 y Yo =1, Y1 = 2;;/", to Yn = xon_1 dlan € N U {0};
(i) Jezeli g = 0,21 =l oraz Vn € N : 2y 41 = ot xy,_1, toVn € N1 22,1 = T2,; znalezé wzér ogdlny na z,.

Odpowiedzi.

()BlAUC (b) BLAUC; (¢) BN @;(d)AﬂB:@,AUBlC;(e)A C=0=BnC; (f) A = B;
(g) mBmO_(b 3. AUB=A+B+(ANB),A\B=AN(A+B). 4. (a) ]0,2] U[2,2] U[3,4]; (b) [L,2];
(c) {z € :m1(3m1+4:p2\4} (d)[0,'];(6)UI{CL‘ER212<CL‘1\6|CL‘2|<3|:E|\£L‘1}ﬂ [3,4] x [-2,2];
(£) 10,3[; (g) {1}, 11, 2[ 1-1,2[,]-1,2[. 9. 501 (da si¢ to wyliczyé w ciagu ok. 3 min. na dowolnym kalkulatorze!).
13. (a) Bljektywne, [y = ym (b) bijektywne, f=1(2k) = k, f~1(2k— 1) = 1 —k dla k € N; (c) injektywne,
lecz nie surjektywne; (d) bijektywne; (e) bijektywne, f=1(p) = (1 + (;) —p,p— (’;1)), gdzie r € N taka, ze (751) <
p< (). 14 (a) f1(k) = 2k, gdy k > 1, f~1(k) = 1 — 2k, gdy k < 0; (b) f~}(p) = 3E(EL) — E(§) dlap € Z\ 3Z;
(¢) f~H(n) = sn,jeéli S = {s, : n € N}, gdzie ciag (s,) jest (8ciéle) rosnacy; (d) f~H(w) = % 15. (a) Surjektywne,
72k} = {3k + 1}, f~H{2k — 1} = {3k — 1,3k}; (b) injektywne, f(]0,00]) = {(z,y) : # > 0,2% — y? = 4}; (¢) Zbiér
wartosci 1 poziomice sa prostymi f(C) =(a+ 1R :={t(a+1):t € R}, f~H{t(a+ 1)} =t +i(@a+ 1)R; (d) injektywne,

FR) = {(z,y) : (z = 5)> +y* = 3,2 > 0}; (e) injektywne, f(Z) = {gk(k + 1) : k € NU{0}}, gdyz' f(n) = 5k(k +1),
gdzie k := %(|4n — 3| = 1), przy czym kazde k € NU {0} odpowiada pewnemun € Z : n = 1—|— lub n := %(1 — k),
zaleznie od parzystosci k; (f) f(RZ) = [0, oo[; poziomicami sa parabole (wspdlogniskowe) y = xQQ_CCQ, ¢ > 0, wraz z

pélprosta @ = 0,y > 0. 18. (a) {0} UN\ {2,6,7}; (b) {0,2,3,4,5,7,8,10}. 20. (i) 2op_1 = 224 = %2’;—% dla k € N.

Wskazéwki
5. Zauwazy¢, ze je§li A = p> —4¢ > 1,to Is € Z : s> + ps + ¢ < 0. 8. Niech S :=J,, A, oraz Q(z) dla z € X oznacza
warunek Vk € Nz € Ay, => z € Ak+1 Wtedy B = {z € S : =Q(z)}. Z kolei na mocy zasady indukcji Q(z) oznacza,
ze zbidr {k € N : z € Ay} albo jest pusty (tzn. z € S), albo ma posta¢ m,00 = {n,n+ 1,...} dla pewnego n € N
(tzn. z € C); tak wieec C = {z € S : Q(2)}. 10. (a) Rozwazajac dopelnienia A, = X \ A; wyprowadzié¢ najpierw
nieréwnoéé Y r_, |Ax] < (n — )| X| + [A1n---N A,l. (b) Niewprost: gdy np. z € 4; N Ay, Ay = Ar )\ {z}, wtedy
[ATUAg .| < |A1]+ A2+ .., czyli.. .. (¢) Rozwazy¢ przypadki p < q,¢ < p < 2¢,2q < p. (d) 4; := U1<]<SSZ], gdzie
Sij = Sji, Sij roztaczne dla 1 <1< j < 8,0raz |S;| =1,]S;;| =2 dlai# j. (¢) Niech X := 4, U- UA,L,A7 =X\ A;;
szacujac [A1U- U A | przez |Af] 1 |A; N A} | wyprowadzi¢ nierédwnosé (”;1)|A1 U---UA,| > (n— )ZZ [A;| =225 14N
Ajl + A1 N N Ayl 12, (g) Surjektywnoéé: Gdy x = f*(z), wtedy = = f(2'),2’ := f*~'(z). Injektywnoéé: Jasne,
ze © = f*(z) implikuje z = f™"(z), a f(z1) = f(z2) implikuje f™(z1) = f™(z2) (indukcja wzgledem m € N). Jesli
wiee 1 = [P (21), 22 = f*?(22) oraz f(z1) = f(x2), to 21 = f*172(z1) = f""2(22) = z3. 13. (d) Sprawdzié, ze
f(k) = %n(n—k 1), jeSlin := %(|4k —1]—1). 14. (d) Wyliczyé¢ z z uktadu réwnat w = az +bz,w = bz +az. (e) Zaleznoéé
f(m,n) = p mozna traktowaé jako réwnanie kwadratowe na n; gdy m,n,p € N, jego wyrdinik A = 8(m +p) — 7
musi byé kwadratem liczby nieparzystej: A = (2r — 1)? (dlaczego?), skad m = ..., n = ... itd. 16. |f"(Xq)]| jest
monotonicznym ciagiem liczb naturalnych. 17. (b) Kazdy punkt s € S powoduje ” dyskwalifikacje” co najwyzej dwdch
tréjkatéw z rozwazanej rodziny. 18. Zauwazy¢, ze S\ (S+1) jest zbiorem lewych koricéw rozgraniczonych ”przedziatéw”
w Z, 7 ktérych sklada sie S. 19. Tle jest dla ustalonego i € 1, n surjekcji f: 1,m+ 1 — 1,n takich, ze f(m+1)=14i7?
20. (d) Dwa pierwsze wzory dowodzié réwnoczesnie; (f) Dla dowodu 71 A ... A Z, = Zny1 skorzystaé 7 oszacowania

ay przez ai i anpy1 oraz ay przez ag i ay; (h) Wykazaé najpierw, ze zany1 = g(2,), gdzie g(z) := 2+x




10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Niech E(z) :

. Jaki warunek musza spehiaé liczby a,b € R, aby Y2 €]0,1]: 3k € N : a < kx < b? Sprawdzié a :=

. Sprawdzié¢, ze wzér d(x, y) := min{|z —y|, 3—|z|— |y|} zadaje metryke na zbiorze X :=[—1,1]. Dla wartodci r =

. Czy wzér d(z,y) :=

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 2.

(maksymalna liczba catkowita < #). Narysowaé wykresy funkeji R 3 z — E(z) € R oraz

Ro>z+— E(:r):— 3E(£) € R. Wyprowadzi¢ wzory: (a) 0 < E(z + y) — E(z) — E(y) < 1; (b) E(LE(nz)) = E(x)

n

dlan € N; (c) Z;é E(z+ %) = E(nz); (d) Zi\’:l E(sw + %) = E(z), jesli liczba N € N jest dostatecznie duza.

. Niech n € N. Wykazaé, ze jeSli a1 < ag < -+ < ap, by < ba < .-+ < by, oraz ciag (b},...,b,) rézni si¢ od ciagu

(b1,...,bs) jedynie kolejnoscia, to S p_, arby > > p_; arbl.

b+1,beN.

. Ktéra z dwu liczb jest wicksza: '"%/10001, czy °°%/100007 Wskazéwka. Skorzystaé z nieréwnosci Bernoulliego.

. Niech n € N oraz dane dodatnie z1, ..., z,; dla X > 0 oznaczmy: Mx(z1,...,2,) = /(A +a1) ... (A +2,)—X;

niech ponadto A = A(zy,...,z,) = %(m + .ot z), G = Glzy,...,z,) = 21 ... x,. Wykazaé, ze:
(a) G M, <Adlad>0; (b) My(z1,...,z,) jest niemalejaca funkcja A;  (¢) limy—oo Ma(21,...,2,) = A.

TS

ir= % wyznaczy¢ kule K(1;7) (wzgledem metryki d). Wykazaé, ze (srednica (X, d)) :=sup, ,ex d(z,y) = %

. Sprawdzié, ze wzér d(z,y) := |(|z] — |y|])| + | sgn z — sgn y| okredla metryke na R. Wyznaczyé kule (wzgledem d)

o §rodku z, = 4 i promieniach r = 3, 4,5, 6. Pokaza¢, ze K(4;r) jest przedzialem <= 0 <r < 2lub r > 6.
|z —yl, gdy zy > 0

. Sprawdzié, ze wzdr d(z,y) = { \/m; ody 2y < 0 okresla metryke na R. Pokazaé, ze istnieja stale

0 < Cy < Oy takie, ze Ci|lz —y| < d(z,y) < Calz —y| dla 2,y € R, tzn. metryka d jest réwnowazna metryce d,.
|z — y
14 (2 —y)?
Wykazaé, ze funkcja d : R x R — R zadaje pseudometryke na R (tzn. spetnia warunki d(z,2z) = 0,d(z,y) =

okresla metryke na R?

d(y,z),d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)); opisal okrelona przez d relacje réwnowaznosci w R: z ~ y BN d(z,y) = 0.
(a) d(z,y) = |sinz —siny| + | cosz — cos y|, (b) d(z,y) :=|sinz —siny| + |sin(z — y)|.

Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 2% . A skohczony}. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A + B| okredla
metryke w zbiorze P. Opisaé kule i odcinki w P wzgledem tej metryki.

Dowiedé, ze: (a) zbidr wyrazdw ciagu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony; (b) jeshi (2,) 1 (yn)
sa dwoma ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciag liczbowy (d(2n, y»)) jest zbiezny.

Niech (z,) — zbiezny ciag w przestrzeni metrycznej (X,d), T := lim z,. Wykazaé, ze jeSli Vn € N : 2, # T, to
n—oo
istnieje liczba n > 100 (a nawet nieskonczenie wiele n € N) spetniajaca warunek: Vk € 1,n : d(xp, %) > d(x,, ) .

Znalezé liczbe | € R oraz funkeje h :]0, 00 — N takie, ze Ye > 0 : Vn > h(e) : |z, — | < €, jezeli ciag (z,) jest

okredlony wzorem: (a) , := 1OOE(mO) (b) z, :=vn?2+3n—n; (c) z, := ¥/n+ 100; (d) z,, :=sin (7r\/n2 +1).
Wykazaé, ze: (a) lim ('V/n100+n% —n) = - (b) lim n(n+4vVn? +n—2vn2—n—3vn?>+2n) = 3;

n—00

(¢) lim n(2vn2 —n+2-3vVn2+ 14+/n2+42n) = — %; (d) lim < n2+\/n3+\/n5—\/n2+\/n3> :%;

(e) nlerolo (\"’/(n+2)(n+4)(n+5 I/n( n+1)(n+3)) (f) lim n? [(1+ %)q — (1+ %)p] = %pq(q—p)

7.

5 n— 00
dla p,q € N; hm <\/n-|-\/_—\/n— ) = 1; (h) lim ¥/5a?" +4a” +3 = max{l,a’} dla a € R;
(i) lim (17,7—{—7_7\/77,—{—2100—77, 2001799—30\/_ (G) lim \/(3+T) +(1—2z)" =2+ |1+2z|dlaz R,

) — 0O

(k) lim paf 4 prapt

p— 3 n n —_ 1 ~&1
Jim e  pah = max{ay,...,a,} oraz nhm Ypal 4+ . 4 pra} =max{a, ... a,.},jeslir € N

i liczby p;,a; sa dodatnie; (1) lim (\”/51— [ \7‘12— 1) 7, (m) hm 2°" (1 + %) (1 + %) e (1 + %) = 0;

n—00

(n) lim (14 3) (1+2) ... (1+2) = +o0; (0) lim §;+}.§g+g...%:o;(p) lim n[(n+1)7 —n9] = 4o0;

— 00 n— 00

. 1 1 1 : n2i i +
lim + 4.+ =] =2 im + 2 +...4+2 1;
() n,]—mo <\/n2—n+1 Vn?2—n+2 \/77,2—{—17,) (r) oo(n3+1 n 42 n? -I—n)

93 3
(s) lim 2,=1.3 —1.....n =L=2, () lim VTT+27+ _Fnf=1 (u) lim 42 SN RTo 9= 1,




16. Zbada¢ ograniczono$é i wyznaczy¢ kresy zbioru: {{/n+100 : n € N}; {F57 1 = € R}; {27 + 21=7 .z € R};
{gn neN}; {299 :neN}; {V/n—E(Rn—1):neN} {7y :min € N} {%ﬁ—k {L/lm : m,n € N}

17. Wyznaczy¢ kresy zbioru {z, : n € N}, zbiér punktéw skupienia ciagu (z,) oraz liminfz, i limsupz,, jezeli:

(a) 2n := /m; (b) zn :_—(1+2E( )) (c) Tn = cos 22; (d) 2 = /1 — E(J/A); () 2y = 22DO45) _5pny

2" lgy + ...+ 2ap_1 + an

2=l +2+1
jest zbiezny. Obliczyé lim z,, jedli ap = o”, |a| < 2. Wskazowka. Z, := (1—27")z, spetnia warunek Cauchy’ego.

18. Wykazaé, ze jedli ciag liczbowy (a,) jest ograniczony, to ciag (z,) o wyrazach z, =:

19. Wykazaé, ze jedli ciag liczbowy (a,) jest zbiezny, to nh—>Hc}o nal’n_:—(zln_—ll)fj—_{——i—_g In _ nh—>Holo Q.

20. Wykazaé, ze jesli ciag liczbowy (a,) jest zbiezny, to zbiezny do tej samej granicy jest takze ciag o wyrazach

n
Ty = 2% > (Z)ak. Uwaga. Twierdzenie Stolza pozwala tu jedynie stwierdzi¢, ze opuszczenie skoriczonej liczby

poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) nie wpltywa ani na zbieznoéé, ani na wartoéé granicy ciagu (z,).

51 95 5 5 95 5
21. Sprawdzié, korzystajac z twierdzenia Stolza: lim 142 :6' S i %; lim (1 +2 :5' e i %) = %;
1 1 1 o /e . V924234 ... +y/nn+1) 5
1 —= oot ——=) = 2(v2-1); 1 — 3 =1;
nLHC}O\/_<\/n+1+\/n+2+ +\/%) (V2 ),nl_{go< " 2 ’
1 Ly 9 i VIREedvE 20 /@ =DE 9 n(2n—1) _ ¢
Jim el gtk ) = % lim UEEHURE = g lim S = B lim S =
22. Dla danych liczb dodatnich a i b okre§lmy rekurencyjnie dwa ciagi (an) i (by), przyjmujac: ag := a, by := b,
App1 = %Fﬁ, bpy1 = % Wykazad, ze ciagi (a,), (bs) sa zbiezne oraz lim a, =+Vab= lim b,.

23. Wykazadé, ze jezeli ciag liczbowy (ay,) jest ograniczony z dotu oraz ¥n € N : a,41 < an + =5, to jest zbiezny.

24. Wykazaé zbieznosé ciagu (a,), jesli: (a) a, := (1 + 1% (1+ 2%) (14 n1—2), (b) ap :=1+ \/Lg +...+ \/% —/2n;
(¢) ap:=1+%+...+ L —logn (liczba lima, ~ 0.57721566 nazywa sie statq Eulera); (d) a, = éi—i%vn + 1.

25. Dowiesé, ze jesli ciag (a1 + ...+ ay) jest ograniczony oraz a, \, 0 przy n — oo, to lim na, = 0.

n—oo

Wskazdéwki.
1.(c) nz = ng+r+6, gdzieg €Z, r €0,n — 1, 0 < 8 < 1. (d) Z poprzedniego wzoru wynika E(y-+ l) = E(2y)— E(y); podstawié
y = 27"z 1 wysumowal po n. 2. Podstawié¢ ar = p1 + ... + pr 1 oszacowaé Z ak bk — bk 5. (a) Dla 1 < k¥ € n nieréwnosé
k=1
Cauchy’ego daje (:)Gk < Ei1<...<ik Tiy + ... Ti; (b) Zauwazyl, ze z 0 < A < p wynika M (z1,...,2n) — Ma(z1,...,2,) =

My a(y1,-- - un) — Gy, ..., yn), gdzie yx = A+ zp; (¢) M — A = OFzeOdan)=d? Fogpie @) 1= G(A + 71,..., A + 22).

Z An—1—k Gl;

15. (h),(j),(k),(0),(q),(r),(t),(u) Wykorzystal twierdzenie o trzech ciagach; (m),(n) Obliczy¢ lim JTni; (s) Uprosci¢ wzdr na
n—oo Tnp

z,.16. Ciag (v/n + 100) jest malejacy (nierownosc Bernoulliego). Oszacowaé %/n jako érednia geometryczna m liczb n, 1,..., 1.
17. (e) zsp4r =7+ 4 — 5k+r dla r € 0,4. 19. Twierdzenie Stolza. 22. Sprawdzi¢ monotonicznoéé tych ciagéw. 23. Dobraé (bn)
tak, by ciag (an + bn) byl malejacy i ograniczony. 24. Zbada¢ monotonicznoéé ciagéw (an) i (bn), gdzie: (a) by := (1 + n)an;

(b) b :=an +vV2n — 20+ 1; (¢) by 1= an — %; (d) bn = any /%.

Odpowiedzi.
ub [a < 0,b > 1]; mozna to ujal krécej: b > 1ia < %%3—) (gdyz z+E(y) 20 < E(z)+y 2 0).

3.[0<a<bb+E(=%)>0]1

6. K(1;%) = |L,1], K(1;2) = [—1,—§[u] 1] 7. K(4;3) = ]—5,—3[u]1,7[, ((4;4) = ]-6,—2[ U ]0,8[; K(4,5) =
1-7,—-1{ U ]0,9[; K(4,6) = ]-8,10[. Uwaga. ¢(I) := (|z|,sgn z)jest izometrycznym zanurzeniem (R,d) w (R? d,). 9. Nie,
np. d(z,0) + d(0,z + 1) < d(z,z 4+ 1) dlaz > 0.10. (a) z ~y < -y € 27Z; (b) z ~y < [z,y € 7Z lub
z—y€27Z). 11. [A,B]={C € 27 : AN B C C C AU B}. 20. Teza jest prawdziwa dla ciagu stalego, wystarczy wiec rozwazyé
przypadek hm a, = 0; wtedy Ve > 0 : 3m : Yk > m : |ax| < 5, wiec sktadnik /1 w nieréwnosci |z,| < 2%2:;0 (Z)|ak| +

Q%E::m-l-l (:)|ak| =: I + 1] jest < 5 dla n > m, skoro za$§ 2" jest wielomianem (stopnia < m) wzgledem n, to Ino >
m:Vn>no:]<%.17.(a)inf_=z1=1,sup=Z3=%,L:i:l;_(b)inf:.m:isup 3:5_1—1 V2;
(c)inf::ng:—g,sup:l:lzl;(d)inf:zl:L:O,sup:l:l;(e)inf 1 =0,sup=101=28,1=4

3
T
n
2

\VAl!

25. Ve>0:dm:Yn > m: € 2 dmg1 + ...+ an = (n — m)a, (dlaczego?); stad Vn > 2m : € Gy



-~

10.

11.

12.

13.

. Dowies¢, ze: (a) Jesli x, > 0 oraz limp_.e 2, = 0, to albo granica lim,_. /2, nie istnieje (podaé pr7yk}ad

. Wykazaé, ze jesli Yn € N : 2,48 = z,, tzn. ciag (2,) jest okresowy, to lim

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 3.

, . E(an) a E(v/2n) _ ot
. kazaé, ze: 1 = —, gdy b ; (b) Iim =v2; (c¢) 1 =
Wykarad, je: () Jim, oy = o 8y b 05 (0) Jim “peomn = V2 () Jiny, oy e
dla @ > 0; (d) nlinc}onj-lnj-zudn_o (e)jeshmg>00razcnn+]:1+x dla n € N, tonlingona:n_l

V 14z . 1 1 1

(f) jeshi m0>01xn+1:1+7d1anEN to hm 2"z, = arctgzg; (g) lim (— +?+ +2—):10g2.
n—oo n n

. Zbadal zbiezno&é ciagu (x,), ewentualnie obliczy¢ granicq: (a) &, = nlog Zifgi%, (b) xn, = ﬁ - ﬁ;

(c) &n = \:/g: \:/g, (d) z, = cos g;rfl, (e) xn = cos n+3; (f) zn = sinavn? +n+1; (g) 2o = tg(5/n(n+1));
(h) 20 = 7 = B(V/R); (1) 2 = ggiyes () @n = 2= V100" (k) an = (logn) ' (1+ 3+ 5+...+ 1)

. Zbadaé zbiezno$é ciagu okreélonego rekurencyjnie: (a) zg > 0 dane, xp41 = Zpt2. (b) o > 0 dane, xp41 = 142y

r,+1° 2T,
(c) zg > 2 dane, 2,41 =5 — -~ L. (d) 20 =0, zpg1 =V2—2n;(e) 21 =0, Zpy1 = V2+ zp; (f) 2o € ]-1,2[ dane,
Tyl = Tn(zn — 1); (g) zo > 0 dane, 2,41 = &= + i; (h) zo # % dane, zp41 = E,i::é’ (1) zo €[-1,1]

za
dane, z,41 = Hl_%; () zo €]0, 1] dane, 241 = %a:n(ll —zn); (k)a>0keN zg>0dane, 2,41 = *az,.

. Korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego wykazaé, ze Vo > —1:Vn € N : 7o < n(¥/1 +2—1) < z. Wywnioskowad

N anby,
7 tego, ze lim an,({/1+b,—1) = hm " jeéli lim, _, o b, = 0 i granica po prawej stronie istnieje. Sprawdzié,
n— 00 n

ze:  lim n?(1 - ¢ il)zl; lim n?(Y/n+a— V/n+b)=a—b hmn (V/n24+a—3/n2+b)=a—0b.
n— 00 n n— 00

albo limy, . /2, =:1 € [0, 1] (podaé przyktady pokazujace, ze dopuszczalne sa tu wszystkie wartodci [ € |

)
0,1]).
(b) Jezeli lim,_oo 2, >0, to lim,_o /7, =1. (c)JeSi lim,_wz, =1, to lim,_n(¥z, —1)=0.

. Wykazaé, ze je§lir € N, ay,...,a, sa dodatnie oraz p1+...+p, = 1,to lim (p1 /a1 +.. +pr 3/a,)" = ai*-. . -al”.
n— oo

W szezegdlnoéei:  lim (/a + Vb — D*=ab (dlaa,b>0); lim(p/a—p+1)"=a” (dlaa,peR,a>0).

. Niech dane r € N oraz ay,by,cp, € R dla k € 1,7, takie ze Y p_,ar = 0, >.r_;arby = 0. Wykazaé, ze

n—00

lim nZak\/n2+bkn—|-ck éZakAk’ gdzie Ay := b7 — 4dey.
k=1

Korzystajqc 7 tego wzoru sprawdzié, ze: lim 17,(2\/77,2 +7Tn+3— 5\/17,2 4+n—44 3\/712 —3n+2)=1,

7 — 00

lim n(Q\/n2 +7n — 2—5\/112 +n— 6-|-3\/n2 —3n+2)=1= lim n[2V/n? +9In+6—vn — 1(5v/n + 4-3/n)].

. Oznaczmy z, := \/E—E(\/E) dla k € N. (a) Wykazad, ze jedli a,, dlan € N oznacza §rednia arytmetyczna liczb

dlak €n? (n+1)2 — 1, tzn. E(\/E) =n, to limy_Lco @n = % (b) Wykazaé, ze lim,_, o %(ml +zot ...tz = %
1+ ...+x,  r1+...4+ 2N
n = N :

n— oo

Dla zadanych liczb 24, ..., s € R okreSlmy ciag (z,) rekurencja z,48 = (.L'n + Znt1+ ...+ Tngr). Wykazad, ze
1+ 229 4 .. +8138

Iim z, = T+2+...3438 ' dowodzac kolejno nastepujacych faktéw: (1) Ciag o wyrazach s, := &p+22n41+
n—oo “ e

+...4 8z,47 jest staly, wiec jezeli (z,,) jest zbieiny, to s1 =lim, oo 5, = (1 4+ 2+ ...+ 8)lim,, o 2,; (2) Jedli
8{zy,..., 23} = 1<1rln<ajx<8|:13Z — x;] = max{zy,...,2zg} — min{xy,... 2zs}, to 8{zs,..., 215} < gé{a}l, R

(3) 8{xrrg1, .- sy} < (gy(S{ml, .zgtdlar € N; (4) |#n — 2m| < (%)T(S{xl, .,xgtdlare N, mn>Tr.

Niech (z,) bedzie ciggiem liczbowym, takim ze z, > 0, Zmyn < Tm + 2, dla m,n € N. Wykazad, ze ciag (Z*)
jest zbiezny, a jego granica jest réwna inf{£> :n € N}.

Zdefiniujmy norme || f|| wielomianu f(z) = ag+ a1z + ...+ anz”, ay € C, wzorem ||f|| := |ao| + |a1]| + .. . + |an].
Wykazad, ze jezeli f™ oznacza n-ta potege f, tzn. f*(z) := (f(2))", to Yf ciag liczbowy ({/||f"]|) jest zbiezny.

Ciag liczbowy () nazwijmy quasi-rosngcym, jezeli YN € N : z, > zn dla prawie wszystkich n € N. Sprawdzic,
ze ciag ;iﬂ E(+55) ) jest quasi-rosnacy, chociaz z, < 2,_1, gdy n nie jest wielokrotnoéciag 100. Wykazad, ze jesli

ciag quasi-rosnacy () jest ograniczony z géry, to jest zbiezny oraz lim,_.o @, = sup{z, : n € N}.



14. Dowieé¢, ze jedli ciag liczbowy () spelnia warunki: (a) lim, oo (2p41 — 2,) = O oraz (b) AN € N : Vn > N
Zp42 € [Tn, Try1], to jest zbiezny. [Przyjmujemy tu konwencje [a,b] ;= {z € R:a < 2 < blub b < 2 < a}]. Podaé
przyktad rozbieznego ciagu (z,) spetniajacego warunki: limy, oo (Zn41—25) =0, VR € N 1 (=1)*(2p41—25) > 0.

15. Wykazad, ze: (a) limsup |—— n

n—00

<1l = lm z, =0; (b) liminf |2

n—00 n—00

>1 = ciag (x,) jest rozbiezny.

Tn Tn

16. Niech (z,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Rozwazmy nastepujace warunki (C), (C4), (C2), (Cs):
(C)Ve>0:INeN:Ymn 2 N :d(zm,z,) <€ (Cauchy); (C1)Ve>0:IN €N :Vn2 N :d(z,, zn) <€
(Ca)Ve>0:INeN:Jz € X :Vn > N 1 d(z,,2) < € (C3)Ve>0:AN €N :¥n > N 1 d(zp, 2nt1) < €.

Wykazaé, ze (C1) <= (C) <= (C3), (C) = (Cs). Znalezé przyktad pokazujacy, ze (Cs) % (C).

n
17. Dowie$é, ze jedli ciag (z,) w przestrzeni metrycznej spelnia warunek 3 C' > 0:Vn € N : ) d(zp, 2p41) < C,
k=1
to jest ciagiem Cauchy’ego. Podaé przyktad liczbowego ciagu Cauchy’ego nie spelniajacego powyzszego warunku.
18. Wyznaczyé punkty ciagltodci funkeji f: D — R, D C R, jedli
" 0,

@ ) = Jim T2 a0 ) f= 50D EER o= (L R,
19. Korzystajac z whasnoéci Darboux wykazaé, ze nie istnieje ciagla bijekcja: (a) ]0,1[ na [0,1[; (b) [0, 1] na ]0,1[.
20. Wykazaé, ze je$li f : R — R jest ciagla oraz f-obraz kazdego zbioru otwartego jest domkniety, to f jest stala.
21. Dowiesé, ze jedli f : R — R jest ciagla i istnieja skoniczone granice rElr_noo f(x) izli»I-lI-loo f(x), to f jest ograniczona.
22. Dowieéé, 7e dane réwnanie ma co najmniej trzy pierwiastki rzeczywiste: (a) = + Hcosz = 0, (b) z° — 3z = 1.

23. Wykazaé, ze kazda ciagla surjekcja f : [0, 0co[ — [0, oo ma punkt staty, tzn. = € [0, 00[: f(z) = =.

24. Wyznaczyé f([0, oc[), jesli f : [0, 00[ — R dane jest wzorem: (a) f(z) :=sinz; (b) f(z) := {{5; (c) f(z) == xlsi_nxx
(postuzy¢ sie whasnoécia Darboux). Korzystajac z tego wykazad, ze dla dowolnego przedziatu Y C R (niekoniecznie

ograniczonego) istnieje funkcja ciagta f: [0, 00[ — R taka, ze f([0,00]) =V

25. Korzystajac z poprzedniego zadania wykazaé, ze jesli X, Y C R sa niepustymi przedzialami, przy czym X jest
niezwarty, to istnieje funkcja ciagta f : X — R taka, ze f(X) =

26. Dowiesé, ze : (a) jedli podzbiory A 1 B przestrzeni R" sa zwarte, to zbiér A+ B :={a+b : a € A, b € B}
tez jest zwarty; (b) jeSli A jest zwarty, a B domkniety, to A + B jest domkniety. Podaé¢ przyktad domknietych
podzbioréw A, B C R?, dla ktérych zbiér A + B nie jest domkniety.

27. Zbadaé domknietodé, otwartosé, zwartoéé i spéjnoéé zbioru A := {zr € R : 6219 —52% —42% + 32* — 222+ 1 < 0}.

28. Ciagi (z,) 1 (yn) W przestrzeni metrycznej (X,d) spelniaja warunek {z, : n € N} = {y, : n € N} =
Udowodnié, ze jedli ciagi te sa zbieine, przy czym z 1= lim, o0 T Z Y = liMy o0 Yn, to zbidr 7 jest skoriczony.

Wiskazdéwki.
1. (g) Wykazad, ze log "+1 < log 25 dla n > 2. 2. (i) Pokazad, ze , < \/7% . (a),(b),(d) osc.; (b) |znt2 —1| < %|:cn—1|;
(c) monotoniczny; (e),(j ) rosn@cy, (f) osc.; zaczaé od zg € [0, 1]; zauwazyé, ze g([0,1]) C [0,1] i g(z) < = na [0, 1]; (g),(k) malejacy;
(h) obliczy¢ g := fo f; (i) Vr : |zn| € 1 lub z, 5 5. (b) Zauwazyé, 7e |z — 1] < |z — 1| dla = > 0, gdyz ¥z € [1,z].

9. Sprawdvzi¢, 7e ciag (z1 4 ... + zn — ns), gdrie s := Ek=1 Tn, Jest okresowy, a wigc ograniczony. 10. (2) Dla 8 <1< 5 < 15

mamy ¢; —&; = %Zzzl(zi —zj_k); (4) Tn,zm € [min{z7r41,..., T7rr4s}, max{*}]. 12. Zauwazyé, ze ||fg|| < || S]] |lgll, wiec ciag

(log ||£*|) spetnia ... 21. 3z~ < 0:Vz <z~ : f(z) €[I” — 1,17 +1] oraz Izt > 0:Vz > 2T : ... itd., gdzie I :=limy_too f(z).
Odpowiedzi.

2. (a) 1 =2 (b) I = & (c) 1 =log 2/log & (d) I = 0; (&),(F),(g), () rorbieimy; () 1 = 0; () I = 3 (1) 1 = 1. 3. (a),(g) | = V5
(b),(§),(d) L =15 (c) L = 3' ( )1 =2; () I = 0; (h) zblezny <= o = % lub o = 1; (i) rozbieiny; (k) | = ¥a. 7. z, =

_ _ _ ak(bkn+ck) 0 " . 2 1 _L _ _bypnde n—oe
nY o akVE=mn3y7, a( =n), T =z, +z,, gdzie z;, =n° )", akb’“(n+ﬁ ) =—n Zk akbx 2n(n+\/_)2
1 2 " noee 1 L n(n+2) _ 2n _
-1 Ek apbi, T, =mn Zk :_t:}‘— 32 p0kck. 8. (a) Spi=) UV wp = Zl:o T4 € [n,n+ 1], gdys 2,2, = 7’“‘ = €

[2nl_'_1 , 2n]; stad a, € [27:_1 , 2] (b) Niech m := E(/n), wtedy m?> < n < m? 4 2m, wigc z::ll Sk <z1+...+z, < Z:;l Sk;
stad oszacowanie Sy daje z1 + ...+ 7, € [W, W] 18. (a) 10,1[U]1,00[; (b) {—v/2,0,v/2}; (c) {X : n € Z,n # 0}.
20. Gdyby 3z1,z2 : f(z1) < f(z2), wtedy U := {z € R : f(z1) < f(z) < f(z2)} bylby otwarty (ciaglo$é), podczas gdy
F(U) =1f(z1), f(z2)[ (wlasnoé¢ Darboux) nie jest domkniety. 26. Np. A := R x {0} (prosta), B := {(z,y) : zy = 1} (hiperbola).
27. Domkniety, nieotwarty, zwarty, niespéjny. 28. Kule K (z;r), K(y;r) dla r := %d(z, y) sa rozlaczne, tzn. ich dopelnienia daja
w sumie cala przestrzen X, a kazde z tych dopelnien zawiera jedynie skoniczona liczbe elementéw zbioru 7.



10.

11.

12.

13.

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 4.
. Opisaé otwarte, domkniete, zwarte i spdjne podzbiory zbioru N w topologii zadanej metryka d(m, n) := |% - %|
Czy metryka do(m, n) := |m — n| okresla te sama co d topologie w zbiorze N7

. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna; dla A C X i€ > 0 oznaczmy A, ;== {x € X : Ja € A : d(x,a) < €}.

Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A. domkniety; (O) A otwarty = A. otwarty;
(Z) A zwarty = A, zwarty; (S) A spdjny = A. spdjny. Dowiedé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X := R" z metryka d(z,y) = [z — y|| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa réwniez prawdziwe;
(c) dla X :=]—00, —1{U {0} U+1,+oo[ z metryka d(z,y) := |z — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa falszywe.

. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiér Fr A := AN X \ A nazywa si¢ brzegiem (topologicznym) pod-

zbioru A C X. Dowieéé, 7e: (a) FrA = A\Int A = (A\Int AYU(A\ A); (b) A= AUFr 4; (c) Int A = A\ Fr A;
() X =Int AUFr AU Int(X \ A); (e) A jest domkniety <= Fr A C A; (f) A jest otwarty <= ANFrA=0.

. Sprawdzié, ze: (), As C (), A; Int (U, A¢) D U, Int A;; F domkniety = Int FF C F; G otwarty = IntG D G.

. Sprawdzié, ze jeSli F' jest domknietym, a G — otwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej, to Int F' = Int Int F'

G = Int G. Wywieéé stad, 7e: A =Int A <= I F domkniety: A=Int F/;, A=Int A <= I Gotwarty: A =G.

. Dowie$é, ze jeéli A jest podzbiorem przestrzeni metrycznej X, to: (a) A\ A jest domkniety <= 3IF, G : A = FNG;

(b) A\ Int A jest domkniety <= IF,G: A= FUG (F oznacza tu domkniety, a G — otwarty podzbiér X).

. Wykazaé, ze jezeli X 1Y sa przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzorowaniem, to nastepujace warunki

sa réwnowazne: (a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbioréw otwartych w Y sg otwarte w X); (b) przeciwobrazy
zbioréw domknietych w ¥ sa domkniete w X; (¢) f(A) C f(A) dla kazdego podzbioru A C X.

Niech X bedzie przestrzenia zwarta, a f : X — Y — odwzorowaniem ciaglym. Wykazaé, ze: (a) jeli A C X jest
domkniety, to f(A) jest domkniety; (b) jesli f jest injektywne, to jest homeomorfizmem X na f(X).

. Wykazaé, ze przestrzenn metryczna, w ktérej kazdy podzbidr ograniczony i domkniety jest zwarty, jest zupelna.

Niech (z,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), a Z := {2z, : n € N}. Dowiedé, ze jedli
z € X jest punktem skupienia zbioru 7, to lim, . 2, = . Wywnioskowad z tego, ze jedli ciag Cauchy’ego jest
rozbiezny, to zbidr jego wyrazdw jest dyskreiny (tzn. nie ma punktéw skupienia), a w szczegdlnodci — domkniety.

Odwzorowanie f nazywa sic domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) sa domkniete
(otwarte). Zbadaé, czy dane ciagte (w zwyklej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domknigte lub otwarte:

(a) f(z) == V14 2% (b) f(z) := ﬁ; (c) f(x) := H_Tg, (d) f(z) :=sinz.

Niech dane n € N, ag < ... < a, oraz dodatnie bq, ..., b,. Wykazaé, ze réwnanie zﬁoau + zi—lal +...+;22-=0
ma doktadnie n rzeczywistych pierwiastkéw, po jednym w kazdym z przedzialdéw Jag, a1[, Jai,as[, ..., Jan—1, anl[.
Zbadaé zbiezno§é szeregéw: (1) i . (2) N S (3) i n " (4) 3 1—-¢{/1 1.
sow: nE(y/n)’ 1—n(=1)"’ n ’ n/’
n=1 n=1 n=1 n=1
2+4n = 1 1 — n"+1 — (3—2n\" S 1\"
o3 () oL (- o2 (5am) oX(-5)
SR oS (o Saar e SR 0 L0
(10) Z( 3 - 2)"; (11) i (10 V5)'; (12) i ! (13) i nt
- P ; n—1
n=1 n=1 n=1 \/(17+1)(T1+2)(T1+TL) n=1 (2n2+n+1)T
[ee) - 00 3m [ee) (n_ L)n [e'e]
(Va+1—Vn24+n+1; (15) > nlsin—; (16 (17 /(18 n33-Vn.
2 e P P e
(19) i log(2n+ 1), (20) i pptalogn, i (loglogn)~ 98" (22) i (logn)~'o8lle8n). (23) i ! 1og(1+l)~
n=1 nP ’ n=1 n=3 n=2 n:ln n ’
(24) Z( 1)" log( 1+ ); (25) Z log n(n + ) (26) Z logcos —; (27) Z sin 7 (28) Z sinmyv/n? + 1;
n’
n=1 n=1 n:l

o (o]

n’m =\ sinn |s1n na| sin na
29 —; (30 —_— —_ e
( )Zsmn-l-l’( ) 1Qn—cosn E Z( n-l—5s1nn>smna n-|-5s1nn

n=1 n= n=1




6 Y. ( noltvntl n); (3) 3 (Z;Dn(n_l); (36) 3 (ﬁ) 61 Y (ﬁﬁ) - %)

1

n= n=1 n=1 n=1
(39 ; (40 2 —3/n)"; (41 ; (42 - — + ..
X 5o );Em g U0 L0 YO0 2 g ) 2 (e
14. Niechs::Zfzg_—lLl_l———{—————}— orazs:-l—}—————}— —}—7 4—1—...(5’réz'nisiqodsjedynie
kolejnoécia sktadnikéw: po dwéch sktadnikach dodatnich nastepuje Jeden sktadnik ujemny). Wykazaé, ze s’ = %s.
15. D ieéé. pe iedli x . o Ooa1+2a2+...+nan . . . .
5. Dowiesé, ze jesli szereg > ay jest zbiezny, to szereg Y. n(n 1) jest zbiezny do tej samej sumy.
n=1 n=1

1 &, . . .
16. Wykazaé, ze jesli a, > 01 istnieje [ := lim & , to E an jest przy [ < —1 zbiezny, a przy | > —1 — rozbiezny.

n—oo
17. Niech Y 07 | z, > 0 bedzie szeregiem o Wyrazach dodatmch dlane N oznaczmy Sn = ) peq Thy Tn = Zk —n E
Wykazaé, ze: (a) Jeli szereg Y .o, x, jest rozbiezny, to szereg S jest rozbiezny, a szereg S0 e —

nls n=1 s2

zbiezny. (b) Jedli szereg Y 7| x, jest zbiezny, to szereg > .. | Z= jest rozbiezny, a szereg Y .. | \/r— — zbiezny.

nlr

18. Niech z,, > 0 dla n € N. Wykazad, ze: (a) Jesli szereg Y, z, jest rozbiezny, to istnieje ciag (t,) taki, ze ¢, \, 0,
dla ktérego szereg > 7 | tnz, jest rozbiezny. (b) Jesli szereg Y .| z, jest zbiezny, to istnieje ciag (¢,) taki, ze
t, > 0 oraz t,, /" +o0o, dla ktdrego szereg Eflozltnrn jest zbiezny.

LTn41—Tn
n=1 z%r,4

Wskazowka. Rozwazy¢ przypadki:  (a) (z,) ma skonczong granice; (b)) a > 1, z, / 400; (¢)0<a< 1.

19. Niech (z,) bedzie ciagiem rosnacym i dodatnim. Wykazaé, ze dla o > 0 szereg > .. jest zbiezny.

20. Zalézmy, ze f : [0, 1] — R jest rézniczkowalna i istnieje f”/(0). Wykazaé, ze szereg Y, f(%) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy, gdy f(0) = f(0) = 0. Uwage. Przyktad f(0) = 0, f(z) := x(log%)_l dla 0 < z € 1 (wtedy
J rézniczkowalna, f(0) = f/(0) =0, a >.~, f(1/n) — rozbiezny), pokazuje istotnoéé zalozenia o istnieniu f”(0).

Wiskazéwki.

6. (a)[=]F == A4, G := X\ (4A\ A); (b)[=]F := A\ IntA, G := Int A. 9. Wyrazy ciagu Cauchy’ego (z,) naleza do 7,
gdzie 7 := {z, : n € N}; skoro 7 jest zwarty, to (zn) ma zbiezny podciag... 10. Zauwazy¢, ze: 1° punkt skupienia zbioru
jest granica réznowartodciowego ciagu jego elementéw; 2° réznowartodciowy ciag liczb naturalnych ma rosnacy podciag; 3° ciag
Cauchy’ego majacy zbiezny podciag jest zbiezny. 11. (a) f : [0,00[ — [1,00[ 1 f : ]—00,0] — [1, 0] sa homeomorfizmami;
(b) f: R — ]-1,1[ jest homeomorfizmem; (c) f([1,00[) =10,1] = f(]0,2[); (d) wyznaczy¢ f(A) dla A := Uzozl[ZnTr, 2w + an],
gdzie 0 < an /' F. 13. (9) an < 27 ‘/_ n~2 dla p.w.n; (10),(17),(36) limp—oo |an| =7; (11),(13),(16) limp—o ¥/|an| =
?; (12),(40) limp—oo nan =7; (18) an < n 2 dla p.w.n; (20) porownac zZ Z— lub Z% (21) loglogn > e~2 dla p.w.n;
(22) an > % dla p.w.n; (26) cos2z = 1 — 2sin =, [sinz| < |z]; (27) L - < VnP4n—-1¢< % dla p.w.n; (31) |sinz| > sin?® z;

. . R 2 . P . —_
(33) skorzystac z (32); (37) oszacowad Zsz-lff an; (39) sprawdzi¢, ze a, \, 0 lub oszacowal |a, — i—1L| (41) lim,— oo 2" Pa, =7;
(42) oszacowal Gak—1 1 a2k. 15. Sprawdzié, ze dla s, := ZZ=1 ar 1 8y, 1= EZ=1 dr mamy §, = n-l—l Ek:l sk 1 zastosowal tw.
Stolza. 17. (a) Z::m-{-] f: > saim, f—%: < Sni:_l; (b) ::m f—}’: > % , == T";:_:‘“ < 2\/:_:;7% 18. Skorzystaé

z (17). 19. (a) Gdy nh_'n;o zn = z > 0, wtedy zbiezny jest ZZO=1($“+1 — ©5) 1 teza wynika z kryterium poréwnawczego. (b) Dla

pP.-W. n mamy I;‘g;;fln < m;:;;in , a szereg Zf:l(i - 1+ . (¢) Dla t, ¢ €]0,1] mamy nieréwno$¢ a(1—1t) < 1—1t°
(tw. Lagrange’a o przyrostach); dla ¢t = Iiil wynika stad afmm’i;";i_% < m% — mal , a EZO 1(% — xa;) jest oczywiscie zbiezny.
nTn+1 n n4 n n+1

Odpowiedzi i rozwigzania.

2. (a) Niech Ac 3 z, — z i d(zn,an) < € clag (an) ma zbiezny podciag an, — a € A; ciaglo$¢ d i d(zn,,an,) < €
daja d(z,a) < €, tzn. ¢ € A.. (b) (przypadek X = R") Ad(D): Niech Ac 3 zn, — z i an € A tie |[zn — an|| < €
ciag (bn), bn := Tn — an, ma zbieiny podciag bn, — b, |[b]] < € stad an, — a := z — b € A (domknietos¢ A), wiec
z=a+b € A. Ad(O): Gdy A = K(z;r) jest otwarta kula, wtedy Ac = K(z;r + €) jest otwarty; w ogllnym przypadku
A jest suma pewnych K(z;r), a operacja A — A. jest oczywidcie przemienna z operacja U Ad(Z): Dane z, € A, maja rozklad
Tpn = Gn + bn, an € Aby € B := K(0;¢). Ciag (an) ma zbiezny podciag (an,) (zwarto$¢ A), a (bn,) ma zbiezny podciag
(b"kl) (zwartoéé B), wiec (z,) ma zbiezny podciag (zn/l), n; := nk,. Ad(S): Niech B := A, bedzie suma B’ U B” dwéch zbio-
réw rozgraniczonych; spéjnoé¢é A C B daje np. A C B’; tak samo spéjnoéé kuli F(a €) C Ac C B (i to, ze a € B') daje
K(a;e) C B'; stad B = A = UaEA K(a;e) C B, czyli B” = §. 11. (a) domknigte i nieotwarte; (b) niedomkniete i otwarte;
(c),(d) niedomkniete i nieotwarte. 13. Bezwzgl. zbiezne: (1),(3),(4),(9),(13),(16),(18),(21),(23), (26),(32),(34),(35); warunkowo:
(2),(24),(28),(29),(30),(33),(38),(39); rozbiezne: (6),(7),(8),(10),(12),(15),(17),(22),(25),(27),(36),(37),(40); (5) zb. <= p > 1;
(11) zb.(bezwzgl.) <= 9 < p < 11; (14) zb.(bezwzgl.) <= p > 2; (19) zb. < p > 1; (20) zb. <= (q < 0)
lub (¢ = 0,p < —1); (31) zb. <= «a € 7Z; (40) na, = (1 + z,)", gdzie ¢, = —(\/E— 1) , wiec nz, — 0; (41) zb.
= p<0 14. 5 = f1(4n3+4n1—2n)—zf:1(4n1_3—4n2+4n1—4n)+z 4n2_4n)_5+_5 15. 5, =
Zlﬂ 1 l(l-1|-1) Efk 1 k“k = Zk:l El:k m)kak = EZ=1(% - m)kak Ek 1 nZ-lHk Sk — Sk—1) Zk 1 LL:EH_QSR =
n+1 Ek $k. 20, [=] 0 = limpoo @ = limp oo f(1/n) = £(0),0 = imy o0 nan = lim, o %(f(z) F(0)) = f'(0). [«] Skoro
istnieje f"(0) = hmm_,o F(z)/z, to AM > 0 : Ing € N : Yz €]0,1/no] : |f'(z)/z| < M. Z tw.Lagrange’a f(z) = zf'(¢) dla
pewnego & €]0, z], a wiec |ﬂ$§l| = |ﬂ$ﬁl| < |ﬁ€ﬁl| < M dla = €]0,1/nq], czyli a, := f(1/n) spetnia |na,| < M dla » > no.
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10.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Sprawdzié, ze wzér d(z, y) := min{|z —y|, 3 —|z|—|y|} zadaje metryke na zbiorze X := [—1, 1]. Dla wartodci r =

. Sprawdzié, ze wzdr d(z,y) =

. Czy wzér d(z,y) =

. Wykazaé, ze jedli 3N € N :Vn € N : 24N = Z,, tzn. ciag (z,) jest okresowy, to lim
10.

IS

ir= % wyznaczy¢ kulg K(1;7) (wzgledem metryki d). Wykazacé, ze ($rednica (X, d)) :=sup, ,cx d(z,y) = 3

. Sprawdzié, ze wzdr d(z,y) := |(|z| — |y|)| + |sgnz — sgny| okredla metryke na R. Wyznaczyé kule (wzgledem d)

o §rodku z, = 4 i promieniach r = 3,4,5, 6. Pokaza¢, ze K(4;r) jest przedziatem <= 0<r << 2lubr > 6.

- dv zv > C
{%’ idg iz 28 okresla metryke na R. Pokazaé, ze istnieja stale
0 < Cy < Oy takie, ze Cy|z — y| < d(z,y) < Colz — y| dla z,y € R, tzn. metryka d jest réwnowazna metryce d.

|z —yl
T+ (@)
Wykazaé, ze funkcja d : R x R — R zadaje pseudometryke na R (tzn. spelnia warunki d(z,z) = 0, ,Y) =
d(y,z),d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)); opisa¢ okreslona przez d relacje réwnowaznoéci w R: z ~y <= d(z,y) = 0.

(a) d(z,y) ;= |sinz —siny| + | cosz — cos y|, (b) d(z,y) := |sinz —siny| + |sin(z — y)|.

okresla metryke na R?

Niech Z — dowolny zbiér niepusty, P := {A € 27 : A skoticzony}. Wykazaé, ze wzér d(A, B) := |A = B| okreéla
metryke w zbiorze P. Opisaé kule i odcinki w P wzgledem tej metryki.

Dowiedé, ze: (a) zbidr wyrazdw ciagu Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest ograniczony; (b) jesli (z,) 1 (yn)
sa dwoma ciaggami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d), to ciag liczbowy (d(z,, yn)) jest zbiezny.

Niech (z,,) — zbiezny ciag w przestrzeni metrycznej (X, d), T := limp o z,,. Wykazad, ze jesliVn € N : 2z, # T, to
istnieje liczba n > 100 (a nawet nieskoficzenie wiele n € IN) spelniajaca warunek: Vk € 1,n : d(zy, %) > d(z,,T) .

Kt =]51], K1) = [-1,-3[u]-11].
K(4;3) =1-5,-3[U]1,7[; K(4;4) =]-6,—2[U]0,8[; K(4,5) =]-7,—1[uU]0,9[; K(4,6) =]-8,10][.
Uwaga. ¢(z) := (|z|,sgnz) jest izometrycznym zanurzeniem (R, d) w (R?, d,).

. Nie, np. d(z,0) +d(0,z +1) < d(z,z+ 1) dla z > 0.

(a)z~y < z—y€2rZ; (b)z~y < [z,y EnZlub z —y € 27Z].

[A,B] = {C €27 : An BiC1A U B}.

z1+..+z, _ z1+.. 4N
n - N .

n—oo

Dla zadanych liczb z1, ..., 25 € R okre§lmy ciag (z,) rekurencja 2,45 = —(;En +Zng1+ ...+ Tugr). Wykazad, ze

r14+2x5+4... +8xg

Imy, oo 2, = , dowodzac kolejno nastepujacych faktéw: (1) Ciag o Wyrazach Sp = Zp + 2T541+

T+2+..+8
+ ...+ 8z 7 jest staly, wiec jezeli (zy,) jest zbieiny, to s1 = limp oo 8 = (1 4+ 24 ...+ 8) limy oo zn; (2) Jesli
8{zy,..., 28} = 1<max<8|a?2 — zj| = max{z1,...,2zg} — min{zq,...,zs}, to 6{xs,...,z15} < %6{:&1, B
1<J <

3) {xrrg1, -y Trrys} < ( ) é{x1,...,zs} dlar € N; (4) |2y — 2m]| < (%)’"6{1‘1, ..,zgtdlare N, m,n>Tr.

Niech (z,) bedzie ciagiem liczbowym, takim ze x, > 0, ®min < Tm + 2, dla m,n € N. Wykazad, ze ciag (Z+)
jest zbiezny, a jego granica jest réwna inf{Z* :n € N}.

Zdefiniujmy norme || f|| wielomianu f(z) = ag+ a1z + ...+ anz", ar € C, wzorem ||f]| := |ao| + |a1|+ ...+ |an].
Wykazad, ze jezeli f* oznacza n-ta potege f, tzn. f(z) := (f(2))", to Vf ciag liczbowy (/||f"]]) jest zbiezny.

Ciag liczbowy (z,,) nazwijmy gquasi-rosngcym, jezeli VN € N : z, > zn dla prawie wszystkich n € N. Sprawdzié,

z7e clag (23_01 E({LW

ciag quasi-rosnacy (z,) jest ograniczony z gdry, to jest zbiezny oraz lim, .o 2, = sup{z, : n € N}.

) ) jest quasi-rosnacy, chociaz &, < z,_1, gdy n nie jest wielokrotnoscia 100. Wykazad, ze jesli

Dowiedé, ze jedli ciag liczbowy (z,) spelia warunki: (a) limpco(2nt1 — n) = 0 oraz (b) AN e N:Vn > N
Tpto € [@n, Tny1], to jest zbiezny. [Przyjmujemy tu konwencje [a,b] .= {z € R :a <z < blub b < z < a}]. Podaéd
przyktad rozbieznego ciagu (z,) speliajacego warunki: lim, oo (Zn41—2n) =0, VR € N : (=1)"(2py1—2pn) > 0.

Wykazaé, ze:  (a) limsup |%| <1l = limz,=0; (b)lim inf|mn+1| >1 = ciag (z,) jest rozbiezny.
X n—00

Niech (z,) bedzie ciagiem w przestrzeni metrycznej (X, d). Rozwazmy nastepujace warunki (C'), (C1), (Ca), (C3):
(CYVe>0:INeN:Ym,n> N :d(zm,z,) < e (Cauchy); (C1)Y¥e>0:IN €N :Vn> N :d(z,, zn) <€
(Co)Ve>0:INeN:Fx € X :Vn 2= N :d(zn,z) < € (C3)Ve>0:dIN eN:Yn > N :d(zp, zn41) < €.
Wykazaé, ze (C1) <= (C) <= (C3), (C) = (C3). Znaleié przyktad pokazujacy, ze (Cs) & (C).
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. Opisaé otwarte, domkniete, zwarte i spdjne podzbiory zbioru Nw topologii zadanej metryka d(m,n) := |% — =

Dowies¢, ze jedli ciag (z,) w przestrzeni metrycznej spetnia warunek 3 C' > 0:VYn € N : Y 1 _, d(zg, 2541) < C,
to jest ciagiem Cauchy’ego. Podaé przyktad liczbowego ciagu Cauchy’ego nie spetniajacego powyzszego warunku.
Wyznaczy¢ punkty ciaglosci funkeji f : D — R, DR, jesli:

L R ) [z(2?-2) z€Q . 0 reqQ
(a) f(z) :=limp_oo L2 dlaz > 0; (b) f(x) = {0 rER\ Q' (c) fz):= L L eR\Q

sin
Korzystajac z wtasnosci Darboux wykazaé, ze nie istnieje ciagta bijekcja: (a) 10, 1[ na [0, 1[; (b) [0, 1[ na ]O, 1].
Wykazaé, ze jedli f : R — R jest ciagta oraz f-obraz kazdego zbioru otwartego jest domkniety, to f jest stata.
Dowiesé, ze jesli f : R — R jest ciagla i istnieja skoniczone granice zEI—HOO f(z)i :L‘EI-}I-loo f(z), to f jest ograniczona.
Dowieéé, ze dane réwnanie ma co najmniej trzy pierwiastki rzeczywiste: (a) z + 5cosz = 0, (b) 2° — 32 = 1.

Wykazad, ze kazda ciaglta surjekcja f : [0, 0o — [0, oo[ ma punkt staly, tzn. Jz € [0, 00[: f(z) = x.

Wyznaczyé f([0,00), jesli f : [0, 00[ — R dane jest wzorem: (a) f(2) :=sinz; (b) f(z) := 35 (¢) f(z) == xls_il_nxx
(postuzyé sie wlasnoscia Darboux). Korzystajac z tego wykazaé, ze dla dowolnego przedziatu V1R, (niekoniecznie

ograniczonego) istnieje funkcja ciagla f : [0, c0o[ — R taka, ze f([0,00[) =Y.

Korzystajac z poprzedniego zadania wykazaé, ze jesli X, Y1R sg niepustymi przedziatami, przy czym X jest
niezwarty, to istnieje funkcja ciaglta f : X — R taka, ze f(X) =Y.

Dowie$é, ze : (a) jesli podzbiory A i B przestrzeni R" sa zwarte, to zbior A+ B :={a+b : a€ A, b € B}
tez jest zwarty; (b) jedli A jest zwarty, a B domkniety, to A + B jest domkniety. Podaé przyktad domknietych
podzbioréw A, BiIR?, dla ktérych zbiér A + B nie jest domkniety.

Zbadaé domknietoéé, otwartosé, zwartodé i spéjnosé zbioru A := {z € R : 620 —52% — 4254 32* — 2224+ 1 < 0}.

Ciagi (zn) 1 (yn) W przestrzeni metrycznej (X,d) spelniaja warunek {z, : n € N} = {y, : n € N} =: 7.
Udowodnié, ze jedli ciagi te sa zbiezne, przy czym z 1= lim, .o 2 # ¥ 1= limy . Yn, to zbidr Z jest skoriczony.

. Sprawdzi¢, ze ciag (z1 + ...+ on — ns), gdzie s := % Eszl Ty, jest okresowy, a wiec ograniczony.
(2) Dla 8 i< j <15 mamy z; —z; = %Eizl(:ﬂi —zjk); (4) Tn,Tm € min{zrry1, ..., 7748}, max{x}].
Zauwazyé, ze || fgl| < |||l - |lgll, wiec ciag (log ||f™]|) spelnia ...

JeT < 0:Ve Lz f(z) €T — 1,17 +1]oraz Izt >0:Vz > 2T ¢ ... itd., gdzie I :=lims—too f(z).
(2) 10.1[ U1, 0f; (b) {~vZ,0,V2}: (¢) {2 :n € Zon #0).

Gdyby Fz1,22 : f(z1) < f(z2), wtedy U := {z € R : f(z1) < f(z) < f(z2)} bylby otwarty (ciaglo$¢), podczas gdy
f(U) =1f(z1), f(z2)[ (wlasnoéé Darboux) nie jest domkniety.

Np. A:=R x {0} (prosta), B :={(z,y) : zy = 1} (hiperbola).
Domkniety, nieotwarty, zwarty, niespdjny.

Kule K(z;r), K(y;r) dla r := %d(z,y) sa rozlaczne, tzn. ich dopelnienia daja w sumie cala przestrzen X, a kazde z tych

dopelnien zawiera jedynie skonczona liczbe elementéw zbioru 7.

|
n
CZy metryka do(m, 'n) = |m — n| okresla 1@ sama co d tOpOlOng w zbiorze N

. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna; dla 21X i e > 0 oznaczmy A, := {z € X : Ja € A : d(2x,a) < €}.

Rozwazmy nastepujace implikacje: (D) A domkniety = A, domkniety; (O) A otwarty = A, otwarty;
(Z) A zwarty = A. zwarty; (S) A spdjny = A. spdjny. Dowiesé, ze: (a) A zwarty = A, domkniety; (b) w
przestrzeni X = R" z metryka d(z,y) = ||z — y|| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa réwniez prawdziwe;
(c) dla X :=]—o00, —1[U {0} U]+1, +oo[ z metryka d(z,y) := |z — y| implikacje (D), (O), (Z) i (S) sa fatszywe.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbidr FrA := AN X\ A nazywa si¢ brzegiem (topologicznym) pod-
zbioru A1X. Dowieéé, ze: (a) FrA = A\ IntA = (A\IntA) U (A\ A); (b) A = AUFr4; (c) IntA = A\ Fr4;
(d) X = IntAUFrAU Int(X \ A); (e) A jest domkniety <= FrAi4; (f) A4 jest otwarty <= ANFrA = 0.
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11.

12.

10.

11.

11.

. Niech A bedzie podzbiorem, a (B;);er — rodzina podzbioréw przestrzeni metrycznej X; oznaczmy B := |

. Sprawdzié, ze: (), A« ) Ay Int{J, A+ D U, Int4;;  F domkniety = IntF1F; G otwarty = IntG O G.

. Sprawdzié, ze jesli F' jest domknietym,a G — otwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej X, to Int ' = IntInt F,

G = IntG. Wywiesé stad, 7ze: A = IntA <= I F domkniety : A =1IntF, A=IntA <= I Gotwarty: A =G.

. Dowies¢, ze jesli A jest podzbiorem przestrzeni metrycznej X, to: (a) A\ A jest domkniety <= 3IF,G : A = FNG;

(b) A\ IntA jest domkniety <= IFF,G: A=F UG (F oznacza tu domkniety, a G — otwarty podzbiér X).

. Wykazaé, ze jezeli X 1Y sg przestrzeniami metrycznymi, a f : X — Y — odwzorowaniem, to nastepujace warunki

sa réwnowazne: (a) f jest ciagle (tzn. przeciwobrazy zbioréw otwartych w Y sa otwarte w X); (b) przeciwobrazy
zbioréw domknietych w Y sa domkniete w X; (¢) f(A)nf(A) dla kazdego podzbioru A1 X.

. Niech X bedzie przestrzenia zwarta, a f : X — Y — odwzorowaniem ciagtym. Wykazaé, ze: (a) jedli 21X jest

domkniety, to f(A) jest domkniety; (b) jesli f jest injektywne, to jest homeomorfizmem X na f(X).

. Wykazaé, ze przestrzen metryczna, w ktérej kazdy podzbidr ograniczony i domkniety jest zwarty, jest zupelna.

Niech (z,) bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X,d), a 7 := {z, : n € N}. Dowie§é, ze jesli
z € X jest punktem skupienia zbioru 7, to lim,_ o, z, = . Wywnioskowa¢ z tego, ze jesli ciag Cauchy’ego jest
rozbiezny, to zbidr jego wyrazéw jest dyskretny (tzn. nie ma punktéw skupienia), a w szczegdlnoéci — domknigty.

Odwzorowanie f nazywa sic domkniete (otwarte), jezeli f-obrazy zbioréw domknietych (otwartych) sa domkniete
(otwarte). Zbadad, czy dane ciagte (w zwyktej topologii R) odwzorowanie f : R — R jest domkniete lub otwarte:

(a) f(z) :=V1+ 2% (b) f(z) := \/117; (c) f(z) := %; (d) f(z) :=sinz.

Niech dane n € N, a¢ < ... < a, oraz dodatnie b, ...,b,. Wykazaé, ze rdwnanie xﬁ”@ + xﬁlal + ...+ % =0
ma dokladnie n rzeczywistych pierwiastkéw, po jednym w kazdym z przedziatéw Jao, a1[, Jai,as[, ..., Jan—1,an[.
. (a) Niech Ac 3 z, — z 1 d(zn,an) < € clag (an) ma zbiezny podciag an, — a € A; ciaglo$¢ d i d(zn,,an,) < €

daja d(z,a) < €, tzn. ¢ € A.. (b) (przypadek X = R") Ad(D): Niech Ac 3 z,, — ¢ 1 an € A tze ||zn —an] < ¢
ciag (bn), bn := zn — an, ma zbiezny podciag bn, — b, ||b|| < €; stad an, — a := 2 —b € A (domkniectos¢ A), wiec
t=a+b € Ac.. Ad(O): Gdy A = K(z;r) jest otwarta kula, wtedy Ac = K(z;r + €) jest otwarty; w ogélnym przypadku
A jest suma pewnych K(z;r), a operacja A — A, jest oczywiscie przemienna z operacja U Ad(Z): Dane z,, € Ac maja
rozktad z, = an + by, an € A, by € B := K(0;¢). Ciag (an) ma zbiezny podciag (an,) (zwarto$¢ A), a (b, ) ma zbiezny
podciag (b"kl) (zwartoéé B), wiec () ma zbiezny podciag (zn/l), n; := ng;. Ad(S): Niech B := A bedzie suma B’ U B”
dwéch zbioréw rozgraniczonych; spéjnosé A1B daje np. A1B’; tak samo spéjnosé kuli F(a; eiAaB (i to, ze a € B') daje

K(a;enB'; stad B= A, = UaGA K(a;enB’', czyli B" = 0.

. (@) [Z]F = A, G:=X\(A\ A); (b)[=] F := A\ IntA, G := IntA.

. Wyrazy ciagu Cauchy’ego (z,) nalesa do 7, gdzie 7 := {z, : n € N}; skoro Z jest zwarty, to (,) ma zbiesny podciag...

Zauwazyé, ze: 1° punkt skupienia zbioru jest granica réinowartoséciowego ciagu jego elementéw; 2° réznowartoéciowy ciag
liczb naturalnych ma rosnacy podciag; 3° ciag Cauchy’ego majacy zbiezny podciag jest zbiezny.

(a) f : [0,00] = [l,00[ 1 f : ]—00,0] — [1,00[ sa homeomorfizmami; (b) f : R — ]—1,1[ jest homeomorfizmem;

(c) f([1,00[) =]0,1] = £(J0, 2[); (d) wyznaczyé f(A) dla A := U:;l[Znﬂ, 2nm + ay), gdzie 0 < an /3.

a) domkniete i nieotwarte; (b) niedomkniete i otwarte; (c),(d) niedomkniete i nieotwarte.
(a) e ; e ; (c),(d) ¢

. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni metrycznej X. Wykazaé, ze zbiér A% :={z € X 1z € A\ {z}}

punktéw skupienia zbioru A jest domkniety.

1 Bi.
iel
Wykazaé, ze (A jest rozgraniczony z B) = (Vi € I : A jest rozgraniczony z B;). Podaé przyktad dowodzacy
nieprawdziwosci przeciwnej implikacji; dowies§é, ze dla skoriczonego I implikacja przeciwna takze jest prawdziwa.

. Dowiesé, ze jedli funkcje fi1, fo : [a,b] — R sa ciaglte oraz f1 < fa, to 7 = {(z,y) ra <z < b, fi(z) < y < fa(2)}

jest jest spéjnym i zwartym podzbiorem R? . Podaé przyktad, pokazujacy istotnoéé zalozenia ciaglodei.

. Zbadaé¢ domknigtosé, otwartodé, spéjnoéé i awartosé zbioru 7 := {(z,y) € R? : z* — 422y + 4y < 0}.

. Dla jakich wartosci parametru p € R podzbiér Z, := {z > 0 : gloge p} przestrzeni metrycznej (X, d), gdzie

PRETIEEIAN

X = ]0,00[ oraz d(z,y) = |z —y| dla z,y € X, jest: (D) domkniety, (O) otwarty, (S) spdjny, (Z) zwarty?



-~

11.

10.

11.

. O(z,t) = (z,(1 — t)fr(z) + tf2(z)) jest ciagla surjekcja [a,b] x [0,1] na Z. Kontrprzyktad: fi(z) := {

. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zupelna, a ciag (Fj) niepustych podzbioréw X spetnia warunki:

19 F, sa domkniete; 20 F,ynF, dla n €N; 3% lim,_ o 6(Fn) =0,
gdzie §(F) :=sup{d(z,y) : ,y € F'} = érednica F. Dowie$é, ze przeciecie (., Fj, jest zbiorem 1-elementowym.

. Zbadaé domknietoéé, otwartosé, spéjnoéé i zwartoéé zbioru 7 := {(z,y) € R* : 2* + y* < z?}.

. Zbada¢, czy podzbiér A := {(z,y) : z(x + y)? = 1hR? jest: (D) domknigty; (O) otwarty; (S) spéjny; (Z) zwarty.
. Dowiesdé, ze jedli f :[0,1] — [0, 1] jest ciagta bijekcja, to f({0,1}) = {0, 1}.

10.

Niech A1 B beda podzbiorami przestrzeni metrycznej X . Dowiesd¢, ze jesli A1 B sa otwarte lub A1 B sa domkniete,
to zbiory A\ B i B\ A sa rozgraniczone.

Na przestrzeni C([0, 1]) okredlmy metryke wzorem d(z,y) := sup{|z(t) — y(t)| : t € [0,1]}. Zbadaé domknietod¢,
otwartosé, spéjnoéé i zwartosé podzbioru 7 := {z € C([0,1]) : z(0)z(1) > 1}.

. Wystarczy pokazaé, ze kazdy z & A% ma rozlaczne z A? otoczenie. 7 zalozenia © ¢ A \ {z}, a wiec istnieje otwarta kula

K 3 z taka, e KN (A\ {z}) = 0, tzn. K N Ai{z}. Pokazemy, 7e KN AY = §: Dla y € K mamy K N (A\ {y}) =
(KN A\ {yh{z}\ {y} =0, przy czym K jest otoczeniem y; zatem y € A\ {y}, tzn. y & A%, Q.E.D.

. Implikacja = wynika wprost z inkluzji B;1B, BaB. Kontrprzyktad dla <: A :=[—-1,0], [ := N, B; := [%, 1]. Implikacja <

dla skoficzonego I wynika wprost ze wzoru B = U¢ B;.

f2(z) := fi(z) + ¢, gdzie a < 20 < b,0 < c < 1.

. Zwartosé: (z,y) € Z = 0> (22 —292 )2 +4y° —4y* > 4* (v - 1) = v < 1= |y| < 1oraz |22 — 2% < 20% /1 — 32 <2 =

22 < 4= |z| < 2 (wistocie sup ¢z |z| = V2), wiec 7 jest ograniczony. Spéjnoéé: (z,y) € 7 = Vi € [0,1] : (tz)* +4(ty)® <
t*(z* 4 4y°%) < 4(12)?(1y)?, tzn. (tz,ly) € Z, wiec Z jest "gwiazdzisty”. Inny sposéb: (z,y) € 7 <= 24°(1 — /1 — 32) <

22 <22 (1+/1-12) <= Wl(V/1+ [yl — /1= y]) <zl < (VI +y+vT—y), |yl <1 (patrz wyiej), zatem kaida z
czterech czedci Z4 + = {(z,y) € Z : £z > 0,+y > 0} jest spdjna (ciagly obraz kwadratu) i kazda zawiera punkt (0, 0).

Zp={z € X : f(z)<p} = ' (]—o00,p)]), gdzie f: X — R, f(z):= ZBT _ og z-elogm_loggm,jest funkcjq ciaglta (ciagtosé

Slogx
log, exp i mnozenia); zatem Z, jest domkniety (w X, a nie w R!) dla kazdego p € R.. Skoro f'(z) = %el_ﬁ(l —N(21-1),
l:=1logz, to f' > 0 na ]8_1/2,8[ oraz f' < 0 na ]0,8_1/2[U]8,OO[, a wiec f maleje na [0,8_1/2[ (od f(0+) = 0 do
po 1= f(e_1/2) = —%6_3/4), roénie na ]6_1/2,6[ (od po do f(e) = 1) i maleje na Je,o0[ (od 1 do limz_. f(z) = 0). Stad
i z wlasnoéci Darboux wynika, ze dla poszczegdlnych przypadkéw: p < po, po K p<0,p =0,0< p < 1,1 < p, mamy
odpowiednio: Z, =0, Z, = [z1(p), z2(p)], Zp =10,1], Z, =10, z3(p)]U [z4(p), oo[, Zp =10, oo, gdzie 0 < z1(p) < z2(p) < 1
i1 < z3(p) < e < z4(p). Odpowiedz (D) zawsze; (0O) < p<polub1<p; (S) < p<0lub1p;(Z) < p<0.

. Jedli z,y € ), Fn, to ¥n € N : [ 2,y € Fn, w konsekwencji d(z,y) < §(Fn)]; stad 3° daje 0 < d(z,y) < limn §(Fn) = 0,

tzn. d(z,y) = 0, czyli ¢ = y; zatem ﬂn F, ma co najwyze] jeden element. Nalezy jeszcze pokazaé, ze ﬂn F, #0 W
tym celu utwdrzmy ciag (z,) elementéw X, wybierajac dla kazdego n € N dowolny element z,, € F,,. Taki ciag spelnia
warunek Cauchy’ego (dla zadanego € > 0 dobierzmy N € N tak, by §(Fn) < € — jest to mozliwe dzieki 3% — a wtedy
VYm,n 2 N :d(zm,zn) < 8(Fn) < ¢, gdys 2z 2° mamy 2., € FolFiv i 2, € Fa1Fy), jest wiec (dzieki zupetnosci X) zbiezny.
Skoro za$ dla kazdego N € N zbiér Fy zawiera prawie wszystkie wyrazy ciagu (zn, € Fy dla n > N), to z :=lim, z,
nalezy do domkniecia Fiy, wiec ¢ € Fy dzieki 1°. Zatem & € ﬂN Fy, a wiec ﬂN Fn #£0.

Z = f7Y] - o0,0]), gdzie f(z,y) := z* +y* —2® f:R® — R jest ciagla; zatem Z jest, tak jak przedziat ]— oc, 0],
domkniety. Z nie jest otwarty, gdyz np. punkt (0,0) € Z nie ma otoczenia zawartego w Z (bo Z Z (0, %) — (0,0));
inny argument: jedynymi podzbiorami domknigto-otwartymi w R? sa # i R? (spéjnosé R?). Zwartosé: (z,y) € 7 <=
(22 — %)2 +92 < % = |z% — %| < %, ly| < %, czyli Z1[—1,1] x [%, %] jest ograniczony (i domkniety). Spdjnosé: (z,y) =
vt € [0,1]: (tz)* + (ty)® < P(z* + ¢°) < (t2)?, tzn. (tz, ty) € 7, wiec Z wraz z kazdym swoim punktem p zawiera odcinek
[0, p] taczacy p z 0 = (0,0) (jest gwiaZdzisty wzgl. 0); zatem Z, jako suma spdjnych zbioréw [0, p] majacych wspdlny punkt
0, jest spéjny. Inny sposéb: ®(z,t) := (z,tz\/1 — z2) jest ciagla surjekcja zbioru (spéjnego!) [-1,1] x [—1,1] na Z.

. (D) A = f7'({0}) jest domkniety (f(z,y) := z(z +y)* ciagta); (O) nie jest otwarty (tylko @ i cala przestrzeii sa domknigto-

otwarte w R?; bezp. dowéd: p, := (1, %) g A, alimp, = (1,0) =: p € A, wiec zadna kula K(p;r) nie jest zawarta w
A); (S) nie jest spéjny: A = Ay U A_, gdzie Ay = {(z,y) : ¢ > 0,%(z + y)v/z = 1} # 0@ sa domknigte (ciagloéé
o(z,y) := (z + y)/T) 1 roztaczne, wiec rozgraniczone; (Z) nie jest zwarty, gdyz nie jest ograniczony (bo (z, % —z)€EA
dla z > 0).

. zg,z1 €[0,1]: f(z0) =0, f(z1) = 1 (surjektywnos¢). Gdyby zo € 10, 1[, wtedy f(0) > 0, f(1) > 0 (injektywnosé) i wartosé

min{f(0), f(1)} bylaby osiagana przez f dwukrotnie (wi. Darboux), sprzecznoéé; zatem zo = 0 lub z¢ = 1; analogicznie...
Gdy otwarte: (A\ B)N B\ AAIAN X\ A= AN (X \ A). Gdy domknigte: (A\ B)n B\ A(X \ B)nB=(X\ B)nB.

Odpowiedz: niedomkniety, otwarty, niespdjny, niezwarty.
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. Wykazaé, ze: (a) 1+x arctgz > 7 dlaz > 1; (b) 3 j— > —=-dla0 <z #1; (c)

. Dla jakich wartoéci a,b € R funkcja f(z) := {

. Dowiedé, ze jeéli funkcja f :]0,00] — R jest wypukla oraz spelnia warunek lim,_. o

Zadania z rachunku rézniczkowego

:L‘+1 m ez+1 dlaxER\{O}

Wykazaé, ze (a) |logt| < §|t—t_1| dlat > 0; (b) (142)log?(142z) < z>dlal4+z > 0; (c) llog‘(:):—}—\/l—}—:bz) <
Vi+z?—ldlaz € R;(d) (1+1)log(l+2) < Ldlafz|< 1;(e) 7 < % <4dlaze]0,1f; (f) sine < ——=

1422

dlaz > 0; (g) Ztlogz >2dlaz >0,z # 1.

. Sprawdzié, ze dla 0 < € < 1 nieparzysta funkcja f. : R — R, okreSlona dla nieujemnych argumentéw wzorami:

21‘—%, 0<z<e
I e s AR IeL

+et gz —1—¢), 1<z <1+¢

1+e¢, l4+e<z

jest klasy C? oraz spelnia nastepujace warunki: sup, R |fe(z)| = 1+ ¢, sup, g [fi(2)] = 2, sup, g | f!(z)] = 2.

ax + b, gdy r<0

. jest rdzniczkowalna?
(%arcsmx)l/xz, gdy O<z<1 !

. Zbadaé przebieg funkcji f : D — R, f(z) := lim /1 + 2" + (22/2)?, gdzie D := {x € R : lim,_ ... istnieje}.

. Niech funkcja f : R — R bedzie klasy C™,n > 1. DowieSc, ze je$li n-ta pochodna f jest funkcja okresowa, to

istnieje taki wielomian w(z) stopnia < n, ze funkcja z — f(z) + w(z) tez jest okresowa.

. Niech 0 < a < b beda ustalone. Dla n € N niech a, 1 v, beda, odpowiednio, §rednia arytmetyczna i geometryczna
_1

z n+ 1 liczb

b b—a .
m, k € 0,n. Wykazaé, ze ﬁ lim, v, = e (ba) < lim, o = ba_ba log% < Vab.

(jest to ulepszona wersja zadania 27. z Analb)

. Dla danych n > 2 parami réznych liczb aq,as, ..., a, € R okre$lmy na R"™ formy liniowe ¢g(z) := 21 4+ ... + 2,
ér(z) := af 1 + oot alz,, = (21,...,2,) € R", r € N. Dowie§é, ze jedyne rozwiazanie uktadu n réwnan
do(z) = ... = ¢p_s(x) =0, ¢_1(x) = 1, dane jest wzorami zj, := Hl;ék ﬁ, przy czym ¢n(z) = a1+ ...+ an.

. Niech a,b € R, przy czym a > 0. Dowieéé, ze jedli réwnanie 2% — 3a%x + b = 0 ma wiecej niz jeden rzeczywisty

pierwiastek, to ma ono po jednym pierwiastku w kazdym z trzech przedziatéw [—2a,—a], [—a,a] i [a,2d].

I(=)

T

= 0, to jest malejaca.
Funkcja f :]0,00[ — R jest wypukta oraz ma asymptote dla z — co. Dowieéé, ze wykres f lezy nad asymptota.

Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] oraz dwukrotnie rézniczkowalna na Ja, b[. Dowiesé, ze

3&€la b : fla) - 2£(2E) + f(b) = L g (e),

Uogdlnienie (uogdlnione twierdzenie Lagrange’a o przyrostach):

Niech funkcja f : Ja,b[ — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna, a liczby zq,...,z, € Ja,b] — parami rézne;
oznaczmy cj = Hz;sk (zr — 1), k,1 € 0,n. Wykazaé, ze istnieje liczba & € ]a, b[, zawarta miedzy najmniejsza a

.. . (n) . .o
najwieksza z liczb zy, taka ze Y p_, fee) uﬁl Ponadto, gdy w szczegdlnosci z = zg + ks tworza postep

Ck

arytmetyczny, wtedy teze mozna przedstawié w postac1 3 & AT f(zo) = Y op_o(— 1)”_k(2)f(xk) = S”f(”)(f).
Dowieéé, ze limy_., ﬁ [F(b) — fa) — 552 (f'(a) + f'(b))] = — /" (a), jedli f jest klasy C® na otoczeniu a.
Dowieéé, ze jeéli funkcja f : [a,b] — R jest klasy C3, to 3 & € Ja, b[: f(b)— f(a)— b_Ta (f'(a)+ f (b)) = —%f”’(f),

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna i niech y = L(z) bedzie réwnaniem prostej
taczacej punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Dowiesé, ze Vo € la,b[: 3 & € Ja,b] : f(x) = L(z) — %(m —a)(b—a)f"(&).

Dowiesé, ze jesli f : [a,b] — R jest klasy C?%, to 3¢ € ]a, b : f f(x)dzx = %( —a)(f(a) + f(b)) — 11—2(1)— a)3f"(€).

n—1

Tim n? (Sa(f) = J} f(2)dz) = (b= a)* (F/(6) = F(@)), jedli Su(f) 1= 252 (L5204 30 fa+ E(b — a)) + L2
k=1

dla f € C*([a,b]). Wykazaé to i zastosowaé do dowodu, ze lim n? (an + nlﬁ + ...+ —log2+ ﬁ) = L.

n—o00 16
. Sprawdzié, ze jesli f(z) := x‘lx—:;l-l—l’ to [ f(z)dz = arctg =z +const. Korzystajac z tego wyliczy¢ fo dr.
Zbadaé, w zaleznoéci od parametréw p, ¢ € R, zbieznosé ciagu o wyrazach 2, := 1 + 54+ E — pn?.

Zbadaé, w zaleznoéci od parametru p € R, zbieznosé ciagu o wyrazach z, := loé,) + @ +...+ log(rll-}-l) — logé’:+1).

Zbada¢é zbieznosé ciagu (z,) okre§lonego rekurencyjnie: z := %, Zny1 = 2¢/3 — 2z dlan € N.



Wikazéwki.

1°. Funkcja f(t) := arcsint — jest rosnaca na [0,1], bo f'(¢) = (1 — t2)_1/2 -(1- %)_3/2 > 0. 5. Indukcja. 7. Uklad

—_t
\/1—-t2/3

jest cramerowski (wyznacznik Vandermonde’a jest # 0, gdy...). Funkcja o(t) := m ma jednoznaczny rozktad na
utamki proste; sprawdzi¢, ze ma on postac l—I—élt + ...+ JT”M ze wspotczynnikami z okre§lonymi w zadaniu; sprawdzié tez,
ze @(T)(O) = rl¢,-(z). 11. Jesli W(z) jest tréjmianem kwadratowym, takim ze f — W zeruje si¢ w punktach a, m ib, to

3¢ €la bl f'(€) —W"(¢) = 0. 18. Tw. de I'Hospitala. 14. Istnieje taki wielomian 3. stopnia W (z), ze f — W zmka wraz z
pochodna w obu koficach przedziatu [a, b]; wtedy %(f(z) — W(z)) znika w pewnym punkcie z Ja, b[.

Odpowiedzi 1 rozwigzania.

1./(a) f(z) 1= arctge — 3 - T+o; wtedy f(1) = f(+) =0, f'(z) = IQI? — m = —% (:c2 — ;TQCE—Fl). Skoro A =
4(7:i;)7;) > 0, to f' ma dwa dodatnie pierwiastki zo < z1, t.Ze zoz; = 1. Stacd f roénie na [1,z1], maleje na [z1, o0o[, skad teza.
(b) f:]0,00[ — R, f(z):=logz — 2$+1, wtedy f'(z) = = <x+l) f(1) = 0; stad f(z)/(z —1) > 0. (c) Wynika z (b)
przez podstawienie z = e’. Bezposr. dowéd: f(z) := ﬁ -z (meparzysta'), wtedy f'(z) = —% (Zr-ﬁf < 0, a zatem f(z) jest

>0dlaz <0i<0dlaz > 0;dzielac te nieréwnosci przez e® — 1 dostajemy teze. 1°. (a) f(t) := 2(t —17') —log 1 jest rosnaca
(f'(t)y = (1=1)? > 0), f(1) =0, przy czym znak log ¢ jest taki, jak znak t — 1, skad teza. (b) 1. sposdb: f(z) := \/ﬁ log(1+ z)

2¢2

jest rosnaca na |—1,00[ (bo f'(z)=(1+ z)_3/2(1 + 2 - VI+1z)>0)i f(0) = 0; stad i z tego, ze log(1 + ) ma taki sam znak,
jak z, wynika teza. I. sposdb: Podstawmy ¢ = /1 + z do (a); otrzymujemy |log(1 + )|* < |(1 + z)1/2 -1+ 93)_1/2|2 = 1?_2.
(c) flz) =1 +22 - log2(z + /14 22) jest parzysta i f(0) = 1; wystarczy wigc sprawdzié, ze f roénie, tzn. f'(z) > 0, dla

> 0; otéz f'(z) = (1 —|—z )_1/2 (z), gdzie g(z) =z —log(z—l—m) 0, gdyz g(0) =0ig'(z)=1—-(1+¢ )_1/2 > 0.
( )Funkc3af.]0,oo[—> R, f(z) := log$—2$+1,]est rosnaca, gdyz f'(z) = é(z—_l_l%/() toi f(1) = 0 daje teze. 3.a =0, b=es.
4. D =R\[-2,-1], f(z) =2?/2 dla |z| > 2, f(z) =1nal-1,1], f(z) = z na[1,2] (ciagla na D). 5. [T1]: £[f(z+T)— f(z)] =
0= f(z+T)— f(z) = C =const.; stad f(z) — —z jest okresowa. [T,,—1 = Ty, n > 2]: dla g := f' okresowa jest gD wiec
Jv(z): f/(z) + v(z) — okresowa; st@d f(z) —|—V(J:) Viz) := f v(€)d¢, spelnia zalozenia T1, a zatem 3c € R : f(z)+ V(z) +cz

— okresowa. Mozna tez inaczej: skoro h := f("_l) ma okresowa pochodna, to ¢ : h(z) + cz = [f(z) + ](" N okresowa;

Tn—1 daje wigc Jo(z) : f(z)+ 52" 4 v(z) — okresowa. 6. Srednia harmoniczna liczb co daje 1. nieréwnoéé.

nab
Fat(n—K)b jest 3 a+b7
1
Obliczenie obu granic: log Yn = m > or_olog m f log mdz = [log(ab) +z+ % log(az + b(1 — z))]o =
a® na 1 a 1 a C . .
14 bi—alog 3T, On = n+l Zk o ka+(nb w5 — Jo 7M+b(l7l_m)d = m [log(az +b(1 — 2))], = ﬁlog g To i nier. dla $rednich
daje nier. 2. Nieréwnos$¢ 3., postaci 2logz < z — %, t = y/b/a > 1, jest latwa do sprawdzenia (przez badanie funkcji).

. %ddt—:l_lalt = aalt)T+1 (przez indukcje), skad ¢ T)(O) = rl¢,(z). Z kolei (1) = t"74)(1), gdzie ¥ jest klasy C™ na otoczeniu

t=011%'(0) =a1 + ...+ an (regula Leibniza); to wraz ze wzorem na (uv)( ") pozwala wyliczyé go(r)(O) dla r < n. 8. Skoro dla
W(z) := 2> — 3a’z + b mamy W(—a) = W(2a) = b+ 24° > b — 2a®> = W(—2a) = W(a), to w praypadku W (—a)W(a) < 0 teza
jest spelniona (wlasno$¢ Darboux). Rozwazmy wiec przeciwny przypadek W(—a)W(a) > 0, tzn. W(a) > 0 albo W(—a) < 0.
Zauwazmy, ze skoro W'(z) = 3(z® — a?), to W maleje na [—a, a], a roénie na |—oc, —a] i na [a, oo[; stad W(—a) = maxggq W(z),
W(a) = min,3_, W(z), wiec w przypadku W(a) > 0 albo W(—a) < 0 wielomian W ma, wbrew zalozeniu, tylko jeden rzeczywisty
pierwiastek. 9. Niech dane 0 < zo < z1; wtedy dla ¢ > z, wypuklos$é¢ f daje f(z1) < =2 f(zo) + %f(:ﬂ), skad przy  — oo

T—xq
wynika f(z1) < f(z0). 10. f(z1) < i:ié f(zo)—}-%f(z) dla 0 < zo < z1 < z; przy ¢ — oo daje to f(z1) < f(zo) +a(z1— zo),
a wiec £ — f(z) — az maleje. Stad Vz > 0: f(z) 2 b = limeo f(£). 11. W(z) := Zk f(cﬂ:k) Hl#k — 1) jest wielomianem,

takim ze f — W zeruje sie w punktach zo,...,z,;stad 3 & : f(")(f) = VV(")(E), a VV(") &= Z f(mk) . W przypadku zx = zo+ks
mamy cx = H#k (sk — sj) = s"(— 1)"_kk'(n — k)l 14. Jedli (9:) = f(a) + J%))_Jﬁﬂ( —a) + (coz + c1)(z — a)(b — z), to

W'"'(z) = 6co oraz f—W znika w a i b; ponadto W'(a)+W'(b) = ( (b) — f(a)) — (b—a)?co, wiec zadajac by f' — W' znikato
w alb otrzymamy co = .... 15. Przy ustalonym z niech ¢(t) := f(t) — L(t) + C(t — a)(b —t), gdzie C = C; € R — dobrana
tak, by o(z) = 0. Wtedy 3 EI 1 ¢"(€2) = 0 (zob. ¥**); daje to C = %f”(&), wiec 0 = ¢o(z) = .... 16. W oznaczeniach 15. mamy

f(z)=L(x) _ f'(a)=L'(a)
z—a - b—a

f(z)—L(z) = ¢(z)(z—a)(b—=z), przy czym ¢ jest ciagta naJa, b[ (a nawet na [a, b], jesli p(a) =: bi—a lim
p(b) = —LO=L) 7 . o wart. 1. dostajemy: ["(f—L) = [ o(z)(z —a)(b—2) = ¢(z0) [ (z —a)(b—2)dz = p(z0) L (b—a)’

dla pewnego o, a z 1. mamy ¢(z0) = —1f"(¢), skad teza. 17. Napisa¢ wzér z zad.16. dla f na [ax—1,ax], ax := a + £(b—a), i

3
wysumowaé po k € 1, n; uwzgl.tozsamosé fb F(z)dz = f'(b)—f'(a). 18. m—arc tg % 19. Jasne, zelim, z,, = limn(l—l—%—l—. . —1—%) =

oraz

- . . 14+1y9-1 . _
400, gdy p < 0 lub ¢ < 0. Dla p,q > 0: hmn":qli_lmn =hmn#;—q—phmn%=O—phmm_,o£imxu=—pq<0;
skoro za$ E " nq_l = 400, to kryterium poréwnawcze daje limy, z, = z1 + EZO=1(ITL+1 — zn) = —. 20. Zp41 — Ty =

1—p(n+1) prlog 232
log(n+2) + log(n-l-l) - log(n+2) + log(n+1)log(n+2)
poréwnawcze 1 rozbieznosé Z daje limy, £, = =1 + E zn+1 — zn) = Zo0, gdzie + = sgn(l — p) 7 kolei dla p = 1

Zatem (zZn41 — zn)logn — 1 — p przy n — oo; jedli wiec p # 1, to kryterium

n log n
mamy (Tn1 — zn)log n = W?W nlog(1l+ +1) — 1, wiec rozbiezno$é Z log — daje limy—.co £n = +00. Odpowied?.
limy,oo z, = oo dla p < 1, limp. o 2, = —co dla p > 1. 21. Pokaze, ze dn € N : z,, > 3, a wtedy z,41 jest nieokreslone;
oznacza to, ze dana rekureHCJa nie okresla nieskoniczonego ciagu liczbowego, wiec nie ma sensu pytanie o zbiezno$é. WeZimy
glz)=fof(z)=2/3-2/3—12,¢: [%,3] — R; wtedy g(z) < z dla % <z < 2 (sprowadza si¢ to do z* — 2422 4 64z — 48 < 0,
tzn. (z — 2)°(z + 6) < 0), wiec g-ciag (z2r—1) jest malejacy; gdyby byt nieskoficzony, musiatby zbiega¢ do punktu statego g, a
jedynym punktem stalym jest zo = 2 (réwnanie (z — 2)°(z + 6) = 0); jest to niemozliwe (bo z; = % < 2), wiec zap—1 < %,
z2r > 3, dla pewnego k. Uwaga. z30 = 3.174339 (z bezp. wyliczenia), czyli k = 15.
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20.

. (a) Ktéra z dwéch liczb jest wicksza: e™ czy #® 7 (b) Wykazaé dla m,n € N nieréwnoé¢ 2" > (

. Niech f : R — R, f(2) ::{ 1

. Dowiedé, ze funkcja f : R — R, f(z) := z?=1

. Sprawdzié, ze: (a)dnn ( n 1f( )) (-1

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 5.

n

. Dowiesé, ze liczba rzeczywistych pierwiastkéw W, (z) := Z Jest réwna 0 lub 1, zaleznie od parzystosci n € N.

nym
m

1

. Zbadaé przebieg funkcji, naszkicowaé wykres: (a) f(z) := M, z €R; (b) f(2) = (x+2)ex, z € R\ {0};

\/T
(c) f(z) = (2 — —)e e R\ {0}; (d) f(z) := arcsin W’ z € R; () f(z) := (z + Darctgz, z € R.

. BT T a— . PR Ligab e _gb e feb
. Niech a,b € R. Dowieé¢, ze: (1) jedli b > 0, to ab < e?~! + blogb; q(2) jedli a # b, to ez(*+?) < <

. Dowie$é, ze: (a)  — % < log(l+z) dlaz > 0; (b) log(l+ 2z) < z — % + g—a dla z > —1; (c) 2 < £ dla

0<z<1;(d) (4—cosm)51% < 3dlaz #0;(e) |1+TI arctgz| < § dlaz < 1; (f) 1+zlog(z++/1+ 22) > 1+ 22

. Dowieéé, 7e funkcja f(z) = (1 +2)/", -1 < # # 0, da sie przedtuzyc do funkeji rézniczkowalnej na ]—1, ool.

Obliczyé f(0) i f'(0) oraz wykazaé, ze funkcja z — f(z) jest malejaca, a © — (1 + z)f(z) — rosnaca na ]—1, ool

1_ 1
F ot gdy 270 . Dowiesé, ze f jest: (a) klasy C! na R (wyliczyé f/(0));
35 gdy z=0
1

(b) malejaca; (c) jednostajnie ciggla na R. Sprawdzi¢, ze funkcja R 3 z — f(z) — 5 € R jest nieparzysta.

2751, ma trzy punkty przegiecia oraz ze leza one na jedne) prostej.

21 f(n) ( ) dla n € N, jedli f :]0,00[ — R jest rézniczkowalna

(2) . . s
<§(1)) f jest 3-krotnie rézniczkowalna oraz g(z) = %ﬁ%

n-krotnie; (b) S(f) = S(g), jesli S(f) == f

n
Dowie$¢, ze jesli n € N oraz ar, € R spelniaja warunek ag + 4 + ... + +1 =0,to 3z €]0,1[: > apz® =0

n

Niech f :]0,00[ — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, taka ze f jest ograniczona i istnieje skon-

czona granica lim f(z). Wykazaé, ze lim f'(z) = 0. Sprawdzi¢ te zalozenia i teze dla f(z) := %sin(mz).
Dowiedé, ze jesli f : ]0,00[ — R jest rdzniczkowalna oraz 3 ¢ > 0,a < 1 @ lim [f(z) + cx®f'(2)] = 0, to

lim f(z) = 0. Skonstruowaé przyktady, uzasadniajace istotnoé¢ poczynionych zatozeni ¢ > 0, a0 < 1.

r—00

Dowiesé, ze jedli ciagta na [0, 1] i dwukrotnie rézniczkowalna na ]0, 1[ funkcja f spelnia warunki f(0) = f(1) =0

oraz 0<inf<1f(x) = —1, to istnieje & € 10, 1], takie ze f(£) > 8. Pokazac, ze tego oszacowania nie da sie¢ poprawié.
\I\

Niech "> 0, f : [0,7] — R dwukrotnie rézniczkowalna, pray czym f(T) — f(0) =: L > 0, f'(0) = f/(T) = 0.
Wykazaé, ze istnieje ¢ € ]0, T takie, ze |f”(t)| > 4T~2?L. Interpretacja. Punkt materialny, poruszajacy sie tak,
ze od startu do zatrzymania przebywa droge L w czasie T, musi mieé w pewnej chwili przyspieszenie > 4T 2L.

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagla i dwukrotnie rézniczkowalna na Ja, b[. Wykazaé, ze jesli f(a) = f(b)

oraz My := sup |f"’(z)| < +o0o, to My := sup |[f'(z)|< b_TaM2. Sprawdzié to dla f(z) := (z — a)(b — ).
a<z<h a<le<b

Niech funkcja f : R — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna; oznaczmy My :=sup, g |f(k)(l‘)| dla k € {0,1,2}.

Dowiesé, ze jesli kresy Mg i Mo sa skoniczone, to My < /2MgMs, przy czym oszacowania tego nie da sie poprawic.

Dowiedé, ze: (a) JeSlin € N, zg < 21 < ... < &, funkcja f : [xo, 2,] — R jest ciagla na [zg,21] i n-krotnie
rézniczkowalna na Jzg, 21[ oraz f(zo) = f(z1) = ... = f(2n), to 3 € € Jog, zn[ : f(”)(&’) =0.(b)Jedlip:[a,b)] = R
jest ciggla na [a,b] i dwukrotnie rézniczkowalna na Ja, b[, to 3 € € Ja, b : p(a) — 2p(%EL) + (b) = (152)2¢"(£).

Zatézmy, ze f :]a,b[ — R (moze byé a = —oo lub b = 4+00) jest ciagla oraz ma skonczone granice jednostronne
I = lim+ F(x),lz = lirgl f(z). Dowiedé, ze: (a) f jest ograniczona na Ja,b[; (b) jesli Iy = I3, to f przyjmuje
co najmniej jeden ze swoich kreséw na Ja,b[; (c) jesli ly = I 1 f jest rézniczkowalna, to 3 & € Ja, b : f'(§) = 0.
Dowiesé, ze jedli funkcja f : ]a,b[ — R (dopuszczamy a = —oo lub b = +00) jest n-krotnie rézniczkowalna oraz
Vke0,n—1: lim+ fB(z) =0 = lirlrjl f®)(x), to f(*) ma co najmniej n pierwiastkéw w Ja, b[. Korzystajac

7 tego pokazaé, ze tzw. wielomian Laguerra L,(z) = e ddx (:t: e x) ma doktadnie n dodatnich pierwiastkow.

Obliczyé: (a) f(m)(O) dla f(z) := z? cos2z; (b) f(loo)(l) dla f(z) == 7“:;__722"_"_122; (c) f(lo)(.'}) dla f(z) = %



! 1— sin 1/1
21. Obliczyé granice: (a) lim1 z7=7; (b) lim (CO—SCE); (¢) lim — (— — ctg .fL‘); (d) lim (l‘2 — 2% log(1 —|—l‘_2));
r— x x & — 00

z—0 3 T=0
(e)xli—q%(lo;x_ri ) (f)il—q(]ig_i_ﬁ) ()hm(1+13 )1“"”'(11) hmr (:p \/1—}-%25111;5)
i (S2) 100 i 0 iy S ) o g1 i
) Jim, (coste ) —coste = ) ) 60 Jmy (Amco0Ioz () s AP g iy (02117
) Jim TR eenin )y VeosBe o YO0 ) i (167F) s ) im (5 - retar)

:L'+1

22. Dowiesé, ze jesli funkcja f : R — R jest ciagla oraz spelnia warunek Vz € R.: f F(t)dt =0, to jest okresowa.

23. Nlech f:0, oo[—> R bedzie funkcja ciagla. Wykazaé, ze funkcja f : [0, 00] — R, zadana wzorami f(0) := £(0),
1
fo t)dt dla > 0, tez jest ciagta, przy czym jesli f jest niemalejaca, to f jest takze niemalejaca.

24. Wykazaé, ze jesli f : [a,b] — R jest rézniczkowalna, to 3 ¢ € Ja, b : fab f(x)dx = (b—a)f(a) + ( a)? f'(€).

25. Niech dane f : [a,b] — R i n € N. (a) Poda¢ interpretacje (pole wielokgta ograniczonego tamang ...) wielkodci
n—1 b

Sa(f) = =2 [%f(a)—i— = f(a+§(b—a))+§f(b)] - (b) Dowiest, e lim n(S.(f)~ [ f(x)dz) = 0 dla f € C'[a,b],

Wywnioskowaé stad, ze n (logZ - 1 _ — L) -

1 nl=™ n _ n
1) P PENRE) 2422 ce n2+n2

26. Rozwazajac sumy Riemanna odpowiednio dobranej catki wykazaé, ze:

1
n+1 n+2 o 2n -

n—00 n—oo \n+1 n+2

(@) Jim n 3 i = 55 (b) Jim (—+—+ +ﬁ) —logk dla2<keN; (c) lim

27. Dla ustalonych 0 < @ < b niech H, i G,, oznaczaja, odpowiednio, §rednia harmoniczna i geometryczna z n + 1

_ b\bt—a
liczb a + %(b —a), k € 0,n. Wykazaé, ze Vab < lim H, = logll;%laoga < lim G, = = (2—)b < %’—b.
Wskazdéwki.

1. Zbadaé z — e~ *Wy(z). 2.(a) Zbadaé e~%z° na |0, co[. (b) Nalezy wykazaé, ze 2 > z~% dla wszystkich z = 2, m,n € N. 3.(d) f'(z) =

n

:I:H_%. 4.(b) Pomnozyé stronami przez e~?. 7.(c) lim f(z) =0, lim f(z)=1.9.(b) S(f) = D(f)' - %D(f)27 gdzie D(f) := ]}—I,I Lepszy
—00 T——00
sposéb: sprawdzié, ze S(af + b) = S(f), S(f~1) = S(f), po czym zauwazyé, ze g — (%1 = dla a # 0. 10. Tw. Rolle’a. 11. Ze wzoru
Taylora Vz,h > 0: 3¢ : |f'(z)| < %|f(z+h) - flz)|+ Q|f”( €)|; dla zadanego € > 0 wziaé h 1= 37, M := sup; [f"(€)]. 12. Zastosowaé tw. de
I’Hospitala, liczac lim % dla g(z f dz_ 13, Napisaé wzér Taylora dla f(0)1 f(1). 14. Wyrazi¢ f(T/2) wzorem Taylora, biorac
T—00 e

to =0 (gdy f(T/2)— f(0) > L/2) lub to = T (w przec. razie). 15. Dla a < z¢ < b napisaé rozwiniecia Taylora dla f(a) — f(zo) 1 f(b) — f(z0).
16. Vo, h: 3é4,é— : f(zxh) = f(z)L f(z)h+ }‘2—2]‘”(53:). 17.(a) Indukcja wzgl. n. (b) Zastosowaé (a)n=2 do f(z) := ¢(x)—q(x), dobierajac
tréjmian kwadratowy g(z) tak, by f(a) = f(%b) = f(b). 18.(a),(b) Funkcja F : Jarctga,arctgb] — R, F(t) := f(tgt), przedluza si¢ do
funkcji ciaglej na (zwartym) domknieciu swej dziedziny; (c) skorzystaé z tw.Fermata lub z tw. Rolle’a. 19. Indukcja: 77 wynika z (18).

Zalézmy, ze n > 2, T,,_1 jest prawdziwe i f spelnia zalozenia Ty,; wtedy f spelnia zatozenia T),_, wiec g := f(“_l) ma n — 1 pierwiastkéw

z1 < ... < Tp_1; stad... 20.(a) (uu)(”) = kznjo (Z)u(k)u(“_k); (b) 1+1u2 = iojo(—)”uw‘, lu| < 1, u:= z —1; (c) podstawiajac z = 3 + 2u
= n=

mamy f(z) = (1+u)(1 —u2)_1/2; zastosowaé wzér Maclaurina dla (1+U)_% . 24. Wyrazi¢ wzorem Taylora F'(b)— F(a) dla F(z f f(€

25.(b) Zastosowaé (25) do f na [ag_1,ax], ag :=a + %(b — a); wysumowaé po k € 1,n. 26.(c) Sprawdzié, ze 21:1 > l dla2 < k< n.

27. HLn i log Gy, sa sumami Riemanna dla calek fol a+.r%§—a) = log Z:l;g a f log(a +z(b— a))dm‘ =—-1+4+ M

Odpowiedzi i rozwigzania.
2.(b) z7% = exp(—zlogz), a nqxinzlogz = —% dla z = %, skad z7% € = 1.4446 < 2. 3.(a) Wart kryt.: f(—3) = /11 (min.), f(1) = 5/3
(maks.lok.), f(2) = %\/@ (min.lok.); p.przeg.: f(—%) = 12—3, f’(—lg) = 29—5, f(%) = %\/ﬁ, f’(g) = —gtiﬁ; asymptoty: y = +(z + 3) dla
x — Foo; wykres nad asymptotami. (b) f(—1) = e™! (maks.lok.), f(2) = 46% (min.lok.); p.przeg.: f(—%) = %e_%; asympt.:y = © + 3

dla ¢ — foo; z = 0 — as.pion. dla z — 0+. (c) f(1) —2¢72 — jedyna wart.kryt. (minJok.); pprzeg z = 6 £ 1/30; asympt. dla
T

z — too: y = ¢ — 2 (przecina wykres dla z & 3.5). (d) f(* L\/_) = 7 — maks. i min; hm f(z) = F5 (e) P.przeg.: f(1) = 7; min.:
fr—) o0

f(zo) ® —0.23 dla z & —0.45; asymptota: y =-1%F(z+ 1) fl=z) = 1+$ arctgz; skoro f(—co) = —F oraz f(1) = 7, to wystarczy

sprawdzi¢ monotonicznoéé f; otéz f'(z) = 5g(z), g(z) = £ + —arctgz, g ( ) = 25(1—2) wiec Vo < 1 ( ) > g(0) =0, czyli f'(z) > 0.

(I2+1)27
f(0) = e, f'(0) = —5. 7.(a) (o) = 12. 8. Punkty przegiecia leza na prostej y = %($ —1). 12. Dla ¢ # O niech f(z) := e9(@)
gdzie g(z) = C(E;;_C;) gdy o # 1, g(=z) := %logz, gdy a = 1. Wtedy f(z) + cz®f'(z) = 0, a lim f(z) jest = 1 (gdy o > 1) lub = +c0
(gdy @ < 1,¢ < 0). 15. |f'(wo)(b — a)| = 5[f"(&1)(a — )2 = F"(&2)(b — 2)?| < %2[(a — w0)? + (b — w0)?], przy czym [...] < (b — a)*.
16. f'(z) = L[f(z+h) — flz - h)] BIF7(E4) — F7(E2)]; stad Yh > 0 [f(x)] € $Mo + 2My, co daje | f'(2)| € VZMoM;. Rozwaiyé
fle) = (- ) (x—n)(n—}-l—r) n = F(z). 20.(a) 2° .32 .5 = 23040; (b) 5-100!; (c) 2710 .3¢. 52 72.21.(a) e71; (b) 15 () 5 (d) 35 (e) 53

(f) 15 (g) €5 (h) 355 (i) ezla _b2)7 (i) a®(loga —1); (k) 153 (1) e™5 (m) e71/; (n) 0; (0) 0; (p) &; (a) e™%; (r) 14; (s) 35 (¢) 15 (u) e 1.



ANALS5’, drukowane 11 maja 2000 r.

1. Dowiesé, ze dla p € R réwnanie z* + pz® + 22 — pr = 1 ma po jednym pierwiastku w przedziatach ]—1,0[ i ]0, 1].

i . k _ _ o oxtya?o1, 22 41)(z%=1) _ 1422
Niech 0 < |z| < 1; \Vtedyx4+px%+x2—px—l_0 <~ p=f(z):= —:_I— skoro f(z) = P 12)+( x(l)(x2) ) 1_12——2—,
to f'(z) = Lﬂ”z)z + 1=z > 0, czyli f jest rosngca na obu przedziatach; zarazem f(—1+) = f(0+) = —o00, f(0-) = f(1-) = Foo.

. Zbadaé przebieg funkcji: (a) f: R — R, f(z) := arcsin 2+1, (b) f:[-1,1] = R, f(x) := arcsin(42® — 3z);

(c) f: R\{0} = R, f(z) := le=w(a® —2¢+8); (d) f: R\ {0} = R, f(z) = Le (2 -2z —1);

() [ RA{0} = R, f(2) := 2e77(a® =204+ 3); (1) [ 1 R\{0} = R, f(2) = pe = (a® + 42 +20);
(8) /- B\{0) = R, f(z) := 3e™* (2 — 202 —12); (h) £ : R\ {=3,5} = B, f(2) = tepaiemsy;
(i) f:R\{3,8} =R, f(z) = m, Q) fF: R =R, f(z) :=sinze®®”.

) 2
(a) f'(z) = m]_—zl, wiec f(z) = 2arctgzr dla |z| € 11 f(z) = msgnz — 2arctgz dla |z| > 1; (b) f/(z) = 8 sgn (4 ”, wiec

z2+1 \/m
f(.r:) = —3arcsinz dla |z| % i f(z) = 3arcsinz — 7sgn(z) dla %L‘ <zl € 15 () fli(z) = (z‘ - 1)(z = 2)(z +4), f'(z) =
~/e

(7Tz—2)(3z—4), f(1) = 7e™! &~ 2.575 — max. lok., f(2) = 4e71/2? 4 2.426 — min. lok. f(—4) —8el/* » —10.272 — max. lok.,

— L (e=1) (@ 41)2, £ () = L (Ba=1) (241),

f(1) = —2¢7' &~ —0.736 — min. lok., f(=1) = —2e &8 —5.437 — p. przeg., f(1£V2) =0,y = = -3 — asympt dla z — +oo,
] - l,O[U]%,oo[ — przedz. wypuklodci; (e) f'(z) = 6—113/3: (z +3)(=z = 1)2, f'(z) = e_;s/r (11z = 3)(z = 1), f(1) = 2¢7! =~ 0.736
— p. przeg., f(=3) = —6e'/? = —8.374 — max. lok., y = z — 3 — asympt. dla & — oo, ]0, %[U]l,oo[ — przedz. wypuklodci;
) f(z) = L2 (@ 4 5)(z — 2)2, f'(2) = 5_1/” (332 — 10)(z — 2), f(2) = 2e712 & 0.9098 — p. przeg., f(—5) = —38el/> & —9.283
— max. lok7 y = z + 3 — asympt. dla z — Zoo, ]0, 33[LJ:|2 oo — przedz. wypuklodci; (g) f/(z) = e_:/r (z = 3)(z + 2)?,
F(x) = L2 (172 - 6)(z + 2), f(=2) = —16¢'/? % —26.38 — p. praeg., £(3) = —21e~1/3 & —15.047 — min. lok., £(10+ 4/7) = 0,

y = z—3 — asympt.dlaz — tco, |0, %[U]%,oo[ — przedz. wypuklodci; (d) f'(z) = £

y = z—21 — asympt.dlaz — +co, |-2 O[U]%,oo[ — przedz. wypuklodci; (h) f/(z) = —#x2(x—9)(x+5),f”(az) = %xq(az),gdzie
q(x) = 192249024675 > 0, f(—=5) = 2: min. lok. f( )= —% = —15.1875 — max. lok., | — oo, —=3[U]0, 5[ — przedz. wypuklosci,
y = —z — 2 — asympt. dla z — +o0; (i) f'(z) = —mx 2(z = 4)(z - 18), f'(z) = #rq(m), gdzie g(z) = 9722 — 7922 4+ 1728 > 0,
f(4) = 16 — min. lok., f(18) = —% = 38.88 — max. lok., | — 00,0[U]3,8] — przedz. wypuklosci, y = —z — 11 — asympt. dla

x — Foo. (j) f jest okresowa i nieparzysta; f/(z) = e°*®(cos? z + cosz — 1), wiec f'(z) =0 <= cosz = @ = 0.618033, wtedy

flz) =+ % exp % = +1.45852; zatem sup,, f(z) = 1.45852. Druga pochodna: f'(z) = ecob *(cosz + 3) sin 2z.

. Wykazaé, ze funkcja f : [1,00[ — R, f(z) := (1 — )7, jest rosnaca.

fl(z) = f(z)g9(z), gdzie g(z) = log(l—%)—f — FEREyEL
co daje g > 0). Inny sposdb: f'(z) = f(J') h( ), gdzie h(z) = 1 + (z — 1)log(1 — —) h'(z) = log(1 — 1;) + % < 0, co wraz z
limg— o0 h(z) = 1 = lim,_o— (1 + u)lﬂi:jf—“) =0dajeh >0

= log(1+u)— 1+u > 0 (moznainaczej: g'(z) = £ 0ilimg— o g(z) = 04+0= 0,

. Obliczyé granice: (a) hm v \/ﬁ zl =22 (b) hm z3 (Vr+1T+Vr—1-2y7);(c) hm ﬁ-;ﬁ (d) hm AVEL
v T, tgr —sm!sm:c . , T — L
(e) :r;h—>0 ]og(colij) ) (f) }‘LI% £ gtg:(:—sin:l: ’ (g) leIl’l (‘E - 'E + —€& = )
log | sin ax arctgz—arcsine | =\ 1: sin(e®—1)—e*" %41 . 3—z")sinz—3zrcosz cos(a—=z) .
(h) 11:1_1’}’(1) W’ (1) h_{% 'sgz—sinz s (J) 11/‘1_1'% (sin 3z)* + ) (k) 11‘1_{% : ) s (1) 111’1’1 log fs(m%’
(m) 111’1’(1) 2 log cosbe

(a) 15 (b) =53 (c) (log3)?; (d) 55 () =25 (f) 2; () &3(h) 1; (1) =15 (i) — 5535 (k) 155 (1) 2¢ga; (m) F(a® - b2).

. Sprawdzié, ze dla 0 < ¢ < 1 funkcja f. : R — R, nieparzysta i okreslona dla nieujemnych argumentdw wzorami

2 — L 0<z<e
,_ 1+5———(x—1—%)2, egegl
fe(@) = 1 3%
+e+a(z—1-¢), 1<z 1+¢
1+e, l+e<e
jest klasy C? oraz spelnia nastepujace warunki: sup |fe(z)| = 1 + &, sup |fl(z)| = 2, sup | f'(z)| = 2.

[Przyktad ten dowodzi, ze dla f € C2(R.) oszacowania My £ /2MyM;, My := sup |£(F)], nie da sie poprawié; zob. ANALOS 7.16.]



Zadania niewykorzystane z anal5

0. Dowieéé, ze dla p € R réwnanie z* + pz3 + 22 — pz = 1 ma po jednym pierwiastku w przedzialach ]—1,0[1]0, 1.

i ¢ +1)(z? 1) 2
0. Niech 0 < |z| < 1; wtedy zt+pzr®+22 —pr—1 =0 < p = f(z) = %, skoro f(z) = g 12)+(x I(l'_(;) - = —1+f ,
to f(z) = a? + = I > 0, czyli f jest rosnaca na obu przedzialach; zarazem f(—1+) = f(0+) = —o0, f(0—) = f(1-) = +ooc.

(=277
1. Zbadaé przebieg funkcji: (a) f : R — R, f(z) := arcsin 2+1; (b) f:[-1,1] =R, f(z):=arc sin(4m3 — 3z);
© 7 RA{0) = Ry f) i= Leb(a? =20 8 (4) £ 2 RA (1) = R, f(o) = 2ot — 25 1)
() F - RA{0} — R, f(z) = LemH(2? = 204 3); (1) £ R\ {0} — R, f(z) i= Lo (22 + 4 + 20),
(8) 1 R\{0} = R, f(a) = L 5
(

e~w(2? =20z — 12); (h) f: R\ {-3,5} = R, f(z) :=
i) f:R\{3,8} = R, f(z) := %; Q) fF:R—=R, f(z) :=sinze®”.

1.(a) f'(z) = M;:—ﬁl, wiec f(z) = 2arctgz dla |z| < 11 f(z) = wsgnz — 2arctgz dla |z| > 1; (b) f'(z) = m\/%l,
wiec f(z) = —3arcsinz dla |z| < % i f(z) = 3arcsinz — wsgn(z) dla %1: <z <15 (c) f(z) = e;#(z —1)(z —2)(z +4),
f(z) = L5 (Ta — 2)(3z — 4), f(1) = Te™' ~ 2.575 — max. lok., f(2) = 4e™'/? x 2.426 — min. lok., f(—4) =

—8e'/* ~ —10.272 — max. lok., y = 2 — 3 — asympt. dla z — oo, 10, %[U]i oo[ — przedz. wypukloéci; (d) f'(z) =

@~ 1) +1)%, f(z) = ¢

- (:L'+3)(5 z) ;

5/3: (3z — 1)(z + 1), f(1) = —2¢7' = —0.736 — min. lok., f(—1) = —2¢ ~ —5.437
— p przeg., f(1+ \/_) =0,y =z — 3 — asympt. dla £ — Foo, | — 1,0[U]%,oo[ — przedz. wypukloéci; (e) f'(z) =

w4 3)(x — 1)%, f(z) = (1w = 3)(x — 1), f(1) = 2¢7" ~ 0.736 — p. praeg., f(—3) = —6¢'/> x~ —8.374 —
max. lok., y = £ —3 — asympt. dla z — +oo, ]0, %[ ]1,00[ — przedz. wypuktosci; (f) f'(z) = _1/3: (z +5)(z — 2)%,
F(z) = (332 —10) (2 — 2), £(2) = 272 2 0.9098 — p. praeg., f(— ) —Bello 9. 283—max lok ,y=c+3 —
asympt. dla z — oo, ]0, ég[ 12, oo[ —przedz wypuklodci; (g) f'(z) = / (z—3)(z42)%, f'(z) = & (17:5 6)(z+2),

f(—2) = —16¢'/? = —26.38 — p. przeg., f(3) = —21e™/* &~ —15.047 — min. lok. f(1014\/_) =0,y =gz—21 — asympt.

dla £ — #oo, ] —2,0[U ]17,00[ przedz. wypukloéci; (h) f'(z) = —ﬁ.ﬁ(:ﬂ - 9)(z + 5), f'(z) = %IQ(I), gdzie
q(z) = 192% 4+ 90z 4+ 675 > 0, f(—5) = £ — min. lok., f(9) = —2% = —15.1875 — max. lok., ] — o0, —3[U]0,5[ —
przedz. wypukloéci, y = —z — 2 — asympt. dla z — Zoo; (i) f'(z) = M2CB (2 — 4)(z —18), f'(z) = %:ﬂq(:ﬂ), gdzie
q(z) = 972® — 792z + 1728 > 0, f(4) = 16 — min. lok., f(18) = —22 = 38.88 — max. lok., ] — oo, 0[U]3,8] — przedz.
wypukloéci, y = —z — 11 — asympt. dla & — =oo. (j) f jest okresowa i nieparzysta; f'(z) = e“*%(cos®> & 4 cosz — 1),

wige f'(2) =0 <= cosz = ¥2=1 = 0.618033, whedy f(z) = 1/ Y=L exp Y=L = +1.45852; zatem sup, f(z) = 1.45852.
Druga pochodna: f”(z) = —% eww(cosr + 3)sin 2z.

2. Wykazaé, ze funkcja f:[1,00[ = R, f(z) := (1 — %)x, jest rosnaca.
2. f'(z) = f(z)g(z), gdzie g(z) = log(1 — L) + 25 = log(1 + u) — T3+ 2> 0 (mozna inaczej: g'(z) = ﬁ <0
i limg—og(z) = 04+ 0 = 0, co daje g > 0). Inny sposdb: f'(z) = %h(z), gdzie h(z) = 1+ (z — 1)log(1 — %),
B'(z) =log(1 — %) + % <0, cowraz z limy_.oo A(z) =1 —limy—o— (1 + u)wl = 0daje h > 0.

. . . V1l—e7T—y/T—coszx x :
3. Wyliczy¢ : 1 i (b 1 3 (v —-1-2 lim —————;
yliczy¢ granice: (a) Jm Tz ; (b) im z ( z+1+vVz \/_) (c) lim 3 ;

1 T—V1+2 tg(t — 1 log | s
(d) lim V3= =i (€) lim CoVIF g g, t8lte) Sl.n(smx);(g) lim (2% —2? 45—t 336—|—1);(h) lim og |
1Yz — ¢—0 log(cos z) =0  tgr—sinz T— 2 0 log |
(i) lim arc th: — a.rc smm; () lim sin(e” — 1)_ esine 4 1; (1) lim (3— 2?)sinz — 3z cos z ) hm _1 cos( — 1)
=0 tg r—sinz z—0 (sin 3z)* z—0 x5 cos(a +z)’
cos bz
li —1 .
(m) o0 22 cos ax

3.(a) 1; (b) —1; () (log 3)%; (d) 33 (e) —2; (1) 2; (8) &5(h) 1; (i) =15 () —553; (k) 155 (1) 2tga; (m) 3(a® — 7).

4. Terminologia: Funkcja f :]a,b[— R jest niemalejgca w punkcie xg €la,b[, jedli (z — zo)(f(z) — f(zo)) > 0 dla
z € [xg — b, 20 + 81]a, b dla pewnego 6 = é(zg) > 0. Wykazad, ze: (a) Funkcja niemalejqca w kazdym punkcie
przedziatu ]a, b jest niemalejaca. (b) Funkcja f : R — R, dana wzorami f(z) := z+2? sin o dlaz # 0, f(0) :=
jest niemalejaca w punkcie zg = 0 (co wiecej: f/(0) = 1), lecz nie jest niemalejaca na zadnym otoczeniu 1‘0
4.(a) Przypusémy, ze Sy := {s €]z,b[: f(z) > f(s)} # @ dla pewnego z €]a,b[; niech s¢ := inf S;, wtedy = < so
(gdyz Ss1 ]z + 8(z),b[). Sa dwie mozliwoéci: 1° f(z) < f(so0), wtedy [s0, 50 + 6(s0)] N Sz = B; 2° f(z) > f(s0), wtedy
[so — 6(s0), so[1Sz. W obu przypadkach dostajemy sprzeczno$é z definicja so, a wiec Vz €la,b[: Sz = 0, tzn. f jest
niemalejaca. (b) zf(z) = z2(1 + zsin Z) 2(1 — |z|]) > 0 dla ¢ € [-1,1], wiec f jest niemalejaca w 0. Oznaczmy

(f(@n))nzn,
bylby nierosnacy (gdyz z» \, 0), co jest niemozliwe, skoro (—1)"(f(zn41) — f(zn)) = 22 + To41 — (=1)"(Tn — Tng1) >

1
Tn 1= 3

1 1 1 4
(2n—1)2 + (2n¥1)2 — (2n 1 2n+1) (4n2-1)2 >0.

5. Wykazaé, ze lim nsin(2wen!) = 27.
n—oo

5. Oznaczmy s, = ZZ 0 %; wtedy n!s, € N oraz % < (e — sn)n! < % (gdyz (n-}-;l)' < Z:O g kL =e— 58, <

E:O:n+1 qkn—_!n = i, ot gdzie q : —) Stad sin(27wen!) = sin(27(e — s5)n!) € ]sin %, sin —[ dla n > 4, skad teza.



6.

10.

Napisaé wzdr Taylora w zg = 0 dla funkcji f(z) := log(1+2). Wykazaé, ze lim, oo rp(z) = 0: (a) dlaz € [—%, 1],
przedstawiajac reszte w postaci Lagrange’a; (b) dla z € ] — 1, 1[, przedstawiajac reszte w postaci Cauchy’ego.

2

- C1)a . N _1yn—lgn ) (=D)" (g ¥l
6./7€) = {55 (ndukci),wiee og(1-+2) = £ = £ ..+ CUE o), s () o) = 3 ()
(Lagrange), przy czym &, = 8nz, 0, E 10,1[ , wiec |rn(z)| = an (1J|_xgn)n < m — 0, gdyz j <zl < 1dlaz €10,1]

+
oraz - < £ <1 dla 2 € [-4,005 (b) ra(e) = (-1)" FeSedr (Cauchy), wiee |ra(e)] < "ol |28 pray tym

H;‘ff: | < lfl |‘|5§:|| < |$1|_I§:|II = |z| < 1, co daje rn(z) — 0.

Zbada¢ zbieznoéé (punktowa, jednostajna, niemal jednostajna) ciagu funkcyjnego: (a) fo(2) == W, z € R;

(b) fo(2) = stz 2 € R (¢) fo(@) == 18, e € Ry () fu(2) = 5, 2 € Ry (e) fulx) = %
z € [0,1]; (f) fa(z) := 22;;“2, r € R; (g) falz) = W, z € R; (h) fo(z) := log(e” + %), z € R;
(1) fa(z) := nme_”%Q, zeR; () fulz) = W, z € [0,1];

8. (e)f(z) =z dla z € [0,1[, f(1) = —1 — nieciagta, wiec zb. niejednost. (zwartos¢ [0,1]; (j) f(0) =0, f(z) =z + 1 dla
z €]0,1] — nieciagla, wiec zb. niejednost.

Zbadaé zbieznoéé (punktowa, jednostajna, niemal jednostajna) szeregu funkcyjnego: (a) > o nr g ¢ R;

n=1 n7-|—l‘2’
oo no? 00 -1)" oo lo ne o] ne
(b) [z[ IEnzE 210, 00(; (¢) Yoro S, 2 €] = 1,00[; (d) o0y BN 4 g [0, 00 (€) Y00 1R,
x € [0, 00][;

9. (¢) Irn(z)| < ﬁ = zb. jednost.;

Obliczy¢ caltki nieoznaczone: jesli b > a > 0; (b) to samo, gdy a > b > 0;

f (z2+a2)1/ 242’

e — — cos t dt — ds _ 1 cs _ 1 cx .
10. (a) Podstawienie z = btgt, do = 2t’ daje I = f T gl = f THTT T ac arctg ©¢ = —-arctg e gdzie
/22152
s =sint = —=Z— oraz ¢ := /b2 — a2. (b) Tak samo liczac: [ = 51 log | afes) — 1 avzitbiter | gdzie ¢ := a2 — b2.
A /x2+b2 2ac a—cs 2ac a /z2+b2—cz




Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 6.

1. Dowiesé, ze jesli funkcja f : [a,b] — R jest (stabo) rosnaca, to jest catkowalna w sensie Riemanna na [a,b].
2. Dowiesé, ze jeli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i nieujemna, to lim,_ o { f;(f(x))”d:r = sup f([a, b]).

3. Obliczyé calki nieoznaczone: (1) [(z? — 2z + 3)e"dz; (2) fsins zdz; (3) [z(logz)?dz; (4) [arcsin,/{E=dz;

14z
(5) f2~Flog(1 + v/a)da; (6) [ Eiz=lde; (7) [(52 — 1) %de; <8> 2 (9) [ EERE (10) [l
(11) ftg rdz; (12) f(zz+z§j5(1z)§fr4z+5), (13) fzz arcsin z dz; (14) IM (15) fx\/m, (16) fr\/m’
(17)fj§%; (18) [ 5% (19) [ £85; (20) [sin(log z)da; (21) f%gsf—d 22) [ FRLi, (23) [ singcos sdr,
(24) [ e~ Zidz; (25) fxwm’( 6) flﬂfﬁ, 27) [ 7= (28) [ o= (29) [ Ve +2¢7 + 4 du.

4. Wyrazi¢ Fpyq(x) przez Fp(z), jeSli: (a) Fu(z) = f(%) dz; (b) Fn(x) = fx(x;i%)n (wyliczy¢ Fu(x));
(c) Fu(z) := [ 2’ dr e R (d) Fu(z) = [zPmedz, p € [0,1]; (e) I% (wyprowadzi¢ wzér na Fy,(z)).

log™ x>
5. 7Znalezé wzér rekurencyjny, wyrazajacy Fnya(z) przez Fu(z), jesli: (a) Fu(z) := [ cos™ mdm (b) Fo(z) = [ s1gzx’
(c) Fu(z) = f % (znalezé wzory na Fap(z) i Fapy1(2)); (d) Fu(z) := f jx;fl; Fa.(z) := fg;n coszdzx.
6. Dla k € Z4 oznaczmy cp = foa z¥ cos x dx, gdzie a = L. Wykazaé, ze: (a) 2, = (—=1)"(2n)!' 35— _(12;;%;
n(s n —1)ka?t! . a c la 2 T
(b) cans1 = (—1)*(2n+1)! (zkzo COM daul 1),(c) 0< g — 8 < il () limp o e =a = 3.

7. Obliczyé: jl%ﬁdaz (0 77 5l dla p € R; (o) jol\/de; ) [7 z\/dTZT (o) JT srie—
(f) [l8? e T Tdw; (g) [ Mil%;( )fb(m—a)m(b—m)”d.r, m,n €N, a <b; (i) [} (1-2")"de, n € N;
fo VIt 4a2de; (k) [T 1+-,m SAUNN 1+‘7s1nz(smx+cosr)’ (m) fy cos™ zcosnzde; (n) [ “hifde, n € N.

8. Niech f(z) := eix f e=3'°dt dla z € R.. Dowieé¢, ze: (a) Dlan € N zachodzi wzér f(z) =5, _, (;k—_]),,-l—rn (2),

21:1

gdzie r,(z) == (2n 1),, fo 12me= 31 4t (b) lim, .0 7, (z) = 0 dla z € R, skad wynika wzér f(z) =3 ,_, (% -

9. Zbadaé (w zaleznoéci od p,q € R) zbieznoéé calki niewlasciwej: (a "1 -z pe_loéfd.r (b ]/F dr
J 0 zP[logz[q logx|‘1 ;
1 d 1 . 0o arctg(sinz) ;.. 0o (14pcosz)dr, - .
fO [log(1— J‘)T |10g:r|‘1’ f (COS 5 )p+qzdl, e) f = g:(;smz d.’]?, (f) f7r (5f4ct?ossl:‘1:)zz’ fO 7 sin” zd.]?,

— _1 1 si r i »
f() rsin’z _dz . )f() 1+zp L z’ f() 1—6 = da; (k) A slnzz diL‘, (1) 100 smxz )dx f() sin z dz

.’L‘+1’ zr 3 \/m
e e . , . L, 1/ log =
10. Wykazaé¢ zbiezno$é 1 wyliczy¢ catke mew}a@an f_ (;2:11)172, (b) foo l _ ;)g_f_m; (c) ]00 %—Tm’
oo (l—z+4xlogr)dr | 00 logw dx | z"dr x"logxdr . ¢: zlog
e) fO (z+1)%(z— l)logx’ (f) 0 2+p2 ; fO (1}2+1)"+1 ; fO (z24p2)ntHT ; 1) f(] zi41 d‘/E J) fo 3\/1.2_‘_1’

o _yE © _d © gidr o—1dz. © _d
k) fo"em Yrdxs (1) [ Figrde; (m fo (z2+1)2’ ) fy bxa+\/xz+1’(o) o gy () 7 Voo (@ Jo w557

11. Dowiesé, ze jesli funkcja f : [0, 00[ — [0, 00 jest (stabo) malejaca, to catka [°[f( E(m)) — f(2)]dz jest zbiezna.

¢ . / . 00 1 L (¢ n(nt+l)(n+2 z" o™
12. Obliczy¢ sume szeregu: (1) Y | CESICESIE (2) S0, n(n+1); (3) Yonzs (n—1)! ; ( ) Yont W'
Wskazdwki.
3.(9) Podstawié¢ ¢t = = + 1 . (10) Podstawi¢ t = z — % 7.(d) Zast. 2. podst. E.: V22 4+ 1 = tz — 1; (h) zauwazyé, ze Inn =
gt Imt1,n—1 ;(i) I, = 2211],1 15 (j) zast. 1. podst. E.; (k) wzdr ff(x)dz = %arctg(ﬂtgm) wymaga korekty!; (1) podst.
t =tgz daje = arctg 282 Jecz .5 (m) cos nz = M; n) sinnr = £—=""" 8 (a Indukcja. 9.(a) log[(1 —z)f(z)] =
v v 2 N 8

10gT[(p + 1)log(1 — z) logz — 1]; (b) podst. z = _t; (c¢) limg_o4 [tog i_zl =1, limy_i— |1]°_gf| = 1; skorzystaé¢ z (b);

e
(d) img—1— U_—fafL)”% =1,limy_14 (1%;%?_—41 = 1; (e) kr. Dirichleta; (f) g, := ;Ii’zz:; jest okresowa. i fo gp(z)dz = F(2 —p),
wiec foo Mdz jest zb. (kr. Dirichleta), za$ g@ = 5p 4 Mﬁ- + = =L l' (8) an = ftr:r 1) f(z)dz > foﬂ- emmmsin? T g,
2 ”/2 >2 ﬂ-/4 2f0r/4 eIy = %(1 —e_mrp), bo sm2 z < ;z na [0, £]; (h) an := (nt1)m F(z)ds < 2 /2 g—nwsin®e g, <
= fo _4"1 iy = Cn=3/?, gdzie C = ﬁfooo e_ﬁdt; (1) o(r) := Oﬂ Hr‘iﬁ = \/%, wtedy f(n-l-l)r f(z)dz € [cnt1,cnl,

nm nr Jo
gdzie ¢, = o((n7)?) =~ Cn~?? dla p > 0; (k) p>0=lim,_o ﬁ@% 1, p < 0 = podst. t = z¥ daje (—;)f]oo Sil;‘tdt;




(1) p > 0 = podst. t = z¥ daje %floo f—%ldt; p <0 = limy_o zﬂp% = 1; (m) spr. ze fooo(f(l') — %)dja Jjest bezwzgl.
zb. 10. (b) im,_o f(z) = l ylima oo (22 + 1) f(z) = 1, limuooo(2® + 1) f(z) = 0, skad wynika zbiezno$é; podst. © = —y

daje [ = foo - — —)g—_'_], wigc ... (¢) podst. ¢ = logz —

_1
log x x

(zal. rosnaca, % = %(1 + \/t;j)dt) daje sume dwoch

zb. caltek, z ktérych jedna jest = 0; (e) podstawi¢ z = 17 i poréwnaé z wyjSciowa postacia I; (f) podst. z = 4; (g) spr.

, . Gl _pm—1 . 2 . . .\
wzér Anfn(z) — (n — 1) f)_o(z) = %W; (h) podst. z = & daje I = —I 4 .. (i) podst. = = 1; (j) 2. podst. E;
A —_— a . A = T P— . I .- g a P— aQ 1 —_— a1 P— uw w
1) z*4+1 = (z24+1)2=(v/2 £)?; (m) ddz i = (n) 1. podst. E.: z4++/22 + 1 = ¢, nastgpnie u = ¢* daje [ = fl = !1)(-212)d2u+3)’

(o) podst. z =

% daje (1) 1 = 5 Ooo %&, wiec mozna podst. z—% = u; (p) podst. t = /£ x+1 11.0 < fn+1[f(n)—f(z)]dz <
f(n) = f(n+1).

Odpowiedzi i rozwigzania.

1. Jeshi S*(f,P) i S*(f, P) oznaczaj@ gérna i dolng sume Riemanna odpow. podziatowi P = {a = 70 < 71 < ... < T, = b},
0 0< (£, P) = Sa(£,P) = S0y ok — 25m)(F(18) — F(0m1)) < 8(P) S0 (F(ok) = f(znr)) = B(PY(F(B) — F(a)), <o daiy
do 0 przy 5(73) = supk( Tk — Th_ 1) — 0.

2. Dla dowolnego 0 < K < M := sup f([a, b]) zbiér f~'(]K,cc]) jest # 0 i otwarty w [a, b], wiec f(z) > K na pewnym # §
przedziale P C [a,b]; zatem (b —a)M™ < fab fm<|P|- K™, skad ...

3. (1) 61(1'2 — 4z 4+ 7); (2) —1(2 + sin? z)cos z; (3) i"3/2(910g2 ¢ —12logz + 8); (4) (z + 1) arcsin \/H—Iz_ \/Z, (5) logz —

A A —n T arc €T A J:a A 12—1
2(1+ L)log(1+ﬁ); (6) (1 =27 log |1 — 2| —log |o| + 312} )i (7) 2L (8) arctg o+ 5 —x; (9) 2 log £

10) arc tg = \/5 ; (11) tgz — =3 (12) & \/_ arctg (23\7'—1) — farctg(z +2); (13) — < arcsinz + log blzllE; (14) %arcsm(zap),
15) —2log L; (16) 2 arccos(z —n/2y, (17) 1 log(z” + V1 + z%); (18) = arctg (%) + tlog(z®> —z + 1) — Llog(z + 1);

(
(
(19) z tg z+log cos z; (20) Z(sin log z —coslog z); (21) 1 log [2tg® 2z —1]; (22) 7 drcsm(\/gsin z); (23) £ log(2+sin® ) — L sin® z;
(
1

24) —e™" Ek o0 5 (25) —1513 (Sz —4z +5)Vz?2 +x; (26) s — Va2 + x4+ ;—log(l + 2z 4+ 2vz2 4 ); (27) ;—log(l +2Vx — x2)—
1 arcsin(1 — 2z); (28) = 5 arcig u:? —2arctg @ (zast. 3. podst. E.); (29) ¢ — 2z + 2log(2q — e¢” — 4) +log(q +€” + 1),
gdzie q := v/e2* 4 2e* + 4.

p2nt1 n T o 22
4.(a) Fut1(2) = = sitye + 2 Fu(2); (b) Fusa (v) = goagyye + Fu(®), Fi(w) =log \/lle“ st (o) Fn+1(z) =

2P+ N — \ n—k
— s B F@); (d) Fata (2) = 25 (Fa(2) =277 () Fasa(v) = — 5k — Fu(2), Fa(w) = (=1)"log [1+1] + 3771 545
5.(a) Fnya(z) = iz cos™ asina + 25 Fu(a); (b) Frya(2) = — s Sy + g7 Fn(#); () Fraa(s) = — W—Fn(f),

S

k-l x k
For(w) = (—=1)Farctge — 3" (25 11))121 vy Fargi(z) = (=1)"log \/L—JT =D et e

(d) Frya(z) = "12 (zn+1\/z +1—(n+1) n(z)), (e) Frnya(z) = zn+1(z sinz 4+ (n 4+ 2)cosz) — (n + 2)(n + 1) Fn(z).
6. Calkujac przez czesci otrzymujemy ¢ = a* — ksp_1, sp = kg1, Sg := foa ¥ sinz dz ; stad ¢x = a* — k(k — 1)cp—_z, wiec

co =11c1 =a—1dajg prees indukcje (a) i (b). Z kolei cos 2 = sin(a — ), wigc a —z 2 cosz 2 a—x — +(a — z)* dla z € [0, a],
skad, catkujac, dostajemy (c)iw konsekwencji (d).

7.(a) %; (b) 75 (¢) 3 +2— f dz = Llog ulllE—m\/l-l-z,Wiqc]:%log%‘/j;:l)—%-l-%; (e) %;
(1) 2— 25 (g) s log 2222, (h) (mm’l)!(b— W) 2 LB 4 og(2 4 VT (K) VR (1) 5 (m) 5 (n) 0 dla
n=2k,ﬂ'dlan_2k+l

8.(b. < L [T gy = 2R a?)

A(b) |rn(e)| < Gozrwl [y | = Gogrme”

9.(a) rozb. Vp € R; (b) zb. < (p< 1) lub (p=1,9 > 1); (¢) zb. <= p < 1,¢< 1;(d) zb. < |q| <1+ p; (e) zb;

(f) zb. < p =2; (g) rozb.; (h) zb.; (i) zb. <= p > 2; (j) zb. < 0< p < 1; (k),(1) zb. <= p # 0; (m) zb.
\ - - \ - —k— ! —2k— (2k—1)!! —n— :
10. (a) 2; (b) 1= 3; (¢) 55 (e) 35 () 57 log [pl; (8) Tonsr = 2757 blosr, Jo = 2725w CEs () [p| ™7 [ log [p|, gdlzie

In jest 7 (g); (i) 0; (i) &5 — 3log(V2+1); (k) nt; (1) 5553 (m) 275 (n) (227 +1log 2); (0) Ty /1= Z5; () 2 =15 (a) 25

. . i . o sl
12.(1) an = % - an + 2(n1+2) = %(% - n+1) - _(an - niz)f wige S = % R % ) % = %5 (2) f(z) == n=1 n(n+t1)
dla |z| < 1; wtedy f'(z) = :;1 % = —log(1 — z), wiec f(z) = =z + (1 — z)log(1 — z), zatem (suma)= 1+ £1%’Tllog(l —z);
. s . . o . 0 a2
(3) any1 = Ly[n(n +—1])(n—2)+9n(n 1)+18n+6], wiec S = e”(z°+92>+182+6); (4) f(z) := ne1 mET) (T3] dla |z| < 1; wtedy
fl(z) = :Lo 1 n(:+1), (=) = Zo 1 % —log(1—=); stad, wobec f(0) = f'(0) = 0, dostajemy: f'(z) =z + (1 —z)log(1 — z),

f(z)=tz(3z —2) — (1 — z)’log(1 — z), a zatem (suma)= 22=2 — 1 (%)ﬁog(l —z)dla0<|z| < 1.

x
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1

. Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja wypukta, M(f

wykorzystane: 3.(a)(e), 4.(g), 5.(h) (kolokwium 3.1V.93)

. Dla p € R okredlmy wzorami T, (z) := cos(parccos z), Up(z) := sin(p arc cos ) dwie funkcje T, U, : | —1,1[— R.

Sprawdzié, ze kazda z tych dwéch funkeji spetnia réwnanie rézniczkowe (1 — z2)f"(z) — zf'(z) + p*f(z) =

b

. Oznaczmy f(x) := cos (6 + parccosz), wtedy f = Tp dla 6 = 0 oraz f = Up dla § = —7; mamy: fl(z)= sin (6 4+ p arccosz),
V1—z2

i) = (1—5% sin (6 4+ parccosz) — 1{12 cos (6 + p arccos ), skad wynika teza.
Uwaga. Up(z) = V1 — 22[Tn_1(z) + Trn—s(z) + ... + Ti—n(z)] dlan € N.

Dla n € N funkcja R\ 7Z 3 ¢ — 872 ¢ R jest okresowa o okresie 7, wiec da sic wyrazi¢ przez ctgp:

sin™ ¢

ziﬁ—fg = fa(ctg ). Dowies¢, ze:  (a) f)(u) =nfn_1(u); (b) fa(u) sa wielomianami, takimi ze f,(0) = sin 5.

sin2 ¢

Rézniczkujac wzgl. ¢ tozsamosé sinng = sin? fn(ctg @) dostajemy n cosng = nsin® 1 ¢ cos ¢ frn(u) +sin” ¢ (— 1 ) f1(u), skad
fl(u) = nsing cosp fn(u) — nsicnos_",fgo

wnosimy, ze fn(u) sa wielomianami. Uwaga. Mozna pokazaé, ze frn(u) = Im(u+4)", np. f2(u) = 2u, f3(u) = 3u? -1, f1(u) = 4u® —4u.

— piinne cosg—cosngsing _  sin(ng—¢) _ nfpn—1(u). Stad, skoro fi(u) = 1, przez indukcje

sinm—1 sinn—1

Niech ¢ € R, m € N. Sprawdzi¢, ze jesli funkcja y € C™t? (]—1,1[) spetlnia tzw. rdwnanie Legendre’a
(1 — 22y’ — 22y + py = 0, to funkcja J-1,1[ 3 & — w(z) := (1 — 2%)%y")(z) spehia taw. stowarzyszone
m? ) _

5 ] w=0.
T

réwnanie Legendre’a (1 — z?)w” — 22w + (N —

1—

m((m—l)x — )y(m) . Stad (1 — 22)w" —

(1-a%)?

[(1 - $2)y(m+2) —2(m+ 1)$y(m+1) + (,u —m(m + 1))y(m)] . Otéz stosujac uogdlniony wzdr

w' = (1 _ 932)% [y(m+1) _ %y(m)] ,w' = (1 _ 932)% [y(m+2) e y(m-l-l) +

m
2

2
2w’ + (/J,— 17—rz2) w = (1—172)
m
Leibniza (uu)(m) = Z (7;) w(™=F)y(B) tatwo sie przekonaé, ze ostatnie wyrazenie [ . ] jest réwne ddz—m [(1 — 22y — 2zy’ + ;Ly]
k=0

2 m
Uwaga. Wynika z tych rachunkéw, ze Lo Fp, — Fo L = I Tz2 Fm, gdzie L[y] := (1 —22)y" — 22y’ + py, Fmly] := (1 - z2)?y(m),

i (a) M(f) > f(4);
(” 1a+ b)+ A f(Rat 2zt 1b)+ Lf(®)) dlan e N.

—1 —(b— a); wtedy limp—c0 Sp = M(f), a nieréwnoé¢ Jensena daje

)
f(a

(bi) M(f) < 5(f(a)+ F(b)): (bn) M(f) < (5 )
(a) Dla n € N oznaczmy Sp := %Zzzl f(€r), gdzie &x) == a+ 2
Sn) 2 f(%) = ]‘(%b)7 (b1) f(z) < fla)+ i_g F(b) — f(a)); catkujac te nieréwnoéé dostajemy teze; (by) stosujemy (b1) do

f na kazdym z n przedzialéw [a,a + b_Ta], v [b— b_Ta, b], po czym dodajemy stronami otrzymane nieréwnosci.
: 4 L . zdr . z dz : 2 Jn
. Obliczy¢ calki nieoznaczone: (a) THooes (b) [ EZ=; (¢) [sin( d) [z3sin(z?)dz; (e) [(arcsinz)?dz;

f) [tg? zdz; (g) [sin(/z)dz; (h) f%i—xdr; (i) [(sinz) log|tgm|d:b; (J) [(cos z)log|tg z|dz; (k) [ H_Sds#.

(a) m = (tg 5)', skad (przezczgéci)f...dx: ztg 5+2log|cos F|. (b )rtgm+log|cosz| (c) 2sin\/z—2/z cos /z. (d ) Llsin(2?)—

2 cos(z‘2)] (e) z(arcsin2 1‘—2)—}—2\/1 — z? arcsinz. (f) Podst. t = tgz i catkujemy = t2+1 = L;—}HL—}-P" 2 _42n—4 —}—...—}—(—1)"_1; stad

f dr = (— 2n—1 5 2n1_3 tg2n 2 o4 A(-1)"" Ttga. (g)3(2— N 2) cos ﬁ—l—G%sin Jz. (h) —l(log2 z+2logz+2).
. . s (12 d

(i) log| tg 5| - (COSI) log|tg$| () (sinz)log|tgxz| — log|1‘c|'0:n$$| (k) Podst. t = tgw, sin?z = t2 T daje f dr = % =

(6t+2)+4 (6t—2)— 4)dt

1 2—cos 2z +sin 2x +
12 3t242t41 313 —2t41

2—cos 2z —sin 2z 3\/_

1 tg x+1 3tgx—1
= 15 log (arctg _g\/__ + arctg _g\/i—)

. , . o~ [z - © g o z)dz z2— 1 T 1 T
. Obliczy¢ catki: (a) [ (/2 i2, (b) f, Gﬂdm (c) f, %; (d) fl x4+idr (e) fo H_dﬁJ ) fy Jﬁ%

1 T . .
) fo = ) [ s

. (e8] 2 2 1/2
(a)podst.t::,/%>1daje[:4f1 ﬁ_[Zarctgt—m]‘x’zl—l—%. (b) 3f(z) = ﬁ-}%:m-p

% + ;T’ wiec I = %[arctg(?r — \/5) + arctg(2z + \/5) + 2arctgz]d® = 2% Uwaga. f 6+1d1‘ w postaci “zwinietej”
xT xT
3z(1—z2 . . =
%arctgﬁTg_& ma skoki dlaz = +4/2 £+ \/5 (c) t := ze® daje fda: = f t(thtU = 10g|liﬁ|7 wigc I = log(l-l-%). (d) t:= I+%
. — . —2td
daJef...dsztzd—:i:%log|t+2|— ﬁ,wu@c[ 0.(e)3.p. Bt = (/11 dajer:#, dx:(t,fﬁ,

1+2\/l——1

—2tdt 2 T 1 _ 4 .
f dz_f(t2+1)(t2+t+1) f(m— t2+1)dt_ \/_arcth—Qarctg\/——l vu@cf =(1- m)w (f) podst. jak

1-24/11
3 o _ —2¢dt 2 2 V= . 1 g
w (e) daJe.f...dx_f(t2+1)(t2 eyl f(m—m) dt = 2arctg ——1+ \/_arcth,wngc fo = (m—l)r.
. . 1
(g) podst. jak w (e) daje fdr = f (m - #) dt = _1:-1%1 — arctgt = —ﬁ - arctg\/% — 1, wiec fo =7 -1
(h) I = [log |-+ o | — arctg 235/‘%1] =log2 — \/5.

. Obliczy¢: (a) 35,7, 4n =3 (b) Yonzs n(n+1) 3 (0) Xonms n(n+1) $(d) > m (€) Xonz 2271-:1’ (f) et %5

(8) Tonro(16n2—dn-+1)a"; (h) S0, 2252m=L; (i) Yoo, B8nomindd () o ol (1) Yool (niaess:

oo [} 1"
) Xnzo ey (M) Xato m?



10.

10.

11.

11.

12.

(a) 3, 8dys 73— = 57 — gy (b) 1= log2; (c) 1 = 3log 33 (d) 2(1 = log2); (e) V2log(1 + V2); (f) 4T, ( ) LTS da

2n—1 2n+41"?

(=1)n+1
la] < 1; (h) %xﬁ;ilb 172 =05 () %K;;ﬁlhﬂ/z =84;(j) S= —fa(=1) = fa(-1))= 2 £log2, bo fa(— Zo 31,)_'_1 =
_ 1 . 1 _ _ 3(2n+1)
——log2—7, fa(= Zo 3n+2 —_310g2+m7( ) S =g(=f2(=1) + fa(-1)) = mvbom"'m_ GGn¥1)(3n+2)
00 an oo 2557 o 325" 2 3 | 14 14z 42 \/_ /3 22
M) f(= Z (ZnF1)(3nt2) — 220 2n¥1 2.0 3n+l = Zh(@®%) = 5 f2(2?) = oz log = ia — 527 log 7(115”2;2 + oo arctg S

—1)"

wtedy S = f( —)=log2— 510g3+\/§% +limg - =5 L [log(1 —2?) —zlog(1—2%)] = 2log2 -3 2log3+ 2\/_, (m) S = 220 (im%—
320 3n+2 =2-% —3f3(~1) =log2 — (% - ;—)w.

[ee] 1 [ee]
Niech a > 1; dowiesé, ze: (1) lim nz —=1;(2) lim — Z i

k2 n—oo qh
k=n
(1) Sn o= n1—2+("+;1)2+... > (%—n;“)+(nl?—nl?)+...= %orazsn < (711?—%)+(%—nl?)+ = anl’ zatem
. an A 1, n
limp 0o NSy = 1. (2) Dla n > a mamy: < Z:in ‘2—, < ((:1—1)! oy (%)2 + (%)3 +..]= m’ skad teza.

Niech f : R? — R dana wzorem f(z,y) = e~ (z+ y)(2? + = — y). (a) Znalezé i zbadaé punkty krytyczne f;
(b) wyznaczyé zbidr wartodei f.

Wsk. Wyliczyé f(z) := sup, f(z,y). Odp. f(0,0) = 0, f(=2,2) = 0, f(\/2,1) = e~ VB(3 4+ v/B) ~ 0.344, f(—v/2,1) = VB (3 - V/B) »
2.903; wartodci (foy, fay, foy) W tych punktach sa nastepujace: (2,0, —2), 2et(=3,-2,-1), 25_\/5(—\/5 - 4,1/2,-1), 26\/§(\/§ -
4,—/2,—1), a wiec pierwsze dwa punkty sa siodlowe, a w pozostatych dwéch sa (lok.) maksima; ponadto f(R?) = R..

Dla danej funkcji ¢ : Ry x R = {(u,v) : u > 0} — R oraz symetrycznego operatora A € EndR"” okreslmy funkcje
f:R" — R wzorem f(z) := ¢(|z|?, (z|Az)). Wtedy %f’(z) =l -z + ¢} - Az, zatem f'(z) = 0 w trzech przypadkach:
1° £ =0;2° (u,v) € Ry x R jest p. kryt. ¢ oraz u = |z]*,v = (z]|Az) — musi byé wtedy 2 € [inf SpA,sup SpAJ;

3° Az =Xz, 2z #0, X € SpA, oraz pl, + Apl, = 0, tzn. @ = |z|* jest p. kryt. funkcji Ry 3 u — ¢(u,Au). Przykltad. Dla
o(u,v) = %, a > 1, mamy: @) + \p! = ﬁ[)\(l +au)—a]l=0 < A= s 1,af .

Wykazaé 7e zbiorem wartoéci funkcji f : R* — R, fla,y) = ﬁ% jest zwarty odcinek; wyznaczy¢ go.

2
fl = ;_2#, Iy = —1=23W—u" __. yatem w p. kryt. jest 2 = 1 — 2zy = ¢?, skad z = y = =, czyli f ma 2 p. kryt.:
(z241)2(y>+1) (z2+1)(y2+1) V3

1 1
. 3 sy

(%’%) iB\/— a2 0.65. Zauwazmy, ze dla |z| > 2 mamy: | 2+]|<|z%|g%orazﬁg%,awugc |f(=, )|g#+ﬁg
% + 11—0 = 0.6; analog. jest dla |y| > 2, a zatem poza zwartym zbiorem K := {(z,y) : |z| < 2,|y| £ 2} mamy |f(z,y)| < 0.6.

—~

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : R? — R, okreélonej wzorem f(z,y) := sin(z + y) —sin & —sin y.

fi = cos(z + y) — cosz, f) = cos(z 4+ y) — cosy, wigc w p. kryt. cosz = cosy =: X, oraz A = cos(x + y) = coszcosy — sinzsiny,
tzn. £(1 — A?) = A% — A, gdzie + = sgn(sinzsiny). Stad A = 1 lub 0 = 2A2 =X =1 = (2A + 1)(A = 1), czyli A = 1 lub
A= —é—. Mamy wiec trzy rodziny p. kryt.: 1° f(2km,2lr) = 0 — sa to zdegen. p. kryt. typu «malpie siodto», gdyz np. f(z,y) =
(r+y) - %(x+y)3 —r+ éx3 -y + %y3 +..= —;—my(x-l-y) +..520 f(QTﬂ' + 2k, 23—" +2ir) = —%ﬁ ~ —2.598 — sa to glob. minima;

30 f(—%" + 2km, — 2%- + 2ir) = % 3 & 2.598 — s3 to globalne maksima.

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : R* — R, okreslonej wzorem: (a) f(z,y) := sin(z + y) +
sinz +siny; (b) f(z,y) :=6sin(z +y) +sinz +siny; (¢) f(z,y) :=Tsin(z + y) + 2sinz + Tsiny; (d) f(z,y) =
sin(z+y)+6sinz+siny; (e) f(z,y) = 17sin(z+y)+3sinz+17siny; (f) f(z,y) := 17sin(z+y)+10sin 2+ 17sin y.

Dla f(z,y) = sin(z + y) + —51nx+ sinb mamy: 0 = f; = cos(x + y) + 5 Lcosz, 0= fy = cos(az+y)+ cosy = L :=cos(z +y) =

—% cosr = — IE cosy, przy czym L = cos(z + y) = coszcosy — sinzsiny = abL? F —a212/1 - 62L2, co po uproszczeniu daje

‘ 2abL? — (a®? + b2 +1)L2+1=0 ‘, przy czym dopuszczalne sa tylko te pierwiastki L, dla ktérych |L| < min{1, |(11—|, |1T|} (a) 0 =

2I° — 3L2 +1=(L—=1)2(2L + 1), co daje: cosz = cosy = —1, sinz = siny = 0, f(z,y) = 0 (siodla) lub cosz = cosy = %, sinz =

siny = 2 , flzy) = :I:%ﬁ (b) 0 ="72L* —73L? + 1 = (L — 1)(9L + 1)(8L — 1), co daje: cosz = cosy = —%, sinz = siny = :l:g,
flzy) = iI 7 & 4.63 (siodla) lub cosz = cosy = %, sinz = siny = 33@7 flz,y) = i%\/g & 7.45 (min.imax.);(c) 7L3—%L2+1 =

%(L — 2)(4L + 1)(7L — 2), co daje: cosz = %, sinz = :E%\/IS, cosy = %, siny = :I:%\/TS, flz,y) = i% 15 & 12.41 (min. i max.)

lub cosz = —1, cosy = —%, siny = %\/g, f(z,y) = 0 (siodla). (d) 0 = (12L3 — 7312 4 36) = 3]—6(L — 6)(3L + 2)(4L - 3), co
daje: cosz = ;—, sinz = i%\/g, cosy = %, siny = :f:%\/g, flzyy) = :f:r‘);—:’\/_ 7.32 (max. i min.) lub cosz = —%, sinrz = %\/7,
cosy = —‘—, siny = i?z\/i flz,y) = ﬂ:%ﬁz 5.66 (siodla). (e) 0 = ;—(1 0212 = 30712 +9) = (L —3)(6L + 1)(17L — 3), co daje:
cosx = 1—7,51nz‘= :1:1]—8\/35, cosy = ;—,siny— :}:1\/ 5, f(z,y) = :}:Ig; x 25.82 (mln.lmax.) lub cosz = —1, cosy = —%,
siny = £%V/70, f(x,y) = 0 (siodla). (f) 0 = 5 0(340L2 — 48917 +100) = 35(4L — 5)(5L + 2)(17L — 10), co daje: cosz = ;—7
sinx::h%\/Ql, cosy = %,siny: %\/ 1, f(=, )=i5612351 & 37.62 (min. i max.) lub cosz = —l,cosy——ﬁ,mny—i—”\/

f(z,y) = 0 (siodla).

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyezne funkcji f : R*> — R, okreélonej wzorem (a) flz,y) = (ﬂ%%,

(b) fz.y) = & + 327



12.

_ (z*y—23—y) _ . _ _ . .
(a) fl = (:251)2(22‘11?!)’ fy = -y wiec w p. kryt. (¢,y) # (0,0) mamy (2 - Nz +y =0, z + (2 - \)y = 0, gdzie X := zy; stad
0=(2)\)2=1=(A=1)(A=3). Gdy A = 1 dost. z +y = 0,2y = 1, tj. sprzecznoéé; gdy A\ = 3 dostajemy = = y,zy = 3, tj.
=y = +\/3 pray czym f(£V3,£/3) = :I:% 3; sa to odpow. maks. i min. lokalne (nawet globalne!); 7 kolei pkt. (z,y) = (0,0) jest
typu «maltpie siodto» (b)f’—;_“—y fl = 22— — 2% __ wiec w p. kryt M_M_M 2
YP P . z = 3211 2402 Jy T 22 m2+n2’ € p. Kryt. =23~ = «PY = T mn

2zy > 0, tzn. y = 2. Sa wiec dwa p. kryt.: f(£p) = £1, gdzie p = (1,1); w obu sa siodla, bo np. f,’.(p) = f,,(p) = ,13, i (p)=-1

f jest nieograniczona z dotu i 7 géry, gdyz np. f(z,0) = z.

, skad y? = 22 i



13.

14.

14.

15.

16.

16.

Wyznaczy¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : Rf — R, okrelonej wzorem f(z,y,z) := yiz + Zix + riy

. f jest (dod.) jednorodna stopnia 1, wigc f(=,y,2) = ¢(Z, Z) gdzie o(z,y) := f(z,y,1) = xi_y + ﬁ + x+1 Warunek 0 = ¢! — <py =
Itrty 14249 Jaje £ = y, co po wstaw. do 0 = ! daje 0 = (e=1)(3z+1) Zatem jedynym p. kryt. ¢ jest p = (1,1); skoro ¢’ (p) ma

432(z+1)2

s .. .. . . _ (t+1)(t+2)(2m—t)
_%, to f(p) = %Jest (lokalnym) minimum. Pok. ze jest to min. globalne: %ap(r,t—r) = (t+ I+1+)2)(I:1)2 , wiec

inf{o(z,y) : ,yER+,x+y_t}_ap(2,2)—2+——t+—2_1[/(15)zkoleld;() m—%,azateth>0.w()>¢()_

(y+1)?  (=2+1)?
Cun = Pyy = 30 Py =

Wykazaé, 7e zbiér S :={(x,y,2) : 2* + y* + 2% — 4zyz = 1hR®  jest gladka, zwarty i spéjna rozmaitoécia.

Sprawdzimy, ze f'(p) = 4[z® — yz,y® — 22,2 — zy] jest # 0 dlap € S: Jedli f'(p) = 0iz # 0, to 2° = yz daje z # 0,y # 0,
3 =1 -=1| [log|z|
wiec 0 = [=1 3 -1 [logly||,skad |z| = |y| = |2] = 1, * + y* + 2* —dzyz = 3+ 4 # 1, tzn. p € S; jedli zaé f'(p) = 0 i
-1 =1 3| |log]z]
2 =0, to x> = yz = 0,y° = xz = 0, wigc takze p € S. Zwartodé: =t + y* — dzyz = 2(2 — 2y)? — 222 + (22 — y?)2 > —222, zatem
dlap = (x,4,2) € S mamy 1 = f(p) > 2* — 222, wiec |22 — 1] € V2, tzn. |2| € /1 +V2; w konsekwencji S jest ograniczony.
[Inny sposéb: Wyznaczamy minimum h(z,y) := 2* + y* — 4zy2z najpierw po =: h(z,y) > h((yz )1/3 y) =yt - 3(y2)4/3, a nastepnie
po y: h((yz)l/S,y) =: g(y) > g(:h|z|1/2) = —222] Uwaga. Krytyczne wartodci z na S: plaszezyzna styczna T, (S) = kerf'(p) musi
byé «poziomay, tzn. f;(p) = f,(p) = 0; daje to z® = yz,zz = 3%, skad 2%z = yz, przy czym z # 0, wiec y = ex i z = €22,
gdzie ¢ = +1; dostajemy stad cztery p.kty krytycznej wartosci z: (e1 /¢, e2 /¢, €1€2y/¢), gdzie ¢ := 1 + V2, €12 = 1. Spdjnosé:
S = {(z,v,2) : pay(z) = 1 —z* —y* (z,y) € So}, gdzie pp(2) := 2* — 4pz (ma globalne minimum ¢, (p 1/3) = - 4/3) oraz
So := {(z,y) 1 infs pay(2) 1 =2 =y} = {(z,y) : 2" + y* — B(Iy)“/% 1}; widaé ze Sp jest spdjny (gwiaZzdzisyosé wzgl. (0,0)); z
wlasnosci ¢, wynika istnienie funkcji z4, z— : So — R takich, ze @zy0z4 (v,y) = 1—2*—y* oraz z_(z,y) < (m‘y)l/% < z4(z,y); funkcje
o= = 4(2* — zy) # 0),
za$ na brzegu Sy mamy z_(z,y) = z4(z,y) = (zy)” =limy_(g,y) 2+ (p). Stad S jest suma wykreséw dwu c14glych i jednakowych

te sa ciagle na Sp: na IntSy wynika to z lokalnej rozwiklywalnoééi wzgl. z réwnania z* + y* + 2* —dayz =1 (

na brzegu (spéjnej) dziedziny funkcji, a wiec jest spéjny. Inny (lepszy) sposdb na Zwartoéé i Spéjnosdé: Pokazemy ze kazda

~

pélprosta RypiR?, p € R? \ {0}, przecina S w doktadnie jednym punkcie #(p)p i zalesnoéé p — t(p) € Ry jest gtadka; daje to

~

S, p — t(p)p, wiec S tak jak S? jest zwarta i spéjna. Niech p = (z,y,2); wtedy tp € S <=
epl(t) i= (2t + y* 4+ 28t — dzyz 1 = 1.

homeomorfizm sfery S?1R? na

Dla p € R oznaczmy S, := {(z,y,2) : 2* + y* + z* — 4zyz = p}. Dowieéé, ze: (a) S, =0 dlap < —1; (b) S_1 jest
4-elementowym zbiorem {(z,y,z) : |z| = |y| = |z| = 1,2zyz = 1}; (c) dla p > 0 S, jest gtadka, spéjna i zwarta
rozmaitoscia.

Wyznaczy¢ zbiér wartosci funkeji f(z) := 7+ + I2 + 72 na zbiorze 7 :=[1,4] x [2,5] x [3, 611R3.

2_ 2_ 2_
o) = [B208 T22PaM F5T P12 wiec p.kryt. f w IntZ sa postaci ¢ = (a,a,a), gdzie 3 < a £ 4; przy tym f(a,a,a) = 3. Punkty

iz T5T3 xm

2
=a= 2—2, co daje zo = x3 = a = x1; na pozostaltych §cianach jest tak samo, wiec sa tylko 2

2
kryt. na $cianach: na {x1 = a} mamy —2
punkty kryt. na $cianach: (3, 3,3) 1 (4, 47 4)7 w obu f(z) = 3. Punkty krytyczne na krawedziach: przy zadanych z;, z; (korice przedziatow
dopuszcz. wartodci) f, = 0 daje zy, = /7;7;. Stad mamy 7 punktéw krytycznych na krawedziach: f(/6,2,3) = % + V6 = 3.1186,

f(V/12,2,6) = L +2/3x 3797f(\/_53)—§+§\/_~3216f(1\/_6)—6+1\/_~6816f(4\/_3)—§+4\/_~3059,

3
(4,24 6) 24 2\/_~ 3.133, f(4,5,V/20) = £ + /5 ~ 3.036. Wartosm w wierzchotkach: f(l 2 ,3)= 22~ 467, f(1,2,6) =L x
6,833, f(1,5,3) = 12 ~ 4.867, f(1,5,6) = 2L =~ 7.033, f(4,2,3) = i ~ 3.417, f(4,2,6) = 3833 f(4,5,3) = L2 » 3217,
f(4,5,6) = —5 ~ 3. 133 Odpowieds. f(7) = [3, 2L 30 , przy czym f(a,a,a) = 3 a € [3,4], f(1,5,6) = 211 ~ 7.033.
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11.

12.

13.

14.
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16.

. Sprawdzié, ze funkcja f: R?\ {0} — R spelnia rdwnanie Laplace’a 0 = Af := 81‘ —+— —L (a) f(z,y) ==

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 7.
[ee] [ee] 5 N [ee]
. Obliczy¢ sume i promien zbieznodci szeregu:  fi(x) := 2::11 ; f1(1‘) = Z%, Ja(z) = %;
n=0 n=0 n=0
> 342 > pint1 A > (=1)raint? = pint3 ; = (=1)rgints
f3(33) = 3n+‘)a f4($) = Intl) f4(a:) = Z Antl f5(I) = 4n+t3 fs(l‘) = Z an43
n=0 n=0 n=0 n=0

. Obliczyé: ( )Zn o S5 b)) T S (o) Y, S () T O(Z%H_)(sn;.u)’ (€) Xonzo EarnETD

(1) Tnto Soprs (8) Do s () 0o 25 () e (-1 S5 () Enie (-1 oy

, ., e, N . z z2 z3 z T z z
. Wyznaczy¢ promien zbieznoSci 1 sume szeregu potegowego S(a:) =14 s~ g wr+tegtT— I Tt

. Ciag liczbowy (c,) jest okresowy, tzn. IN € N : Vn : cpyn = cn. Dowiedé, ze szereg Y- | 2= jest zbieiny <=
N=-1 . )
c1+ ...+ en =0, przy czym wtedy >0 & = 01 fteahoten® —dy. Obliczyé Y pey <6kl+1 - 6,;:_3 + 6k2_|_5).

. Rozwinac f(z) w szereg potegowy > -, an,z", wyznaczyé jego promien zbieznodci: (a) f(z) = log(1 + = + z?);
9

(b) f(2) = s () F(0) = gty (d) f2) = ) (o) f(a) = 822 (1) f(2) = (arctga)?.

. Sprawdzié, ze: (a) funkcja f : R? — R, f(z,y) := \/|zy| ma w punkcie (0,0) obie pochodne czastkowe, lecz nie

Ty
jest w nim rézniczkowalna; (b) funkcja f : R? — R, fla,y) = { 82"'92’ (2,) #(0,0)

) (z,y) = (0,0)

(z,y) € R? obie pochodne czastkowe, lecz jest nieciagta w punkcie (0,0) oraz nie istnieje pochodna ygy (0,0).

ma w kazdym punkcie

. Dowiedé, ze jedli f: R — R jest 3-krotnie rézniczkowalna, a pu(z,y,z) :=zyz, to I F: R — R: o) _ o, I

dwdydz —

z .
T24y2)

(b) flz,y) =v/z+ 224+ y* (¢) f(z,y) :==sinz chy; (d) f(z,y) = %; (e) f(z,y) :=log(z? + y?).

. Sprawdzié, ze jedli funkcja f : R? — R spelnia réwnanie Laplace’a Af = 0, a u,v : R? — R sy klasy C? i

spetniaja réwnania 24 — 8v —  9u

o —ay = O gy T g; = 0, to funkcja zlozona f := f o o (u,v) tez spetnia réwnanie Laplace’a.

Przy ustalonym n € N okre§lmy p : R" — R wzorem p(z) = |z| := (3 ,_; 2 2)7. Sprawdzié, ze: (a) A(po p) =
oop+ ”’%lgaop dla dowolnej ¢ € C*(R), gdyle Af=3"117% o” { (b) dlan > 3 funkcja f := p?>~ " : R"\ {0} = R
spelnia réwnanie Laplace’a Af = 0; (¢) f1 : R"\ {0} — R, fl( =1 p(x)”", tez spelnia réwnanie Laplace’a.

Niech f: R? = R, fla,y) = %(z +y)? — (2 + V1 + 22)y. Sprawdzié, ze f ma tylko jeden punkt krytyczny i ma
w nim lokalne (lecz nie globalne) minimum. Czy taka rzecz jest mozliwa dla rézniczkowalnej funkeji f: R — R?

Niech f : R? — R dana wzorem f(z,y) = e~ 2"(2z + y)(2? y) (a) Znalezé i zbadaé punkty krytyczne f;
(b) wyznaczyé zbiér wartoéci f. (c) Wykazaé, ze g(z,y) := 42? + y? + (zy + 32 +5)? > 3 dla kazdego (z,y) € R.
Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : X — R na obszarze X: (a) X := R?, f(z,y) := 22° — 62y + 3y°;
(b) X = R?, flz,y) = %, a > 0 dane; (¢) X = Rf; flx,y,2z) = (1 4+ %)(1 + 5)(1 —{—2%)(1 + z);
(d) X := R\ {0}, f(w,y,2) := Tey + 2yz + 222 —log(a” + y* +2%); () X =R} f(w,y,2) =2+ 5+ 5+ 2

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : X — R: (a) X = R}, f(z) == 21 - .- 2p + e T s
n " n 1-n+4+ n_la ol .
(b) X :=R", f(z) := Ei: L 5 (¢) X =R}, f(x) := # (punkt (a1, ...,a,) € X \ {0} jest dany).

Funkcja f : R" — R dana Jest wzorem f(z) = (1 + |z|)7' > 7_; axzr, gdzie 0 # a = (ay,...,a,) € R” jest
ustalony, a |z| := (Y r_, #2)? = (norma z). (a) Zbadaé istnienie pochodnej f/(0); (b) wyznaczyé zbiér wartoéci f.

Niech N 3 n > 2 oraz a,b € Ry :=]0,00[ beda ustalone; okredlmy funkcje f : X — R, X := R}, wzorem
f(z) = (a+z1)(z‘1+z‘2) (zn T Wykazad, ze: (a) Istnieje Z € X taki, ze f(2) = sup,cx f(z) (wyznaczyé
# i f(2)); (b) Funkcja f : R" — R, dana wzorami: f(z) := f(z) dlaz € X, f(z) := 0 dlaz € R™\ X, jest ciagla.




Wiskazdéwki.

2

~ . ~ 2 53
fi(z) = =223 F(2) = 5 (2) = 12 file) = 2553 file) = 2 fi(e) = o file) = #; fi(z) = -
R R R .\ R STL

2. (a),(b) tw. Abela dla fao(—14), f3(—1+); (c) skorz. z (b); (d) Am = ﬁ — ﬁ; (e) f(z) =), W
=/ ( )= Zfa(s); skorz z tw. Abela; (f),(g) tw. Abela dla fi(1-), fs(1-); (i) <_11/2> = (—1)"(2(22)13”~ 3. Dla 0 <z <1
_ 15 z7 z° N 21 4 8 12 v 1422 . .
f(z) zS(x ) T+ 5 —T-I-T-I-...,Wtedyf(:c)_(l-l-z)(l—z +z° —x -|-...)_1+4,W1QC Dla -1 <z <0:
f(z) zS(— z)—z—g—a——-l- +——...,wtedyf'(z)=(l—zz)(l—r4+z8—z12+...)=1+z4,W1Qc 4. [<] z kr.

Dirichleta. [=]: niech ¢, := ¢, — ¢, gdzie ¢ := (01 + .+ en); wtedy €1 + ... +en = 0, wiec zbiezny jest 21 tn Zm M,
€n—7Cn = ¢ = const. Wzdr catkowy: f(z) := Z;X) enz” , wtedy f'(z) = z cnr Tl = (c1+caz+.. —}-cNmN_1 Zk 0T Xk, ; zast. tw.
Abela. 5. (a) (1—z)(1+z+27%) = ...; (b) {(zz) - ( c) {fz) = 2 (e)iloczyn Cauchy’ego szeregéw dla —— 1+z ilog(14); (f) mnozac

gy g2n41

© s . —1)ym+n
szereg arctgz = Zo i przez siebie dostajemy azr = Z !

mi4n=k—1 (2m+1)(2n+1) = (_l)k ! Zm+n:k—l ﬁ(zmlﬂ +2n1+1)'
7. F(t) = f/() +3L(f"(t) + 2 £ (1). 10.(b),(c) Skorzystaé z (a). 12. (b)Obliczyé f(:c) :=sup,, f(z,y). 13.(d) Warunek fl(xy=0
zapisa¢ w formie Ax = Ax, gdzie A := 2/|x|2 =2/(z> + 9y +2°) > 0, a A jest pewna 3 x 3-macierza. 14.(b) of = 1+

Axy,
|z*)~? (ak(l + |z|?) — 22x (a|m>) gdzie (alz) :=)", akzk, z|> := (z|z); zatem f'(z) = 0= (a|z) #01i3IX € R :Vk : 25 = Aag,
tzn. £ = Xa. (¢) Ozn. M :=z1..2,, S := Zk arpzy; wiedy 2 Fop = Wep (n—1—S+arzr), wiec f'(z) = 0 daje zx = 5-@’; 1 — %
Odpowiedzi i rozwigzania.
: A A A otz 3z
1. Pr. zb. R = 1 we wszystkich przyktadach; fi(z) = log T ( = arctgz; fo(z) = %log % + %arc tg \2/;%;

2z

A €T 1‘2 €T €T T+ T
fa(z) = %log 1(‘1*_:)2 — %arctg \2/_%; fi(z) = % 7 log £ 1+ + %arctgr ) = 2\1/2_ arctg 2225 + #log %, fo(z) =
14z 1 2z

i(z
Tlog T2 — Jarctge; fs(z) = sz arctg 22 xz—vlog%- 2. (a) 5(Z5 +log 2); (b) 5(F5 —log2); (c) 5( 5 —log2) — 55
d)log2+( 7 2)7r (e) 3log3 2log 2+ = Wl () 4\/—(7r-|-210g(1-|-\/_)) (2) 4\/—(7r—2log(1-|-\/_)) (h )MM 1 =15

(1—z)3 |z=3

i)1-— \/_, (j) limy—1—_(arcsinz —z) = £ — 1. 8. S(z) = \/2_Iarcsm 1+ sdla0 <z <1, Sz) = 2\/_log 1+\/_\/:’;’Z:; =
arsh,/lf2 dla -1 <2 <0.4. S = f 1= 31 ;2 Ydz fo mdzz[—log%—ﬁgarctgf(ﬁ]l—310g3—7
= 1 we wszystkich prayktadach; (a) ap = 0, a, = < dla 3 /fn, a, = —'— dla 3|n; (b ) an =1 dla 4|n a, = —1

dla 4|(n — 1), an = 0 w pozost. przyp.; (¢) an = E(”+1) (d) an = 10n%> — n —|— 1; (e) ZZO_ )T 1(1 + + ...+ )

) >, (1+ 1+ +55)2%%. 12, f(0,0) =0, f(—2,4) =0, f(\/_,l—\/—)=e—f(3+\/_)~0.344, f(—f,1+f)=
e\/_( — \/_) ~ 2.903; wartoéci (fus, foy, fory) W tych punktach sa nastepujace: (0, —2, —2), 2¢*(—8, -3, —1), 26_\/§(\/_— 5,72 —
1,-1), —26\/§(\/§+ 5,v/2 +1,1), a wigc pierwsze dwa punkty sa siodlowe, a w pozostalych dwéch sa (lok.) maksima; ponadto
f(R?) = R. (c) Poza (zwartym) zbiorem K := {|z| < 2,|y| < 4} C R? wartosci g sa > 16, za$ g(—1,0) = 8 < 16, wiec kres
inf g(RQ) = inf g(K) jest osiagany oraz inf g(RQ) = g¢(p), gdzie p € R? jest p. kryt. g. Otéz g ma trzy punkty krytyczne:
g(=1,1) = 6, g(1,—4) = 36, g(22/3 — 272/2 92/3 _ 94/3 _ 3y = 3.22/% £ 94 . 2% 1 1 > 36, skad teza. 13.(a) f(0,0) = 0
— siodlo, f(1,1) = —1 — min. (lokalne, bo f(X) = R); (b) f(—a,0) = 0 — siodlo, f(é,i\/l—}-a—T) = i% 1+a? —
globalne maks. 1 min.; (¢) f(1,1,1) = 16 — min. globalne (!); (d) f(£x) = 1 + log4 — dwa p. siodlowe, x = (%,%,g ;
(e) f(%,l,l) = 4 — minimum (globalne, bo a + b > 2vab daje: z + % >y, y+ i 22 2z + = 2 > 4). 14.(a) Jeden p.
krytyczny & = % - a, gdzie ¢ := "H/ay - ... an; f(£) = (n+ 1) §2£(i) = 2c3a;2, 3 8 k( #) = *(ajar)”" dla j # k, to

F(&)(h,B) = ¢ [(Zk Z—:)2 + Zk(z—:f] > 0, czyli jest to (lok.) min. (b) Dwa punkty krytyczne & = |Z—|, i = —ﬁ; f(&) = %|a|,
f(&) = —3lal; f"(2)(h,h) = —%|a| (hlk) < 0, f"(&)(h,h) = %|a| (h|k) > 0 WiQC & jest puznktem (lok.) maks., a # — (lok.) min.
(¢) Jeden punkt krytyczny & = (—, ,an) f(£) = as.. ( &) =0, W(z) = —cajar dla j # k, to forma
kwadratowa f ( ) h h) = (‘Zj#k azh akhk = rzk akhk - (’(Zk akhk) jest nieokreslona, tzn. & jest p. siodlowym.
5. (a) f'(0) istnieje i f'(0)h = {alh) := Zk=1 arhy; istotnie, m(f(O + h) — {alh)) = _1(i||}}11)| — 0 przy |h| — 0. Inny sposdb:
Sprawdzié, ze fi(z) istnieja i sa ci@gle, w szczeg. fr(0) = ax. (b) f nie ma p. kryt.(warunek f'(z) = 0 daje z = ¢ -a dla
pewnego t € R, lecz fi(ta) = (1+|at7]«ca|)2’ sprzeczno§é). Nieréwno§é Schwarza |{a|z)| < |a| - |z| daje |f(z)]| < |a| dla =z € R", a
drugiej strony f( ﬁ) = 1+t|t|| al; stad f(R™) =] — |a|,|a|[. 16.(a) Zauwazmy, ze Vk € 1,n:Vz € X: f(z) < m < ﬂ;b,
f(z) £ . 1+1k)(1k+xk+1) . Jedli quc dla g > 0 oznaczymy K, :={z € X :Vk € 1,n : pab < zx < M}, todlaz € X \ K,
bedzie f(z) < p (gdyz 3k : < u lub —k < ); biorac w szczegdlnosci p := f(p), gdzie p € X — dowolny ustalony, mamy
p € K, wiec sup f(K,) > f( )= pu > f(X\ K,), tzn. sup f(X) = sup f(K,), zaé ten ostatni kres jest osiagany (zwartosé
- z x f(=z) .
K,). Przy tym sup f(X) = f(&), gdzie £ € X jest p. krytycznym f; skoro aifk (z) = (T(kk1i1:-§-;k(rklr(k+1 (gdzie zo := a,
:rn+1 = b), to w p. krytyc7nym z liczby a = zo,z1,...,Zn,Tny1 = b tworza clag geometryczny, skad &r = "*a ntl—kpk
i) = ("Wa+ n+\/_ —=1.(b) f pokrywa sig¢ z f na X, jest wigc na X ciagla; natomiast dla p € R” \ X mamy f( ) =0, wigc

R" \ BM dla g > 0 jest otwartym otoczeniem p, na ktérym |f(r) (p)| < p (patrz (a)), co oznacza ciagloéé w p.
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. Sprawdzié, e odwzorowanie ® : R? — R?, ®(s,t) := (s + tsin s, log | cos s| +t cos 5), jest odwracalne na pewnym

otoczeniu punktu (0,0). Wykazaé, ze wspdtrzedne S, T odwzorowania odwrotnego ®~1(z,y) = (S(z,y), T(z,y))
spetniaja réwnania: VT2 :=(T))* 4+ (T;)* =1, (VS|VT):=S,T,+5,T;,=0, [VS|=(T+=z)""

cos S

Scoss sin s

], wiec det ®/(s,t) = Az.y) 8, cow (s,t) = (0,0) jest réwne 1, skad

—&sins coss 3(s,t) —
odwracalnoéé; z kolei (®~1)/(z,y) = (®/(s, 1)) ! = % [5C§ii185 ECS:SISS] , skad teza.
. . 3 . . . _ u2—u2 _ 2uv _ 1 e e .
. Jaka powll?rzchm@ w R” opisuje parametryzacja ¢ = 15055 ¥ = Trooger ¢ = Tyasyo? ? Sprawdzic jej
regularnosc.
s\ 2 2 2
Odpowieds. Cresé stozka 2 = 1 — \/x2 + y2, opisana nieréwnosciami 0 < z < 1. Istotnie, |z + iy| = |1(::2w+)1}2| = 1-’|[-Lu-2l--1|}-’172 =1-z

Dowieéé, ze dla p > 3 zbiér C, := {(2,y,2) € Ry® : 2y + yz + 22 = p,2yz = 1} jest gladka, zwarta i spéjna
krzywa w R>. Dla p = 5 wyznaczyé ekstremalne wartosci z, y i z na Cp.

2 2 2 3 ’ y+z z24+z w4y
Skoro Vf1 X Vfy = [z%(y — 2),y°(z — x), 2% (z — y)], to dla x = (z,y,2) € R}° rzad f/(x) = yz o -
od 2 <= x =y = 2, a ten warunek dla x € Uy nie jest spelniony; to dowodzi, ze Cy jest gladka 1-wymiarowa rozmaitoscia.

jest mniejszy

Okreélmy ¢ : Ux R — R? U := {u € C : |u| = 1}, wzorem é(u,t) = (tu,Im(u?)) € C x R = R3. Sprawdzié,
7e: 108 1= ¢(Ux R) = {(z,9,2) : (22 4+¢y* >0, 2 = 2 ) lub (z =y = 0, |2] < 1)}; 2° ¢ jest lokalnym

z24y? g
dyfeomorfizmem na U x R pomniejszonym o 4 punkty nieregularne (i\l/%” ,0), ktérych obrazami sa 2 punkty

(0,0,£1) € S; 3% ¢(—u, —t) = é(u,t), wiec ¢ okresla odwzorowanie ¢g wstegi Mobiusa M == (U x R)/+ w S
(symetrycznie potozone punkty “réwnika” wstegi sa sklejane przez odwzorowanie ¢g).

20 Niech ¢ : R x R — R?, (25(5,25) = (b(eis,t) = (tcoss,tsins,sin 2s) (zlozenie ¢ z lokalnym dyfeomorfizmem R X R — U x R,
(s,t) — (', 1)); macierz qgl(s,t) ma nastepujace minory stopnia 2.: t, 2cosscos2s, 2sinscos2s; sa one = 0 (tzn. é' ma < 2 rzad)

<= (t=0,cos25=0) <= (t=0, els — :i:\l/;%:z)

. Utozsamijmy R* z C?, zapisujac punkt (u1,us,v1,v2) € R* w postaci (u,v), gdzie u = uy + iuz, v = vy + ivy.

Oznaczmy S := {(u,v) : v # 0, u = %} Dowiesé, ze: 19 S jest gtadka powierzchnia w R*, homeomorficzng z

powierzchnia walca; 2° S (domknigcie S w R4) jest gladka powierzchnia, homeomorficzna ze wstega Mobiusa.

. Ad 1°. S jest wykresem gadkiego odworowania C* 3 v — ﬁ € C, wiec jest gladka. Odwzorowanie ¢ : U X R — S, U :=

{z € C : |z| = 1}, dane wzorem ¢(z,t) := (22,¢e'z), jest oczywiicie ciagla bijekcja (parametryzacja S); odwzorowanie odwrotne

¢ (u,v) = (|Z—|710g|v|) takze jest ciagle, wiec ¢ jest homeomorfizmem walca U x R na S. Ad 2° S = S U {(u,v) : |u| = 1,v =0}
(tatwe sprawdzenie), wiec S = {(u,v) : [u] = 1, v € R\/u}. Warunek v € R\/u jest réwnowazny Im(y/uv) = 0; latwo tez sprawdzié,
ze dla v € U mamy: Vu = i\/ﬁ[(l +ur) 4+ dug] dla u # -1, Ju = iﬁ[ug +4(1 — u1)] dla u # 1. Rozlézmy S na
sume dwéch otwartych w S podzbioréw: S = S; U S, okreslonych warunkami v # —1 (dla S1) 1 u # 1 (dla S2); mamy wtedy:
S1 = {(u,v) : go = 0,91 = 0}, S2 = {(u,v) : go = 0,92 = O}, gdzie go = |ul? — 1 = uf +u§ —1,a g1 = ugvr — (14 up)ve i
g2 = (1 — u1)v1 — ugv2 (czesdcl urojone liczb [(1 4 wu1) + tu2]v 1 [uz + ¢(1 — u1)]v odpowiednio). Zauwazmy teraz, ze na Sy jest # 0

przynajmniej jeden z wyznacznikdéw %%% = —2ui1(14+wu)i %(%% = —2uz(1 + u1), a na Sy jest # 0 przynajmniej jeden z
wyznacznikéw %%% =2u1(1—wu)i %%% = 2uz(1 — uq); zatem Vgo, Vg1 sa lin. niezal. na Si, a Vgg, Vgz sa lin. niezal. na

S5, a wiec obie czesci Sy, S, powierzchni S sa gladkie. Wezmy odworowanie o) : Ux R — S, P(z,t) = (22,252); jasne, ze 1 jest ciagla
surjekcja, przy czym 9(z,t) = ¢¥(2',t') < (2/,t') = £(z,1), a wiec mamy ciagla bijekcje ¥ M= (UxR)/+ — S; odwzorowanie

odwrotne 1)1 (u,v) = Vu(1, o) tez jest ciagle, wigc ¢ jest homeomorfizmem wstegi Mébiusa M na S.

. Niech H := {(2,y,2) : ®sinz — ycosz = 0} (tzw. helikoida). Dowie$é, ze: 1° H jest gladka powierzchnia w

R?; 2° H jest homeomorficzna z R%. 3° Wyznaczyé przeciecie H z plaszczyzna Y(po) styczna do H w punkcie
po = (20, Y0, 20) € H; 4° dowiedé, ze H N X(pg) zawiera dwie krzywe, przecinajace sie prostopadle w punkcie py.

1° H = h=1(0), gdzie h(z,y,2) := zsinz — ycos z; skoro Vh = [sinz, — cosz,zcosz + ysinz] # 0, to H jest powierzchnia gtadka.
20 Niech ¢(t,u) := (tcosu,tsinu,u); wtedy ¢(R?) = H: h o ¢(t,u) = 0 oraz zsinz — ycosz = 0 = $(xrcosz + ysinz,z) =
(#,9,2); ¢ jest injektywne: (t,u) = (z,y,2) = u = 2z & t = wcosz + ysinz; zaréwno ¢, jak i ¢~ : H — R2, sa ciagle:
¢z, y,2) = (wcosz + ysinz, z); stad teza. 3° Oznaczmy dla wygody ¢ := coszg, s := sinzg, d := cxg + syo; wtedy |d| jest
odleglodcia pp od osi 0z: @2 + y2 = (cxo + syo)? + (swo — cyo)? = d?. Tpo(H) = kerVh(po) = ker[s, —c, d] jest rozpieta przez
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le,s,017 i [—sd,cd, 1]T, wiec B(po) = {(x0 + ct — sdu, yo + st + cdu, z9 + u) : (t,u) € R?}; stad H N X(po) opisana jest réwnaniem
0 = zsinz — ycosz = (zg + ct — sdu)(scosu + csinu) — (yo + st + cdu)(ccosu — ssinu) = (¢ + d)sinu — du cosu. 4% Przypadek
d # 0: (t +d)sinu — ducosu = 0 przy sinu # 0 oznacza t = d(ucotu — 1), a przy sinu = 0 oznacza v = 0; wobec tego przez
po przechodza dwie krzywe z H N X(po): p1(u) = po + dlc(ucotu — 1) — su, s(ucotu — 1) + cu, éu] oraz p2(t) = po + t[c,s,0]
(prosta pozioma), przy czym pj (0) = [—sd, cd, 1] jest prostopadty do p}(0) = [c, s,0]. Przypadek d = 0: Teraz H N X(pg) opisane jest
warunkiem ¢sinu = 0; t = 0 daje prosta pionowa p1(u) = po + u[0,0,1], za§ u = n7 daje proste poziome p2 »(t) = po + [ct, st, n7],
przecinajace prostopadle pq (u).

. Znalezé 1 zbadaé¢ punkty krytyczne funkeji R? > (z, y) — z(x, y) € R, zdeﬁniowanej niejawnie réwnaniem:

(a) 0=35 (:b +y) P ey +2-2; (b) :%(2 y )3 +zyz? 4+ 1; (¢) 0=1 (:13 +y)2 dayz? + 2+ 1
Dla (a),(b),(c) mamy: F =0 = z # 0, wiec [0 = = (zz+y)22,0= F' =(yz+2)2?] < [(z—1)(z—y) =0,(z+1)(z+y) =0]
<— [z=1l,y=—z]V[z= -1,y = z] V[z = y = 0]. (a) Jeden p. kryt. 2(0,0) = 2, 2" = — [i ;1] (lok. maksimum). (b) Nie
ma p. kryt,, (c) Niesk. wiele p. kryt,: Z((L‘7(E) = -1, 2 = JE;T |:_11 _11:| 2 0 — osobliwa. Pokai@, zZe W (a;,a:) funkcja z ma

lok. minima (przyklad z := 22 + y® pokazuje, ze 2/(p) = 0,2"(p) > O tego nie gwarantuja). Mamy tozsamo$é 2F(z,y,u — 1) =
(z% +y?)u® — (332 — 22y + 3y? )u? + (322 — 4zy + 3y® + 2)u — (z — y)?; wszystkie wspSlczynnki (.) sa tu > 0, a wiec 2F(z,y,u—1) > 0
dlaw < 0, tzn. F(z,y,2) = 0= z > —1, QED.

Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkcji R? 3 (z,y) — z(z,y) € R, zdefiniowanej niejawnie réwnaniem
0=F(z,y,2):=2(a3+y*)3+3(2? —y?)2? + az +b, gdzie a > 0 oraz b € R\ {—1,0, 1} sa danymi parametrami.

O_F' = 6z (zz—}—l)O_F' = 6y22 ( z — 1) daje 4 przypadki: (1) z = y = 0, wtedy z = _§§ (2) zz = -1,y = 0, wtedy

z= b ;(3)z =0,yz =1, wtedy z = 1=t (4) rz=—-1,yz =1, wtedy 0 = FF = az + b, czyli z = —g.We wszystkich p. kryt.:
b 1456 1— b |

Z(O,O):—E,z(ﬁ,O):—%,z(O,l b) —, 2% -F)=—2 JestFZ':a,aFg’E'E:622(2xz+1),F;'y:6z2(2yz—1),Fg'E'y =0

e (p) = 82 o [2az+1 o ]_[ o -1 0 1 0] [-1 0 .

wiec 2" (p) = M, gdzie M := [ 0 2z—1]=lo -1]'|o -1]']o 1]' |0 1 w kolejnych p. kryt. Zatem

2(1_%), 0) = 1+b jest lok. minimum, z(0, ;%3) = % — lok. maksimum, a pozostale p. kryt. sa punktami siodlowymi.

. Funkcja f : R? — R jest 2-krotnie rézniczkowalna oraz YV € R : f(z,0) = 0, Jy(2,0) =0, f;,(2,0) > 0 (wynika

7 tego, ze f"(z,0) = [8 " ] > 0). Dowiedé, ze kazdy punkt (z,0) jest punktem lokalnego minimum funkcji f.
Yy

Wprost z zalozerh wynika, ze Vz : Je(z) > 0: Vy €] — e(z), e(z)[: f(z,y) > 0; jednakze taki warunek nie gwarantuje tezy zadania
(zbidr {(z,y) : |y| < e(z)} dla dodatniej, lecz nieciaglej funkcji €(.) moze mieé puste wnetrze!). Postapimy inaczej: wystarczy dowies¢,
ze f ma postaé f(z,y) = y?>h(z,y), gdzie h : R? — R jest ciggla i h($ 0) > 0. Otéz f(x,0) = 0 daje f(z,y) = fol Ef(z,ty)dt =
yfl f’ (z,ty)dt; tak samo z f'(z,0) = 0 wynika f'(z,ty) = tyf (z,sty)ds, mamy wiec f(z,y) = y?h(z,y), gdzie funkcja

f f tf (z, sty)ds dt jest ciagla oraz h(z,0) (z,0 f f tds dt = 2 yy(z 0) > 0, QED.

Dowiesé, ze dla dowolnych funkcji a,b, e € Ck(R), k > 1, zbidr S = {(z,y,2) € R? : F(z,y,z) = 0}, gdzie
F(x,y,2) = a(2)x? + 2b(2)xy + c¢(2)y® — 1, jest (regularna) powierzchnia klasy C* w R>.

Tozsamosé (I‘% + y%) F(z,y,z) = 2F(z,y, z) + 2 sprawia, ze (F}, Fé) # 0 w kazdym punkcie S.
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. Oznaczajac § := t + ﬁ mamy: &'(s,t) = [

. Zrézniczkowaé po z1,z2, 3 zaleznosdé z(z1,z2, 3) = :L‘gU(

. Skoro Vfi x Vfa = [2%(y — 2), v (z — ), 2% (z — y)], to dlax = (z,y,2) € Ry® rzad f/(x) = [

Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’
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Odpowiedzi i1 rozwigzania

_lﬁgc;)isnss (S:Lllz ], wiec det ®’(s,t) = 66((?‘?)) =6, cow (s,t) = (0,0) jest réwne 1, skad

cos s —sins
§sins Scoss

odwracalnoéé; z kolei (®~1) (z,y) = (®'(s,1)) 7 = % [ ] , skad teza.

. Wprost z zalozert wynika, ze Vo : Je(z) > 0 : Vy € |—e(z),e(z)[ : f(z,y) > 0; jednakize taki warunek nie gwarantuje tezy zadania

(zbidr {(z,y) : |y| < e(z)} dla dodatniej, lecz nieciaglej funkcji &( - ) moze mieé puste wnetrze!). Postapimy inaczej: \’vystarczy dowiesé,

ze f ma postaé f(x,y) = y2h(z,y), gdzie h : R? — R jest ciggla i h(x 0) > 0. Otéz f(z,0) = 0 daje f(z,y) = fo = o, ty)dt =

yf f z,ty)dt; tak samo z f'(z,0) = O wynika f/(z,ty) = tyf (z,sty)ds, mamy wiec f(z,y) = y?>h(z,y), gdzie funkcja
= fo fo tfyy(x, sty)ds dt jest ciagla oraz h(z,0) = f (=,0) fo fo tdsdt = 1 5 fyy(#,0) > 0, QED.

z

. . dv . - . .
s xa ,z3), otrzymujac Ba; Wyrazoneprzez z - wstawiajac to do réwnania

z3 a
dostajemy u3 6871)3 = ujusz, tzn. %(U — ujuz loguz) = 0. Odpowieds. z = xl 2 logrs + Lp(i;, ig ).
(¥
Odpowiedz. z = %

. Dla (a),(b),(c) mamy: F = 0= z # 0, wiec [0 = F = (z2 + y)22,0 = Fé =(yz+2)2?] < [(z=1)(z—y)=0,(z+1)(z+y) = 0]

<— [z=1,y=—-z]V[z= -1,y = z]V[r = y = 0]. (a) Jeden p. kryt. 2(0,0) = 2, 2"’ = — [ i ;1 ] (lok. maksimum). (b) Nie
ma p. kryt. (c) Niesk. wiele p. kryt.: z(z,z) = -1, 2" = Z;T [ _11 _11 ] > 0 — osobliwa. Pokazemy, ze w (z,z) funkcja z ma
lok. minima (przyklad z := 22 + y® pokazuje, ze 2'(p) = 0,2"(p) > O tego nie gwarantuja). Mamy tozsamosé 2F (z,y,u — 1) =
(z2 +y?)u® — (322 — 20y + 3y%)u? + (322 — 42y + 3y2 + 2)u — (z — y)?; wszystkie wspSlezynnki (- ) sa tu > 0, a wiec 2F(z,y,u—1) > 0
dla v < 0, tzn. F(z,y,z) = 0= 2z > —1, QED.
.0 = F' = 6z2%(zz + 1),0 = F’ = 6yz?(yz — 1) daje 4 przypadki: (1) z = y = 0, wtedy z = —%; (2) zz = =1,y = 0, wtedy
z=— b ;(3) 2 =0,yz =1, wtedy z = %; (4) zz = —1,yz =1, wtedy 0 = F = az + b, czyli z = —g. We wszystkich p. kryt.:
b 145 1-b b
2(0,0) = -2, z(l_%),O) = —%, 2(0, %) = =, (% —3)=—2|iest F, =a,aF}}, = = 622(2zz+1), Fyy = 622(2yz—1), Fy, =0,
N [ 2wzt -1 0 10 -1 0 .
wiec 2" (p) = Z-M, gdzie M := [ 0 2yz _ 1 , 0 -1 |- 0o 1 | 0o 1 |™ kolejnych p.
kryt. Zatem z (1(41-_b70) = 1+b jest lok. minimum, z(O =)= % lok. maksimum, a pozostate p. kryt. sa punktami siodlowymi.
s
Odpowied?. Czeéé stozka z = 1 — \/z? + y2, opisana nieréwnoséciami 0 < z < 1. Istotnie, |z + iy| = h’f:ﬁ?ﬂ; = 111‘2":_12 =1-z.

y+z z4+zx x4y
yz zr Ty
od 2 <= =z =y = z, a ten warunek dla x € C}, nie jest spelniony; to dowodzi, ze Cy, jest gtadka 1-wymiarowa rozmaitoscia.

] jest mniejszy

. 20 Niech ¢ : R x R — R?, ¢(s,t) := ¢(e'®,#) = (tcoss,tsins,sin2s) (zlosenie ¢ z lokalnym dyfeomorfizmem R x R — U x R,

(s,%) — ('%,1)); macierz ¢'(s,) ma nastepujace minory stopnia 2.: #, 2 cosscos2s, 2sinscos2s; sa one = 0 (tzn. ¢’ ma < 2 rzad)
:El:EZ)

< (t=0,cos25=0) <= (t=0,¢" = NG
2

Ad 1°. S jest wykresem gadkiego odworowania C* 3 v — # € C, wiec jest gladka. Odwzorowanie ¢ : U X R — S, U :=
{z € C : |z] = 1}, dane wzorem ¢(z,1) := (22,e'z), jest oczywiécie ciagla bijekcja (parametryzacja S); odwzorowanie odwrotne
¢ (u,v) = (|v| ,log [v]) takze jest ciagle, wigc ¢ jest homeomorfizmem walca U x R na S. Ad 2° S=Su {(u,v) : |u] = 1,v = 0}
(Yatwe sprawdzenie), wiec S = {(u,v) : |u| =1, v € R\/u}. Warunek v € R\/u jest réwnowazny Im(\/uv) = 0; tatwo tez sprawdzié,
ze dla v € U mamy: \/u i iﬁ[(li— ur) + dug] dla u # -1, Ju = iﬁ[ug + (1 — u1)] dla v # 1. Rozlézmy S na
sume dwdéch otwartych w S podzbioréw: S = S; U Sy, okreflonych warunkami v # —1 (dla S1) i v # 1 (dla S3); mamy wtedy:
S1 = {(u,v) : go = 0,91 = 0}, S2 = {(u,v) : go = 0,92 = 0}, gdzie go := |u? — 1 = u?—i—ug—l a g1 = uvr — (L 4+u)vs i
g2 := (1 — u1)v1 — upvs (czescl urojone liczb [(1 4+ u1) + 4u2]v 1 [uz + 4(1 — uq)]v odpowiednio). Zauwazmy teraz, ze na S; jest # 0

przynajmniej jeden z wyznacznikéw 6((52—’?}12)) = —2u1(14+uw)i 2552—’?2)) = —2u2(1 4+ u1), a na Sy jest # O przynajmniej jeden z
wyznacznikéw g((i?—izl)) =2u;(l—wu)i % = 2us(1 — u1); zatem Vgo, Vg1 sa lin. niezal. na S1, a Vgg, Vg2 sa lin. niezal. na

Sa, a wiec obie czesci 51, S2 powierzchni s sa gladkie. WeZzmy odworowanie ¢ : U X R — S, P(z,t) = (22,252); jasne, ze 1 jest ciagla
surjekcja, przy czym (z,t) = ¢¥(2',t') <= (2’,t') = £(=,t), a wiec mamy ciagla bijekcje ¥ M= (UXR)/+ — S; odwzorowanie
odwrotne ¢! (u,v) = Vu(l, Z) tez jest ciagle, wigc ¢ jest homeomorfizmem wstegi M&biusa M na S.

19 H = h=1(0), gdzie h(z,y, z) := wsinz — ycos z; skoro Vh = [sinz, —cosz,rcosz + ysinz] # 0, to H jest powierzchnia gladka.
20 Niech ¢(t,u) := (tcosu,tsinu,u); wtedy ¢(R?)
(z,y,2); ¢ jest injektywne: ¢(t,u) = (w,9,2) = u = 2z & t = wcosz + ysinz; zaréwno ¢, jak i ¢~ : H — R2, sa ciagle:

H: ho¢(t,u) = 0 oraz rsinz — ycosz = 0 = ¢(zcosz + ysinz,z) =



¢~ Y(z,y,2) = (zcosz + ysinz, 2); stad teza. 3° Oznaczmy dla wygody ¢ := coszg, s := sinzg, d := cxg + syo; wtedy |d| jest
odlegloscia pg od osi 0z: zg + yg = (cwo + sy0)? + (swo — cyo)? = d2. Tpy(H) = kerVh(pg) = ker[s, —c,d] jest rozpieta przez
le,5,0]T i [—sd, ed, 1]T, wiec E(po) = {(zo + ct — sdu,yo + st + cdu, 20 + u) : (t,u) € R?}; stad H N E(pg) opisana jest réwnaniem
0 = zsinz — ycosz = (wg + ct — sdu)(scosu + csinu) — (yo + st + cdu)(ccosu — ssinu) = (¢t + d)sinu — ducosu. 4° Przypadek
d # 0: (t+ d)sinu — ducosu = 0 przy sinu # 0 oznacza t = d(uctgu — 1), a przy sinu = 0 oznacza v = 0; wobec tego przez
po przechodza dwie krzywe z H N X(po): p1(u) = po + dlc(uctgu — 1) — su, s(uctgu — 1) + cu, %u] oraz p2(t) = pg + t[c, s, 0]
(prosta pozioma), przy czym p}(0) = [—sd, cd, 1] jest prostopadly do p}(0) = [c, s,0]. Przypadek d = 0: Teraz H N %(po) opisane jest
warunkiem ¢sinu = 0; t = 0 daje prosta pionowa p1(u) = po + u[0,0,1], zad u = nm daje proste poziome ps , (t) = po + [ct, st, n7],
przecinajace prostopadle pi(u).

12. Tozsamosé (z'g—m + yg—y) F(z,y,z) = 2F(z,y, z) + 2 sprawia, ze (Fé,Fé) # 0 w kazdym punkcie S.
13. Sprawdzimy, ze f/(p) = 4[z® — yz,y® — 22,2% — zy] jest # 0 dlap € S: Jedli f/(p) = 01z # 0, to 2° = yz dajez # 0,y # O,
3 -1 -1 log ||
wiec 0 = -1 3 -1 logly||, skad |z| = |y| = |z| =1, z* + y* + 2* —4zyz =3+ 4 # 1, tzn. p € S; jedli zaé f/(p) = 0
-1 -1 3 log ||

iz=0,toz®=yz=0,y° = xz = 0, wigc takze p € S. Zwarto$é: z* + y* — dwyz = 2(z — 2y)? — 222 + (2 — y?)? > —222,
zatem dla p = (,y,2) € S mamy 1 = f(p) > 2* — 222, wiec |22 — 1| < V2, tzn. |2| < \/1 + V/2; w konsekwencji S jest ograniczony.
[Inny sposch: Wyznaczamy minimum h(z,y) := z* + y* — 4zy2 najpierw po z: h(z,y) > h((yz)l/S,y) =yt - 3(1/,2')4/37 a nastepnie
pPo y: h((yz)l/S,y) =:g(y) > g(:l:|z|1/2) = —222] Uwaga. Krytyczne wartodci z na S: plaszczyzna styczna Tp(S) = kerf’(p) musi
byé¢ «poziomay, tzn. f.(p) = f;(p) = 0; daje to 2% = yz,zz = o3, skad %z = y*z, przy czym z # 0, wiec y = ex i z = 22,
gdzie ¢ = +1; dostajemy stad cztery p.kty krytycznej wartosci z: (e1 /¢, e2 ¢, e1€21/¢), gdzie ¢ := 1 + V2, €12 = 1. Spdjnosé:
S = {(z,y,2) : ay(z) =1 —a* — y*,(2,9) € So}, gdzie @p(z) := 2* — 4pz (ma globalne minimum @, (p1/3) = —3p*/2?) oraz
So = {(z,y) +infs pzy(z) <1 —a* -y} = {(z,y) : 2t + ¢t - 3($y)4/3 < 1}; widaé ze Sy jest spéjny (gwiazdzistosé wzgl. (0,0)); z
wlasnoéci pp wynika istnienie funkcji z4 , z— : Sg — R takich, e pzyoz4(z,y) = 1—a*—y* oraz 2_ (z,y) < (.Ty)l/3 £ z4 (%, y); funkcje

~N
te sa ciagle na Sp: na IntSy wynika to z lokalnej rozwiklywalnosci wzgl. z réwnania z* + y* + 2* —4owyz = 1 (dii = 4(z3 —zy) #0),
za$ na brzegu Sp mamy z_(z,y) = z4 (z,y) = ($y)1/3 = lim )zi (p). Stad S jest suma wykreséw dwu ciaglych i jednakowych na
P—=(2,Y,

brzegu (spdjnej) dziedziny funkcji, a wiec jest spéjny. Inny (lepszy) sposdb na Zwarto$é i Spbjnosé: Pokazemy ze kazda pSlprosta
R.p C R?, p € R*\ {0}, przecina S w dokladnie jednym punkcie t(p)p i zaleznoéé p — t(p) € R4 jest gladka; daje to homeomorfizm
sfery S2 C R? na S, p — t(p)p, wigc S, tak jak S?, jest zwarta i spéjna. Niech p = (z,y,2); wtedy tp € S <= p(t) = 1,
gdzie op(t) := (z* + y* + 2*)t* — dwyz 3 = at* — 4¢3, o > 0. Musimy pokazaé, ze It > 0 : ¢p(¢) = 1. Otéz dla b < 0 jest
tak, gdyz ¢p rosnie od 0 do co na Ry; z kolei dla b > 0 ¢p rosnie od 0 do oo na {t : ¢p(t) > 0, tzn. at > 4b}, gdyz tu
(p; (t) = 4t2(at — 3b) > 4t2(4b — 3b) = 4bt? > 0. Sprawdzimy wreszcie, ze odwzorowanie p — ¢(p) jest gladkie. Wystarczy w tym celu
pokazadl, ze gladka jest funkcja (a,b) — ¢ = t(a,b) > 0, okreélona dla a > 0 niejawnie réwnaniem 0 S F(a,b,t) := at* — 4bt® — 1; jest
tak, gdyz jedli F} = 4t%(at — 3b) = 0, to t = % ib> 0, wiec F(a,b,t) = —27a73b* — 1< 0,awiec F =0 = F/ #0.

2_ 2_ 2_
15. f'(z) = el ;2% 2 QISII ,ZIa ;1“ , wiec pkryt. f w IntZ sa postaciz = (a,a,a), gdzie 3 £ a < 4; przy tym f(a,a,a) = 3. Punkty
ziT2 T3 x3%1
kryt. na écianach: na {z; = a} mamy =

w o

2
2 =a= z—z, co daje zg = x3 = a = z1; na pozostalych $cianach jest tak samo, wiec sa tylko 2
punkty kryt. na écianach: (3,3,3) i (4,4, 4), w obu f(z) = 3. Punkty krytyczne na krawedziach: przy zadanych z;, z; (kofice przedziatow
dopuszcz. wartosci) fé = 0 daje zy = /Z;x;. Stad mamy 7 punktéw krytycznych na krawedziach: f(\/g7 2,3) = % + V6 ~ 3.116,
f(V12,2,6) = + + 23~ 3.797, f(v/15,5,3) = £ + 215 & 3.216, f(1,V6,6) = 6 + +/6 = 6.816, £(4,/12,3) = 2 + £1/3 » 3.059,
4,4/24,6) = 2 + 2/6 ~ 3.133, f(4,5,V/20) = £ + /5 ~ 3.036. Wartosci w wierzcholkach: f(1,2,3) = 22 ~ 4.167, f(1,2,6) = & ~
2T 3 3 6

6
6,833, £(1,5,3) = 2 ~ 4.867, f(1,5,6) = 2L ~ 7.033, f(4,2,3) = & ~ 3417, f(4,2,6) = £ ~ 3.833, f(4,5,3) = 12 ~ 3.217,
f(4,5,6) = ‘;—7 ~ 3.133. Odpowiedz. f(Z) = [3, 2], przy czym f(a,a,a) = 3,a € [3,4], f(1,5,6) = 2L &~ 7.033.

16. Odpowiedz. inf f(S) = 0 osiagane w 6 punktach (£+1,0,0), (0,%1,0), (0,0,%1); sup f(S) = f(i—;,O, i—\/;_) = (%)2 (w 4 punktach).

n i p—1
17. Odpowied?. sup f(M) = C := <Z akp) jest osiagane w punkcie zj = ak—; jest to jedyny punkt krytyczny f na M.

= crla
T —4A 5 9
18. Na brzegu 9K zbioru K: [5y + 9z,5z,9z] = 2A[2z,5y,3z] <= M(N\) | v | =0, gdzie M(}\) := 5 —10A 0 ; skoro
z 9 0 —6A
0o 5 9 -8 5 9 8 5 9
detM(A) = 2407\(4— A2) oraz M(0)= | 5 0 0 |, M(2)= 5 =20 0 ,M(-2)=] 5 20 0 |,tofnadK ma6
9 0 O 9 0 —12 9 0 12

p.krytycznych: f(£g) = 0, f(%2) = 128, f(+_2) = —128, gdzie ¢ = \/'12—5(0,9,—5)7 2 =1(4,1,3), -2 = (—4,1,3).
Na zbiorze IntK: 0 = g’() = [5y + 92, 5z,9z] oznacza z = 0,5y + 92 = 0, wiec p. krytyczne f w IntK wypelniaja odcinek ]—q, o[ i
w tych punktach f() = 0. Uwzgledniajac zwarto$é K i ciaglo§é f otrzymujemy stad(?)

Odpowied?. ming f = f(—4,1,3) = —128, maxy f = f(4,1,3) = 128.

1Przy ewentualnym badaniu drugiej pochodnej f| w punktach krytycznych warto zauwazyé, ze f''(p) — Ag”(p) = M()) wyraza sie

OK
powyzszymi macierzami M (0), M (2), M (—2), natomiast przestrzef styczna T(9K) = kerg’() = ker[2z, 5y, 3z] ma w odpowiednich punktach
krytycznych postaé ker[0, 3, —1], ker[8, 5, 9], ker[—8&, 5, 9].



19.

20.

22.

23.

24.

26.

27.

28.

29.

32.

33.

(1),(3) sa jednorodne (ewentualnie po przesunieciu); (4),(6) — réwnania Bernoulliego; (2),(5) — liniowe na y = y(z) lub =z = z(y);

1 2/
(9) y = o7y, wtedy 2zu’ + (u — 1)? = 0, skad dostajemy y = 5 1+ 10g|0 T i (10) y = &7 2w, wtedy v’ = %7 skad
log(Cr) = | 22— = —%/1 — u2, wigc otrzymujemy y /o = u = ———25_ gdzie C' > 0, ¢ = sgnlog(Cz).
f w1 —u? u 4+log2(Cz')
(a) z(t) = (tlog|t| + t2)e* + RORJ; (b) =t — 24+ Cy et + Gy Le (c) t? + C1t + Catlog t[;
d) L¢ef(sint — cost) + 2t(¢ + 2) + RORJ; e) tel + Cit + Cot? + cat®.
1 1

y— 25 2 e
Stosujac powyzsza metoda dostajemy d log -1 = ——g. Odpowieds. y = % . 1-1—76;7 gdzie C € R U {co}.

de e z A CeTp

Wybierzmy wspélrz. =,y tak, by wierzcholek byl w (0,0), a of Oy skierowana w dél. Energia: %mv2 = mug + mgy, przy czym v> =

1
2
2 4y? =P [1 + (dy/d$)2] ,y = c=const idlat =ty mamy v = vg, 4%/y, = 1 (kat 45°). Zatem 2 = %US, wiec %mvg [1 + (dy/d$)2] =

3
%mvg + mgy; po uproszczeniu 3—; =+/1+ ky|, gdzie k = —g Stad, uwzgledniajac ze z(0) = 0, dostajemy = = % [(1 +ky)2z — 1],

czyli Odpowied?. |y = }1€ [(1 + kq;)% - ] .
I%
- (b

2,2
mamy fdy f u2 I» <o daje Y=L = +(C?y?; stosownie do znaku: 1° 3y’ = u = 1+C fdz‘ = f (m 1) dy, czyli

(a) Podst. ¥’ = u = u(y) daje 2yuu’ :1+u2,fi—y du | czyli 14u? = |Cyl; stad o' ::l:\/|Cy| —1,2\/|Cy| —1=|C(zx—=z0)|,

+
) Podst. v/ = u = u(y) daje uu'y = u(u? — 1), wiec oprécz u = 0i u = £1

tzn. |Cy| = %02(1‘—1‘0)2 +1,‘y = %($—1‘0)2 + %

u+1 C2 2

1-C?y? : 14C
‘%arctg(Cy)—y:x—xo,lubZO y = u = 1+C22,fda:_f(w—l)dy,czyh %log|+y|—y—z‘—x0,ponadto
y = zo lub y = +(x — zg) — r. osobliwe.

(c) Podst. ¥/ = u = u(y) daje yuu’ = 2(u — 1)(u — 2); oprécz v = 1 i u = 2 mamy
. 2d . (u—2)2 . . . .
wiec f Ty = % = f( )du7 czyli % = Cy?. Wyliczajac stad % otrzymujemy % =1+ \/#T7 wiec

2(z—x0) = f (1 + \/#T) =yt+/y?*+4/C,skady =z —z0 — m. Sa tez rozwiagzania osobliwe y =  —x¢ 1y = 2(z —x9).

z=v=1uvz

I = sin z; podstawienie { , ) daje, po uwzglednieniu v(%) = /2, zalesnodé v = & = 2sin %; stad t + logtg % = logtg f.

= v

Odpowiedi. t = —logtg ¢ = log(1 + V2).

Wyprowadzié najpierw wzdr % fom F(z,t)dt = F(z,z) + fox F!(z,t)dt. (a) Skoro obie strony sa réwne dla z = 0, to rézniczkowanie

y(0) = 2,

obustronne daje réwnowazne réwnanie: —y(z) + foz y(t)dt = 2; to z kolei jest réwnowazne { Y =0

skad y(z) = —2€%.

(b) Odpowiedé. 2%y’ + 3z — 1)y =0, cayliy = Ce_%m_g’.

=t - —
(b) RORJ = 101 + 22073, {xl _—fsinCtOSt}; uzmienniamy stale: {gl - ot 11; Odp. RORN = RORJ +¢e~¢ [—t Cost+sint10g|5int|]'
5 =
1 1 1
t = e°, wtedy o' = t&, &’ = 25 + t&, gdzie (-) = C(ZL i ! __S,skqdl?: Cre 4 Cre2® —e7 2%,
Odpowiedz. © = RORJ — 7, gdzie RORJ = 1l Tt Cao/1.

Odpowieds. (t+ 2)z — t(t + 2)3 + 23 = 0.

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne nastepujacych uktadéw réwnan; ktére z nich opisuja potok jakiegos pola wektorowego?

(1) {‘?:Si”my (2) {?:""y_i 3) {fb:yﬂg”“ @ {ab:—4z_2y+2(ef—1)—1

y = coswsiny y=yz” y=tgt—=z =6z +3y— 3t —1)7*
&= —dw —y+18¢7> 4+ 8sint + 6 cost + 4sht + chi E=a—ytz
= —y+2z

) s . & +y=sin(z+y)|. S _ t.o 1
Potok pola. wekt. opisuja (1), (2) i (6). (1) {z'—g'/ = sin(e— 1) poniewaz % = sinu = u = 2arctg (e tg 5u0) + 2n7 dla
: = 2arctg (el tg 1 (z 2
ug € ](2n — 1)7,(2n 4+ 1)x[ oraz u = ug = const dla ug = (2nt 1), to dostajemy potok Tty arets (et & 21(I0 + yo)) +2mr
T —y = 2arctg (e tg 5 (w0 — yo)) + 2nw
lz4+y—2mn| <

dla (zg, yo) z kwadratu |z } Boki tych kwadratéw tez sa trajektoriami: ruch odbywa sie do najblizszego wierzchotka,

—y—2nm| <7
$rodki bokdéw i wierzcholki sa punktami stalymi. (2) Z—Z = % = %, wiec l - % = yl_n - El—o. Stad ¢ = I‘% a;(l +C)=1+Cg,
wiec & = C1e%? — %, C1 =z + % = Zom y . Sposéb 2. Rugujemy y; w tym celu y = f wstawiamy do ¢ = E’ co daje EE = %’
czyli &2 = zi + 4. Podst. & = v = v(z) daje zjv =v—1l,v=Cz+1,s=Cz+1,z=Ce" = %

Zo

Odpowiedz. © = por— [expt (ﬁ - E) - yo], y = yDy_UIO [expt (;—0 - ﬁ) — a.".o] s dla zg = yo mamy z = y = zg + t.

=] _ 01 Ci1] _ | cost sint Cq . C’l | cost sint tgZt+1 _ cost
(3) RORJ: [y] = expl [—1 0] [02] - [—sint cost] [CQ]'Uzm' stale: I:CQ:| - [sint cost] [ tgt T [ (14 cos? t)sint

. Ci] _ sint + Cho . . 3 I 51nt
wiec I:CQ:|_I:—COSt—%C053t+020:|7‘VIQCRORNJeSt |:y]_—3 t cos + RORJ.




2 2n n 2n+1 T
.Skoro[oo] = [00], to [00] = [02], 00 = [n—?—l 0], co daje wzér na exp(-). Poniewaz

Lo=0 = &[] =[] [] wee [{] zew [ 0] [§)] et ()= 210200+ 1:00)]

. (a) Sp = {1} i jest niediagonalizowalna, wiec f:() = f/(1)( =) + f:(1), zad f/(\) = %(tcht\/_— %sht\/x) dla A > 05 stad fi() =
tcht 2(tcht — sht) . . _ cht+tsht 2tsht o tcht 2(tcht —sht)].
L(sht—tcht) 2sht—tcht |* "¢ () = —Lsht cht—tsht ©) + l(sht—tcht) 2sht—tcht (0)-

(b) Sp = {=1,4}, wiee i) = (-1 =)+ La)(+) = 222 [ 2 P14 42 [2 2] avatem

=1 [_33 22] ((0) cost +(0) sint) + + [g ;] ((0) ch 2t + L(0) sh2t).



Zadania z Analizy Matematyczne]
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1‘7+41: T2

. Przestawi¢ kolejnoéé catkowania w catce: (a) fo dz f\/mfdy7 f de Jirras—z2 1 4y (c) f02 dx sz fdy;

(d) fOﬂ- dz fj“sllgx fdy; (e) fol dy f_lz/y@fda: (rysunek nie moze by¢ uzyty w rozwiazaniu, lecz moze je ulatwié).

a) foldy<fi_2_v1_y fde +f1+\/—fdz)+f ay [y fdo = [Jay [z e - [y [ pdas (o) [y [T o
o) fody [2, fdu [} dy [7, fdos dy [1ody [T g (@) [° da [V fay+ [Ldz [T fdy.

arc sin |y|

Zapisaé catke T = fA f(z,y, z)dedydz, gdzie A1R? jest czworodcianem o wierzcholkach (0,1,2), (1,0,-1),
(1,3,5), (1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich catek): (a) [da [dy [ fdz; (b) [dz [dx [ fdy.

(a) I= f dz f11+2z f1+x+y fz,y, 2)dz; (b) I= ffl dz f;_Tz dl‘f1% f(z,y,z)dy—{—f; dz le%Q dz‘f;_;—z fz,y, z)dy.

2y—zx z—1

. Udowodnié¢ tozsamo§é: fo dx T dy fox-l_y flz,y,2)dz = fo dz (fo dyf1 yf (z,y,z déb—}-le fol_y flz,y, z)da:)

. Przedstawié¢ I := fo dmf dy fﬁy * fdz w postaci calki iterowanej (lub sumy takich catek) o zadanej kolejnodci

catkowania: ( I_fdzfdyffdm; (b) I=[dx [dz[ fdy; (¢c) = [dy[dz][fdx; (d) I = [dz[dx [ fdy.
(fo% dzsz dy+f%1 dzledy) f02z_yfdr+ (fol dzf;dy+f12dzf;i dy) f;y_zfdm = fuldm (J;HTE dzsz%:rfdy—kfg dzf% fdy) =
:fol dy (fg d- f;z_yfda:-}-f;ydzf;y_zjdg;) - (fu% dzf; da:+f%1 dzf;z_lda:) sz%;mfdy-}- (f%l dzf02z_14r+f12 dzf;_z) f%fdy.

Odwracajac kolejnoéé¢ catkowania wykazad, ze fb dz, fxn de,_1.. .fxa dzs f“ flzr)de, = fb f(:b)(b(;i):)_,l dz.

. Niech I oznacza catke podwéjna I = fK z,y)dzdy; sprawdzié, ze: a. K = {a?+y* <z}, f=a"y|=> 1 =3;

b. K = {22+ y? < a?}, f = 22\/a? — y? :>I—3f1g;c K = {(z*+y%)? < 2a%*(2? —y?,z > 0}, f—1:>I—a
d K={z,y> 0\/_+\/;\1}f_my:>1— zgg;elx—{y 09:6 vhaelty<4) f=ey=>1=-1

£ K ={zy>1y >r,y<2},f—ry=>1—2§gh {a* = ZI}f VA—z?—y? = 1= 303 4),
h.K:{rz—}—QyS<4my,y>9},f:1:>1—15,1 K = {(2? - am—}—y) a’(z? + y*)}, f‘—1:>I—§ a?;
j.K:{mQ—f—y2<a2} f=e" T = T=(" —1)mk K={y<1,22(2—-y) < (1—y)}f—1:>I——,

LK={0<z<5,0<y<2}, f_:vycos(my)jf_—%'m[x_{|:t:—y|<1y 0}, f—mey:>I_1

Dowiedé, ze odwzorowanie ®(u, v) := (ch u cos v, sh u sin v) jest dyfeomorfizmem obszaru Q := {(u,v) : 0 < v < 7}
na obszar ®(Q) = {(z,y) 1y #0 lub — 1 < z < 1}. Wykorzystaé parametryzacje ® do obliczenia pola obszaru

K = {(z,y) : C2u1+sh22 >1> -2 ] 22y <1<L_% z >0,y > 0} (przy

/ ch? usy + sh?u,’ cos?v; sin? v, N cos? vy sin? vy’

zadanych 0 < uy < uy,0 < vy < vy < 7), ktérego brzeg stanowia odcinki tukéw wspétogniskowych elips i hiperbol.

eW4e™

e+ Jla w = u + tw; sprawdzié, ze f(w) := chw = 5 ad jest surjekcja C — C, taka ze

chu cosv + ¢ shu sinv = 5
flw) = f(0) <= In € Z:(w = w+ 2min) lub (& = —w + 27in); sprawdzié tez, ze Azy) _ %(chQu — cos2v) > 0 na Q.

Nu,v)
Odpowieds: |K| = 1)24;1]1(sh2u2 —sh2u;) — %;ul(sinmjg — sin 2v1).

. Niech T oznacza catke potréjng I = fK z,y, z)dzdydz; sprawdzié, ze:

a K={z>0y>0,z> 0x+y+z<1} flz,y,2)=(l+z+y+2)73 = I:%(log?—g);
b. K={224+y*+22<2,22+y* <z}, flz,y,2) =22+ ¢y +2? = I:g—0(96\/§—8);

c. Ix_{x +62+—2§1}, flz,y,2) = \/1—2—2—%—2—%2 = I—ﬁabc;

d. K={"+y" <2<22*+y"), 2 <y<z}, flz,y,2) =1 = [=3;

e. K=1{x2+4y? +z <z}, fle,y,2) =Vel+yP+22 = I=.

. Obliczy¢ $rednia wartoéé M(f, K) = fK fz)dz /fK dz funkcji f na zbiorze K:

a K={zeR?:0< 2 <1,0< 2 <1}, f(z) = 2%xq; Odpowieds. M(f, K) = %
b. K={zcR?: (x; —a)’+ 23 <r?}, fz) =2} + 23 Odpowieds. M(f, K) = a® +r?/2
c. K={zeR?: 2l +al+a23<x+aa+a3}, f() =2} +ad+ad; Odpowieds. M(f, K) = ¢
d K={zeR’: 1<zl +2i4+23<4, 23>0}, flz) =2} + 22 Odpowieds. M(f, K) = %
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y? dz dy

/1—z2—y2

dwoma sposobami: jako catke iterowana i przez parametryzacje x = sin f cos ¢, y = sinf sin p, wykazaé tozsamo$é

II,41 = m . Korzystajac z tej tozsamosci wyprowadzié nastepujace oszacowanie: |, /m < I, <, /% .

Oznaczmy Q := {(z,y) : 2 > 0,y > 0,2?+y* < 1} oraz| I, := f0§ sin” ¢ dp dla p > —1|. Liczac catke [;

Wyliczyé érodek ciezkodci jednorodnego obszaru plaskiego K := {(z,y) : ¢ > O,zy > 1,2 + ¥ < 2} (przy

a,b> 0, ab > 1 danych); sprawdzié, ze lezy on na prostej o réwnaniu £ = %,

Odpowied?. xg = C’(\/g7 \/g), gdzie C = %(ab - 1)%[ ab(ab — 1) — log(vab + /ab — 1)] 71

Dwa walce o jednakowym promieniu a > 0 (i nieskoriczonej dtugodci) przenikaja sic wzajemnie tak, ze ich osie
symetrii obrotowej przecinaja sie pod katem ¢ € 0, #[. Wyliczyé objetoéé wspdlnej czesci obu walcdw.

Jeéli osia symetrii walca W jest prosta Rn, to W = {z € R?® : |z|2 — (n|z)? < a?}; mosna przyjac n = (1,0,0) i n’ = (cos ¢,sin ¢,0),

wtedy W = {z : 22 + 22 € a2}, W/ = {z: (z1sinp — z3 cos¢)? + 22  a?}. Odpowieds. |W N W'| = 31§g3<p'

Dla danych a,b > 0 oznaczmy W := {(z,y,2) : 22+ (z —a)? < b2}, W = {(2,y,2) : y? + (2 = b)? < a?}. Pokazaé,

ze powierzchnie boczne obu tych walcéw sa styczne w co najmniej jednym punkcie; obliczyé objetosé W N W',

Wsk. Czym sa przekroje W N W' plaszczyznami z =const ? Odp. |W nW'| = %\/ ab(3a? — 2ab + 3b2) + 4(a + b)(a — )% log \/_(lz 1_\;%'

Odcinek dtugosci d obraca si¢ wokdl osi, zakreslajac powierzchnie boczna pewnej bryty obrotowej B (jest to czedé
hiperboloidy jednopowtokowey, jesli odcinek i 0§ obrotu nie leza w jednej plaszczyinie)' niech h oznacza wysoko$é
bryty B, a r1, ro — promienie ograniczajacych ja kot. Wykazaé, ze objetosé B jest réwna T (31“1 +3rZ+h?—d?)h.

Gdy osig obrotu jest Res, a koricami odcinka punkty p; = (r1,0,0) i p2 = (a,b, k), wtedy a2 + b2 = 72 oraz d? = (a —r1)% + b2 + A2,
wiec 2ary = 7’% + 7’3 + h2? — d?; stad dla punktu (1 — t)p; + ¢tp2 odcinka kwadrat odlegloéci od osi wynosi p2(t) = (1 — t)27’f + t2'r§+
+i(1 — t)(r% + 7’3 + h% — d?), za$ przekréj B plaszczyzna w3 = th, t € [0,1] ma pole 7p2(t), skad |B| = h fol mp2(t)dt =

Wykorzystujac poprzednie zadanie obliczyé objetoéé bryly obrotowej utworzonej przez: (a) szeScian o krawedzi a
obracajacy sie wokdt osi taczacej §rodki jego dwéch przeciwleglych krawedzi; (b) szeScian o krawedzi a obracajacy
sie wokdt osi taczacej jego dwa przeciwleglte wierzchotki; (¢) czworoscian foremny o krawedzi a, obracajqcy sie

wokét osi taczacej $rodki jego dwéch przeciwleglych krawedzi. Odpowiedz. (a) 5’;\26&3; (b ) L a; (c) ”\/2 a3,

Obliczyé objetoéé bryt: By = {&? + 92 + 22 < 4z, 22 +y? < 32} By = {22 + 92 + 22 < 1,2 > 22 + y2};
By = {22 +y?+ 22 < 4,22+ y? < 32}; By := K1 UKy i By := K; N Ky, gdzie Ky 1= {22 + y? + 22 < 2z},
Ky = {224+ y? 4+ 22 < 2}. Odpowieds. |Bi| = Zx, |Ba| = Z(2 = V2), |Bs| = L, [Bs| = Z(7T+4V2), |Bs| = (2V2 - 1)7.

Znalezé: (a) érodek ciezkoéci jednorodnej pétkuki Q := {z + 2+ y? + (2 — 1)? < 1,z < 1}; (b) $rodek ciezkosci
jednorodnej bryty Q = {2% + y? + 22 < 1,2z > /22 + y%}; (¢) moment bezwladnosci wzgledem osi 0z stozka
C = {22 +y* < 22,0 < 2 < 1} o gestodei p(z,y, 2) = 2?; (d) site przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna
bryta B := {2 + y? + 22 < 1,z < 0} o gestéci p = 1, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 1);
(e) sile przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna bryta B := {1 < z < 2,2? + y* < 2%} o masie M, a
masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0,0); (f) site przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna bryta
B ={2?+3y? <1<z <2} o masie M, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 0).

(a) (0,0, g); (b) (0,0, %(Z—I—ﬁ)); (c) 133 (d) Tﬂ'(\/i— 1)mG; (e) %((2 - ﬁ)MmG; (f) 2(1 +2— \/E)MmG7 G := stala grawitacji.

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania: (a) & — 2z + z = 2e’ + %et; (b) 7 4 2z —tx = t?, znajac RSRJ z1(¢) = %et;
() t?3 —t+x =12, 21(t) = t;(d) T —2%+ 22 = el cost+3¢; (e) —%:}5—1— t%:i:— t%:n = €', znajac RSRJ z1(¢) = t.

(a) o(t) = (tlogt|+2)e! +RORJT; (b) —t— 2+ Cy 1et +C Te ™t (d) stel(sint—cost)+ 2¢(t+2) + RORJI; (e) te! + C1t+Cot? +cat®.
Znale#é rozwiazanie ogdlne réwnania: (a) 2yy”’ = 1+y'?; (b) wy"" =y (Y? = 1); (¢) yy' =2y — V(¥ - 2).

(a)y = %(z —x0)% + % (b) % arctg(Cy) —y = © — zo lub % log | itgz | —y = = — zp; ponadto sa rozwiazania osobliwe y = xg oraz

y=*(z—z0). (c)y=2—xz0 — m; ponadto sa rozwiazania osobliwe y = z — zg 1 y = 2(z — xo).
A4 . 4 2 _z — Z .
Wprowadzmy w obszarze {(z1,z2,23,2) : 3 > 0hR” nowe wspdlrzedne u; = Tous = Pug = 23,0 = 5
. ‘ . i oz 9z 9z __ Tz : .
wyrazi¢ w tych wspdlrzednych réwnanie Tig.- + Tages T T3m,; = 2+ 5 traktujac v jako nowa zmienna

zalezna v = v(u1, us, ug). Rozwiazaujac otrzymane réwnanie znalezé rozwiazanie ogdlne wyjsciowego réwnania.

P . . .2 _ Zg 6 Ov_
Zréiniczkowad po T, 73, r3 zaleznodé z(w1, oo, w3) = zav( 2 T T3 ); otrzymujac 5= wyrazone przez z,.-; wstawiajac to do réwnania
i
: dv_ _ 8 _ — $1$2 Z1 T2
dostajemy us Ty = U1u2, tzn. Bur (v —uiuzlogus) = 0. Odpowiedé. z = logzs + (p(ma ) 2 ).

2 Y

, wyrazajac je w nowych wspétrzednych v = z,v = 2, w = obszaru

6]
1-af(3)"

2
ROZWIQZ&C rownanie I‘a + y@y =xz T¥oz

={(z,y,2) : ¢,y > 0} oraz traktujac w jako zmienna zalezna w = w(u,v). Odpowiedz. z =
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Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 9.

. Przestawi¢ kolejnodé catkowania w calce: (a) f02 dx f\/;: -——=f dy; (b) f de [~ \}%fdy; (c) f02 dx ffxfdy;

d) foﬁ dzx f—Slanm fdy; (e) fol dy f_lz/yﬁfdx (rysunek nie moze byé uzyty w rozwiazaniu, lecz moze je utatwic).

. Zapisaé catke I = fA z,y, z)dedydz, gdzie A C R? jest czworoécianem o wierzchotkach (0,1,2), (1,0,—1),

(1,3,5), (1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich catek): (a) [dz [dy [ fdz; (b) fdzfd:vffdy

. Udowodnié tozsamo$é: f01 dz 01_$ dy fr+y flz,y,2)dz = fo] dz (foz dy f;__yy flz,y,z)de + f; f(;_y f(z,y, z)d.r)

2y—x

. Przedstawié I := fo drf dy fr+y fdz w postaci catki iterowanej (lub sumy takich calek) o zadanej kolejnosci

catkowania: ( I_fdzfdyffdaﬁ; (b)I=[da[dz [ fdy; (¢c) = [dy[dz[fdax; (d) I= [dz [dx [ fdy.

. Odwracajac kolejnoéé¢ catkowania wykazaé, ze f; dz, fax" de,_1.. faxa dzs fa“ flz1)dzy = fb f(z) Mdl‘

(=10

. Niech I oznacza calke podwdjna I = [, f(z,y)dady; sprawdzié, ze: a. K = {224+ y? <z}, f=aYyl=>1=

b. K = {22+ y? < a?}, f =2%/a 2—y2:>I_3ig,c I\_{(:E +y?)? < 2a (:E —y?, x> 0}, f—1:>I_a
d K={z,y>0,/T+/I<1}, f=ey= =% e > 0,9 < y' 2’ +y < 4, f—ry:ﬂ— 5,

f K={zy>1,y*>2z,y<2}, =22 y:>I_26251 g. Ix_{x =y <2}, f=\/4—x2—y? :>I— (37— 4)
h.f(:{x2+2y3<4my,y>0},f—l:>[:15,1 K = {(2? —az + y*)? < a*(2? + y*)}, f—l:[:zwaz

j.[(:{x2+y2<a2} f—e“”2+y :>I—(a —Dmk K={y< 1,222 —-y) <yl —y)?}, f—1:>I_ ;
L K={0<z<5,0<y <2}, f_.rycos(a:y):>[:—1”—6;m[x_{|£v—y|<1,y 0}, f_:vey :}>I_1

. Dowies¢, ze odwzorowanie ®(u, v) := (ch u cosv,sh u sin v) jest dyfeomorfizmem obszaru Q := {(u,v) : 0 < v < 7}

na obwar Q) ={(z,y) :y#0lub —1 < x < 1}. Wykorzystaé parametryzacje ® do obliczenia pola obszaru
2 2 2 2 2 2
K = {(z,y) : m+sh2 212 G-+ y L 4 <1<L—y—z>0,y>0}(przy

sh?us’ cos?w; sin? v, N cos?wvg sin? vo

zadanych 0 < uy < uz,0<v1 <wy < 3), ktorego brzeg stanowia odcinki tukéw wspdtogniskowych elips i hiperbol.

. Niech I oznacza ca}kfg potréjna I = fK f(z,y, z)dedydz; sprawdzidé, ze:

(a) K={z> >0,z20,z+y+2<1}, fle,y,2)=(l+z+y+2)"2 = I:%(log?—g);
(b) K = {2? +y +z <2224+ 92 <2} fleyy,2) =22+ +22 = 1= 6”—0(96\/5—8);

(c) &:{2—2—{—,7—2 2gl}, f(x,y,z):\/l—z—z—%—j—i—j = I = Trabe

(d) K={a+y"<z<2+¢"), 2’ <y<z), fley2)=1 = [=g;

() K={s2+12+:2<a), flo,0,2) =Vl 47 122 = =5

. Obliczy¢ érednia wartodé M(f, K) fK z)dx /fK dx funkcji f na zbiorze K:

(a) K —{xERZ 0<x < 1,0<xg < 1}, f(z) = 23 Odpowied?. M(f, K) =%
(b) K ={zeR?: (:L‘l—a)z—i—x%grz}, f(z) = 22 + 23 Odpowieds. M(f, K) = a® —|—r2/2
(c) Ix_{xER% 2+ 23+ 23 < v+ 2o+ 23}, fl2) =2+ 2 + 23 Odpowied?. M(f, K) =2
(d) K={zeR’: 1< a}+23+23<4 23>0}, f(z) =23 + 3. Odpowiedz. M(f, K) =22

y? dw dy

[1—w2—y2

dwoma sposobami: jako catke iterowana i przez parametryzacje x = sin  cos ¢, y = sin § sin ¢, wykazaé tozsamosé

Ll = m . Korzystajac z te] tozsamosci wyprowadzi¢ nastepujace oszacowanie: | /m < I, <, /;—p .

Oznaczmy Q := {(z,y) : ¢ > 0,y > 0,2?+y* < 1} oraz| I, := fog sin” o dp dla p > —1 | Liczac catke [,

Obliczy¢ érodek ciezkosci jednor(.)dnlego lobszaru plaski(?go K = .{(:L‘,y) x> 0wy > L2 4% < 2} (pray
a,b> 0, ab > 1 danych); sprawdzié, ze lezy on na prostej o réwnaniu 7 = %.

Dwa walce o jednakowym promieniu @ > 0 (i nieskoniczonej dtugosci) przenikaja si¢ wzajemnie tak, ze ich osie
symetrii obrotowej przecinaja si¢ pod katem ¢ € 10, 7[. Obliczy¢ objetos§é wspédlnej czedei obu walcdw.

Dla danych a,b > 0 oznaczmy W := {(z,y,2) : 22 + (2 —a)? < b2}, W' := {(2,y, 2) : y? + ( — b)? < a?}. Pokazad,

ze powierzchnie boczne obu tych walcdw sa styczne w co najmniej jednym punkcie; obliczyé objetosé W N W',

Odcinek dtugoéci d obraca sie wokdl osi, zakredlajac powierzchnie boczna pewnej bryly obrotowej B (jest to czesé
hiperboloidy jednopowtokowej, jesli odcinek i 0§ obrotu nie leza w jednej plaszczy?nie); niech h oznacza wysokosé
bryty B, a ri{,rs — promienie ograniczajacych ja két. Wykazaé, ze objetosé B jest réwna %(37’% +3rZ+h?—d*)h.
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Wykorzystujac zadanie 7?7 obliczy¢ objeto$é bryly obrotowej utworzonej przez: (a) szescian o krawedzi a obraca-
jacy sie wokdl osi taczacej $rodki jego dwéch przeciwlegtych krawedzi; (b) szecian o krawedzi @ obracajacy sie
wokdt osi taczace] jego dwa przeciwlegte wierzchotki; (¢) czworoécian foremny o krawedzi a, obracajacy sie wokét
osi taczacej érodki jego dwéch przeciwlegtych krawedzi.

Obliczyé objetoéé bryt: By = {2 + y? + 22 < 4z,22 +y? < 32}; By = {22+ > + 22 < 1,2 > /a2 + 42}
By = {z? +y? + 22 < 4,22+ y? < 3z}; By .= K1 UKy i By := Ky N Ky, gdzie Ky := {22 + y? + 22 < 22},
g i={x?+y? + 22 <2},

Znalezé: (a) $rodek ciezkodci jednorodnej pétkuli Q := {z + 2+ y? + (z — 1)? < 1,z < 1}; (b) $rodek ciezkosci
jednorodnej bryty Q := {2% + y? + 2% < 1,2z > /22 + y?}; (¢c) moment bezwladnosci wzgledem osi 0z stozka
C = {z?+y* < 22,0 <z < 1} o gestodci p(z,y, z) = z%; (d) site przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna
bryta B := {22 +y? + 22 < 1,2z < 0} o gestéci p = 1, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 1);
(e) sile przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna bryta B := {1 < z < 2,2? + y* < z?} o masie M, a
masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 0); (f) site przyciagania grawitacyjnego miedzy jednorodna bryta
B ={2? +y?> <1< 2 <2} o masie M, a masa punktowa m umieszczona w punkcie (0,0, 0).

Odpowiedzi i rozwigzania

a)fdy<f s dw +f1+\/—fdz>+f dyf fdo= [ dyf fdo— fdy f”vl ”fdz, b) [*, dy f2+mf da;

) S v [y sdwt [y [, 8o @ [y i s () J o JoV T gyt [ ) s
(a) = f dxf1+$2z f;:j:y fz,y, 2)dz; (b) I= ffl dz f;_Tz dxf1% flzyy, 2 dy-{—f dzf —2 dfo%_l flz,y, 2)dy.

% 2z 1 1 22—y 2y—z 1 HTT' 22—z 2—x 1
(fo oo [ ot [y o f dy)fo de(f e [ ave [Tas f] dy)fn d_fodx@ o [ fdy+f1+TId,f%fdy> -
:fol dy (f%y dzf02z_yfdr+fy2ydz f;y zfdf,) - (f02 dzfo dz:+f% dz f2z-1dr) fj;zfdy+ (f%l dzf02z_1dr+f12dz f;_z) f%fdy.

chu cosv + ¢ shu sinv = % dla w = u 4 ¢v; sprawdzié, ze f(w) := chw = €w+;_w jest surjekch C — C, taka ze
flw) = f(0) <= 3In € Z: (0 = w+ 2min) lub (0 = —w + 2min); sprawdzié tez, ze é(u—"z% = (ch2u — cos2v) > 0 na Q.
Odpowiedz. |K|= 227" (sh2uz — sh2uy) — *27%1(sin 2v2 — sin 2v1).

Odpowied. o = C(\/%, \/g), gdzie C' = Z(ab - 1)%[\ /ab(ab — 1) — log(Vab + ab —1)]7".

Jedli osia symetrii walca W jest prosta R, to W = { € R® : ||? = (|)? € ¢2}; mosna przyjaé = (1,0,0) i’ = (cosp,sin p,0), wtedy
. o 3
W={:22+22<a?}, W ={:(z1sing — z3 cosp)? + z2  a?}. Odpowieds. W NW'| = Slsﬁgw.

NI

Wsk. Czym sa przekroje W N W' plaszczyznami z = const 7 Odp. |[W N W'| = %\/ ab(3a? — 2ab + 3b2) + 4(a + b)(a — b)? log NI

Gdy osia obrotu jest Res, a koticami odcinka punkty 1 = (r1,0,0) i 2 = (a,b, k), wtedy a? + b? = r2 oraz d? = (a — r1)? + b2 + A2,
wiec 2ary = rZ + r2 4+ k% — d2; stad dla punktu (1 — t); + t» odcinka kwadrat odlegloéci od osi wynosi p ( ) = (1 - t)2 242024
+t(1 — t)(r? + r2 + h? — d?), za$ przekréj B plaszczyzna x3 = th, t € [0,1] ma pole mp?(t), skad |B| = hf mp?(t)dt =

Odpowieds. (a) 5”\/_ a®; (b) %0,3; (c) V2 .3,

Odpowieds. |B1| = —7r7 |B2| = 3(2 - V2), |Ba| = 97r7 |Ba| = %(7—}—4\/—) |Bs| = (gﬁ— 1)m.

(a) (0,0, %); (b) (0,0, i(2-{—\/5)); (c) &5 (d) T”(\/E— 1)mG; (e) %((2 - \/E)MmG; (f) 2(1 +2 - \/g)]WmG'7 G := stala grawitacji.

16 14
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. Pokazaé, 7e Vn € N : H:Il 2’;;1

. Sprawdzié, ze relacja ~ w zbiorze R, zadana wzorem z ~ y <— (z

Wiele szczegScla w zyciu wroze
temu kto ma Q dwe

Znalez¢ minimum i maksimum funkcji f(z) := |1 4+ z| — 1 — Re z na kole K(0;r).
fo=tE , , c+1>0

flzyy) = /(O +z2)2+32 -1 -2, ) 9 , wiec (z,y) jest p.kryt. & { - }, wtedy f(z,y) = 0. W tych
fy = 7 Yy = 0

punktach krytycznych f ma minimum, gdyz \/(x +1)2 442 > \/(x +1)2 = |z 41| > =+ 1, a wiec zawsze f(z,y) > 0. Badanie

na brzegu, tj. na C(0;7) = {(z,y) : ©2 + y?> = r?} metoda mn. Lagrange’a: [1+ JSQ_ \/21/] - )\[Js,y] } <= \/\/le } <=

4y =r?
(z,y) € C(0;7)NC(=151) luby =0 ... WORKING

. Zbadaé f :[0,4oo] dana wzorem f(z) := +/e” — 1 — z; wykazaé m.in. ze Vo > 0: f(z) > 0.

. I . N _ e® — 1 L
Niech yt = e~* €]0,1], wtedy f'(z) = 2m—1 = /D —12>1-1=0,gdyzt(1—-t) < 7. Zatem f roénie, skad f(z) > f(0) =

Ponadto f/(z) maleje (tzn. f jest wklesta) na ]0,log2[, a roénie (tzn. f jest wypukla) na ]10g27 +oo[. Dla z = log2 mamy punkt
przegiecia, w ktérym f(zo) = 1 — log2, f'(z0) = 0. Mamy tez lim ﬁ f(z) =1, wigc f/(01) = +00; ponadto ﬂril — +o0.
z—0 :

. Znalez¢ (w zalezno$ci od parametru x) sume czesciowa A, 1= ap+. ..+ an, a nastepnie sume A = lim A, calego

szeregu »_ a,: (a) Y, 2" dlaz € K(0;1); (b) > (n+ 1)z” dla z € K(0;1); (¢c) > 2" cosnp dla z € ]-1,1];
n=0 n=0 n=0 n=0
()stmng}dlame (e)X:1 22n+1:1mm2+1m24+ 48+ odlaz e C x| £ 1
n 0 0ol — -

(f) 2 I T

(a) An =1+ +...+2" = 11__17; — 1= z,(b) Ap = 142z + 322 + . ot (n+ 1)z", wiec (1 —z)4, = 142z + ...+

(n+ 1)z —z—20% — ... —nz” —ﬂEn+1) "1ttt = (n4 1)t = % —(n 4 1)z"*! skad 4 = (1_%)2

@@ C+is = 3 (s0%)" = i = e wiee € = T 5 = i

(€) an = (1_$2f)2(”1+x2n) = El+x)( ) = ; 1 o = . 12n+1 =! Cn — Cn41, Wiec Ay = cg — cpy1 oraz A = limA, =

{ zz’_ 1, iji IiI z } ; stad, skoro ¢g = m, dostajemy A = { g: 2:? Izl Z 1 .

(f) an = 2((:_?_-12))(;_5_%2-)'-2},) = o +21)2" o +12)2n =cn — cnt1, gdzie ¢y = ICESWPR +21)2n; zatem A, = ¢g — cpy1 oraz A = ¢y = 2.
. Zbadaé zbieznoéé ciagu o wyrazach (a) ”_Q_vnn;-n’ (b) (2%”_!221)!.

. Niech A, :={(z,y) ER?: (y —2)? < nz} dlan € {0,1,2..}.

(a) Naszkicowaé zbiory A,; (b) wyznaczyé A* = | _, Ay oraz A, = (n_, An.

< L
2N+

2 2 : . , . .
2 —y* =z —y), jest relacja réwnowaznodci.

Wyznaczyé klasy réwnowaznosei [1] 1 [2].

. Zbadaé zhieznoéé szeregéw: (a) Y oo, ‘)ng ; (b) Yo ( 2+n)

. Wykazaé, ze wielomian W, (z) := exp(z )dn (2" exp(—2)) ma n rzeczywistych dodatnich pierwiastkéw.

ar + b, r<0

R 1
(arcszlnx)r_z, z>0

jest rézniczkowalna?

Dla jakich a,b € R funkcja ]—1,1[ 3 z — f(z) := {

log | sin(az)|

(a) Tim SEne_1)—cos(e—1). (b) i

Obliczyé granice: —
ves T 0 Tog | sin(bz )|

z—1
Przedstawié catke podwéjng [ f(3z + 4y + 1) da dy, gdzie K = {(z,y) : z? 4+ y? < 1}, jako calke pojedyncza.

Obliczy¢ pole obszaru K, jedli: (a) K = {(z,y) : Yz+ Yy < 1,2 > 0,y > 0}; (b) K = {(2” +y?)* = a(2® - 3zy?)}.

Obliczyé objetoéé bryty ograniczonej czterema powierzchniami: z = 22 + 42, 22+ y? =z, 22 + y> = 22, 2 = 0.
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16.

17.
18.
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Obliczyé catke [ f, jezeli: (a) K = {(z,y) : V2 + < L,z >0,y > 0}, f(z,y) = zy;
(b) K ={(z,y,2) 2 +y" + 2° < 2}, flz,y,2) = Va2 +y2 + 22
O K= {(@00.2) 2240 < L-1 <2 < 1), f(0.2) = [22 4 9 + (= — 2]

J. !

Obliczy¢ $rednia wartosé T funkcji f(z,y,2) = 2? +y>+2% w obszarze K = {(z,y,2) : 2> +y* +2? <z +y+=z}.
K

—1/2

Obliczy¢ wartoéé érednia kwadratu odlegloéci punktéw kota o promieniu R.
Wyznaczy¢ $rodek ciezkoéci bryty jednorodnej zajmujacej obszar K = {(z,y,z) : 2% +2? < a?, y*+2? < a? 2 < 0}.

Wyg ksiazki J.Czyza: twierdzenie Holdera(?), ktérego uproszezony dowdédd znalazt Hausdorff: Jesli F € End V, V
— zespolona p.Hilberta, to podzbidr S(F') := {(v||Fv) : v € V, ||v|| = 1} C C (‘spektrum wartoéci’) jest wypukly.
Ogdlniej: dla refleksywnej p.Banacha S(F') to zbidr {(f, Fv) : (f,v) € I}, gdzie Il := {(f,v) e V* x V ||f|| =
[|lv]| = (f,v) = 1}, przy czym norma w V* musi by¢ zgodna z norma w V|, tzn. || f|| = sup{|f(v)] : ||v|| < 1}.



Zadania z Analizy Matematycznej ‘C’

Seria 10.

1. Obliczyé, korzystajac z twierdzen o catkach z parametrem: (a) F(a):= / exp(—2? — a’z7?)dz dla a € R;
0

(%] e} 1 _ ,
b) ®(a,b) := exp(—a’z? — b2z Hdz dlaa,bc R, a # 0; c) F(a) = ﬂe_xdm dlaa € R;
p )
0 0 x
d) F(a) := 2]o a’ —sin? z)dx dla a > 1; e) F(a) := 2]o 1—a?sin?z)de dla -1 <a< 1.
g g

0 0

z 1

2 t /
(f) F(a) := /0 log(a® 4 sin? z)dz. Wskazdwka: Zbadaé alir& F(a). (g) F(a) = ) %dm dlaa € R.
(a) % = —2axr—2 exp(—x2 - a,2x_2), przy czym mozna zalozyé, ze a > 0 (parzystodc). Otéz sup,sg |%(a,1‘)| = 6f(\/—,if‘)| =

2
\/gz_]e_zz (bo pochodna wzgl. ¢ ma postaé (1 — ZLE)eXp(...))7 przy czym, niestety, funkcja Ry 3 = — \/gx_1 =2% hie jest

. 3
b 27 b
catkowalna. Jednak ustalajac (chwilowo) ¢ > 0 mamy: g(x) := sup,s.. | 2 (a z)| = { \/73U exp(—z?) S [c\/_ oo[

2cr ™2 exp(—x? — 2r72), xE]O,cﬂ] ,

przy czymg € L1 (R4), gdyz lim g(z) = 0, co daje ciaglodé, a tym bardziej calkowalnoéé na zwartym przedziale] 0 C\/E] . Tak wiec dla

a > c (a wiec, dzieki dowolnosm ¢ > 0, dla wszystkich a > 0) funkcja F jest rézniczkowalna oraz F( foo af (a,z)dz. Podstawiajac

= t w tej calce dostajemy F'(a) = —2 fo exp (—ac —a?t~ ) dz, azatem‘ F'(a)4+ 2F(a)=0dlaa >0 ‘ Stad orazz F(—a) = F(a)

8|a

wynika, ze 3C € R : Va £ 0 : F(a) = C e~2lal, Aby wyznaczyé stata C skorzystamy z tego, ze F(0) = fooo e da Qﬁ oraz

7 ciaglosci F(0) = F(01); ciagloéé ta wynika z istnienia calkowalnej majoranty: Va : | f(a,z)| € e™% ? =:h(z), h € LY (Ry).
Odpowieds. F(a) = 1ﬁ6_2|a| dla a € R.
(b) Podstawiajac z = ﬁ otrzymujemy ®(a,b) = |a| 7' F(|a|b) (patrz (a)), wigc ®(a,b) = %%e_ﬂ“bl.

(c) af( z) = e *sinaz, wigc |%(a,z‘)| < g(z) == e7%, g € L1(R), zatem mosna rézniczkowaé pod catka:

da
F'(a) = fooo e Tsinardr = —ﬁ [e_z(a cosar + sin ax)]o = 1+aa2. Stad, skoro F(0) =0, F(a)= %log('l + a?).
(d) 6f = (a,z)| = ﬁ jest malejaca wzgledem a, wigc sup,s |--| = ]_\]2“2 , co nie jest catkowalne na [0, T]. Jednakze dla
ustalonego ¢ > 1 mamy sup,,,. l...] = ﬁjﬁ =: g(z), co jest funkcja ciagla, a wiec catkowalna na zwartym przedziale. Zatem

z . 21
F'(z) = f02 a22_asidrf21 =.= \/az—_l, wiec 3C :Va > 1:F(a)=C + rlogﬁfa.
Wyznaczenie statej C: Sposéb 1. Odejmujac od F(a) stala foE log(a?)dr = mloga dostajemy I(a) := foE log (l - t’“;#) dr =

C + mlog M 1=a™" \/12—‘1_2

Sposéb 2. Wykazemy, ze F(1) = F(171), tzn. ze F jest ciagla prawostronnie w a = 1. Wystarczy w tym celu pokazaé, ze f(a,r) maja

; przy tym ali)moo I(a) =0, gdyz Z log(1 — al_z) < I(a) £ 0, wiec przy a — oo dostajemy C' = 0.

catkowalng majorante: 1 € a 2 = logcos? z £ f(a,z) < log(4 — sin? z) = |f(a,z)| < |logcos? z| +log(4 —sin? z) € L. Obliczenie
F(1) = foE logsin® z dx = foﬂ— sinz dz: Catkujac po [0, 7] obie strony tozsamoéci logsinz = log2 + logsin § 4 logcos 3 dostajemy
I=nlog2+ QIE logsintdt + QIE logcostdt = wlog2 + 21, czyli F(1) = —7log2, tzn. C' = 0.

(e) gi( ,r) = % wiec |a] < e < 1 = |a (a,2) < 130,2 € Ll([O,% ), wiec mozna réiniczkowaé pod catka: F'(a) =

E —2asin’zdzx _ ||r=arctgt _ 0 —2at3dt _ 2 _ 1 di = 2w 1 — 1 Zat F _
f 1—aZsin2z || in2 0= 1-1212 ‘ - fo (+2)[1+(1—a?)t2] — f (1+:2 'l+('l—a2)t‘,2) - a2( m) atem F(a) =
C + mlog(1 + V1 — a?) + C; skoro F(0) =0, to C = —mlog2, wiec Odpowieds. F(a) = wlog v i—a? “21_(12 dla |a] < 1.

Uwaga. F jest ciagla na konicach [—1,1], gdyz log(1 — sin® z) < log(1 — a? sin® ) < 0 daje |f(a,z)| < |logcos® z| € L1(]0, 71
t=tgx
2 t2

_foo 2a dt _
sin? z= —Jo (a2+l)t2+a2 -
1412

, zatem F(a) = marsha + C' = wlog(a + V1 + a?) + C. Wyznaczenie C. F(a) — wloga = fog log(1 + 2 sin? z)dr — 0 pray

<28 < Zent wige Fl(a) = [2 240 =

a
(f)D]a' a 2 a9 > 0 mamy |8_f = |2=2\$ a a?+4sin?

T

ki
V1+4a2?

a — oo, wigc log(1 +Va=241)+ C — 0, skad C = —7log2. Odp. | F(a) = 71’10g|a|+\/%a2 dla a # 0 | Uwaga. F jest ciagla w

a = 0%, gdyz log(sin? ) < f(=) < log(1 +sin? z) dla 0  a < 1 sprawia, ze |f(z) < |log(sin? )| + log(1 + sin? z) € L' ([0, 71

1
dx
F'(a) = . ——
(g) ({l) /0 (1+a2.’22) /1_12

% dt g T .
= -/0 Tt = arctg(t\/1 + a?) s = ﬁ, wigc F(a) = 7 log(a 4+ V14 a2).

z=sint
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. Niech formy #,,6, € V* beda liniowo niezalezne oraz niech w € /\k(V*),

. Znale?é 6 # 0 z warunku § Aw = 0, nastepnie wyrazié w w bazie 81 = 6,62 =¢2,...,6° = ¢ Odp. 6 = Ei e, o

Zadania z Analizy Matematycznej (C) Semestr 3. Seria 1. Listopad 1993

> 1. Dowiesc, ze

k
(w ma postaé¢ w = 0y Aw; + 05 Aws dla pewnych wl,w26/\k_1(V*)) <— By ANOy Aw =0.

. Niech formy 6,65 € V* beda liniowo niezalezne oraz niech wy,ws € /\I(V*), [ > 1. Dowie§é, ze

61/\(.01—1—62/\(.02:0 — (30’,0’1,0'26/\1_1(V*),takiez'ewlzﬁl/\al—i—ﬂz/\a, (.d2:92/\0’2+91/\0’).

. Znale#é nowa baze el, ..., e", w ktérej dana 2-forma ma postaé kanoniczna: (a) w := El<i<j<n(j — O fP A

(b) w:=FIAL 22N H3FPALEL2ANLTH ALY (0) wi= Y0 if AP () wni= Yijen FIAF

S(a) el A gdzie el = S L =S G (b) w = (1 =20 A2 = )+ (P = £ A GBS = 26%); () wn = wnat

F(FP V402 YA (f—01r—2), gdzie Oy o := E:l:_f f%; stad, przez indukcje, woy, i wak+1 sprowadzaja sie do postaci E§:1 e21=1 Ag2t,

. Niech (e,...,e™) i (fY, ..., f") — dwie bazy przestrzeni V*. Udowodnié nastepujacy odpowiednik “twierdzenia

o inercji dla form kwadratowych”: jesli w=ce' Ae? 4+ ... 4+ 1A = FIA2 4.+ IAF tok=1

. Niech w € /\2(V*). Dowiedé, ze (w jest forma prostq, tzn. rozkltadalna na iloczyn 1—f0rm) <— wAw=0.
. Niech &', w" € /\2(V*) beda formami prostymi. Dowiesé, ze (forma w=uw 4w jest prosta) <— W' AW =0.

. Niech dimV = 5 i niech e',... ¢® bedzie baza V*; oznaczmy dla wygody €% := ¢! A el Ae® dlai,j k € T,5.

Wykazaé, ze ponizsze 3-formy sa proste, znajdujac rozktad kazdej z nich na iloczyn zewnetrzny 1-form:
w = 31343185 (145,234 4 6235 9 245. 0 _ 7,123 g, 124 L 125 134 9,185 | 3,145 7,235 4 245 | (345

. Zastos. “kryterium podzieln. przez 1-forme”; w = (el —2¢2) A (32 —et) A (et —€®); w’ = (el +2e2 +3e®) A (e —€®) A (2 — 2¢% + 3¢t).

. Niech dimV = 5 i niech e!,... €% bedzie baza V*. Wykazaé, ze 3-forma w = Zl<i<j<k<56i Ael A ek jest

rozktadalna (tzn. 36 € /\I(V*), o e /\Q(V*) tw=~60A0), lecz nie jest prosta. Znalezé rozktad 8 A o formy w.

2 _ 7 k
= E2<J<k<5 el Aer.

. Wyrazié¢ we wspélrzednych cylindrycznych (g, ¢, z) 1 sferycznych (r, 9, ¢) nastepujace formy rézniczkowe na R?:

_ zzdrtyzdy—o3dz. wy = ¢ dyndz+y dzAdez+z deAdy Wy 1= z dyAdz+y dzAde—z dzAdy
== 5 = 3 ) = P .

o1 :=xdy— ydx; 09

.01 =0*de = r2sin? 9 dy; 00 = zdp—pdz = r2dd; wy = elzdo—edz)nde _ sind dd A dp; wo = %ﬁl(gz) = tgd dyo Ad(r?sind cos¥).

(02+22)3/2
Obliczy¢ ¢*w, jesh ¢ : Ri — Ri, é(p,q,7,8) = (pq,qr,rs) oraz w := xdyAdz+ydzANde+ zde ANdy € QQ(Ri).

w=uzxyzd (log%) Ad (log %), skad wynika ¢*w = pq27’2s(d7p - d—T) A (% - ds) = gr(rsdp Adg + spdg Adr + pgdr Ads+ qrds Adp).

ol

Niech O 1= {(z,y,2) : >4+ y*> > 0 lub z > 0hR? — dopelnienie pétprostej {x = y = 0,2 < 0}. (a) Obliczyé ¢*w,
jesliw 1= T%(:L‘ dyAdz+ydz ANdx+zdzNdy) € Q2O), r := /22 + y? + 22 oraz ¢(u, v, w) := (vw, vw, M)
(b) Sprawdzié, ze ¢ jest dyfeomorfizmem 0 = {(u,v,w) : w > 0} na O; (c) Znalezé forme & € Ql(@), taka ze
do = ¢*w, a nastepnie o € QY(Q), taka ze ¢*o = ; sprawdzié, ze do = w, a wiec forma w jest zupetna na O.
(a) ¢*r = M, ¢*(zdy—vy dr) = w?(u dv—v du), co tatwo daje ¢p*w = W(u dvAdw+v dwAdutw duAdv). (b) Skoro
7+ 2> 0na O, to rozwiazujac wzgledem u, v, w > 0 réwnania ¢(u, v, w) = (x,y, z) dostajemy ¢~ (z,y,2) = (\/%, \/%,\/m);

uwdv — vdu); poniewaz ¢*(r + 2) = w?, to &5 = ﬁ(b* (M) = ¢*o, gdzie 0 1= Ldy—yds

(c) Mozna wziac np. & := - r(r+2)

Per el
Jaka postaé musi mie¢ funkcja f € QU(R?), aby forma f(dz A dy + dy A dz + dz A dt + dt A dx) byta zamknieta?
w = fd(z—2z)Ad(y—t); wprowadzajac nowe wspélrzedne z —z, y —t, z+ z, y+t dostajemy stad Odp. f = F(z—2z,y—1), F € Q°(R?).

Niechn > 5, w:=h Z dz; Adz; Adzy € Q*(R™), gdzie h € Q°(R™). (a) Znalezé warunek na funkcje h,
1€i<j<kgn

réwnowazny warunkowi dw = 0. (b) Majac dana h, taka ze dw = 0, znalezé forme 6 € Q?(R"), taka ze df = w.

(a) - =...= g, tenIfFE€QR):h=fe1+...+za); (b)) §=Fler+...on) ), doj Aoy, gdzie F(t) := fotf(t)dt.

Oxq

Niech O1R?\ {0} bedzie otwartym podzbiorem stoikowym, tzn. spetniajacym warunek (z € Ot > 0) = t-z € O.
Sprawdzié, ze je$li w := z1drs Adzs + xadrs Adzy + 23dry Adzy i f € QY(O), to wA d(f(:t:gd:t:l — .Z‘ldl‘g)) =0
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest dodatnio jednorodna stopnia -2. Jaki warunek na f daje d(f(;rzd;rl —x dmz)) =07

Niech O1R" bedzie zbiorem otwartym i wypuktym. (a) Dowiesé, ze jesli w = > 1| w; dz’ € QY(O), dw = 0 oraz
wp = 0, to wspStezynniki w; nie zaleza od wspéhrzednej 2”. (b) Dowiedé, ze jeshi w = Zl<i<]’<n“ij dx® A dxd
dw = 0 oraz w;, = 0dlal < ¢ < n, to kazdy ze wspdtezynnikéw w;; nie zalezy od wspélrzednej ;L‘".Zc) Sformutowaé
i udowodnié uogdlnienie tych rezultatéw na przypadek formy dowolnego stopnia.
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Dowiesé, ze dla kazdej k-formy w € Q¥(R™), k > 1, istnieje (k—1)-forma § € Q*~1(R"), taka ze e, | (w—df) = 0,
tzn. taka, ze w — dfl nie ma sktadnikéw zawierajacych czynnik dz".

k1a€

Jesli dodatkowo zazadamy, by e, _| 6 = 0, to dostaniemy réwnania (—1) Faw iy ip_1

= Wiy

k1 dlal<i1 <...<’ik_1 gn—l.

Sprawdzié, ze dana l-forma w € Q'(Q) jest zamknieta oraz znalezé funkcje f € Q°(0) taka, ze w = df:

() 0 = {(z) 1y > 0}, w = F5 s () O = {(,9) 12> 0}, wjakw (a): (0) O = R, w = it

(@) 0= {(z,3,2) s 2,92 > 0}, w= LEIEALAENE), (o) 0 = R\ {(0,0,0)), w = EHILC i),

Ty2z3 (z2+y2+22)3/2
2 4dz—y . 2 z—2y . _ (2k—1)w (2k+1)w z
(a) ﬁarctg \/»Fy7(b) ﬁarctg ﬁm,(C)f_kw+arctg(tg$+y) na] 3 ) 2 [ i (d) f= yzz —E75 (e) Vortyii2

Sprawdzié, ze dana forma w € QF(O) jest zamknigta oraz znalezé forme § € QF~1(0) taka, ze w = df:
(a) w= g—jdy/\dz—i— %dz/\dr— (g—;—i— %) dz Ady; (b) w = (2% + y? —}—zz)_%(:bdy/\dz—}—ydz/\dm—}—zd:z:/\dy),

gdy O = {(z,y,2) : 22 + y> > 0}; (¢c) w = e z(ztd:b/\dy—i—t:cdy/\dz—}—:bydz/\dt—l—yzdt/\dm) 0 = Ri;

(d)w= %[(yf; —zfé)dy/\dz—}—(zf; —a:f;)dz/\dl—f—(a:fé —yf)dz Ady], gdy r = /22 +y? + 2210 = RS\{O};

() w= J\C/Lz’l%(a:dy/\dz—|—ydz/\da:—zd:t:/\dy),jeéli(9:{(1‘,3/,.2):1‘2—|—y2 >0,2>0}ifeQR?) — dana.
w2ty

(a) 0 = bde — ady; (b) 6 = ﬂ%l () =L (% —42);(d) 6 =rdf lubo=—fdr (e) 6 = ﬂ%l(ydx—rdy), gdzie
F e QO(R2 \ 0) spelnia warunek zF + yFy’ = /2% + y2 f; sprawdzié, ze mozna wziaé F(z =+/z2 4y f f(tz, ty)d

(a) Dowieéé, ze na zbiorze @ := R*\ {0} kazda 2-forma jest zupelna, tzn. VYw € Qz((’)) : 30 € QYO) : df = w.
(b) Dowie$é, ze na zbiorze @ := R” \ {0} kazda n-forma jest zupelna:  Vw € Q*(0): 30 € Q"~1(0) : df = w.
(
(
(

a)w = f(eg,¢)doA Zdyg%ydm, gdzie f € Q°(R4 x R) (okresowa wzgledem ¢); mozna wziaé 6 := F(p, Ap)gﬁdyg%ydm gdzie F(g, @) := ....
1

b) Niech o := |z|™" E:zl I‘k%J dzy A .. A davn, gdzie |z| := (Z: 1 2) 2, wtedy do = 0. Je$li w = f(z)dz1 A ... Adzy

dana), a § = F(z)o (szukana), to w = df <= f(z) = |z|™" Zk Tg 6 . Taki warunek spelnia np. funkcja ' okreslona wzorem

F(z):= f1|x t"_lf(ﬁr.) dt, bowiem (Ek Tk @) |z| = |z| oraz (Ek Ty %) f(i52) = 0 (dodatnia jednorodnosé stopnia 1 i 0).

[z]

(a) Niech O = {(;L" Y, z) sl 4 y2 > 0} oraz w := zdz A %; dowiesé, ze nie istnieje forma 6 € 91(0), taka
7e w = dz A oraz df = 0. (b) Dowiesé, ze dla kazdej formy w € Q*(R?), spehniajacej warunki dw =0, dz Aw = 0,

istnieje forma § € Q'(R?), taka ze w = dz A6 oraz df = 0.

(a) Gdyby w = dz A §, wtedy 0 = dz A (6’ - zw), azatem 3 f € Q°(Q) : 0 - pTdy—yds f dz; rézniczkujac te réwnosé

z2+y? z2+y?
z warunku df = 0 dostajemy % Adz = df A dz, a zatem df = % + gdz dla pewnej g € QU(O). Calkujac obie
strony po dowolnym okregu C10 lezacym w plaszczyznie z = const otrzymujemy stad 0 = fC df = fC % = 27, sprzecznosé.
(b) Io = o1dz+oady +03dz € QY (R?) : do = w (4ciagalnoéé przestrzeni R®); warunek 0 = dz Ado = (% - 6&) dz Ady Adz daje

. 1
% = 65%, wigc 3 f € QO(R3) : af = o1, gé = o2 (np. f(z,y,2) = f (o1(tz, ty, 2)z + o2(tz, ty, z)y)dt ma te wlasnosc). Mamy

wiec w = do = dz A [(666; - aa”) dr + (662 660) dy] =dzA [a(f ao)dz—}— o= cY‘])t:ly] =dzAd(f —00) (gdzie fi= ﬁ), Q.E.D.

Niech O1R™, O"R™ beda zbiorami otwartymi, a ¢ : [0, 1] x ' — O — odwzorowaniem gtadkim; oznaczmy ¢; :=
é(t,-) : O — O dlat € [0,1]. Okre$lmy operator liniowy H : Q(O) — Q(O') wzorem Hw := fol (%J qS*w) dt
Wykazad, ze dla w € Q(O) zachodzi tozsamoéé ‘ H(dw)+ d(Hw) = ¢jw — djw ‘

¢*w = ¢fw + dt Ao, gdzie 0 = 83_| ¢Fw. Stad, jedli d; oznacza “rézniczke zewnetrzna przy ustalonym t”, to d(¢*w) = di(dfw) +
dt A —(qbt w) — dt Adio, zatem aiJ d(¢*w) = E(¢t w) — dio. Zastosujmy operacje fO ...dt do obu stron tej tozsamosci zauwazajac,

fo (dio)dt = dfo odt = df (aé lo*w ) dt = d(Hw); dostajemy wtedy H(dw) = fol %((b:‘w)dt — d(Hw), skad wynika teza.

Sprawdzié, ze formaw = ® ¥ (sh(?xy)dm—I—ch(Z:L‘y)dy) € Q'(R?) jest zamknieta; catkujac ja po brzegu obszaru
{(z,y):2>0, y >0, 22 + y? < p*} wyprowadzié¢ dla p > 0 tozsamosé pe]”2 fO%W =P’ sin2p cospdp = fg) et dt.

1

Catkujac po tuku okregu zauwazy¢, ze f /2 h(p? sin 2¢) sinp dp = f /2 h(p? sin 2¢) cos ¢ dy (zastosowaé podstawienie ¢ — FT— ®)-

Niech ¢ := xngﬂ ((x sin y—y cos y)dz+(x cos y+ysin y)dy) € Ql(Rz\O). Calkujac 6 po okregu z2+y? = o? = const
1
wyprowadzi¢ nastepujace tozsamosci: fow €2°5¢ cos(gsin p) dp = m, f c ch(gcos @) cos(gsin ) dp = 7.

Niech @ := R*\ {(0,2k7) : k € Z} oraz w := m(shr dy—sinydz) € QY(0O). Sprawdzié, ze dw = 0; dowieéé,
ze jesli v jest dowolna krzywa w O, obiegajaca jednokrotnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdwek zegara
punkt (0,0) oraz nie obiegajaca zadnego innego punktu postaci (0, 2kw), to fv w = 2m.

Wartosé ow zalezy jedynie od klasy homotopii «; biorac v(t) := (gcost,psint), 0 £ t £ 27, sprawdzié, ze limy_oy v*w =

sh zsin y ) w
chzcosy—1

. . . 2m . P
2cost(cost + sint)dt, a wiec limg_o4 fv w = fo 2 cost(cost + sint)dt = 2n. Uwaga. Sprawdzié, ze w = d (arctg
obszarze O := {(z,y) : chzcosy # 1 hO; nie wydaje sie jednak, by latwe bylo zastosowanie tego wyniku do wykazania tezy zadania.
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. Niech formy #,,6, € V* beda liniowo niezalezne oraz niech w € /\k(V*), gdzie k£ > 1. Dowie$¢, ze

(w ma postaé¢ w = 01 Awy + 05 A ws dla pewnych wl,wge/\k_l(v*)) <— By ANy ANw = 0.

. Niech formy 61,6, € V* beda liniowo niezalezne oraz niech wi,ws € /\I(V*), I > 1. Dowied¢, ze

91/\W1—|—92/\W2:0 f=——4 (30,01,02E/\]_l(V*),takiez'ewl:91/\01—1—92/\0, w2:92/\0'2+91/\0').

. Znalezé nowa baze e!,... ", w ktérej dana 2-forma ma postaé kanoniczna: (a) w:= Zl<i<j<n(j — O fEA

(b) w:i= AP 2F2APH3LANFYL2F NP+ PP ALY (0) wi= Z?Ilifi/\f“'l;(d) Wy 1= Elgi<j<nfi/\fj'

. Niech (e!,...,e") i (f!,..., f") — dwie bazy przestrzeni V*. Udowodnié nastepujacy odpowiednik “twierdzenia

o inercji dla form kwadratowych”: jesli w =e' Ae?4+ .. .+ TAe? = FIALP 4+  + P IAFY tok=L.

. Niech w € /\Z(V*). Dowiedé, ze (w jest forma prostq, tzn. rozkltadalna na iloczyn 1—form) <— wAw=0.
. Niech w',w" € /\Q(V*) beda formami prostymi. Dowieéé, ze (forma w = w’ +w” jest prosta) <= w’ Aw” = 0.

. Niech dimV = 5 i niech e!,...,e% bedzie baza V*; oznaczmy dla wygody e¥* := el Ael Aef dla i, j, k € T,5.

Wykazaé, ze ponizsze 3-formy sa proste, znajdujac rozktad kazdej z nich na iloczyn zewnetrzny 1-form:
w = 3e134 3,135 (145,234 4 6235 9,245, 1 _ 7123124 4 125 134 9,185 4 3,145 7,235 | (245 4 0 345

. Niech dimV = 5 i niech e',... €% bedzie baza V*. Wykazaé, ze 3-forma w := El<i<j<k<56i Ael A ek jest

rozktadalna (tzn. 36 € /\1(V*), o€ /\2(V*) tw=0A0), lecz nie jest prosta. Znalezé rozktad 6 A o formy w.

. Wyrazié we wspdtrzednych cylindrycznych (g, ¢, z) 1 sferycznych (r, 9, ¢) nastepujace formy rézniczkowe na R3:

_ zdyndzty dzAde+z dzAdy

_ cdyAdzty dzAde—z dzAdy
3 Wy = .

z

d dy—92%d
zzdrtyzdy—oe“dz . wy = A
4 ’ r

oy = xrdy— ydx; 09 1=
Obliczy¢ ¢*w, jesli ¢ : Ri — Ri’_, o(p,q,7,s) = (pq,qr,rs)oraz w ‘= xdyAdz+ydzAde+zde ANdy € @2(R3’_).

Niech O := {(z,y,2) : ?+y* > 01lub 2 > 0} C R’ — dopelnienie pétprostej {z = y = 0,z < 0}. (a) Obliczyé ¢*w,
jeshiw = r%(a: dyANdz+ydzAdz+zdzAdy) € ®E(O), r:= /22 + y? + 2% oraz ¢(u, v, w) := (vw, vw, M)
(b) Sprawdzié, ze ¢ jest dyfeomorfizmem 0 .= {(u,v,w) : w > 0} na O; (c) Znalezé forme & € @1(@), taka ze
dé = ¢*w, a nastepnie o € ®1(0), taka ze ¢*0 = &; sprawdzié, ze do = w, a wiec forma w jest zupelna na O.

Jaka postaé¢ musi mie¢ funkcja f € @0(R4), aby forma f(dz A dy+ dy Adz + dz A dt + dt A dz) byta zamknieta?

Niechn > 5, w:=h Z dz; Adxj Adzxy € ®*(R"), gdzie h € 8°(R"). (a) Znalezé warunek na funkcje h,
1€i<j<kgn
réwnowazny warunkowi dw = 0. (b) Majac dana h, taka ze dw = 0, znalez¢ forme 6 € ®2(R"), taka ze df = w.

Niech @ C R?\{0} bedzie otwartym podzbiorem stozkowym, tzn. speiajacym warunek (z € O,t > 0) = t-z € O.
Sprawdzié, ze jedli w 1= z1dzy A dz3 + z2dz3 A dzy + 23dT) A d2y Oraz f € ®°(0), to w || d(f(md.rl — Jfldl‘Q))
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest dodatnio jednorodna stopnia -2. Jaki warunek na f daje d(f(xgdxl —Ildl‘z)) =07

Niech @ C R" bedzie zbiorem otwartym i wypuktym. (a) Dowie$é, ze jesli w = Y i, w; dz’ € 1(0), dw = 0
oraz wy = 0, to wspdlezynniki w; nie zaleza od wspédlrzednej 2”. (b) Dowiedé, ze jeSli w = Zlgiq’gn wij da® ANda?,
dw = 0 oraz w;, = 0dlal < i < n, to kazdy ze wspdtczynnikéw w;; nie zalezy od wspélrzednej . (c) Sformultowaé
1 udowodnié¢ uogdlnienie tych rezultatéw na przypadek formy dowolnego stopnia.

Dowie$é, ze dla kazdej k-formy w € ®*(R"™), k > 1, istnieje (k—1)-forma § € ®*~1(R"), taka ze e,, | (w—df) = 0,
tzn. taka, ze w — df nie ma sktadnikéw zawierajacych czynnik dz".

Sprawdzié, ze dana l-forma w € ®!(0) jest zamknieta oraz znalezé funkcje f € ®°(0) taka, ze w = df:

() O ={(2,9) 1y > 0}, w = =T (b) O = {(2,y) : @ > 0}, wiak w (a); (c) O = R?, w = qiodeos el

(d) O ={(,y,2) 10,92 > 0}, w = LALIBLLDINE), (c) 0 = R®\ {(0,0,0)}, w = ETHElahid),

Sprawdzié, ze dana forma w € ®%(O) jest zamknicta oraz znalezé forme § € ®*~1(0) taka, ze w = df:

(a) w= g—jdy/\dz—}— %dz/\dx— (g—;—}— %) deNdy; (b) w = (:L‘Q—I—yQ+22)_%(mdy/\dz—|—ydz/\d.r+zdx/\dy),

gdy O = {(z,y,2) : 22+ y* > 0}; (c) w = xy%z(ztd:b/\ dy +tedyANdz + zydz ANdt + yzdt Adz), O = Ri;
(d) w = L{(uf! — 2f1)dy Adz+ (21 — 2 f1)dz A do+ (2 fy — yf2)de Ady), gdy ri= /aZ Ty T 271 0 = R\ {0);
()w= %(mdy/\dz—l—ydz/\dr—zd:v/\dy),jeéli O={(z,y,2): 2> +y*>0,2>0}i f € ®°(R?) — dana.
(a) Dowie$é, ze na zbiorze @ := R?\ {0} kazda 2-forma jest zupelna, tzn. Yw € ®*(0) : 30 € @'(O) : df = w.
(b) Dowiesé, ze na zbiorze O := R™ \ {0} kazda n-forma jest zupelna: Vw € ®"(0): 30 € ®"~1(0) : df = w.



20.

21.

22.

23.

. Niech @ := R*\ {(0,2kn) : k € Z} oraz w :=

(a) Niech @ := {(z,y,2) : 22+ y> > 0} oraz w := zdz A %; dowiesé, 7e nie istnieje forma 6 € ®'(0), taka
e w = dz A0 oraz df = 0. (b) Dowiesé, e dla kazdej formy w € ®2(R?), spetniajacej warunki dw = 0, dz Aw = 0,

istnigje forma § € ®'(R?), taka 7e w = dz A oraz df = 0.

Niech @ C R",0' C R beda zbiorami otwartymi, a ¢ : [0,1] x @' — O — odwzorowaniem gladkim;
oznaczmy ¢, = ¢(t,-) : O — O dlat € [0,1]. OkreSlmy operator liniowy H : ®(0) — &(0') wzorem
w = fol ((%J ¢*w) dt. Wykazaé, ze dla w € ®(0) zachodzi tozsamodé ‘H(dw) +d(Hw) = ¢jw — ¢fw ‘

Sprawdzié, 7e formaw = ev +y” (sh(?wy)dw-l—ch(?l‘y)dy) € @1(R2) jest zamknieta; catkujac ja po brzegu obszaru

1 .
z,y) x>0, y>0, 2?2+ y? < p?} wyprowadzié¢ dla p > 0 tozsamoéé p@p2 3T =P sin 20 os o dp = [P et dt.
0 pay 0
Niech 6 := 2+y ((fv sin y—y cos y)dz+(z cos y+y sin y)dy) c (R \0 ). Calkujac 6 po okregu z2+y? = ¢? = const
wyprowadzi¢ nastepujace tozsamosci: fo e2°5¢ cos(psin p)dp = , fo% ch(gcos p) cos(gsinp) dp = 7.

m(sh rdy—sinydz) € @1(0) Sprawdzié, ze dw = 0; dowiesé,
ze jesli v jest dowolna krzywa w O, obiegajaca jednokrotnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazdéwek zegara
punkt (0,0) oraz nie obiegajaca zadnego innego punktu postaci (0, 2kw), to fv w = 2.

10.
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22.

(a) e A, gdrie et = 3T ff e = S i 5 (0) w = (f1 = 2f) A (2= f2) 4 (FF = f1) A (B = 20%); (d) wn = wnat

F+(f 02 A(fP=0r—2), gdzie o := Z:;_]Q fU; stad, przez indukeje, wo, i wogy1 sprowadzaja sig¢ do postaci Zf=1 e2t=1 pe2t,

Zastos. “kryterium podzieln. przez 1-forme”; w = (e! —2e?) A (3e? —e*) A (' —e®);w' = (e +2e? +3e®) A (e! —e®) A (e? —2¢% +3e*).

Znalezé § # 0 z warunku 6 Aw = 0, nastepnie wyrazié w w bazie 1 = 6,02 = ¢2,...,6° =¢%. Odp. 6 = ZZ e, o= Z2<]<k<5 el Aek,

o(zdo—pdz)Ady
(02+22)3/2

edypAd(ez)

o1 = 0%dp = r2sin?9dy; 09 = 2dp— pdz = r2dd; wy = =sind d¥ Ady; wy = =tgd d(p/\d(*/‘2 sin 1 cos 9).

w=uwxyzd (log %) Ad (log %), skad wynika ¢*w = pq27~2s(% - EA(

2|8

- %) =gr(rsdp Adg+ spdq Adr+ pgdr Ads+ qr ds A dp).

(a) ¢*r = “2'{'”2&, ¢*(xdy—y dzr) = w? (udv—v du), co tatwo daje ¢*w = W#W(u dvAdw+v dwAdutw duidv). (b) Skoro
7+ 2z > 0 na O, to rozwiazujac wzgledem u,v,w > 0 réwnania ¢(u,v,w) = (z,y, z) dostajemy ¢~ (z,y,2) = (\/%, \/%7\/7’ + 2);

(udv — v du); poniewaz ¢*(r + z) = w?, to & = 2¢* (w) = ¢*o, gdzie 0 := sdy—yds,

(¢) Mozna wziac np. & := r(r+z)

-2
u?4vi4w?
w = fd(z—z)Ad(y—t); wprowadzajac nowe wspSlrzedne z —z, y —t, o+ z, y + ¢ dostajemy stad Odp. f = F(z—z,y—1t), F € Q°(R?).
(a) 2 611_' :%, ten. 3 € QOR) th=f(z1+...+xy); (b)8=F(z1+... Z<kdasjl\dack, gdzie F(t) ff

Jeéli dodatkowo zazadamy, by e, | # = 0, to dostaniemy réwnania (—l)k_1 %91‘1,,,%_1 = Wi, dlal <4 <o <ipoy K n—1.

(b) %arctg =2, (c) f = kr 4 arctg(tgz + y) na]w7 M[ xR; (d) f= logz,

VE v O T
(a) 0 = bdw — ady; (b) 6 = %; () 6= 1L (%—d2);(d) 6 =rdf lub o =—fdr; (e) 0 = W(ydx-xdy), gdzie
F € Q%R?\ 0) spelnia warunek =F! + yFy = \/x? + y2 f; sprawdzié, ze moina wziaé F(z,y) := \/2? + y? f f(tz, ty)d

2 drx—y |
(a) 7 arctg SV

(a) w = f(o,¢)doA zdyé);;’dz, gdzie f € Q°(R4 x R) (okresowa wzgledem ¢); mozna wziaé f := F(Q,Lp)zdyé);zydz gdzie F(p,¢) 1= ...
1

(b) Niech o := |z|™" E:=1 Ty %_l dzy1 A ... Adzy, gdzie |z| := (ZZ=1 xi) 2, wtedy do = 0. Jedli w = f(z)dzy A ... Adzy,

(dana), a § = F(z)o (szukana), to w = df <= f(z) = |z|™" Zk xk%(z‘) Taki warunek speinia np. funkcja F' okreslona wzorem

F(z) := fllml t"_lf(ﬁx) dt, bowiem (Zk T %) |z| = |z| oraz (Zk Tk %) f(+52) = 0 (dodatnia jednorodnosé stopnia 1 i 0).

]

(a) Gdyby w = dz A 0, wtedy 0 = dz A (9 - zw>, azatem 3f € Q°(Q) : 6 — Z2Ay=vdr _ g0 réimiczkujac te réwnosé z

z24y? z24y?
warunku df = 0 dostajemy % Adz = df A dz, a zatem df = % + gdz dla pewnej g € Q°(0O). Calkujac obie strony
po dowolnym okregu C' C O lezacym w plaszczyznie z = const otrzymujemy stad 0 = fc df = fC W = 2, sprzecznosé.
(b) 3o = o1dz+o2dy +03dz € Q' (R?) : do = w (4ciagalnoéé przestrzeni R?); warunek 0 = dz A do = (% - 802) dz Ady Adz daje

o ld . 1
88; = 8;, wiec 3f € QO(R?) : % = o4, % = oo (np. f(z,y,2) = fo (o1(tz,ty, z)z + o2(tz, ty, 2)y)dt ma te wlasnosc). Mamy

wiec w = do = dz A 801—% dr + 802—800 dy| = dz A a(f Uo)d -|-8(f Uo)dy =dzAd(f—o0) (gdzie f: _ﬂ Q.E.D.
Oz Ox Oz ( )( )

¢*w = ¢fw + dt A o, gdzie 0 = B%J ¢fw. Stad, jedli d; oznacza “réiniczke zewnetrzng przy ustalonym 7, to d(¢*w) = dy(dfw) +
dt A %(q&;‘w) — dt Adio, zatem %_l d(¢*w) = %(q&:w) — dto. Zastosujmy operacje fol ...dt do obu stron tej tozsamosci zauwazajac,
.ot 1 1 . 1 .

ze fo (deo)dt = dfo odt = dfo (%J ¢*w) dt = d(Hw); dostajemy wtedy H(dw) = fo %(qﬁjw)dt — d(Hw), skad wynika teza.

Calkujac po tuku okregu zauwazyé, ze f /2 h(p? sin 2p) sinpde = f /2 h(p? sin 2¢) cos ¢ dy (zastosowaé podstawienie ¢ — E —@).



24. Wartoéé f w zalezy jedynie od klasy homotopii «y; biorac () := (g cost,gsint), 0 ¢t £ 2, sprawdzié, ze lim ~*w = 2cost(cost +
¥

o—0+
sint)dt, a wiec 91_1)1(1)1+ fyw = fo ™ 2 cost(cost + sint)dt = 2m. Uwaga. Latwo sprawdzié, ze w = d (arctg c;};ﬁ%) w obszarze

0= {(z,y) : chozcosy # 1} C O; nie wydaje sie jednak, by ten wzér mégl znaczaco uprosci¢ dowéd tezy zadania.
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. Obliczy¢ pole obszaru K1iR?: (a) ograniczonego cykloida (z,y) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 27r], 1 prosta y = 0;

() K = {(x,9) : (2* +¢*)° < a(e® = 3ay”)};

(b) ograniczonego krzywa (z,y) = (sin2¢,sin3¢), 0 g o < m
C={(z,y) rax® — b2y + eyt <0; 2,y > 0} (a,b,¢>0).

(d) K = {(z,y) :ax? —bzy +cy* <0; z,y > 0}; (e) K

. Obliczy¢ calki: (a) [, e® ((1 —cos y)dz — (y —sin y)dy) gdzie L jest brzegiem obszaru {0 < y <sinz, 0 < z < 7};

(b) fL(EdT), jedli A = zz[62 — 3xy, 2z, 3z], a L jest brzegiem pow1erzchn1 S={z==2y, 22 +y* <1,y >
zorientowanym “do géry”; (c) fs(ffd&’), jesli A = _Azvc]l g {x + 2 cz =lLa?4+y*+22 202 2>

bl

(e2+y? +22)3
oraz 0 < @ < b < ¢ sa zadane; (d) fS(Ad&'),jeéhA_[a:z,m y,v?z],a S =0{0< 2 <22 +y?* < L2,y > 0}
(e) fs(ffd&'), jesli A= z[e‘T siny, e” cos y, ﬁ], a S = 51 US, sktada sie z dwoch pétsfer, zawartych w brzegu
]
bryty {1 <z? +y* + 22 <4,y > 0}. W punktach (a), (¢), (d) i (¢) przyjmujemy orientacje zewnetrzna brzegu.

zdyAdz+y dzAdx+2 d:c/\dy
(1:2+y +Z2)3/2
Dowiesé, ze przy stosownej orientacji S wartosé %fs w jest objetoécia bryty [0,1]S := {rg:r € [0,1],7 € ShR>.

Niech SiR? bedzie powierzchnia zawarta w sferze {(z,y,2) : 2>+ ¢* + 22 = 1}, a w :=

~ — R2 . T _
(a) Niech O := R”\ {0}; wykazé, zejedli 0 € QY(O), df =0 oraz fxf+x§:1
(b) Niech Oq := R?\ Res; wykazaé, ze jedli 6 € QY 0p), dd=01 [

24 .2 —
1:1+1:2_1,1:3_0

6 =0, to @ jest forma zupelna.
f =0, to @ jest forma zupelna.

. Niech S := {z € R? : ||z|| = 1hO := R\ 0. Dowieé¢, ze jedli w € Q*(0), dw =01 fsw =0, tow jest zupetna.

Wskazdwka. Wykorzystaé $ciagalnoéé zbioréw 04 = R?*\ (R_)es, O_ = R*\ (R4 )es oraz wynik zadania 4(b).

. Dowieéé, ze: (a) obszar @ := R? \ Res nie jest éciggalny; (b) istnieje odwzorowanie gtadkie ¢ : [0,1] x O — O,

takie ze ¢1 = idp oraz ¢o(Q) jest krzywa; (c) dla k € {2,3} kazda zamknigta k-forma w € Q¥(0O) jest zupetna.

Korzystajac z poprzednich zadan wykazaé, ze przestrzenie kohomologii HI(R2 \ 0), HI(R3 \ Res) i H2(R3 \ 0)
sa l-wymiarowe, natomiast H2(R>\ Res) i H3(R”\ Res) — zerowe.

. Niech O := R" \ 0 oraz w := Z (=)= Yo, dzy A . dmr Adz, € Q"71(0). (a) Wyprowadzié tozsamosé

w = m{ld(z—f) A A d(z—’;) (b) Dow1esc ze d(f - w) = 0 <— (f jest dodatnio jednorodna stopnia —n).
(¢) Znalez¢ forme pierwotna dla f-w na Ot :={z € R" : 21 > 0}, jeéli f(z)= :t?l_"g(x—2 e “;—71‘) dlax € OF.

Ty’

Obhczyc 0 := fo ( Jo*w ) dt, sprawdzié ze dff = w, jezeli w := z73(x dy Adz + ydz Adx + zdz A dy) € Q*(0),
= {(z,y,2) : z > 0} oraz ¢ : [0,1] x O — O dane jest wzorem: (a) ¢(t,z,y,2z) = (tz,ty,1 — t + tz);
(b) ¢(t, z,y,z) = (tz,ty, z"). (patrz zadanie 21. z poprzedniej serii)

(a) Niech @ := R?\ {(—1,0),(1,0)}; poda¢ przyktad formy 6 € Q*(Q) zamknictej, niezupelnej i symetrycznej
(tzn. S*0 = 0) wzgledem odbicia S(z, z) := (—z, z). (b) Niech 0 =R? \ C, gdzie C := {(z,9,0) : 22 + y* = 1};
podaé przyktad zamknietej, lecz niezupetnej formy fe Ql(@)

Niechn > 2, O := R"\ {0}, w := E ”n(:vldmz/\ Adz, +eycl) = Tl ”n S e Th s M Adzy A Adz, € QPHO).
Dowieéé, ze: (a) (o € Q"~1(0) jest obrotowo niezmiennicza: VF € End(R”): FIF =1,det F = 1= F*o = 0)
— (0’ ma postaé o = f(||z]])w, f € QO(R+)). (b) Jesli o = f(||z|)w, f € Q°(Ry), to (0’ jest niezmiennicza
wzgledem wszystkich jednoktadnoéci J. : O — O, J.(z) :=c-z, ¢ > 0) <= f = const < (Ujest zamknigta).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na @ := R\ {0}, tzn. ﬁ(x) := ¥. Sprawdzi¢, ze jedli pole wektorowe
A na O jest dodatnio jednorodne stopnia o € R, tzn. ff(t z)= taff(:n) dla z € O oraz t > 0, to zachodza wzory:
(a 4+ 1)A = grad(A|R) + (rotA) x R, (a4 2)A = rot(A x R) + (divA)R.

W konsekwencji Amana© potencjat skalarny (wektorowy), jesli rotA=01a #—1 (jeshi divA=0ia # —2).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na O := R” \ {0}, tzn. R(z) = z. Dowies¢, ze jedli w € Q*(Q)
spetnia warunek w(tz) = t®w(z) dla z € O, t > 0, tzn. wspSlezynniki w sa funkcjami dodatnio jednorodnymi

stopnia a, to | (o + k)w = d(R_1w) + R_l dw | Sprawdzié, ze stanowi to uogdlnienie wyniku poprzedniego zadania.
g g

Stosujac tw. Stokesa dowies¢, ze jedli u i v sa funkcjami gtadkimi na otoczeniu zwartego obszaru K1R?, to zachodza

nastepujace fozsamosci Greena: fK (uAv + (Vv|Vu))dm dy = [y u g;’lds = faK (6—“ — a—”dr) fK (uAv —
vAu)dz dy = faK(ug—fL — vg—fl)ds, fKAu drdy = [, g,“lds Wyjaéni¢ sens tradycyjnego symbolu 2 o

Wyprowadzi¢ wzory: [, ( Adl = [i.( A|t Yds1, [ Ado fS(fﬂn)dsz, wyrazajace calki z form rézniczkowych w
R? po krzywych (dim L = 1) i powierzchniach (dim.S = 2) przez catki krzywoliniowe i powierzchniowe; ¢ oznacza
pole wersoréw stycznych na L, a n — pole wersoréw normalnych na S; orientacje L i S okreslone sa przez t i n.
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Obliczy¢ catki / fdso i / fdé‘z, jesli S jest stozkiem {(z,y, z) : % %—z =22 2¢€[0,c]},a f =4/ 2—3 + %—j + 22,
s s

Niech O1R>\ 0 (otwarty), f € Q°(0); oznaczmy fi= ax ;7 R®> = R, r(x) := ||2]|. Dowie¢, ze: (a) Jedli f znika

na brzegu zwartego obszaru K10, to [ r_3(:v1ff1 + zaf’y + 1‘3f73)d3 = 0; (b) Jesli f znika na brzegu zwartej
1 fl1 rp N

powierzchni S10, an : S — R? jest polem jednostkowych wektoréw normalnych na S, to/ ~ |1 rs mNa|dss =
S fl3 r3 N3

0.
. (a) |K| = 3m; (b) |K| = ?2, (c) |K| = Ta? (parametryzowaé katem ¢); (d) %a_3b5c_2; (e) K| = ﬁa_567c_2.
. Zastosowadé twierdzenie Stokesa. Odp. (a) I = —é—(eﬂ' —1); (b) %; (c) 27 (1 - £ iz:zz ; (d) &3 (e) %ﬂ'.

. . . .. . 1
r2dr Aw = dx A dy A dz, wiec sprowadzajac catke wielokrotna do calki iterowanej mamy [[0,1]S] = f[o 1s r2dr Aw = fo r2dr - fS w.

. (a) Sciagalnodé zbioréw O4 = O \ (R3)ez daje If+ € Q°(O4) : 6 = df+ na Og; réenica f := f4 — f— jest stala na obu spéjnych

sktadowych O4 N O_, tzn. na pdlplaszczyznach {z1 > 0} i1 {z1 < 0}. Dzielac v na dwa luki o korcach p = (1,0) i ¢ = (-1,0)
dostajemy 0 = fwﬁ = <f+(q) - f_|_(p)) + (f_(p) - f_(q)) = f(q) — f(p), wiec obie stale sa réwne: f1 = f_ + c. Stad fy ma
przedluzenie do gladkiej funkcji na O, ktdrej rézniczka jest 6. (b) Dowdd identyczny; jako O+ bierzemy dopelnienia stosownych
pélplaszczyzn w RP.

(éciqgalnoéé Oi) = 30+ € Q1(O4) : w=df4+ na O4. Niech St beda gérna i dolna pélsfera, zas v — okregiem ~v(t) = (cost, sint,0),
stanowiacym wspdlny brzeg S+ . 7Z tw. Stokesa 0 = fs w = fs+ doy +fs_ f 04 — f 6_ = f (04 —6_); zarazem g := 64 —f_

na Qg := O4 N O_ jest zamknieta (bo df+ = w), wiec 3f € Q°(Og) : df = 64 — 6_ na Op (zadanie 4(b)). Przedstawmy f w postaci

f=fr—f_, f+ € Q°(O4), np. biorac f4 = h <||m||) -f, gdzie h € Q°(R) jest taka, ze h(t) = {(1) f;}f . Wtedy 61+ —df+ € Q1(O4)

oraz 4 —dfy = 0_ — f_na Oy NO_, wiec 4 — df+ sklejaja sie do jednej gladkiej formy § na O = O UO_; jest jasne, ze df = w.

C(a) ¢*w = (1 —t 4+ t2)3[t2(xdy — ydz) A (tdz + (2 — 1)dt) + (1 — t + t2)(t3dx A dy + todt A dy + tyde A dt ch—_|d)*w—
(a) ¢ y—y y v+ ty , wie
ot _ydr): T ¢ (|lu=1—t4ez = (L% - —
(l—t+tz)3(xdy y dz); skoro [ (—t+t2)? — ||t=(u—1)/(2— 1)‘ (z— 1)2f <u2 )du— 527 t0 0= giz(wdy — yda).
(b) ¢*w = 272t ¢(tlog z —1)dt A(y do—z dy)+ 272 t2de Ady + 27227142 (z dy —y dz) Adz, wiec E—l ¢*w = 272 (tlog 2 —1)(y dz —x dy);
SkOI‘Of Qtt thgZ— )dt — Hu tlog z || — IOg_2Zf010gzu(u—1)€_2udu — —;—log_2z I:u26—2uj|;052 — _;_ —27 to§ = %

(a) Np. 6 := %(u) + S*w), gdzie w := %;2;_}‘12);1—2; niezupelnoéé ¢ wynika stad, ze fv 6 # 0, gdy v jest malym okregiem woké? (1,0).

(b) Mozna wziac np. = ¢*0, gdzie ¢ : O —o0, é(z,y,2) = (\/2? + y2, 2); wtedy oczywiscie df = ¢*(df) = 0, lecz 6 nie jest zupelna

(bo # 0 jest caltkaz 4 po okregu {(z=1)242%2 =72, y = 0}). Warunek S*@ = 0 sprawia, ze 0 jest gladkana O, nie tylko poza osia 0z, na
2zzdz4(—=z 2422 +1)dz 2z(.rd.r+ydy)+(—.r2—y2+z2+1)dz Ql @

(@2 +2241)% —4a? (@2 452+ 224102 —4(22452) € Q1 (0).

, awiecf =

ktérej ¢ nie jest gladkie. W istocie tatwo policzyé, ze 6 =

Oznaczmy vol := dz1 A...Adzy; przedstawmy o € Q7! (O) w postacioc = g 4 := A_lvol, gdzie A : O — R" jest polem wektorowym
na O. Skoro F*vol = det F - vol (z definicji wyznacznika), to |F*UA =detF -op+4|dla F € End(R"), det ' # 0, gdzie F*A

jest nowym polem wektorowym (“cofnigciem pola A przez F”), danym wzorem F*A = F~1 0 A o F. Tak wigc o4 jest obrotowo

niezmiennicza <=> pole A jest obrotowo niezmiennicze, tzn. F*A = A, tzn. VF : Fo A = Ao F. Ustalmy z € O i weZzmy y := Ax;
mamy wtedy Fy = y dla wszystkich obrotéw F', takich ze Fz = z; wynika stad, ze prostopadla do = skladowa y jest =0 (gdyz O jest
jedynym obrotowo niezmienniczym wektorem w przestrzeni (z)l), wiec y||z. Zatem obrotowo niezmiennicze pole musi mieé¢ postaé
A(z) = h(z)z dla pewnej h € Q°(O); wtedy F*A = A oznacza VF (obrét) : h(Fz) = h(z), skad h(z) jest funkcja od ||z||, co daje (a).
Latwo sprawdzié, ze Jw = w, dw = 0 oraz dr A w = r1~"vol (gdzie r(z) := ||z||), skad natychmiast wynika (b).

Niech § := Rl w, tzn. 8(z) = z_| w(z) dla = € O; rézniczkujac te zaleznosé otrzymujemy 6’ (z)v = =_| (w'(z‘)v) +vdw(r)dlav € R?;
stad d0(z)(v1,...,vr) = Ef 1( 1)1 (9'($)UT) (v1, a,vk) = Zle [(w'($)UT) (z‘,vl,...ﬂ\r...,vk) + w($)(vr,v1,...1;;...,vk)]

=k w(@)(v1,...,vp) + ZT 1( z)v )(m,ul,...A , vk ). Z kolei biorqc v := z mamy: (R dw)(z)(v1,...,vr) = dw(z)(vo,...,vr) =
= Ef:o - (w (:L‘)Urr) (vo, Ar,uk) = (w'(x)r) Vi, vr) F ZT 1 (w'(z)ur) ('r,ul,...fr...,vk). Dodajac stronami te dwie

réwnoéci i korzystajac z réwnania Eulera w’(z)r = o - w(z) (Jednorodnosc stopnia ) dostajemy teze. (Symboleznacza pominiecie.)

Inny sposdb. Niech (zi)?zl — standardowe wspéirzedne na R"™, 9, := 621 oraz w;, .. i, = w(di,..., 05, ) — wspblczynniki w. Wtedy
k . . ; .
(dw)z‘gil...i = Digwiy...i + Er ) (=1)70;, w, ...a...ik’ co wraz z réwnaniem Fulera Eizzaiwm = a-w._ . daje (R_| (dw))il...ik =

= E dw Yiigoip =@ wip gy + ZT 1 TZ z'8; rw, D Z koleidla § := R_|l w mamy ¢, = E Tw;., wiec (d0)sy..qp, =

= o YT = ()T 123”%1 P I D G e D T T I

PR N Tpty...t

Dodajac to do poprzednlej réwnoéci dostajemy (RJ dw + d(R w)) o =(a+ k)wll g
110

Ad fL: Jeéli ¢ jest parametryzacja krzywej L, to t o ¢ = ||¢’|| 714", ¢*ds1 = ||¢’]|, wiec ¢* ((j|t)dsl) = (ffo d(u)|d’ (u)) |dul,
natomiast ¢*( A_'dl_) = ES A; o (b(u)%du = (Eo é(u)|¢’'(u)) du, skad teza. Ad fsz Jesli ¢ jest parametryzacja powierzchni

1=1
S, to ¢*dsy = ||6u1 6u2|| =: K, zaéd no¢p = %(% X %), wiec ¢* ((A|n)d52) = (Ao ¢(u )|6u1 6u2)|du1 A duz|, zad
6*(Add) = (A1 0 p(u) 2L 4 ) duy Adus = (K0 $(u)| 2L x HL)duy Aduz, skad tera.

2 2;2 25\ .3
¢(z,¢) := (azcos ¢,bzsin g, z), wtedy ¢*dsy = Z\/a2b2 +a2sin? o+ b2cos2 p|dz Adp|. Odp. | = W, Iy = 2wabe.
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. Pokazaé, ze funkcja f(z) :=

Zadania Swigteczne z Analizy Matematycznej Grudzien 1993

. Znale#¢é funkcje holomorficzna f taka, ze |f(z + iy)| = (2% + y?)e” dla z,y € R.

m odwzorowuje biholomorficznie koto K := {z € C : |z| < 1} na C\]—o0, — 1],
rozciete koto K'\]—1,0] na C\ R4, natomiast pétkole K "H,; — na gérna pétptaszezyzne Hy := {z : Imz > 0}.

. Dowie§é, ze jedli f : {z € C : Imz > 0} — C jest funkcja ciagta, holomorficznana {z € C : Imz > 0} i rzeczywista

f(z), Tmz<0
f(z), Tmz>0’

Pokazaé, ze fC f(z)dz = 0 dla dowolnej krzywej zamknietej C' i1 skorzystaé z twierdzenia Morery.

bedaca przedtuzeniem f, jest holomorficzna na calej ptaszczyznie C.

na R, to funkcja f(z) = {

. Niech K := {z € C : |z] < 1}. Dowie$¢, ze: (a) Istnieje doktadnie jedna funkcja f € H(K), takaze f(z) = z+ f(2?)

dla z € K oraz f(0) = 0. (b) Dla kazdego zg € K szereg Taylora funkcji f o §rodku w zg ma promiefi zbieznosci
réwny 1 — |z|; w konsekwencji f nie da sie holomorficznie przedtuzyé poza koto K.
(a) Przedstawié f w postaci f(z) = Z anz"; (b) Pokaza¢, ze lim |f(rw)| = oo dla w z pewnego gestego podzbioru okregu |w| = 1.
r /1
n20

Znale#¢ wszystkie funkcje harmoniczne postaci u(z,y) = ¢(z? — y?), gdzie ¢ : R — R. jest pewna funkcja.

Zmalez¢ wszystkie punkty osobliwe (wlaczajac takze punkt co) dla podanych nizej funkeji oraz okresli¢ ich rodzaj.

(a) fz) = &= (b) f(2) = =855 (0) £(2) = =575 (d) f(z) = o832,

. Znalez¢ bieguny, wyznaczy¢ ich rzedy i obliczyé residua (wlaczajac w to takze punkt co):
1

amgl/z ez—1 22

(a) f(2) = mratzms () f(2) = 555 () £(2) = oy (D) f(2) = 5553 (@) f(2) = 7oy (F) (o) = o2+
Rozwinaé funkcje w szereg Laurenta:

(a) f(z) == ¢/ w piercieniu |z — zo| > 0, zo = 0; (b) f(z) = (1_1_22)2 w piercieniu 1 < |z — zo| < /5, 20 = 1 +1;
(¢) f(z) = exp(z+1/z) w pierScieniu |z — 2| > 0, 20 = 0;(d) f(2) = FZ5 dla 0 < [z — 20| < 27, 20 = 27ik, k € Z.

Pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna funkcja holomorficzna f na C \ {2,i}, majaca w z = i biegun 1. rzedu, w

z = 2 biegun 2. rzedu i taka, ze lim 2?f(z) = 1 oraz /f(z) dz = 27, gdzie vy : R 2t — (1 + i)t € C. Znalezé
Z2—00 ¥
rozwiniecie tej funkcji w szereg Laurenta w pierscieniu 1 < |z| < 2.

Obliczy¢ catke [ f(z)dz, jesli: (a) f(z) = Zezxfz,)% oraz C' = {z € C : |z| = 4};
(b) f(z) = <82 orazC:{zEC Hz| =1} (c) f(z) = ] ={z€eC:|z| =2}.
Wykazad, ze: f+oo m = %ﬂ'; (b) f_+oo % dx = —Ee_b sina, jesli a,b > 0;
c) f+oowdm:ﬂ'(a—b), 0<a<b (d) f0+oo xl_ls_lxnf dm—gcos\/l—exp (—\/Lg)
oo _: 2 oo i3 25z 3iz iz ¢
. 3 . . -1 -3 2
Wykazaé, ze / sz Tde = T oraz / smga: dr = —ﬂ-, catkujac funkcje ¢ 3 oraz < 36 +
0 x x 8 z z
po brzegu pétpierscienia {z : r < |z| < R, Imz > 0} .
Wykazad, z'e/ P~ cosax dr = aPT(p )cos— / Ysinazder = a PT(p )sing—p dlaa>0,0<p<l,
0
catkujac stosowna jednoznaczna gataz f(z) = z2P~'e~% po brzegu obszaru {z : r < |z| < R, Rez > 0, Imz > 0}.

Oznaczenie. T(p) := fooo 2P~ le=®dx dla p > 0; jest to tzw. funkcja gamma Fulera.
dx _
z?(c+1) — smp7r

1
.. 1 dx T ) . . , . 1 1
Wykazaé, ze / log(; — I)H——l‘z = Zlog 2, catkujac stosowna jednoznaczna gataz funkcji log(; - z) T2

Dowie$é, ze [~ dla 0 < p < 1, catkujac odpowiednig funkecje po brzegu {z : r < |z| < R, z # |z|}.

0
po brzegu obszaru {z: r < |z| < R, |z —1|> 7, |2+ 1| > r, Imz > 0}.

., * chaz 1 * sinazx
Wyprowadzié wzory: (a) / dr = — dlaa €]—a,x[; (b) / de = —th — dlaaeR.
o chmz 2cos 5 o shz
Calkowaé funkcje f po brzegu obszaru O, gdzie: (a) f(z) = %, O:={2z: — R<Rez< R,0<Imz < 1};

taz

(b) f(z) =57, O:={2: ~-R<Rez< R,0<Imz < 2m, |2z| >, |z — 27| > r}.

Catkujac “po kosci” wyprowadzi¢ nastepujace wzory:

2 x—1 31 dz 2 ! =1
a z+1)¢ de = —m; (b / == (c /ml/wl—xl_l/”dm: —.
( )/1 ( ) 22—z 36 (b) 1 (2= 2)(1+ 2)? V3 (c) 0 ( ) 27 sin 1
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d d d
Obliczy¢ nastepujace catki: (a) &; (b) / S (c)/ (56733 a,b>0;
0

= 1 —2acosz + a? oo 1‘4—1—6:52—1—25’ a+ bz?)*’
*® zsinzdz z3sinzdzx (cos2ax — cos2bz)dx . .
@ /0 (2 + 7r2)2; ©) /—oo z4 + Ha? —1—4; ® / x? el b >0
oo 6ax+ea1:/2 . /OO \/_dl . o logrdr
— dz, jesli0<a< 1 h — Y- 1 —
® [ e ® ), GrnE+?) O ), Zre

Odpowiedzi i rozwigzania

. Kladac f(z) = eF(2), F(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y), dostajemy u(z,y) = = + log(z? + y?). Biorac 20 = 1, F(20) = 1, ze wzoru

F(z) + F(z0) = 2u<2+2l, ?) dostajemy: F(z) = 2Z+1 +210g[ <Z+1) + (Z;Z.l)2] —1=2+2log=. Odp. f(z) =22 expz.

2
;) , Przy czym z — w = h(z) := itz

, skad wynika
teza pierwsza. Dalej, h : K \]-1,0] = {w:Rew > 0}\]0,1] oraz h : K " Hy = {w:Rew > 0, Imw > 0}, co daje pozostale tezy.
Au(z,y) = 4(2? 4+ y2)®" (22 — y?), wiec Au=0 < ®" =0, tzn. ®(t) = at + b, a,b € R.

- (a) W z = 0 osobliwoé¢ pozorna, f(0) = a; w z = co punkt istotnie osobliwy, gdyz limy— 4o f(Z) # limg— 4o f(—F);

(b) Pozorne osobliwoéci dla z = £ %, f(£F) = —%; dla z = oo osobliwo$¢ istotna.
(c) f(0) = 1 — punkt pozornie osobliwy7 dla z = 2inm, n € Z, n # 0 sa bieguny 1-krotne; dla z = co — punkt istotnie osobliwy.
(d) Funkja wieloznaczna; dla z = 0 na galezi okreslonej warunklem log1l = 0O jest osobhwosc pozorna: f(0) = 1, na pozostalych

gateziach w z = 0 jest 1-krotny biegun; na otoczeniu co funkcja f nie ma jednoznacznej gatezi.
(a) Punkt z = 0 jest biegunem 4-krotnym, resp f(z) = O (parzystos¢); punkt z = oo jest istotnie osobhwy7 Teseo f(z) = 0 (parzystoéé);
pozostale punkty osobliwe sa biegunami 1-krotnymi: res\/ﬁf(z) % (=1)*(nm)~ 3/2 oraz res; \/—f( z) = 5(=1)"(nm)~ 3/2 dlan € N.

(-1)F _ [ (=1)nttet, om0 <
I = {(—1)n+1[6—1 _ E?:O(_I)T/T!L idi n>0 H res_lf(z) = (_1) e—1

(b) z = 0 jest istotnie osobliwy, resq f(z) = E

E30,030,l=n+k+1 4
. ) _Jo, gdy n <0 . punktem regularnym, gdy n <1
(biegun 1-krotny); reseo f(z) = { n+1 ZT 0 )/, gdynz0’ pray czym oo jest biegunem krotnoscin-1, gdyn > 1"
c) res; f(z) = —res_; f(z) = —i2—2n+1 (2: 12) = 217%’ sa to bieguny n-krotne; z = oo jest n-krotnym zerem.

d) resoinn f(2z) = exp % dla n € Z — bieguny 1-krotne; z = oo jest istotnie osobliwy, ress f(2) nie da si¢ efektywnie wyliczy¢.

e) resq f(z) = (—-1)" <n2n1) = (=1)"n22ntl %, ress f(z) = —resy f(z), oba bieguny sa n-krotne;
f) resg f(z) = 1 — biegun 5-krotny; res; f(z) = res_1 f(z) = —% — bieguny 1-krotne; w z = co funkcja f ma 7-krotne zero.

1 (1\" _ 1
a) f(z) = an>0 T (;) = En<5 mZ“]dla |z| > 0. ‘ ‘
)45(2) = T~ e~ T - e = O ) T S ) - S04 1) - B D)2 dlaw = 2 0,
Przy czym ’1+21

= Zn>0(n+l)<” [¢] < 1, otrzymujemy: f(z) = 100 Zn>0< 3+i)n+ 13-}-62) (11_27) + lzn< L+ 14 4)(z0 — 2)™.

(
(
(
(
(
(b

< 1 oraz |—| < 1 w rozwazanym pierécieniu; stad ze wzoréw (1 — ¢)~! = En>0 (-0 = %(1 -~

(c) f(z) = ZO:_OO anz”, gdzie ap = a_p = Zk 0 k'(n+k)' dla n € Zy (iloczyn Cauchy’ego szeregéw).
(d) W pierécieniu 0 < |z| < 27 mamy: f(z) = 55 = ZZO o ]‘Z’,‘ 2", gdzie By, sa tzw. liczbam? Bernoulliego (zob. np. F.Leja, Funkcje
zespolone, str.121); jesli wiec zg = 2irmk, k E Z, oraz 0 < |z — z0| < 2, to oznaczajac w = z — zg dostajemy: f(z) = ;Uj_zg =

= (1 + %) flw) = 220:_1 (% + %) (z—20)" dla0 < |z — z| < 27, przy czym dodatkowo oznaczyliémy B_; := 0.

. Polézmy f(z) = M—}—h(z), gdzie a, b, c € C sa dobrane tak, by h(z) bylaregularnaw z = 4, z = 2. Waruneklim._. f(z) =0

(z—2)%(2—1)

daje lim;_. o h(z) = 0, zatem funkcja calkowita h jest ograniczona, a wiec stala (tw. Liouville'a); stad h(z) = 0. Mamy wiec:

(z
a = limz—oo 2f(2) = 0, b = lims— o 22 f(2 ) =1, zaé warunek catkowy daje res; f(z) 1 soceyliitc= (2 —2)2, tzn. c = —4 — 44.
):

Odpowieds. f(z % = = -+ “_2)2 + ;555 dlal < |z| < 2 mamy f(z) = En<0(—1)”+12”z” —zzn>0 n+42)27n1m,
1
1 3% . .
(a) reso f(2) + res—_3 f(2) = —Tesco f(2) = resgzT2 f(271) = respz 7237 (1 +32)71 = diz Zzof_‘_% = _%7 wiec fC f(z)dz = —%27&
(b) fC f(z)dz = 0, gdyz resp thz = 0 wskutek parzystosci funkcji.
a2 :
(c) res_1 f(2) = —resao f(2) = l“eso(Lf(%)) = resg 13 Ccos —— 1+Z = %ytzocosl_}% = _;—[(14-1;)4 cosli—z + 2(1_:2)3 sin 1-}%] o=
= ——(cosl+251n1),w1@c fC z)dz = —im(cos1 + 2sin1).

1 (z2-1)%d= _ - _ - - . _ T al <1

(a )I_ |2]=1 220 a)()az = 2Z|Z|<lreszf(z),reso_1+a 2 resq =1—a"2,res1 =a 2—1,w1gc]—{ﬂa_72 I‘II>1
a b
(dla | |=1,a# %1 calkajest rozbiezna).
22 —2_3 . . . - . .
(b) resit2: [m] 16 , TeS_142i m = %, wiec catkowanie po brzegu pétkola I&+ daje I = 2inw ZZ resy ... = %.
4 3 4 . — —

(c) resi\/a—/b<m) = %ddzf’ =i\/a_/b(bz+fm) = \/a—bs, wiec calkowanie po brzegu pétkola Ix daje I = 5a 3/2p—5/2,
(d) res;ix [%] = % :m—(zfl-eTF = %, wiec caltkowanie po brzegu pétkola Ix’}; daje I = wres;r ... =e” ™.
(e) res; [% —%e 1 resq; [%] = %e‘Q, wiec calkowanie po brzegu pétkola I{}; daje I = 27 ZZ resy...= %(4—6).
(f) resg [21—2 <e2mz - 62“’2)] = 2¢(a — b), wiec calkowanie po brzegu obszaru {z : 7 < |z| < R, Imz > 0} daje I = l‘77"1"650 =n(b—a).
(8) resirﬁie:j/z = —e'™ _¢iTa/2 e catkowanie po brzegu prostokata {z:|Rez| < R,0<Imz < 27} daje [ = ﬂ%
(h) f(z) = %, p(re'?) = ¥ret?l® dla 0 < ¢ < 2m; wtedy res_q f(z) = eim/6, res_s f(z) = —¥/2ei7/6; calkujac po brzegu

= ¥2-1)

obszaru K g \ [0, R] dostajemy I = S (7 /6)

-(i) Stosujac kontur taki sam jak w (f), wobec res_1 f(2) = T 44, dostajemy I = —.
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. (a ) T € @ (R), gdyz jesli ¢ € D i supp ¢ifa,b], to |T( )| < (b — a)sup|p|; co wiecej, T € §'(R), gdyz dla ¢ € S mamy |T((p
| (
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. Sprawdzié, czy dany funkcjonat 7' : D(R) — R jest dystrybucja; jesli tak, okredli¢ noénik T oraz wskazaé

najmniejsza 7z trzech przestrzeni D’(R) D S'( ) D 3EI(R) do ktérych T nalezy. (a) T(p) = ZneZ e(n);
(b) T(p) = [ ¢ plx)d; = [0 le| ™5 (sinz) ¢(x)da; (d) T(p) =305 7 (e(3) = #(0)).

. Sprawdzié, ze: (a) wzdr T(p fo z)log z dz (catka niewlasciwa Riemanna) okresla dystrybucje 7' € D'(R);

(b) pochodne T, T" dane sa wzorami: T () = hmr\o(f:o ﬂz—ld:p—i— ©(0)-logr) = 01 ﬁ;ﬂﬂ)d + floo %—ldx,
o . ) oo p(r o z)— —zg’ oo ¢(z .
T"(¢) = ¢(0) + limeo [%91 — ¢ (O)logr — [ £hda] = (0) + ¢/(0) — [ E=e=re gy — [ gy,

uzasadnié zbiezno§é powyzszych catek. (c) Znalezé jakaé dystrybucje S € D'(R), ktérej pochodna jest S’ =T
Niech 2o € R i niech f € C*(R\ {z0}) bedzie funkcja majaca jednostronne granice f)(z¥) :=lim___+ f*)(2).

Wyprowadzié wadr | (T5) ™) = Ty + 302, A (F=0s20) - 66670 | gdzie A (FO;20) := fO(a) - fO(27)
oznacza wartoéé skoku () w punkcie xq. Uogdlnié ten wzdr na praypadek funkeji f € C*(R\ {21, ..., 2m}).

Niech # : R — R oznacza funkcjg Heaviside’a 0(z) := o Iig,

funkeji f € LL.(R), tan. T(p = [ f(z)p(z)dz dla ¢ € D( ). Obliczyé: (a) T + a®T), jedli f(z) := 0(z)sinax;
(b) T jedli f(z) := 9(.73) " 1, n € N; ( ) T' — aT, jedli f(z) = 0(x)e™; (d) TH — T, jedli f(z) := |z|sinz;
(e) T, jedli T' =Ty, gdzie f(x) = 0(x )|T| (wyrazi¢ T"(p) tak, by pod 7nak19m catki nie byto pochodnych ¢).

a T =Ty — dystrybucje odpowiadajaca danej

. Obliczy¢ wszystkie pochodne dystrybucji T'= Ty: (a) f(z) := |z|; (b) f(z) = max(l — |z, 0); (c) f(z) :=|sinz|.

Sprawdzié, ze “pochodng dystrybucyjna «funkcji» log |z| jest P(1)”, tzn. ze dla f(z) := log|z| pochodna T}
dana jest wzorem T}’ () = lim,_o J’|r|>r ~p(x)dx =: U(p). Pokazaé, ze rzqd dystrybucji U wynosi 1 (a nie 0, jak
moze sugerowaé brak pochodnych ¢ we wzorze na U(p)).

Dowieéé, ze kazda dystrybucja T € D'(R) ma dystrybucje pierwotng, tzn. 3S € D'(R): S’ =T.

n

. Wykazaé, ze dla f € C*°(R) oraz n € N zachodzi nastepujacy wzdr: f - 6&? = Z( Hn= k( )f(” k)( 0) ~6£IZ).

k=0

. Dowieéé, ze jeéli T, T,, € D'(R) oraz T,, — T, tzn. w sensie stabej zbieznosci w D'(R), tzn. Yo € D(R) :

T.(p) — T(p), to T, — T'; oznacza to, ze rézniczkowanie w D'(R) jest przemienne z operacja przechodzenia
do (stabej) granicy, tzn. operacja rézniczkowania T — T jest (stabo) ciggta.

Dowieéé, ze jedli f, € L. (R)dlan € N, f, — fp.w. w Roraz 3g € L. (R) :Vn e N : |f,| < g pw. w R,
to Ty, — T; w sensie stabej zbieznoéci w D'(R).

Oznaczmy fp(z) == % Wykazaé, ze lim,, _, o f_oooo Fn(z)p(x)de = mp(0) dla ¢ € D(R)), tzn. lim, o, Ty, = wby.

Niech f € C(R) spelnia warunek / f(z)dz = 1; oznaczamy F(z / f(z)dz; niech f,(z) := nf(nz)

i F(x) := F(nz). Wykazaé, ze Tp, — Ty oraz Ty, — by w @( ), tzn. “F, jest przyblizeniem 6(z), a
fn(2) — przyblizeniem delty Diraca dla n — oo”. Wykorzystaé to do sprawdzenia, ze nastepujace ciagi funkcyjne:

(a) fo(z) = m; (b) falz) = \/—exp( n?2?); (c) fa(z) = = (%)2 sa “przyblizeniami delty Diraca”.

nr

Dlan € Z oznacamy e (2) := '™ a wige e, € L1 (R). Dowieéé, 7e jedli ciag liczbowy (an),c7 speinia warunek

IC>0,r>0:Vn€Z,n#0: |a,| < Cnl", to szereg > or__ a,T., jest zbiezny w przestrzeni D'(R).

Wykazaé dla n = 1, ze jesli f oznacza transformate Fouriera funkcji f € S(R™), f(p) = [ f(z)e!P®)dz, to
f=p) = @m)" S (0).

Odpowiedzi i rozwigzania

) <

w D7 R).

(b) T € D'(R), gdyz (oprécz liniowodci) mamy |T(¢)| <

wiec T ¢ &'; takse T ¢ 8', gdyz np. dla p(z) = e_\/l'i'7 mamy ¢ € 8, lecz calka T(¢) jest rozbiesma. (c) T € §', gdyz f(r) =

|az|_% sinz jest calkowalna na R, skad |T(¢)| € C N(y), gdzie C := fjooo |f(z)|dz, N(¢) := sup |¢(R)|. Oczywidcie suppT = R,

wiec T ¢ &'. (d) Izn € [0,1] : gp(%) - ¢(0) = %Lp’(a:‘n) (tw. Lagrange’a), wiec |T(¢)| = |Zn n]—zap’(xn)| < C sup|¢’([0,1])], gdzie
C = E nl_z = ’%—2, zatem T € D’ (a nawet T € 8'), przy czym supp ¢ = {0} U{% :n € Nh[0,1], wigc T € &'(R).

©
N(¢) = const - N(¢), gdzie N(¢) := sup, (1 + |z])2|¢(x)| jest pélnorma na 8; oczywiicie supp T = Z, wigc T & &’
C sup|p|, C = fa e?dz, jedli ¢ € D i supp ¢1[a, b]; oczywiscie suppT = R,
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(a) T = Ty, gdzie f(z) := {logj I;U jest lok. calkowalna: f € LIOC(R). (b) T'(¢) = =T(¢'), przy czym f (z)logzdz =
logz |1/x 00 () 1, ~|leg = 1/= - o(z)—(0) . EAY

() (p(z)H —fr - dz — ¢(r)log(r) oraz fo (z)logzdr = o2l g(z)— <p(0)“ = —f L dr (gdyr xlogz — 0).

Podobnie przeksztalcié nalezy catki w T (p) = —T’'(¢’). (c) Na przyklad S(¢) := fo z(logz — 1)p(z) dz.

T () = =Ty(¢’) = —(f_u + )f(a:)ap'(x)d ¢('(z) (p((x) H = —fl(zg )e(zo) + f( xo e(zo) + f z)dz, zatem
T¢' = Ty + A(f;20)8z0, co dowodzi tezy dla n = 1. Krok indukcyjny: Tf("+1) = ( by + Zk 1 Sn— kﬁ(k 1)) fngn) +

A(f(");aco)ézo + ZZ=1 sn_k&(j’;) =T(nt1) + Z;::O sn_kfsg.l;), gdzie s,,_; 1= A(f"_k,ﬁo) = const; to koticzy dowdd.

Z1/2 %1—1/2

(a) a-8p; (b) (n—1)!-80; (c) bo; (d) 460 —4Tg, gdzie g(z) := sgnz - cosz; () T"(¢) = T(¢") = foo ac%gp”(ac)d:r: = | (=) || =

0
_1gm1/2 -
) foo -3 z)dz = \ ol E) |4( - (0) H % fo e~ % (gp(a:) - Lp(O))dx (nalezy zauwazyé, ze wszystkie te caltki sa zbieine).
x el(z)—¢
Alternatywna postaé: T''(¢) = lim,\ o fv P ©"(z) = ...catkowanie przez czedci. .. = lim,\ o (M -1 foo - )

(a) T = Togn, T" = 265" ™V dlan 3 2; (b) f(z) = Lla+1]|+L|e—1|=|z|, wiec 7 (a) wynika T’ = Tj, T(") = %5(_"'1‘1)4-;—55""1)—55""1)

dla n > 2, gdzie h(z) = %sgn(z +1)+ %sgn(az —1) —sgn(z) = x[—1,0] — X[0,17; (¢) T T(2F) = (—1)* [Tf - 220<l<k(_1)lU(2l)] =

= (=)F[Ty —2U + 20" — . 4 (=1)F2u(E=2)] | TR = (—1)k [T, - 23 (- DUEY] = (=) [Ty - 2U' 20" — ...+
-I-(—‘l)kQU(Qk_l)], gdzie U := Z::—oo Smn € D'(R) oraz g(r):=sgn(sinz) cosz (zastosowaé indukcje wzgledem k > 0).

Calkowanie przez czedci daje — f|$|>r log |z| - ¢'(z)dx = (Lp(’l’) — (- )) logr + fl |>T To(x)dr, skad wzér na Ty'. Dlan € N

1
sgnz, s=glz|<1— 2= _ 1-1/(2n) gz _
{0 |31 oraz sup g, | = 1. Wtedy U(epn) > 2 1/(2n) =

= 2log(2n — 1), wiec dla K = [—1,1] nie istnieje oszacowanie Vo € D(K) : |[U(¢)| £ C sup |¢(K)|, tzn. U ma rzad > 0. Zarazem jesli
KiR jest zwarty i C' := fK|log|z‘ U(e)| =

istnieje nieparzysta funkcja ¢, € D(R), taka ze ¢, (z) =

(K), wiec rzad U réwny jest 1.

log|z| ¢’ (z dac| £ Csup (K

. P no_ . , . — Y .o~ [z . . L.
Tozsamosé S(¢') = —T(¢) sugeruje okreslenie S( ):==-T(¢ ) gdzie p(z) = f_oo ©(t)dt; jednak wzdr ten wymaga korekty, gdyz nie
- - oo 0, z<~1
zawsze ¢ ma zwarty noénik: lim,_,  ¢(z) f t)dt. Wezmy dowolna ustalona A € C°(R), taka ze A\(z) = {1 i>1 ;

wtedy @ — I(¢)- X € D(R) dla ¢ € D(R), wiec ma sens definicja S(p) := —T(gp —I(g)- /\); przy tym S € D'(R) i S'(¢) = =S(¢') =

”

= T(¢), gdy7 jak widag, L;I = ¢ oraz I(¢') = 0. Oczywiscie inny wybdr A spowoduje dodanie do S krotnosdci I = Ty, czyli "statej”.

Tloczyn f-T dla f € C*®(R) oraz T € D’(R) okreslony jest wzorem (f-T)(¢) := T(f-¢) (sensownym, gdy7 f-¢ € D(R)); wystarczy
wiec skorzystaé z uogdlnionej reguly Leibniza (f - ¢) ") Zk ( ) (n— k) (%) i wzoru 6( )( )= (- )kﬁlo( (k)) = (-1 )ktp(k)(xo).

Jesli ¢ € D(R) oraz supp ¢1[z1,z2], to gle| € Ll([xl,xz]) jest majoranta dla ciagu fne —— fo, wiec z tw. Lebesgue’a o zmajoryzo-
wanym przechodzeniu 7z granica pod znak calki wynika, ze Ty, (¢) — T(¢).

Funkcja F'(z) := f_zoo Sitﬂdtjest ciagla,lim; . _ o F(z) = 0,limy_, o F(z) = 7 oraz F(0) = ;—

m; stad limy, . o F(nz) = 76(z) p.w. na
R, przy czym |F(nz)| £ g(z) := const € LIIOC(R), gdzie const := sup |F(R)| < co. Korzystajac z 10. dostajemy limy, .o T, = 7-Tp,
a wiec z 9. wynika limy oo Tp1 =« &, przy czym Fl(z) = %F(nm) =nF'(nz) = n* 2% = f,(x), QED.

F : R — R jest ciagla, F(—oo) = 0, F(oco) = 1, wiec F jest ograniczona; mamy wiec majorante C' |p(z)| € LI(R) dla ciagu
Fn(z)e(z) — 8(z)e(z), co daje Tp, — Tp. Stad i z zadania 9. wynika teza.

Jedli ¢ € D(R), to Te, (v) = f emxap(az)dr = @(n), gdzie ¢ jest transformata Fouriera ¢; przy tym ¢ € D(RNS(R) daje vc S(R),
wiec M := sup, g Ip|"+212(p)| < oo oraz dla n # 0 mamy |anp(n)| < n%|n|r+2|$(n)| < M wiec szereg Zn Te.,, () jest

i}

zbiezny, QED. Inny sposéb. Wezmy k € N tak duze (np. & > r + 1), by zbieiny byl szereg Zn;ﬂ) %; wtedy szereg funkcyjny
f(z) = Zn;w #ei"“ jest bezwzgl. zbiesny i ma lok. caltkowalna (stala!) majorante, wiec f € L} _(R); stad i z zadania 10.
wynika, ze Zn#o (i‘;ﬁTen = T} (staba zbieznoéé w D'(R)), wiec réiniczkujac k-krotnie i korzystajac z wyniku 9. dostajemy teze.

Przestawiajac kolejnoéé catkowania otrzymujemy dla f € $(R), g € L'(R) tozsamosé fﬂx)g(x)e—ipzdx = ff(ac + pYg(x)d.
Biorac g(z) = gn(z) = exp(—l—n_2x2) mamy E(x) = nV2m exp(—%'rLQ.rQ)7 wiec ff(x)e_ipzda: = limp— o ff(x)gn(m)e_ipzdr =
= limp— oo V2 f n exp( ——n z2) f(z + p)dz = 27 f(p) dzieki tw. Lebesgue’ai 12.(b), co dowodzi tezy.
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. Znalezé¢ funkcje holomorficzna f : C — C taka, ze |f(z +iy)| = (z* + y*)e” dla r,y € R.

. Pokazaé, ze funkcja f(z) := fzz)f odwzorowuje biholomorficznie koto K := {z € C : |z| < 1} na C\] —00, —%],

rozciete koto K'\]—1,0] na C\ R4, natomiast pétkole K "H; — na gérna pdlptaszczyzne Hy := {z : Imz > 0}.

. Dowiesé, ze jesli f: {z € C:Imz > 0} — C jest funkeja ciagha, holomorficznana {z € C : Imz > 0} i rzeczywista

. z Imz
na R, to funkcja f(z) = {;E ; I > 0, bedaca przedtuzeniem f, jest holomorficzna na catej ptaszczyznie C.
z mz
Wskazowka. Pokazaé, ze fp z)dz = 0 dla dowolnej krzywej zamknietej C' i skorzystaé z twierdzenia Morery.

. Niech K := {z € C : |z| < 1}. Dowie&¢, ze: (a) Istnieje doktadnie jedna funkcja f € H(K), taka ze f(z) = z+ f(2?)

dla z € K oraz f(0) = 0. (b) Dla kazdego zy € K szereg Taylora funkcji f o $rodku w z; ma promien zbieznosci
réwny 1 — |zg|; w konsekwencji f nie da si¢ holomorficznie przedtuzyé poza koto K.

(a) Przedstawié¢ f w postaci f(z) = E anz"; (b) Pokazaé, ze lim |f(rw)| = oo dla w 7 pewnego gestego podzbioru okregu |w| = 1.
r 1
n20

. Znalez¢ wszystkie funkcje harmoniczne postaci u(z,y) = ¢(z? — y?), gdzie ¢ : R — R jest pewna funkcja.

. Znalez¢ wszystkie punkty osobliwe (wlaczajac takze punkt co) dla podanych nizej funkcji oraz okresli¢ ich rodzaj:

(a) f(z) = £=4 (b) f(2) = 7 (¢) £(2) = =75 (d) f(z) = '8,

. Znalez¢ bieguny, wyznaczy¢ ich rzedy 1 obliczy¢ residua (wlaczajac w to takze punkt oo)

n_1/z

(8) £(2) = zrbzmi (b) F(2) = 25255 (0) £(2) = prmyes (d) F(2) = £ (0) £(2) = eyt () £(2) = seor.

. Rozwinaé funk(‘j@ w szereg Laurenta:

(a) f(z) = 2°e/# w pierscieniu |z — zg| > 0, 20 = 0; (b) f(2) = (H_ZE)Q w pierécieniu 1 < |z — 20| < V53, 20 = 1 41;
(¢) f(2) = exp(z +1/z) w pierdcieniu [z —zo| > 0, 20 = 0;(d) f(2) = FZ= dla 0 < |z — 2| < 27, 20 = 27ik, k € Z.

. Pokazad, ze istnieje dokladnie jedna funkcja holomorficzna f na C \ {2,i}, majaca w z = 7 biegun 1. rzedu, w

z = 2 biegun 2. rzedu i taka, ze lim z?f(z) = 1 oraz /f(z) dz = 2w, gdzie y : R 2t — (1 + i)t € C. Znalezd
Z—00 ’y
rozwiniecie tej funkeji w szereg Laurenta w pierScieniu 1 < |z] < 2.

Obliczy¢ catke [, f(z)dz, jeéli: (a) f(z) = Zixf;‘ oraz C = {z € C: |z| = 4};
(b) f(z )_—tfioraZC:{ZEC:|2|:1}; (c) f(z) =zcos g oraz C={2€C:|z| = 2}.
Wykazaé, ze: (a) f_-l—;o W-HQ)% dr = %71'; (b) J’_+00 % dr = —%e—b sina, jesli a,b > 0;
+00 cos(ax)—cos(bx . 400 z3ging _
) [, %dm:ﬂ'(a—b), 0<a<b; d) [, T dr = 2cos\}exp( %)
oo i 2 oo 3 23z 3iz iz
-1 — 2
Wykazaé, ze sm;v de =  oraz / smsx de = 3—7T, catkujac funkcje ¢ 5 oraz ° 336 +
x 0 x 8 z z

0
po brzegu pdlpiericienia {z : r < |z| < R, Imz > 0} .

P
2
calkujac stosowna jednoznaczna galaz f(z) = 2~1e~% po brzegu obszaru {z : r < |z| < R, Rez > 0, Imz > 0}.
Oznaczenie. T(p) := fooo eP~le®dx dla p > 0; jest to tzw. funkcja gamma Eulera.

Wykazaé, ze / &P~ cosax dr = a”PT(p) cosﬂ—, / 2P lsinar de = a_pF(p)sing—p dlaa>0,0<p<l,
0 0

dw
:L‘P(:IJ+]) sin p7r

1
1 d: 1 1
Wykazaé, ze / log(; - x)l _:172 = %log‘z, catkujac stosowna jednoznaczna gala? funkcji log(; - Z)l T

0
po brzegu obszaru {z: r < |z| < R, |z = 1| > 7, |z+ 1] > r, Imz > 0}.

Dowieéé, ze fooo dla 0 < p < 1, catkujac odpowiednig funkcje po brzegu {z : r < |z| < R, z # |2|}.

(o] (o]
., chax 1 sin ax
Wyprowadzié¢ wzory: (a) dr = — dlaa€]—m,x[; (b) dz —th — dlaa eR.
o chmz 2cos 5 o shz
Caltkowaé funkcje f po brzegu obszaru O, gdzie: (a) f(z)= %, O:={z: —-R<Rez< R,0<Imz < 1};
(b) f(z2):= %, O:={2z: —R<Rez< R,0< Imz < 2m, |z| >, |2 = 27| > r}.

Catkujac “po ko§ci” wyprowadzié¢ nastepujace wzory:

2 r—1 31 2 dzx 2T ! 1 T—1
N - . _ =7, [m1 o a1=1/= _
(a)/l ($+1)”2—md$_ 36" (b) /_1 (D ETIE =7 (c)/o (1l —x) de = PR




18.

N sin? z dx e x? dx ztdx
Obliczy¢ nastepujace caltki: (a)/ _ (b)/ _ )/ a,b>0;

_x 1 —2acosz +a? o T+ 622 425 (a + ba?)*’
*® zsinzdz z3ginzdx ° (cos2ax — cos Zbr) dxr . .
(d)/ ?2)2, (e)/ m, (f)/(; ;L‘z ,JeSh (l,b>07
e 4 eao/? . /°° Vr dz o [ logzdzx
—dz, jesi0<a<1; h _ 1 _—
@ [ e ®) ), GrDE+2) O J, Vw1

Odpowiedzi i rozwigzania

. Ktadac f(z) = eFl2)) F(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y), dostajemy u(z,y) = = + log(z? + y?). Biorac 20 = 1, F(20) = 1, ze wzoru

F(z) +F(z0) = 2u(z+20 = ZD) dostajemy: F(z) = 22+1 + 210g[ (Z+1)2 + (Z;1)2] —1=2+42logz. Odp. f(z) = 22 expz.
f(z) = (iti) » przy czym z — w = h(z) := 14_-2 , skad wynika

teza pierwsza. Dalej, h : K\ ]—1,0] = {w:Rew > 0}\]0,1] oraz h : K nHy = {w:Rew > 0, Imw > 0}, co daje pozostale tezy.

5. Au(z,y) = 4(2? + )" (22 — y?), wiec Au=0 < & =0, tzn. &(t) = at + b, a,b € R.

10.

18.

(a ) W z = 0 osobliwo$¢ pozorna, f(0) = a; w z = oo punkt istotnie osobliwy, gdyz lim f(£)# lim f(-2);
x—+ 00 z—+ 0
Pozorne osobliwosdci dla z = £ 5 T f(£Z)=—1;dla z = co osobliwosé istotna.
2 T
(c ) f(0) = 1 — punkt pozornie osobhwy7 dla z = 2inm, n € Z, n # 0 sa bieguny 1-krotne; dla z = co — punkt istotnie osobliwy.
Funkja wieloznaczna; dla z = 0 na galezi okreslonej Warunklem log1l = 0 jest osobhwosc pozorna: = 1, na pozostaltych
gaie g

galgzmch w z = 0 jest 1-krotny biegun; na otoczeniu co funkcja f nie ma jednoznacznej galezi.

(a) Punkt z = O jest biegunem 4-krotnym, rgs f(z) = 0 (parzysto$é); punkt z = co jest istotnie osobliwy, res f(z) = 0 (parzystosé);
o0

pozostale punkty osobliwe sa biegunami 1-krotnymi: res f(z) = l(—1)“('mr)_3/2 oraz res f(z) = i(—1)”('mr)_3/2 dla n € N.
o iSE

2 2

(b) z = 0 jest istotnie osobliwy, rgsf(z) = Z (_lll)kz {E:i;:ii[ee_—lf _ En_o(_l)T/T] ijz Z ; 8; lzelsf(z) = (-1)e!

. FROIZ0 IR gdy n <0 - . punktem regularnym, gdy n <1
(biegun 1-krotny); r;sf(z) - { )t ET 0 ) /rl,gdy n >0’ przy czym oo jest {biegunem krotnosci n7-17 gdy n ; 1°
(c) r?s flz) =— r_ezsf(z) —272nt1 (2: 12) = x%; sa to bieguny n-krotne; z = oo jest n-krotnym zerem.
(d) 21;(73Tsn f(z) = exp ;12% dla n € Z — bieguny 1-krotne; z = co jest istotnie osobliwy, r;s f(2) nie da si¢ efektywnie wyliczyé.
(e) r(les f(z) = (—1)"<n2f1) = (—1)"n22nt! %, res f(z) = —r(les f(z), oba bieguny sa n-krotne;
(f) rgs f(z) =1 — biegun 5-krotny; r(les flz) = 12315 f(z ) = —;— — bieguny 1-krotne; w z = oo funkcja f ma 7-krotne zero.

() 5() = oo 51 (1) = Eona " dla 21> 0
(b) 41(2) = 7 — 37 — - (z_li)2 =+ 25 T RO+ ) T - L0+ )T - B+ )P dlaw =2 — 2,
T+ O =30 (=072 = (-0
= Zn>0 n+1)¢7, €| < 1, otrzymujemy: f(z) = 135 En>0( 3+)n+13+ 62) (1+2f)" + %an_l(n +1410)(z0 — 2)"
(c) f(2) = Zn__oo anz™, gdzie ayp = a—p = Ek:o k!(n+k)‘ dlan € Zy (iloczyn Cauchy’ego szeregéw).
(d) W pierécieniu 0 < |z| < 27 mamy: f(z) = 55 = EZO o %Z", gdzie By, sa tzw. liczbami Bernoulliego (zob. np. F.Leja, Funkcje
w4 zg

zespolone, str.121); jedli wigc 20 = 2imk, k € Z, oraz 0 < |z — 20| < 2m, to oznaczajac w = z — z9 dostajemy: f(z2) = F=F =

przy czym | < 1 oraz |%| < 1 w rozwazanym pierécieniu; stad ze wzoréw (1 —

= (1 + %) flw)y=5"% (% + %) (z—20)"dla0< |z — zg| < 27, przy czym dodatkowo oznaczyliémy B_; := 0.

n=-—1

. Polézmy f(z) = m h(z), gdzie a,b,c € C sa dobrane tak, by h(z) byla regularna w z = ¢, z = 2. Warunek lim f(z) =

(z—2)2(z— I) 2 oo

0 daje lim h(z) = 0, zatem funkcja calkowita h jest ograniczona, a wiec stala (tw. Liouville’a); stad h(z) = 0. Mamy wiec:
zZ— 00

1
a = lim 2f(z) =0, b = lim Z2f(2) = 1, za$ warunek calkowy daje res; f(z) = 1—., czylii + ¢ = %(2 —2)?, tzn. ¢ = —4 — 4.
ZzZ— 00

Odpowiedz. f(z) = ﬁ St t e dlal <zl < 2mamy f(2) = 30 (~1)MHRE 05T (nt2)27 e

1
e3® _ 8 s _ _ 16
L—oT¥3s = — 3 wiec fC f(2)dz = —Jim.

b) fC f(z)dz = 0, gdyz rgsig—z = 0 wskutek parzystosci funkcji. (c) r_elsf(z) = —r;s f(z) = rgs(jjf(%)) = rgs Zl—acos

_ _ —2 —1y _ —2 1z -1 _ d
a) rgsf(z) +1f35f(2) = roeosf(z) = resz fiz7h = resz""e (1 + 32) i

1 _
1+z —

cos —4— = — 1[—cos 1 + 2 sin —— ]
z=0 14z (1+2)* 1+= (1+z)3 1+Z

. —%(cosl + 2sin1), wiec fC f(z)dz = —im(cos1 + 2sinl).

_ 1 2_1)24 _ — _ — - . _ ™ a

a) I = 41l l=]=1 22(§ a)()azzl) 5 E|Z|<1 res; f(2), resp = 1+ a2, resq =1 —a"2, res1 = a2 — 1, wiec I = Y IaI
2 2 ;

b) resita; [m] = 21;6, res_142; m = %, wiec calkowanie po brzegu pétkola Ix"; daje I = 2i7 EZ res; ... =

. 4

C) resz\/a/b(a-}'bz) =

1
6
N J
d) resix [y ] = &

z + i . . . t qai. T m —3/21-5/2
i\/a_/b<bz+im) = — v Wiee catkowanie po brzegu pétkola K7 daje I = 55a b .

d_
dz

(ZTT)Q = %, wiec catkowanie po brzegu pétkola I&"}; daje I = wres;r...= e ™.
z= 17\'

z
(2% ] _1,-1 _ 2% ] _2 -2 . . . oy _
res; [Z4+5Z2+4] = —ge ", resy; [ 4+522+4] = £e~*, wigc catkowanie po brzegu pétkola K daje I = 27 Ez resz ... = 3.3 (4—e).

resg [z% <e2mz - 62”’2)] = 2i(a —b), wiec calkowanie po brzegu obszaru {z : r < |z| < R, Imz > 0} daje I = %"reso =n(b—a).
71'(1-|-2 co>(aﬂ'/2)

X eaz+€az/2 — _ima _ imaf2 : : . : —
g) resix T — =€ e , wiec calkowanie po brzegu prostokata{z : |Rez| < R, 0 < Imz < 27} daje I =
h) f(2) = ﬁz—%)’ p(rei“’) = \6/7_’6€¢/6 dla 0 < ¢ < 2m; wtedy res_q f(z) = eim/6, res_s f(z) = —/267/8; calkujac po brzegu
' o §2-1)

sin(w/6) °

sin am

obszaru K g \ [0, R] dostajemy I = i) Stosujac kontur taki sam jak w (f), wobec res_1 f(z) = £ + 4, dostajemy I = —.
2
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Ob]i(‘?y('t, korzystajac z twierdzen o catkach z parametrem:
( ) F(a) := fooo exp(—z? — a’z7?)dz dla a € R; (b) ®(a,b) := fo exp( —b2z=?)dz dla (a,b) € R?, a#0;
a: e "——-dr dlaa € R; a.:EOa—smmxaa>,
F 0 @ locosas gy q] R o log dz dl 1
(e) F(a):= fo log(1 — a*sin? z)dz dla —1 < a < 1.

Rozwigzania
(a) %5 = —2ax~%exp(—z? — a’z%), przy czym mozna zalozyé, ze a > 0 (parzystosé). Otéz sup,s |%§(a, z)| =
|aa(\/—, z)| = \/ga:_le_’”2 (bo pochodna wzgl. @ ma postaé (1 — 2i)exp( .)), przy czym, niestety, funkcja
Ry 5z — %x_le_x2 nie jest catkowalna. Niemniej jednak ustalajac (chwilowo) dowolne ¢ > 0 mamy:

. af . \/gx—l exp(—x?)’ % >c, ten. x € [(:\/i,oo[
g(I) R Supa)c |6a (a,z)| - P -9 2 2 _9 z
2ex~? exp(—2? — c*x™?), 7 <e tzn. x € ]0,6\/5]

gdyz limy_og(z) = 0, co daje ciaglto§é, a tym bardziej catkowalno§é na zwartym przedziale ]0,0\/5]. Tak
wiec dla a > ¢ (a wiec, dzigki dowolnosci ¢ > 0, dla wszystkich @ > 0) funkcja F' jest rézniczkowalna oraz

, przy czym g € L' (Ry),

F'(a) = OOO gf (a,z)dx. Podstawiajac £ =1 w tej ca}ce dostajemy F'(a) = —2 fooo exp (—:E2 - aQt_Q) dz, a zatem
‘F +2F(a)—0dlaa>0‘ Stad orazzF( a) = F(a) wynika, e 3C € R : Ya # 0 : F(a) = Ce~2l9. Aby
wyznaczyé stata C skorzystamy z tego, ze F'(0) = fo e~ dr = 15 7 oraz z ciagloéci F'(0) = F(0%); ciaglodé ta

wynika z istnienia catkowalnej majoranty: Va : |f(a, z)| < e~ = h(z), h € L'(Ry).
Odpowieds. F(a) = 1y/me~ 7l dlaa € R.

(b) Podstawiajac x = ﬁ otrzymujemy ®(a,b) = |a|~'F(|a|b) (patrz (a)), wigc ®(a,b) = L —2[ab]

(c) a—f( x) = e Tsinax, wiec |%(a,m)| < glz) =e® g€ Ll( ), zatem mozna rézniczkowal pod catka:
F'(a) = fo e "sinaxrdr = —ﬁ[e‘z(a cos ax + sin zm:)];o = 7357 Stad, skoro F(0) = 0, dostajemy F(a) =
1log(1 + a?);

(d) gi (a,z)] = 2% jest malejaca wzgledem a, wigc sup,s; |...| = 7=2==, co nie jest catkowalne na [0, T].
Jednakze dla ustalonego ¢ > 1 mamy SUPg>. |...|= cE—ziCHEz =:g(2), co jest funkcja ciagta, a wigc catkowalna na
zwartym przedziale. Zatem F'( 0 ai“sﬁfzx =.= \/%, wiec 3C :Va>1: F(a) = C + 7wlog “—ﬂ%

Wyznaczenie statej C': Sposéb 1. OdeJmu_}qc od F(a) stala f0§ log(a?)dx = wloga dostajemy tozsamoéé I(a) :=

f0§ log(1 — Siz#dm = C + mlog V=2~ "12_‘1_2; przy tym lim,_o I(a) = 0, gdyz Zlog(l — X&) < I(a) < 0, wiec
przy a — oo dostajemy C' = 0. Sposéb 2. Wykazemy, ze F(O) = F(0%), tzn. ze F jest ciagla prawostron-
nie w ¢ = 1. Wystarczy w tym celu pokazaé, ze f(a,z) maja ca}kowalnad ma_]orantq Nlech ¢ > 1 ustalone;

wtedy dla 1 € a < ¢ mamy a®> —sin’z > 1 —sinz > 1 Cs:}n oraz (a2 —sin?z)(1 —sin?z) < a® < &,

wiec l-sin®s < a® —sin’z < ﬁ, wiee |f(a,z)| < g(z) = log = 2loge — 2logcosx, przy czym

c? cos2

ge Ll ([0, 5]. Obliczenie F (1) = fog logsin? z dz = fow sinz dz =: I: Catkujac po [0, 7] obie strony tozsamosci
logsin z = log2 + logsin § + logcos § dostajemy I = wlog2 + 210% logsint dt + 2 fog logcostdt = wlog2 + 21,
ezyli I = F(1) = —wlog2, tzn. C' = 0.

Uwaga. Prodciej: 1 < a < 2= logcos®z < f(a,z) < log(4—sin z) = |f(a, )| < |logcos? z|+log(4—sin’ z) € L.
(e) %5((1 z) = =2asin°z wiee gl < e < 1= |ﬂ(a,m) < 2

1—a2sin?c

([0, Z]), wiec mozna rézniczkowaé pod calka:
2 € a

)it = 25(1 -

J’z —2asin’zdr _ ||z= arctgt
0 =

1—a?sin?c¢

=)
Zatem F'(a) = C-l-'/rlog(l-l-M)-l-C; skoro F'(0) = 0, to C = —mlog?2, wiec Odpowiedz. F(a ) = 7rlog 1+v1-a? \'1“2.
Uwaga. F(a) jest ciagta na korcach przedziatu [—1,1], gdyz log(1 — sin®z) < log(l — a’sin®z) < 0 daje
|f(a, )| < |logcos® z| € £'(]0, ).

—2at”d _
fo (1+t2)[12+t(1—ta2)t2] =2 fo (1+t2 o 1+(1ia2)t2

Sll’l r=
+
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. Sprawdzié, czy dany funkcjonat 7' : D(R) — R jest dystrybucja; jedli tak, okresli¢ noénik 7' oraz wskazaé

najmniejsza z trzech przestrzeni D'(R) D §'(R) D EI(R), do ktérych T nalezy. (a) T'(¢) = ZneZ w(n);
(b) T(p) = [T e"p(a)dz;  (c) T(p):= [T lal"3(sina) p(a)de;  (d) T(p) =300 7 (e(5) — ¢(0)).

. Sprawdzié, ze: (a) wzdr T(yp fo z)log x dz (catka niewlagciwa Riemanna) okresla dystrybucje 7' € D'(R);

(b) pochodne T", T dane sa wzorami: T'(go) = hmr\o(froo ﬂz—ldx +¢(0) -logr) = 01 ﬁ;ﬂgd + floo %—ldm,
T"(¢) = ¢'(0) + limeo [ﬂ,@ 0)logr — [ £da] = p(0) + ¢/(0) — [, =)=z Oy — = delgy,

uzasadnié¢ zbiezno$¢ powyzszych calek. (c) Znalezé jakaé dystrybucje S € D'(R), ktérej pochodna jest S' =T

. Niech 2o € R iniech f € C"(R.\ {20}) bedzie funkcja majaca jednostronne granice f)(2F) .= lim,_ =+ f®)(z).

Wyprowadzi¢ wzdr (Tf)(n) =Tsm + zn: D (f(”_k); a?o) -5;’2_1) . gdnmie D (f(l); .170) = f(l)(mg') — f(l)(ma)
k=1

oznacza wartoéé skoku f() w punkcie zq. Uogdlnié ten wzér na praypadek funkcji f € C*(R\ {21, ..., 2m}).
. Niech § : R — R oznacza funkc]g Heaviside’a 6(z) := {0 x;g, T = Ty — dystrybucje odpowiadajaca danej
funkeji £ € L1 (R), tzn. T(p = [f(z)p(z)dz dla ¢ € ‘D( ). Obliczyé: (a) T" + a?T), jeéli f(z) := 6(x)sin ax;

(b) T jedli f(x) := Q(x)x” 1, n € N; (¢ ) T —aT, jedli f(x) := 0(x)e®; (d) T — T, jedli f(x) := |z|sinz;
(e) T", jeli T = Ty, gdzie f(z) = 9(I)|;‘L‘|% (wyrazié T"(y) tak, by pod znakiem catki nie byto pochodnych ¢).

. Obliczyé wszystkie pochodne dystrybucji T = Ty: (a) f(2) := |z|; (b) f(z) := max(1 — |z],0); (c) f(z) := |sinz|.

. Sprawdzié, ze “pochodna dystrybucyjna «funkcji» log |z| jest P(%)”, tzn. ze dla f(z) := log|z| pochodna T}’

dana jest wzorem T}'(p) = lim,\ o flf|>r ~p(x)dx =: U(p). Pokazal, ze rzqd dystrybucji U wynosi 1 (a nie 0, jak

moze sugerowaé brak pochodnych ¢ we wzorze na U(y)).

. Dowiesé, ze kazda dystrybucja T € D'(R) ma dystrybucje pierwotng, tzn. 3S € D'(R) : S' =T
. Wykazaé, ze dla f € C*°(R) oraz n € N zachodzi nastepujacy wzdr: f - 55’;) =5 (—1)”_’“(2)]”(”_’“)(:;?0) . 651:;).
k=0

. Dowie$é, ze jedli T, T, € D'(R) oraz T,, — T, tzn. w sensie stabej zbieznosci w D'(R), tzn. Yo € D(R) :

Tu(p) — T(p), to T, — T"; oznacza to, 7e rézniczkowanie w D'(R)) jest przemienne z operacja przechodzenia
do (stabej) granicy, tzn. operacja rézniczkowania T — T’ jest (stabo) ciggla.

Dowiesé, e jedli f, € Ll(R) dlan € N, f, — fpw.wRorazdg € L. (R):¥Vn € N: |f,| < g pw. w R,
to Ty, — Ty w sensie stabej zbieznoéci w D'(R).

Oznaczmy f,(z) := W Wykazaé, ze lim,, _, o f_oooo fa(@)p(z)dz = mp(0) dla ¢ € D(R), tzn. limy, . T}, = bg.

n

Niech f € C(R) spelnia warunek / f(x)dx = 1; oznaczmy F(x) := / f(z)dx; niech fno(z) = nf(nz)

i Fy(z) := F(nz). Wykazaé, ze Tp, — Ty oraz Ty, — & w D'(R), tzn. “F, jest przyblizeniem 0(z), a
fn(z) — przyblizeniem delty Diraca dla n — 00”. Wykorzystaé to do sprawdzenia, ze nastepujace ciagi funkcyjne:

(a) fu(z) = m; (b) ful(z) = \/ﬁ exp(—ln%’?) (c) fu(z) = %(%)2 sa “przyblizeniami delty Diraca”.

Dla n € Z oznaczmy e, (z) := €% a wigc e, € L (R). Dowiesé, ze jedli ciag liczbowy (an), 7 spelnia warunek

AIC>0,r>0:VneZ,n#0: |an| C|n|", to szereg 5.

o @nT., jest zbiezny w przestrzeni D'(R).

Wykazaé¢ dla n = 1, ze jedhi f oznacza transformatq Fouriera funkeji f € $(R"), f = [ f(z) “)dz, to

f(=p) = (27)" f(p).
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. (a) a-8g; (b) (n—1)t80; (c) bo; (d) 480 —4Tg, gdzie g(z) := sgnz .cosz; (e) T"(¢) = T(¢") = foo x%gp”(a:)dac = \

Odpowiedzi i rozwigzania

. (a) T € D'( ), gdyz jesli ¢ € D i suppy C [a,b], to |T(¢)| € (b — a)sup|y|; co wiecej, T € 8'(R), gdyz dla ¢ € 8 mamy

) < z_ (1+| FE N(¢) = const - N(¢p), gdzie N(¢) := sup, (1 + |z|)?|¢(z)| jest pélnorma na §; oczywiscie suppT = Z, wiec
T ¢ ¢'(R). (b) T € D'(R), gdyz (oprécz liniowoéci) mamy |T(¢)| < C sup|¢|, C = fab e®dz, jesli ¢ € D i suppep C [a,b]; oczywiscie
suppT = R, wiec T ¢ &'; takse T' ¢ 8', gdyz np. dla ¢(z) := e—V14a? mamy ¢ € 8, lecz catka T(¢) jest rozbiesna. (c) T € 8’, gdyz
f(z) = |a';|_% sinz jest catkowalna na R, skad |T(¢)| € C' N(¢), gdzie C := f_oooo |f(z)|dz, N(¢) := sup |¢(R)|. Oczywiscie suppT =
R, wiee T ¢ /. (d) 3o € [0,1] : ¢(L) = ¢(0) = L/(rn) (iw. Lagrange'a), wice [T(0)] = |3 Jyo/(rn)| < O sup ([0, 1])], gelrie
C = Z nl—z = 7;—2, zatem T € D’ (a nawet T € §'), przy czym supp ¢ = {0} U {% :n € N} C [0,1], wiec T € &'(R).

. (a) T = Ty, gdzie f(x {logz 250 Jest lok. calkowalna: f € LIOC(R). (b) T'(¢) = =T(¢'), przy czym f (z)logzdz =
_q|log = 1/z _ o0 o(z) 1, _q|log = 1/z _ o(z)—p(0) . AN
(o) (p(x)” = —fr ——dz — ¢(r)log(r) oraz fo ¢'(z)logrdz = () (p(z) (p(O)H = —f A—A—-dz‘ (gdyz zlogz —+ 0).
Podobnie przeksztatcié nalezy catki w T (p) = —=T'(¢'). (c) Na przyktad S(¢ fo z(logz — 1)¢(z) dz
] ’ xq + oo ’ f(z) fl(l) + +00 /
T = =Tole) = (24 [T I@e @i = [l | = =766 + 16500 + [17 1)o@, matem

Tf' =Ty + D(f;20)64,, co dowodzi tezy dla n = 1. Krok indukcyjny: Tf(”+1) = ( o+ Zk Sne kﬁ(k 1)) )+
+®(f(");x0)§zo + ZZ=1 sn_kﬁ(zﬁ) = Tf(n+1) + ZZ=O sn_kég}z), gdzie s,,_; 1= D(f" k,xo) = const; to koiczy dowdd.
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|‘p(1) ‘p(o) H =-7 foo -3 ((p(.L‘) - gp(O))dz‘ (nalezy zauwazyé, ze wszystkie te caltki sa zbieine).
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2foo -3 dz‘_i ()

Alternatywna postaé: T"(¢) = lim,\ o fT ] @' (x) = ... calkowanie przez czedci... = lim,\ o (M 1 f x)dx)

. (@) T =Tsgn, T = 25(()71—1) dlan > 2;(b) f(z) = %|a:‘-|—1|-|—1§|1'—1|—|z‘|, wige z (a) wynika T' = Ty, T(%) = %6(_72_1){-;—52"_1)—68”_1)

dla n > 2, gdzie h(z) := %sgn(z‘ +1)+ %sgn(z‘ —1) —sgn(z) = X[-1,0] — X[0,1]} (<) T(2k) — (_1)k [Tf -2 Zogl<k(_1)lU(2l)] —

= (=1)*[Ty —2U + 20" — .+ (=1)F2u(?F=2)] | T(R41) = (~1)k [T, - 220gl<k(_1)lU(2l)] = (=1)*[Ty — 20"+ 20" — ..+
+(—1)k2U(2k_1)], gdzie U := :no=_oo Smn € D'(R) oraz g(z):=sgn(sinz).cosz (zastosowaé indukcje wzgledem k > 0).

. Calkowanie przez czedci daje —fl > log|z| « ¢'(z)dz = ((p(r) - gp(—r)) logr + f| > %ap(r)dac, skad wzér na Ty'. Dla n € N
x /T x /T

sgn 7, g <lel<— 5 1-1/(2n) gy _
0, |z >1 1/(2n) T
= 2log(2n — 1), wiec dla K = [—1,1] nie istnieje oszacowanie Vo € D(K) : |[U(¢)| < C sup |¢(K)|, tzn. U ma rzad > 0. Zarazem jesli
K C R jest zwarty i C' := fK|log|x||dz‘, to [U(e)| = |fk’ log |z| (p’(a:‘)dac| £ Csupl¢/(K)| dla ¢ € D(K), wiec rzad U réwny jest 1.

istnieje nieparzysta funkcja ¢, € D(R), taka ze ¢n(z) = { oraz sup |¢n| = 1. Wtedy U(pn) > 2

. Tozsamosé¢ S(¢') = —T(¢) sugeruje okreslenie S(gp) = —T(:pJ)7 gdzie ;(x) = f_zoo ©(t)dt; jednak wzdr ten wymaga korekty, gdyz nie
0, z<—1
zawsze ( ma zwarty nosnik: lim,_ . @(x) = I(¢ foo t)dt. WeZmy dowolna ustalong A € C*°(R), taka ze A(z) = {] z;] ;
y T2

wtedy @ — I(¢)-A € D(R) dla ¢ € D(R), wiec ma sens definicja S(¢) := —T(gp— I(p)- /\); przy tym S € D'(R) i S'(¢) = =S(¢') =
= T(¢), gdyz jak widaé, (Z’ = ¢ oraz I(¢’) = 0. Oczywidcie inny wybdér ) spowoduje dodanie do S krotnosci I = Ty, czyli "stalej”.

. Nloczyn f-T dla f € C*°(R.) oraz T € D'(R) okreslony jest wzorem (f-T)(¢) := T(f-¢) (sensownym, gdyz f-¢ € D(R)); wystarczy

wiec skorzystaé z uogdlnionej reguly Leibniza ( f - Ap)(”) = Z::o (Z) =R p(F) § wzoru 5;?(%) = (—1)k5xo (tﬂ(k)) = (—1)k§0(k)(fo)~

Jesli ¢ € D(R) oraz suppy C [71,22], to gle| € LY([x1,72]) jest majoranta dla ciagn fnp — fo, wiec z tw. Lebesgue’a o
zmajoryzowanym przechodzeniu z granica pod znak catki wynika, ze Ty, (¢) — T(¢).

Funkcja F(z) := f_zoo Si%tcltjest ciagla,lim; . _ o F(z) = 0,limy;_, o F(z) = 7 oraz F(0) = —7r stadlim,, . F(nz) = m6(z) p.w. na

R, przy czym |F(nz)| € g(z) := const € LEOC(R), gdzie const := sup |F(R)| < co. Korzystajac z 10. dostajemy lim,, . oo Tr, = 7-Tp,
a wiec z 9. wynika limp .o Tpy = 7 - 8o, przy czym Fl(z) = %F(nr) =nF'(nzx) = n% = fn(z), QED.

F : R — R jest ciagla, F(—oo) = 0, F(0c0) = 1, wiec F jest ograniczona; mamy wiec majorante C |p(z)| € LI(R) dla ciagu
Fp(z)e(z) — 0(z)p(z), co daje Tp, — Tp. Stad i z zadania 9. wynika teza.

Jedli ¢ € D(R), to T, (v) = fei”znp(a:)dr = g/ﬁ(n), gdzie ¢ jest transformata Fouriera ¢; przy tym ¢ € D(R) C 8(R) daje
o= 8(R), wigc M := SUD, R, |p|T+2|$(p)| < oo oraz dla n # 0 mamy |an$(n)| < |n|T+2|<p('rL)| < €M =57, wiec szereg En en (©)

jest zbiezny, QED. Inny sposéb. WeZmy k € N tak duze (np. k& > r + 1), by zbieiny byt szereg Z rk ; wtedy szereg funkcyjny

X n#0 |n
flz) = Zn¢0 (;Sk '™ jest bezwzgl. zbiezny i ma lok. calkowalna (stala!) majorante, wiec f € L., _(R); stad i z zadania 10. wynika,

ze Zn¢0 #Ten = Ty (slaba zbieznodé w D'(R)), wiec réiniczkujac k-krotnie i korzystajac z wyniku 9. dostajemy teze.

Przestawiajac kolejnoéé catkowania otrzymujemy dla f € $(R), g € L'(R) tozsamodé f?(z‘)g(ac)e_ip“dac = ff(z‘ + pYg(x)d.

Biorac g(z) = gn(z) := exp(—ln_2z2) mamy g(z) = 'm/27rexp(——n2x2), wiec ff(x)e_ipzdz = limp— 0o f?(z)gn(r)e_ipzdm‘ =
= limp— 00 V2 fn exp( ——n z2) f(z + p)dr = 2n f(p) dzieki tw. Lebesgue’ai 12.(b), co dowodzi tezy.



