10.

. Wykazaé, ze dla kazdego @ € R zachodzi réwnoséé¢ /2 + 2sina = 2

. Rozwiazaé réwnanie (w szczegdlnosci podaé liczbe rozwiazan), traktujac a € R jako dany parametr:

1—1—%—\/1—1—1‘:%, z € R.

. Dowied¢, ze kazde koto K(a; 1) C R? zawiera co najwyzej cztery punkty zbioru L := Z x Z (tzn. punkty, ktérych

obie wspélrzedne sa catkowite).

Niech K := K (;1) oraz g = (z0,%0) C KNL. Zauwazmy, ze érednica K wynosi 2, gdyz jedli,’ € K, tod(,’) < d(,)+4d(,’) < 1+1. Zatem
jesli = (m,n) € Lorazg+ € K, to|||| < 2, czyli m? +n? < 4. Zatem m,n € {—1,0,1}, czyli KNL C {0+(m,n) :m,n € {—1,0,1}}.
Przy tym jeélinp. o + (1,1) € K, to do K N L moga nalezeé tylko takie punkty, ze m,n € {—1,0}, jest ich 4. Podobnie jesli.. .

. Niech symbol E(z) oznacza cze¢sé catkowitq liczby x € R, tzn. najwicksza z liczb catkowitych niewiekszych od z.

Dowie$¢, ze dla n € N zachodzi réwnowaznosé: E(v/n— 1) < E(y/n) < /n e N.

Jesli k = /n € N, to v/n—1 < /n = k, wiec takze E(v/n—1) < k = E(/n). Ad absurdum: Niech k := E(\/n),
wtedy k < /n, wiec k2 < n; zarazem k2 # n, gdyz \/n € N, a zatem k2 < n, czyli k> € n — 1, tzn. & € /n — 1. Stad

k< E(/n—-1)< E(Vn) =k awieck =E(/n—1)=E(/n), co koticzy dowdéd.

sin (%— + ar_)‘

. Niech [ := |A\ B| — |A| + |B|, gdzie A i B sa zbiorami skoriczonymi, a |X| oznacza liczbe elementdw zbioru X.

Zbadacd, kiedy liczba [ jest dodatnia, kiedy ujemna, a kiedy jest zerem.

. Ile jest podzbioréw P C 1,12, spelniajacych nastepujacy warunek: Vk,le P : (|k —I>1lub k= l)‘?

. Sprawdzié, ze jedli z,y,z € R, to: (a) |%| + |%| = max(|x|,|y|); (b) max(|x -yl |z + y|) = |z| + |yl;

() lze—y|l+ |ly—z|+ |z — x| =2(M — m), gdzie m = min(z, y, z), M = max(z,y, z).

. Znalez¢ liczbe n < 10%, majaca maksymalna warto$é LD(n) (liczby dzielnikéw).

Jedli n = 2k13k25ks ...p,lfr, to LD(n) = (k1 +1)...(kr + 1) i szukajac maksimum mozemy sie ograniczy¢ do k1 > k2 ... > kr.

Istotnie, jesli k1 > ... > ky, za$ ciag k], ...,k réini sie od ki,..., k, tylko kolejnodcia wyrazdw, to oczywiscie LD(n') = LD(n);
. kr ! k. .1 3 5 " .
natomiast n := 251 ooprt £ n' = 2k1 ...pr", gdyz biorac ¢1 = 2, g2 = 3143 = 3, ooy Or = Pf—1 mamy p; = q1...45, WigC
L kY. k. kh+. .tk !
n:qf1+"'+qu§2+"'+kr...qfr,analoglcznlen':q11+ * rq22+ * T...q;", aprzy tymgq; > 1 oraz k]—}—...—l—krgk;—}—...—l—k;

(i cho¢ jedna z tych nieréwnosci jest ostra). Stosujac nastepujacy algorytm:

macro MAX to <Alt1> trans {push_undo; int 4,B,C,D,E,F,G,L;
real NA,NB,NC,ND,NE,NF,NG,Z=1000000. ;

G=0; NG=1.; while(NG<=Z) // HG=(2%3%5*7*11%13%17) "G

{F=G; NF=NG; while (NF<=Z) // WF=(2*3%5x7*11%13) "F*17"G

{E=F; NE=NF; while(NE<=Z) // HNE=(2%3*7%11) "Ex13"F*17"G

{D=E; ND=NE; while(ND<=Z) // WD=(243%5%7) " D*11"E*13"F*17"G
{C=D; NC=ND; while(NC<=Z) // HC=(2%3%5) "C*x7"D*11"E*13"F*17"G
{B=C; NB=NC; while(NB<=Z) // HB=(2%3) "B*5~C*7"D*11"E*13"F*17°G

{A=B; NA=NB; while(2.*NA<=Z) // WA=2"A*3"B*5°C*7 D*11"E*13"F*17"G
{HA=2.*HA; A++;}

{L=(A+1)*(B+1)*(C+1)* (D+1) * (E+1) *(F+1) *(G+1) ; cr;

text(’A=’+str(A)+’, B="+str(B)+’, C="+str(C)+’, D="+str(D)+’, E="+str(E)+

’, F='+str(F)+’, G="+str(G)+’; L=’+str(L)+’, N=’+rstr(llA,8,0)) ;}
B++; NB=6.*NB;} // 2%3

C++; NC=30.#HC;} // 2%3%5

D++; ND=210.%HD;} // 2%3%5%7

E++; NE=2310.*NE;} // 2%3%5xTx11

F++; NF=30030.*NF;} // 2%3%5%T*11%13
G++; NG=510510.*NG;} // 2%3%5¥T*11%13%17
pop_undo;}

uzyskalem nastepujaca odpowied?: maksymalna wartoscia LD(n) dla n < 10° jest liczba 240, osiagana dla trzech argumentéw:
ny =2%325.7-11-13=720720, ny = 2%3%52.7.11 =831600 i ns = 2°3%5.7-11 = 997920.

. Ciekawa bijekcja (kwadratu na tréjkat): Okredlmy F : O — A, gdzie O = [0,1)? = {(z,y) : =,y € [0,1]},

0
A =A{(t,u) :0<1t0< ut+u < 1}, weorem Fa,y) = (z — 2y, zy); ‘tabelka wartosci’: p HO’L] 1 h

i

gdzie i = (0,1), h = (1,1) = 1+ Fl(z,y) = [1;@/ _Ix], det F'(z,y) = z. Odwzorowanie F' jest bijekcja

0* = 0\ [0,{ (kwadrat bez boku z = 0) na A* = A\ {(0,0)}; tym bardziej F' : IntD = IntA. Odwrotnosé

G = F~!:A* =, 0* ma postaé G(t,s)= (s, %), gdzie s :=t+u; G'(t,u)= [_1& i , det G'(t,u) =1 >0.

Funkcja f : I — R, okre§lona na podzbiorze I C R, jest taka, ze dla kazdej tréjki z1, 22, 23 € I punkty (z1, f(z1)),
(22, f(z) 1 (3, f(x3)) sa wspdtliniowe. Dowiedé, ze Ja, b € R: Vo : f(z) = ax +b.



1. Jedli relacja  jest czgsciowym porzqdkiem w zbiorze Y (tzn. jest zwrotna, przechodniai antysymetryczna:y; < y2 < v1 = v1 = ¥2),
. .. .. def . . .
za$ f: X = Y, to relacja w X, zwana f-cofnigciem relacji €, dana wzorem z < x’ = f(z) < f(z'), jest zwrotna i przechodnia,

ale niekoniecznie antysymetryczna. Ponizsze zadanie pokazuje, ze kazda relacje zwrotna i przechodnia mozna otrzymaé w taki sposéb:
Niech < bedzie relacja zwrotna i przechodnia(!) w zbiorze X. Okredlmy R := {(z,2') : z < 2’ < z}. Sprawdzi¢, ze:

(a) R jest relacja réwnowaznodci; (b) na zbiorze klas Y = X/R da sie¢ okresli¢ (i to tylko na jeden sposéb) taka
relacje < ,ze Vr,2' € X : z <2’ < [z]r < [2']r; (c) relacja < jest czeSciowym uporzadkowaniem zbioru Y.

2. Przyktady relacji quasiporzadkujacych:

. def . . . . .. . . e e 1.
(1) X = R;relacjaz < y = min(0,z) £ y jest quasiporzadkiem, gdyz jest zwrotna (co jasne) i przechodnia: jedli z < y < z, to
Sposéb 1. min(0,z) = min(0, min(0,z)) £ min(0,y) < 2z, czyli ¢ < z Sposéb 2. Sa dwie mozliwosci: min(0,y) = O,
wtedy min(0,z) £ 0 = min(0, y) < z, badZ min(0,y) = 0, wtedy min(0,z) £ y = min(0,y) £ z, 1 juz.

. def . . . . .
(2) X = Z;relaciam < n S om | n (tzn. 3k € Z : n = km) jest zwrotna i przechodnia, lecz nie antysymetryczna (quasiporzadek).

(3) X = R; dla ustalonego P,Q C R, takichze PNQ =0, relacja S := AU(P X Q) ={(z,y) : z =y lub (z € P, y € Q)} jest, jak

latwo sprawdzié¢, czesciowym porzadkiem.

(4) X = 27, Z — zbiér (nieskoticzony); relacja A < B g (B \ A jest skoﬁczony) jest quasiporzgdkiem, tzn. jest zwrotna (jasne),
przechodnia— wskutek zawierania C\ A C (B\ A)U(C\ B), ale nie jest antysymetryczna. Jasne, ze ARB <= #(A+B) < oco.
(5) X = 2%, Z — zbidr (nieskoniczony); A < B g (A C B oraz B\ A skoriczony) jest czeSciowym porzadkiem.
3. Niech dana bedzie pewna rodzina {R;}:e7 (nickoniecznie skoniczona) relacji w zbiorze X: Ry C X x X dlat € T}
niech R := ﬂT R: bedzie przecieciem tych relacji, a wiec Ry <= Vt € T : xRy. Sprawdzié, ze
te

(a) Jedli We {zwrotno§é, symetria, przechodnio§é} oraz wszystkie relacje R; maja wlasno$¢ W, to i R ma
whasnoé¢ W; zatem jesli wszystkie Ry sa relacjami réwnowaznoéci, to jest nia takze R. (b) jedli ktdras z relacji
R: jest antysymetryczna (tzn. 2R yR:x = « = y), to R tez jest antysymetryczna; zatem jesli kazda Ry jest
zwrotna i przechodnia (relacja quasiporzqdku), a ktdéras Ry jest antysymetryczna, to R jest relacja (czesciowego)
porzadku.

Stad i z tego ze relacja pelna X X X jest najwicksza relacja réwnowaznosci i najwieksza relacja quasiporzadkujaca w zbiorze X,
wynika ze dla dowolnej relacji S C X x X istnieja: (a) Najmniejsza relacja réwnowaznosci zawierajaca S. (b) Najmniejsza relacja
quasiporzadkujaca R zawierajaca S; z oczywistej implikacji (S CRCXXxX,R— antysymetryczna) = (S antysymetryczna)

wynika, ze gdy S nie jest antysymetryczna, wtedy R nie jest czesciowym porzadkiem.
4. Niech S C X x X bedzie dowolna relacja w zbiorze X. Okre$lmy nowa relacje R C X x X wzorem
xRy &L = ylub3dn >1:3xg,...,2, € X : [1‘0 =z, x,=yorazVk € 1, k: (xg—1Szy lub l‘kSl‘k_l)].
Sprawdzié, ze R jest relacja réwnowaznosci, zawierajaca R (czyli zSy = zRy); co wiecej, R jest najmniejsza
sposérdd takich relacji (z tego powodu R nazywa sie zwykle relacjg réwnowaznosci, generowanq przez relacje S).
5. Sprawdzi¢, ze przy dowolnie ustalonym p €
min(p, z)
min(p, y)

Zauwazmy, ze T ~p Yy <= min(p,z) = min(p,y): jest oczywiste, zas , bo zawsze min(p, z) £ p, co wraz z min(p,z) £ y daje
min(p,z) € min(p, y). Stad wynika teza i to, ze klasy sa poziomicami ®(z) := min(p, z), czyli sa postaci {z}, z < p, oraz [p, co|.

Y,

jest relacja réwnowazno$ci w zbiorze R.
x’

. , def <
RC relacja ~,, okreslona wzorem z ~p, y = { 2
~

6. Okredlmy R C R? jako sume PUD, gdzie P jest obwodem prostokata o wierzchotkach (0, 2), (2,0), (=1, 1), (1,-1),
za§ D := {(z,y) : y = «}. Sprawdzié, ze R jest relacja réwnowaznodci w zbiorze R oraz znale7¢ funkcje f : R — R,
ktérej poziomicami sa klasy relacji R.

-z, <0, {2 -y}, ¥y <0,
Okreslmy f(z) := z, 0 <z <1, wtedy poziomice f maja postaé f~1{y} =< {v,—v,2 -y}, v €[0,1], azatem
2—x, z21, {-v} vy>1,
(1) Jesli z € |—oo, —1[, to f(&) = f(¥) © fly)=-z€]l,0] ©@y==
(2) Jedli z € [-1,0], to f(z) = f(y) & fly)=—-z€[0,1] & y € {z,—z,z+2}
(3) Jedli z € [0,1], to f(z) = fly) & fly)==z€[0,1] & y€{r,—x,2 -z}
(4) Jedliz € [1,2], to f(z) = fly) & fly)=2-c€[0,1] & y€{z,2-ra—-2}
(5) Jedli = € ]2,00[, to f(z) = f(y) & fly)=2—-z€]-,00 & y==x
Oznacza, to zawsze f(z) = f(y) & (z,y) € R, a wiec R jest relacja réwnowaznosci, ktérej klasy sa poziomicami funkcji f.

7. Niech X := [-1,1]Joraz R = {(z,y) e X x X v —y€Zlubz+y+ % € Z}. Sprawdzié, ze R jest relacja
réwnowazno$ci w zbiorze X, znalezé R-klasy [%], [%], [%], oraz narysowacl zbiér R.

Sprawdzimy przechodnioéé: Jeéli zRyRz, to sa cztery mozliwodci: (1) c —y € Z,y—z € Z, wtedy s —z = (z —y) + (y — 2) € Z;

(2)z—y € Zy+z+1 € Z,wiedy w42+ 1 = (y+2+ 3)+(x—y) € Z; (3) w+y+3, y—2 € Z, wiedy 42+ § = (e +y+ ) —(y—2) € Z;

z+y+ %, y+z+ % €Z wtedyz—z=(z+y+ %) —(y+=z+ %) € Z. Zatem w kazdym przypadku xRz, QED.

INiekiedy taka relacje nazywa sie quasiporzqdkiem w zbiorze X, zob. np. K.Kuratowski, Wstgp do t. mnogosci i topologii, str. 78.



10.

11.

13.

14.

[} =Gzynx={o+5, 41}, [§]=(G+2)vG+2)nX={-2.-3.535) [f=G+Dnx={-F1}

. Sprawdzié, ze dana relacja ~ jest relacja réwnowazno§ci w zbiorze R; narysowaé odpowiadajacy ~ podzbidr

R =A{(z,y): x ~y} C R x R; opisa¢ klasy relacji ~ i znalezé funkcje f : R — R, ktdérej poziomicami sa te klasy.
(a) 2~y <= (z—y)(1l —2y) =0; (b) r~yc>(m:ylubm:—ye[—l,l]lub|:E|—|—|y|:1);
(¢c) 2~y < (z=ylub3In€Z:2,ye2n—1,2n]); (d) x~yc>(a:—y€Zlubx+y+%EZ).

Y _ Jz, gdy|z| < _ =}, gdy |z| > 1, _ J12lz| =1, gdy |#] < 1
(a) [#] = {=, :r}7 gdy © £ 0, f(z) = {1/m gdy |z| > 17 (b) [z] = {£]z], (1 = |z)}, gdy |=| < 1, flz) = z, gdy |z| > 1;

[2n—1,2n],gdy In € Z : € [2n — 1,2n], _ .
(c) [z] = {{$} gdy o gUneZ [2n — 1,2n]; (d) [z]=(z+2Z)u (— —z+ 2Z), f(z) := sin2rz.

. Niech T C R bedzie przedziatem symetrycznym wzgledem 0, a X := R x I. Sprawdzié, ze relacja (z,y) ~ (z', )

FEUN [2/—2€Z, ¥y = (—1)“”1_“”31] jest réwnowaznoscia w X. Zbidér X/ . nazywa sic wstegg Mobiusa — dlaczego?

Niech R bedzie relacja réwnowaznoéci w X oraz A C X. Wykazaéd, ze
(A jest suma pewnych klas relacji R) — (V:E, yeX:[z€A (z,y) €ER] = y€ A).

Znalezé najmniejsza relacje réwnowaznosci R w zbiorze R, taka ze R D B := {(z,y) € R? : (z — 1)* + y* < 1}.
Znalez¢ klasy [1]r 1 [5]r (wyznaczone przez elementy 11 5) wzgledem relacji R.

Jesli R D B jest relacja réwnowaznosci, to =,y € [0,2] = ((1‘,0) € R, (y,0) € R) = zRORy = (z,y) € R, a takie z,y €

[-1,1] = ((l,z) ER,(1,y) € R) = zRIRy = (z,y) € R. Wynika stad oczywiscie, ze Vz,y € [-1,2] : (z,y) € R, gdyz np. dla

-1 <z £ 0< y £ 2mamy zRORy. Zatem R’ := [-1,2] X [-1,2]UA C R, gdzie A := {(z,y) : z = y € R}. Zarazem R’ D B oraz
zr+1, =z -1,

R'! jest relacja réwnowaznosci, gdyz (z,y) € R' <= f(z) = f(y), gdzie f(z) := < 0, z € [-1,2], Stad szukana relacja R jest
-2, x> 2.

R=R'=[-1,22 UA, za$ [1] = [-1,2] oraz [5] = {5}.

. Znalezé relacje réwnowaznosci w zbiorze X = R, wygenerowana z relacji C' := {(z,y) : 2% + y* = 1}, tzn.

najmniejsza relacje réwnowaznosci R C R x R, zawierajaca C. Opisaé¢ klasy réwnowaznosci R oraz znalezé
odwzorowanie f : R — R takie, ktdrego poziomicami sa klasy R.

Jedli ¢ € [-1,1], to (z,v/1 —22),(\/1—22,—z) € C C R, wiec wskutek zwrotnoéci R takze (z,—z) € R; dowodzi to, ze R
zawiera B := {(z,y) : y = —z, ¢ € [-1,1]} (odcinek o koricach (—1,1), (1,—1)). Z kolei zwrotnos$é sprawia, ze R zawiera prosta
D :={(z,y): y =z € R};zatem S := BUC UD C R. Jedli wykazemy, ze S jest relacaja réwnowaznosci, to bedzie to oznaczad,
ze szukana relacja jest R = S. Oczywiscie S jest zwrotna (bo D C S) oraz symetryczna (bo symetryczne sa B, C' i D). Warunek
[(z,y) € S,(y,2) € S] = (z,z) € S (przechodniosc) jest oczywisty, gdy ¢ = y lub y = z, wystarczy wiec rozwazy¢ 4 przypadki:

1° (z,y) € B, (y,2) € B; wtedyz = —y i1y = —z, wiecz = z, czyli (z,2) € D C S;

2° (z,y) € B, (v,2) €C; wtedy z = —yiy? +22 =1, wieca? =y?2 i22 + 22 =1, tzn. (z,2) €C C S;

3° (z,y) €C, (y,2) € B; wtedy 22 +y2 =1iy= —z, wiecy? =22 i 22 +22 =1, ten. (2,2) € C C S;

4° (z,y) € C, (y,2) € C; wtedy 2 +y? =1 = y? +22, wiecz? = 1 —y? = 22, skad z = £z oraz v € [-1,1], czyli (z,2) C BUD C R.

z2(1—2?), =e€[-1,1],

i 1
o, o] > 1, gdzie o > 7.

Funkcja f : R — R o stosownych wlasnosciach jest np. f(z) := {
Niech X := [-1,1] oraz V := {—1} x [0,1] = {(z,y) : # = =1,y € [0,1]}. Znalezé najmniejsza relacje réwno-
waznoéci R C X x X, taka ze V C R. Narysowaé zbiér R, sprawdzié ze jest relacja réwnowazno$ci oraz opisacd
podzial (rozbicie) zbioru X na klasy abstrakeji relacji R.

Jesli R jest réwnowaznosciai V C R, to (—1,z) € R dla = € [0,1]. Stad z symetrii (z,-1) € R, czyli V' := [0,1] x {-1} C R,
za$ z tranzytywnosci z,y € [0,1] &> o ~ -1 ~ y = & ~ y, czyli O := [0,1] X [0,1] C R; ponadto D := {(z,z) : z € [-1,1]} C R
ze zwrotnoéci. Zatem £ C R, gdzie £ := VU V' uOuD C R; jedli wiec sprawdzimy, ze L jest relacja réwnowaznoéci w X, to
wskutek minimalnoéci R bedzie R = £. Otéz X ma rozbicie X = U_1<t<0 X, gdzie X := {(t,t)} (1-elementowy) dla —1 < ¢ < 0

oraz Xo := {—1} U[0,1], przy czym Xy x Xo =V uV/'uOu{(-1,-1)}, a zatem £ = U X; X X; jest relacja réwnowaznosci
—1<t<0
odpowiadajaca podzialowi X na klasy Xy, t € ]—1,0].

Niech X # () bedzie zbiorem skoticzonym oraz f : X — X — odwzorowaniem. Wykazaé, ze:

(a) R :={(z,y) € X x X : Tk, N: fi(z) = f'(y)} jest relacja réwnowaznosci w X;

(b) zbidér Xy := ﬂkeN FE(X) jest niepusty, f(Xo) = Xo oraz f|x, : Xo — Xg jest bijekcja, tj. permutacja Xo;

(c) kazda orbita f|x, zawiera si¢ w jednej z klas relacji R, a kazda z klas relacji R zawiera doktadnie jedna orbite.
Zatem |X/R| jest liczba cykli permutacji f|x,.

) Dla sprawdzema przechodnioéci zauwazmy, ze jedli f*(z) = fl(y), to Vn: fEtn(z) = f» (fk (z)) = fn (fl(y)) = fH47(y), a wiec
jesli {f )}, to fEt7(z) = 47 (y) = f51+Y(2). (b) Zauwazmy, ze zbiory f*(X) tworza ciag zstepujacy, a wiec od pewnego

()

miejsca staly (bo ciag liczbowy # f*(X) jest o wyrazach z N jest nierosnacy); jasne, ze flxg + Xo — Xo jest surjekcja, za$ kazda



surjekcja Xo — X jest bijekcja dzieki skoriczonosci X i Xg. (c) Jeéli y nalezy do f|x,-orbity elementuz € Xo, toIp 2 1:y = fP(z),
a wiec (z,y) € R, co dowodzi ze orbity zawieraja si¢ w klasach. Ustalmy dowolne z € X; skoro zbiér {f"(z) : n € N} jest skoficzony,
to 3k,r € N : fi(z) = fFt7(2), a wiec fF(z) = fEt7(z) = F5+27(2) = ..., coyli y = f(x) nalezy do X, i do [z]r = (R-klasa z);
zatem [z]xr D (f|x,-orbita y). Jesli oprécz tego [z]r D (f|x,-orbita z), to mamy yRzRz, co daje yRz, czyli f*(y) = f!(2); zatem
y 1z tworza te samga f|x,-orbite.



. Niech (z,) bedzie ciagiem okre$lonym nastepujacymi warunkami: 1 = 0, 2,41 = 21_5—$ dla n € N. Wykazaé, ze
n

VneN:zy, = 5=,
2
Indukcja: Nalezy sprawdzié, ze z2, = g(zn) = Tong2 = g(2n41); jedli oznaczymy f(z) := ﬁ, g(z) = %, to ostatnia réwnoéé
ornacza f o f(x2,) = g o f(zn), wystarczy wiec sprawdzi¢ réwnoéé f o f o g(x) = g o f(z). Latwy rachunek pokazuje, ze oba te
I , 522405455 g0 — 208z [ o _ 5 _ 20 . _ 55 . _ 120 _ 205, ..
wyrazenia sa réwne T5—rmon, gdy? f(o) = =2, Uwaga. 1 =0, 2 = 3, &3 = i3, T4 = 53, 5 = 41, T6 = 5;; ciag (zn)
jest rozbiezny!

. Dowiesé, ze jeSli (xn)n»1 jest ciagiem, okreSlonym rekurencyjnie: &1 = 1, &p41 = 24z, dla n € N, to

1+ =z,

Tomgn = mf’”ﬁ dla kazdej pary m,n € N.

Tm
Ustal Ni imy indukcj led N:Dlan =1 wzd =2+ ZmTn |y ¢ =2+ Tm
stalmy m € N i zastosujmy indukcj¢ wzgledem n € N: Dla n = 1 wadr | #yqpn = g (Wr) ma postaé o1 = T s Wiee
2+ 24T Tn
jest prawdziwy zgodnie ze wzorem rekurencyjnym. Wykazemy implikacje Wy, = W, 411: = = 2+ Tmin _ ImtTn
J p Y 728 yjnym. y y p Je Vn n41t m4nt+l = TF Tontn T+ zwizr;n
2+ xmﬁ'z_n .
28m + 220 + 2+ xmry . 24 TmTpyr T4aen _ 20+ zn) +2m(2+ @0) _
T+ Tn + 2+ Zmay wskutek (Wn), wige Tm + Tnp1 T g+ fizn T zm(ltzn)+ 24 zR) T Tmgnt1, QED.
Ln
R, . .. , _ _ 24z,
. Dowieé¢, ze jedli (xn)n»1 jest ciagiem, okreSlonym rekurencyjnie: zy = 1, z,41 = TTon dla n € N, to
n
2+ ;13,3 . . .
Top = “m7 - dla kazdego n € N. [czes¢ ANATLL, 20(h)]
n
. x? . 3 . .
Indukcja: Dla n = 1 wzér zo = 25, L jest prawdziwy, bo 1 = 1, 5 = 53 jesli za$ jest prawdziwy dla pewnego n € N, to
240y 3(2423) 2
, _ _ 24 @anyr _ 2t Thany _ 443m, _ 4t TE T 3024 87.46 e 24254
Tont1) = T2 = Togpy 0y T 1+ ﬁ% = 34+ 2man T 3+ 2(2+422) 2z 4 6z, + 4 z drugiej zad strony e
2n 2z y
24w, \2
24 (L) _ 20+ 2a)°+ (24 za)® _ 322 480a 46 _ 24, QED
2 () 200+ zn)(2+ zn) 202 + 62n £ 4 Y T2t T g0 :
14z,
U . . , o B B 1
. Dowiesé, ze jeSli (x,)n»1 jest ciggiem, okreslonym rekurencyjnie: z; = 0, 2,41 = Tz, dla n € N, to
. 14+ m,f . . ;
2x9, = T dla kazdego n € N. [Zm+n: ANALL, 20(g)]
. . . s 1432 _ 2 _ 2 44229, A0+ zn)+ 1422
Sprawdzenie kroku indukcyjnego: Jedli 24, = mi—, to 2man42 = 5 Foomit — 27 2+i =55 23322 =50 ten)+ 1+t ‘ré’l, z
2n
1
drugiej za$ stron; s I"2+1 = 't Ctra)? _ (24 zn)?+1 skad widaé, ze 2z = 1+—x"2+i QED
g1l Y TF ong — 1+—2+1x PR CET T M ! 20t T TH x40 )
. y . C oy gn—1 _ pn—1 . .
Uwaga. Mozna dowie$é (np. indukcyjnie), ze z,, = e gdzie a := 1 + V2, b := 1 — /2 wykorzystanie tego wzoru do

dowodu tezy zadania jest mozliwe, ale dosé uciazliwe.

. Dowiesé, ze liczby Fibonacciego, zdefiniowane rekurencja Fo = Fy = 1, Fop1 = Fp, + Fa—1, moga by¢ otrzymane

n
ze wzoréw F, = 5 (”;k); zwréémy uwage, ze zgodnie z definicja () = ﬂm—_l%m_—k“l dlakeZ,, meC,

sktadniki (",*) znikaja dla & < k <n

n
Widaé, ze dlan = 0i n = 1 wzory sa prawdziwe. Jedli n > 1 oraz F,, = E (";k) iFh_q = (n_l_k), to przemianowujac k& na
k=0 k=0

k—1mamy F,,_1 = i (Z:f), wiec z elementarnej wlasnosci (T]?) + (kﬂ_z]) = (m:—l) dlam = n—k dostajemy Fj,41 = Fn+F,_q1 =
k=1
("’EO) + Zn: ("+;€_k) =: R. Poniewaz, (g) =1= ("3’1) oraz ("+;€_k) =0dla k£ =n+ 1, wigc mozemy R zapisac¢ jako ngl ("+;€_k).
k=1 k=0



. Dowies¢, ze jedli || < 11 ]y] < 1, to

. Dla jakich n € N zachodza nierédwnoéci: 2n+1<27; 3n3+1<2?;, nl< 2n T

. Niech a1,...,a, € [0,1]; dowie§é, ze | (1 —a1) ... (1 —an) < 1= > ai+ > a5 |

. Fakt. Jedli aq,...,a, €[0,1], to ciag to,...,t, okreSlony wzorami tg :=1,¢1 := ) a;,ta:= >  a;qj, ...

r—y
l-azy

< 1.

(1—=)(14+y) >0, czyli z — y < 1 — zy; analogicznie y — z < 1 — zy, wiec |z — y| < 1 — zy, skad teza.

1
(2n -1t 2" 2n! ?

bl

, . 2n—1)!" n— .
. Wykazaé, ze: (a)Vn: 1+14+.  +1<m (b) Vn : —\/ﬁ<%2n)” :%.%.,.,22n1<\/ﬁ’
(¢) Vn: 711T+nl?+"'+%<%; (d) Vn: 1—1—%—1—...—%%2\/&

. Wykazaé¢ metoda indukeji, ze jeSlin € N, a; < ... < a, oraz by < ... < by, to

(a1 4 ...+ an)bi+ ...+ by) <n(arbs + ...+ anby).

Oznaczmy Ly := (a1 + ...+ an)(b1 + ... + bn), Pn := n(a1b1 + ... + anbn); mamy dowiesé, ze Vn : Zp, gdzie Zy, jest zdaniem
“Jesli ap £ ... < any b1 £ ooo K by to L € Pr". Oczywiscie mamy 71, gdyz Ly = a1b; = P1. Dla dowodu implikacji Zn, = Zn41
zauwazmy, ze Lpt1 —Ln = ang1(bi+...+bn)+(a1+.. .+ an)bpus1 +tnt1bng1s Prog1 —Prn = (a1b1 4. . .+ anbn)+ (n+1)ant1bng1,
skad dostajemy, ze Ppy1 — Pn — Lpg1 + Ln = a1b1 + .o 4+ anbn + napti1bngr — tng1(bs + oo+ 0n) — (@1 + ... + an)bpgr =

= (an+1 - al)(bn+1 - bl) + ...+ (an+1 - an)(bn+1 - bn) 2 0. Zatem Z,, = Pn+1 - Ln+] 2 Pn — Ly 2 0 = Zn_|.]7 QED
Zn

Uwaga 1. Latwo dodatkowo dowiesé, ze nieréwnoéé przechodzi w réwno§é <= a3 = ... =a, lub by = ... =b,.

Uwaga 2. Latwo sprawdzi¢, ze po zamianie a; na a; + x oraz b; na b; + « przyrost L, i P, jest taki sam i wynosi
nz Y b; + nyY_ a; + n’zy; zatem szukajac innego dowodu mozna ograniczyé sie do przypadku a; > 0, b; > 0.

Uwaga 3. Prosta konsekwencja wykazanej nieréwnosci: jeSlin € N, 0<a; € ... < ay, 0< by < ... < b, oraz
0<ep <£...<cp, to

(a1 + ...+ an)bi+ ...+ by)(er + ...+ ) <n¥(arbier + ..+ anbucy).

n
. Niech ay,...,a, €[0,1]; dowiedé, ze (1 —ay)...(1—a,) 21— a; oraz zbadaé, w jakim przypadku nieréwnoéé

i=1
staje sie rownoscia.
Indukcja wzglgdem n: Jedli Lyp, P, oznaczalewa i prawa strone dowodzonej nieréwnoéci, to z zatozenia indukc. L,,_; > P,_; wynika,
ze Ln—Pn =Ly_1(l—an)—Prn 2 (1—a1—...—ap_1)(1—an)—Pn = (a1+...+an_1)an > 0. Pokazemy teraz, ze nierdwnosé staje
sig rownosciq <= co najwyzej jedna z liczh a; jest # 0.[= |} Jedlia; = ... = ap—1 =0,t0 Ln = 1—an = Py.[< | Niech L, = Pp;

wtedy powyzsze oszacowanie daje (a1 + ... + an_1)an = 0, wiec jesli ap #0, to a1 +...ap—1 =0,awieca; =...= ap_1 = 0.

Uwaga. Nieco ogdlniej: | (1+z1)...(1+ zn) 2 14 E z; |, jesliVi: 14 z; > 0 oraz (koniecznie!) z1,...,&n s¢ jednakowego znaku.
7

1<ign 1<i<jgn

Indukcja wzgledem n: Jedli L, = (1 —a1)...(1 — an), Pn = 1 — Ay + By, gdzie A, := Zlgign a;, By = El<i<]<n a;aj, to

Ly = L'n—l(l - an)7 An=An_1+an, Bn=Bp_1+Ap_1an,wiec Pn—Lp=1-Ap_1—an+Bn1+Ap_10n— Ln—l(l - an) =

(1-A4n_14+Bn_1—Lp_1)(1—an)+Bpn_1an = (Pn—1 — Lp—1)(1— an) + Br_1an 2> 0 z zalozenia indukcyjnego P,—1 — L,—1 > 0.

Uwaga. Przy alternatywnym zalozeniu Vi : a; < O nieréwnos¢ jest przeciwna: b; >0 = (1+561)...(1+bn) 21+ Z by + Z biby.
z 1<g

Uogdélnienie:

. Ciag (skoniczony) liczb tg,t1,...,¢, nazwijmy dwudodatnim (w skrécie DD), jedli Vk > 0 : sp > 0, gdzie

sp = > (=1)tg4; = tp —ths1 + .. przyjmujemy tu umowe, ze ¢ = 0 dla k > n, a wiec ciagi skoficzone trak-
iz0

tujemy jako ciagi nieskonczone tg, 1,1y, ..., ktérych prawie wszystkie wyrazy sie zerujg. Zatem np. ciag 2, 3, 1,

jak tez 3, 2, 1, jest DD, a ciag 1, 2, 3 nie jest; tatwo zauwazy¢, ze kazdy ciag malejacy (do zera) jest DD.

Ciag DD nazwijmy zupetnym, jesli so = 0; wlasnosé ‘ZDD’ jest niezmiennicza wzgledem odwrdcenia kolejnoscei,

gdyz so = 0 implikuje > (—1)jtk_j = Sk41. Poniewaz t; = s + sp4+1, wiec mamy tez inne réwnowazne kryte-
j20
rium: cigg jest DD, jesli ma postaé sqg + s1, s1 + S2, ..., Sp—1 + Sn, Sn dla pewnych nieujemnych sy, ..., sp.

Zauwazmy, ze:

ciag DD po odrzuceniu jednego lub kilku poczatkowych wyrazéw pozostaje ciagiem DD,
ciag DD po dopisaniu na poczatku sktadnika > sy pozostaje ciagiem DD;
ciag DD mozna uzupekni¢ do ciagu ZDD, dopisujac na poczatku stadnik réwny sg.
1<ign 1€i<j<n ’
tni=aj...ap, tzn. (x+a1) ... (z4a,) = 2" +t12" "1+ . . +t, 12+, (réwnowazne okreslenie) jest ciagiem DD.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Indukcja wzgledem n: Niech i =1, i3 = a1 + ...+ an, + Bpg1y -, t~n+1 = a1 ...anany1 odpowiadaja zestawowi a1,..., a5, Gpt1;

mamy wtedy zaleznodci | i}, = tp + atr_, (gdzie @ = ap41) przy umowie, ze t; = 0 dla k € 0,n oraz ir=0dlak g0,n+ 1. Stad

. _ YT Y _J sp+asp_1 20, gdy k> 1, , (1 . .

3 = Z( 1) b4 = Z( 1) (tgg; + atp_145) = { s0—asy=s(l—a)>0, gdyk=o0. To koticzy dowdd indukcyjny, gdyz
720 720

dlan =0ciagto =1, t1 =0, to =0, ... jest oczywiscie DD.

Uwaga. Widaé bezposrednio, ze 2> 0 sa liczby:

so=(1—=ag) ... (1—an), s1 =1 =50, Sp—1 =tn—1 —tn=0a1...ap_1(1—an) -I-?n_l tn 1 8p = tn. 7 kolei wobec tozsamodci

so =to —t1 +s2 =tg —t1 +t2 —s3 =tg —t1 + t2 — t3 + s4 nieréwnosci s > 0, s3 > 0, s4 > 0 mozna zapisa¢ w postaci

I()?l—tl, I()gl—tlﬁ-tg, I()?l—t1+t2—t3, gdzie[()::so:(1—&1)...(1—an).
. Fakt. Jesli Aq,..., A, sa podzbiorami zbioru skoficzonego X, zaé to := |X|, tx := >, [|A;, N...NA; | to
i1<...<ip
liczby tq,...,t, tworza ciag DD; zatem liczba |A; U ... U An_| =ty — ity + ... = s; ma oszacowania s; < 11,
81 <t1 —tg -|-'t3, ..., 0raz sy 2'51 —tz, S1 2'51 —tQ -|-t3—'t4, 1td
Niech x; : X — R bedzie funkcja charakterystyczna zbioru 4;, wtedy iloczyn x1 ... X jest funkcja charakterystyczna przeciecia
A1 n...NAL, wiec ty = Z Z Xiq (2) ... xi, (2) = Z Z Xiq () .. th( z). Przy ustalonym x wielko$é x;, (z) ... xi, (¢)
1< <ip 2E€EX TEX 1< <ik

jest jedynka bad?Z zerem, zaleznie od tego czy z € A1 N ... N Ay; zatem jesli z nalezy do r(z) zbioréw A;, a nie nalezy do n — r(z)
pozostalych, to suma Z Xiy (€) ... Xi, () jest réwna liczbie kombinacji (T(If)); zatem tj = Z (T(If)). Otéz Z (=1)7 (ka) =

1< <y z€X 720
(;:i) (dla dowodu wystarczy przedstawié ( :_ ) jako <k+;i1> + (2;1) i poskracaé¢ powtarzajace si¢ skladniki); wzdr ten pozostaje
stuszny takze dla k = 0, przy umowie ze ( ™) = 0. Zatem s = "(H=1) 5 g co koficzy dowdd.
Yy y PTZY 1 k—1 zZ Y Yy

z€X

Dla k < n niech PF oznacza prawdopodobienistwo tego, ze nie wszystkie wylosowane elementy sa rézne, jedli losu-
jemy k razy (niezaleznie) element ze zbioru n-elementowego (wszystkie elementy sa jednakowo prawdopodobne).
Oszacowaé PF 7 géry, jedli 1 << k << n; dla k = 10* znalezé mozliwie malte n takie, 7e P¥ < 1074

— — k-1
l—PJf = ﬂu%n—k—{-])_ = (1 - %) (1 - %) (1 - kn;l) Stosujac nieréwnosé Bernoulliego dostajemyl—P.,’f > (1 - kn;l) >
2 ‘ 2
1= B iee PE g BZUD ¢ B2 Zatem PR < 107 mamy dla n > 10%(k — 1)2 = 10% x 99992 = 9.9980001 - 1011, Nieco lepsze

EE=1). stad PR < 10=* dlan > Lk(k —1)10* =

. . . . v . .. 1424...(k—1 .
oszacowanie daje nieréwnoéé¢ 77, mianowicie 1 — Pff >1- L(), czyli PF <
n n 2n 2

4.9995 - 1011,
Wykazaé, ze dla m,n € N: (a) jedli m < n, to "W/n+1< %/n; (b)jeslim>n(n—1),to "Wn+1> /n.

n:] >m+1

. . . . P . . m
(a) Teza oznacza, ze ( a to wynika wprost z nieréwnosci Bernoulliego. (b) Teza oznacza, ze (Zi) >n

1
Z nt1?

Stosujac nieréwnosé Bernoulliego wykazaé, ze:  (a) 5225 < V2 < 24l dlan€N;  (b) 2® > n® dlan > 450.

(a) Teza zapisana w postaci oszacowan (%)n > % i (ﬂn'—l) " > 2 wynika wprost z n. Bernoulliego. (b) Polézmy n = 50k + r, gdzie

k> 9, r € 0,49 (iloraz i reszta z dzielenia n przez 50). Z nieréwnosci (a) dostajemy 2 >1+ %, za$ przez indukcje latwo dowiesé,

ze 28 > 50k dla k > 9. 7 tych dwéch oszacowan wynika, ze 236 = 2k (%)T > 50k (1 + %)T > 50k (1 + %) > 50k+r=mn, QED.
s’ +1 n

Wykazaé, 7e n! < (”T) dlan € N.

F.atwa indukcja, sprowadzajaca sie do nieréwnosci (1 + %) " > 2, wynikajacej z n. Bernoulliego. Prostszy sposéb: z n. Cauchy’ego.

Korzystajac z nieréwnoéci Bernoulliego rozstrzygnaé, ktéra z dwdch liczb jest wieksza, ¥/n +1 czy "~V/n,
jeéli n =108,

n n — 1 _
(nL) > 1,gdyzL_(l+n+]) n+1_P'
, n n—1 . n—1 . .
Inny sposéb: (m> > %, gdyz L = ( + n+1) >14+(n—1)—=+ + = 112? > % =P. Odpowied?. z,, < Tp_1.

Dowieéé, ze dla kazdego = > 0 ciag o wyrazach &, := n(1 4 2") jest éciSle rosnacy.

Dla z > 1 teza jest oczywista: (£;,) jest lloczynem dwdch ciagédw rosnacych > 0; jednakze w dowodzie nie warto wyodrebniaé

tego przypadku. Mamy dowiesé, ze €41 — &n = (n + l)a:‘”'H —nz™ +1 > 0. Dla z > 0 mamy nieréwno$¢ Bernoulliego n]—+1 =
x

+
(1+(X-1))
Uwaga. Jedli p € R, to [Va:‘ > 0 ciag én = n(p + =) jest roancy] & p > e~2. Dla dowodu zauwasmy, ze £,41 — En =p— fa(z),
gdzie fn(z) := nz™ — (n + 1)z"t1; skoro f(x) = 2”1 [n2 - (n+ 1)21‘], to sup fn = fn ((#)2) = (nil )2+l 2 e=2 gkad teza.

>14+(n+ 1)(— — 1), czyli nz™*t! — (n 4+ 1)z" + 1 > 0; dodajac do tego nierédwnoéé z™*! 4+ 2™ > 0 dostajemy teze.

W n kolejnych latach wskaznik inflacji przyjmowa} wartodci 21,...,2,, tzn. w k-tym roku ceny rosty (1 + zp)-

krotnie, zx > 0. Wykazaé, e liczba x, taka ze (14 2)" = (14+x1) .. (1 + 2,), tzn. éredni roczny wskaznik inflacji
7a rozwazany okres, zawiera sie pomlqdzy grednig geometrycznq, a srednlq arytmetyczna liczb x4, ... z,.



17.

18.

19.

20.

Niech a := 1;(3:1 +...42zn), 9 = ¥T1...T,. Z nieréwnosci Cauchy’ego 1+ = V(l +z1)...(1+zn) % zk(l-l-rk) = 14a, wiec
z £ a. Zajmiemy si¢ teraz dowodem nieréwnoéciz > g. Niech = (z1,...,zs), = (g,...,g). Wskutek rozdzielnoéci mnozenia wzgledem
dodawania iloczyn I() := (1 + z1)...(1 + #n) jest réwny sumie wszystkich 2" iloczynéw aqiaz ...an, gdzie a; € {1,21},...,an €
{1,zn}. Oznacra to, ze I() = To() + T1() + ... + Tn(), gdzie Tr() := z H x;, gdzie Ny jest zbiorem (majacym (:) elementéw)
TEN, ieT
wszystkich r-elementowych podzbioréw zbioru 1,n; w szczegélnosci To() =1, () =z1+ ...+ zn, Tn() = z1...24. Zauwazmy,
n—1
ze iloczyn wszystkich (:) sktadnikéw sumy T() jest réwny (1 ...2,) """/ (bo kazdy i € 1,n nalezy do (::11) zbioréw N, ), wiec
n—=1
r—1

IO:ZTT >ZTT = I(), co oznacza, ze (1+ z)" > (1 + g)”, tzen. = > g.
T

1
) (") = r, to ich $rednia geometryczna wynosi g”; stad 7 nieréwnodci Cauchy’ego Tr() > (")gr = Tr(). W takim razie

skoro n (
n

Indukcyjny dowdd nierédwnoséci z > g: Niech Z,, bedzie zdaniem‘ Vo, oo @y >0 (I4z)...(14+2n) 2 1+ Yo1 .. zn)" ‘

VneEN:ne€Z=>2n€ L
VneEN:neZ=>1,nC7Z

Ad : Jedli g' := ¥zy .. Tn, 9" = Tpy1 - Tomsto (14 z1) . (14 zn) 1+ zng1) ... (L+z2n) 21 +9)" 1+ 9" 2

n

Postuzymy sie nastep. nieckonwencjonalna zasada indukgcji: jesli Z C N, 1 € Z oraz { }, to Z = N.

1+ g’g“)2” = (14 2/xy...22,)%". Ad | Zn = Zmdlam < n |: Majac z1,...,Zm okreSlmy zp41 = ... 2y 1= g 1= YZ1...Zm,
wtedy o/z7 . = X/gmgr—" =g, wiec Z,, daje (1+z1)...(L+zm)(14+9)" ™ 2 (1+g)", skad (1 +z1)...(14+zm) =2 (1 +9)™

Dowieéé, ze dla z,y € R mamy: E(z)+y >0 <= z+ F(y) > 0. Podaé przyktady pokazujace, ze zastepujac tu
nieréwnoéci > nieréwnoéciami > lub < otrzymamy zdania fatszywe. Dowiedé, ze y > E(z) < FE(y) >z — 1.

Jedlin € Z oraz 0 € [0,1, ton+6 20 < n > 0 (gdyz § > 0 daje ‘<’, natomiast n < 0 =>n -1 =>n+0<n+1<0,co
dowodri ‘="). Stosujac to do § := y — E(y) oraz n = E(z) + FE(y) dostajemy E(z)+y > 0 < F(z)+ FE(y) > 0; zamieniajac z,y
rolami dostajemy F(y) + =z 2 0 <= F(y) + E(z) > 0, skad teza.

=
Dowiesé, ze L := min(z1, 22) + min(y1, y2) < R:=min(z1 +y1, 22+ y2) oraz L = R <= (21 —22)(y1 —y2) 2 0.

z := min(z1,2), y = min(y1,y2), wtedy L = z + y, wiec R — L = min(&1 + ¢1,&2 + §2), gdzie &y = =y — =, §x = yr — y. Skoro

o _ o o~ ~ o~ , [T1=0 <= 1<z To=0 <= x1 222
Zp, Yk 2 0,to R—L > 0. Ponadto R—L =0 <= (3:1 =4 = 0) lub (x2 =2 = 0), zas {i1=0 — y1s\yz } oraz {§2=0 — y1§yz }

Wykazaé, ze R = Q_ jest jedynym podzbiorem R zbioru Q" := Q\ {0}, spelniajacym nastepujace warunki:
1. RU(-R)=Q%; 2. RN(—R) =0 3. R-RCR; 4. R+ RCR.

Skoro1 € Rlub —1 € R (war. 1.),to 1 = (+1)2 € R (war. 3.). Stad z 4. przez indukcje wynika Vn € N : n € R, tzn. N C R. Pokazemy,
ze Vi,m € N:gq := # € R: W przeciwnym razie war. 1. dawalby —g € R, wiecz m € N C R1i war. 3. byloby - = (—q) - m € R, co
jest sprzecznez [ € N C R i war. 2. Tak wigc Q; C R, przy czym R nie moze by¢ wickszy od Q (war. 2.), co koriczy dowdd.

Uwaga. Kazdy R C Q* speliajacy warunki 1...3. jest postaci R = kerf, gdzie f : Q* — {£1} jest nieparzystym [f(—m) = —f(ar‘)]
1, z€R
-1,z ¢ R~
liczby pierwsze, a €1,€2,... — elementy {1,—1}. Na przyklad R = Q4 odpowiada Vk : ¢, = 1; inne wyrdznione R daje Vk: ¢ = —1.

homomorfizmem, mianowicie f(z) = { Kazde takie f jest postaci f(ip1 1 kz L) = iefl el;z ..., gdzie p1,p2,... to kolejne

Dowie$é, ze z nieréwnos$ci £1 + 2o+ 23 > 1, —21 + 29+ 23 < 1, 21 — 22 + 23 < 1, 21 + 22 — 23 < 1 wynika, ze:

19 2y, 20,25 € [0, 1]; 20 L4 zef+ef, L+ai>ei+e], 142> of + 23

7 zalozenia wynika: x1 — 22 { 1 —z3,20 —z1 L 1 —z3, a wi@c‘ lz1 —z2| €1 —z3 ‘; mamy tez 1 +x2 — 1 £ x3,—x1 — 22+ 1  x3,

co daje ‘ lz1 +z2 — 1| L z3 ‘ Z tych dwu nieréwnoéci wynika 0 € z3 < 1, co dzieki réwnouprawnieniu z1, z2, z3 dowodzi 1°. Stad

mamy |z1 + z2| = 1 + 2 € 1+ z3; mnozac to obustronnie przez |z1 — 3| < 1 — z3 dostajemy |x? - L‘g| <1- rg, a stad wynika 2°.

. Niech a1,as...,a100 € R — dane liczby, s := a3 + as + ...+ ajoo. Dowiesé, ze istnieje permutacja by, ba, ..., b1go
. . s 99|s
liczb ai,...,a100, taka ze |b1| 2 %6%’ |b1 + b2| = 100, |b1 + b2 + b3| %(f)l’ Cay |b1 + b2 + ...+ b99| 2 ﬁ%l'
n n n
Zastosujemy indukcje do dowodu uogdlnienia dla n liczb a1, ..., a,. Oznaczajac s := Z, CL = § — ap mamy E Cp = ns— E ap =
k=1 = =
(n—1)s, wiec Z lek| 2 (n—1)s, zatem 3k € 1,n : |cx| > %s. Weémy by, := ay; z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do n — 1
k=1
qI
liczb a1,...,a5_1,8k41,...,2n Wynika istnienie permutacji b1, ...,b,_1 liczb tego ciagu, takiej ze Vj < n: |b1 + ...+ bj| > ill;ll,

gdzie s’ == a1+ ...+ ap_14+app1 +...tan=s—ar =cx 2 %I_ill-;sttheza.

. Niech a,b € R, a < b. Wyrazié poprzez funkcje z — E(z) liczbe L(a, b) elementéw zbioru Z N]a, b].

Weimy k € Z tak male, by k < a < b; wtedy Ja,b] = [k,b] \ [k, a], wiec Z N ]a,b] = Sp — Sa, gdzie S; = Z N [k, z]. Otéz
#So = # (k, E(2)) = B(z) — k+ 1 oraz Sa C Sy, wiee L(a,b) = #S, — #Sa = E(b) = F(a). Bardziej ‘naturalny’ sposéb:
Niech Q(x ) € [0,1[ oznacza «reszte z dzielenia x przez 1», tzn. z = F(z) + Q(z). Jedlin € Z, to n € Ja,b] & FE(a)+ Q(a) < n £

E®) + Q) { @ 20)> iZ: EEZ)) :ZZ::JS((Z)%(} } & 1+ E(a) < n < B(b). Stad | L(a,b) = E(b) — E(a) |




23.

24.

Dowiesé, ze dla a, b, ¢ € R nastepujace warunki sa réwnowazne:

{ min(a, ¢) < b, min(a, ¢) = min(b, ¢); a = b lub ¢ < min(a, b).

min(b, ¢) < a;

1=3 (agblubcgb)i(bgalubcga)jestalternatywqagbgalubcgagblubcgbgalubc<a,b.Natomiast

~N
implikacje i sa oczywiste.
Dtluzszy sposéb:

min(a,c) < b wraz z min(a,c) € c (zawsze) daja min(a,c) < min(b, c). m = min(a,c) = min(d, c); jesli m < ¢, to
a=m,b=m, wiecca=c;jedliza§ m =c, toc < aicgb. Jedli a = ¢, to min(a,c) = min(d, c) £ b1 min(b, c) < a; jesli zas
a,bsa > c, tomin(a,c) = c £ ¢ i min(b,c) = c £ b.
Niech X C R bedzie niepustym podzbiorem. Dowieéé, ze jesli funkcja f : X — R nie jest ani (stabo) rosnaca, ani
(stabo) malejaca, to

Jay, 20,23 € X 1 21 < 22 < x3, lecz f(x2) & [f(z1), f(x3)].
Przyjmujemy tu konwencje [a,b] := {z : min(a,b) < z < max(a,b)}, wiec [a,b] = [b,a] # 0 dla kazdych a,b € R.
Zauwazmy, ze istnieje podzbiér X C X, majacy < 4 elementy, na ktérym f nie jest ani rosnaca, ani malejaca. Istotnie, jako X
mozna wziaé sume X' U X" gdzie X', X" C X sa podzbiorami 2-elementowymi, takimi ze f|X’ $cigle maleje, zas f|X” — roénie.

Niech wiec X = {z1,22,%3, 24}, gdzie z1 € w2 € @3 € w4; oznaczmy yi = f(xg). Przypusémy, ze spelnione sa naraz 4 warunki

y2 € [y1,¥s], y2 € [y1, 4l y3 € [y1,v4], y3 € [y2,vs]. )

Jedli wtedy y1 < w4, to Vk : g1 < min(y1,9a) < yx < max(y1,v1) = ya, wige y1 € y2 < max(y1,¥3) = ys < ya, tzn. fl; jest (stabo)
rosnaca, sprzecznosé. Jesli natomiast y; > y4, to tak samo dostajemy y1 > y2 > y3 > ya, co tez jest sprzeczne z doborem X. Zatem

ktérys z warunkéw (*) nie jest spelniony, czyli ktéras z tréjek (z2, z3, x4 ), (w1, %3,54), (z1,2,74), (1,72, 23) ma zadane wlasnosci.

. Znalez¢ najmniejsza 1 najwieksza wartodé funkcji f(z, 2, v, y') = 2y + 2y + 2’y — 2’y — & — y na zbiorze:

(a) Z=10,1]% (b) Z = [~1,1]* Znale#¢ obie poziomice f, odpowiadajace jej ekstremalnym wartoéciom.(?)

(a) Pokazemy, ze min f = —1 = f(x,0,1,0) oraz max f = 0 = f(0,0,0,0).
zZ zZ

f = (z—2")(y' —y) + 20y — z — y; przy ustalonej parze (z,y) wielko$¢ w = (z —z')(y’ —y) jest nieujemna <= ' € [0,z], ¥’ € [y, 1] lub
z' € [z,1], ¥ € [0,9]; w plerwszym przypadkuw < z(y' —y) < z(1—y), a wdrugimw = (z' —z)(y —¢') < (1 —z)(y—v') < (1 —z)y.
Analogicznie widzimy, ze w 2> —zy lub w 2 —(1 — z)(1 — y). Zatem f  max(sy —y, oy —x) = max(—(l —z)y, —z(l — y)) < 0 oraz
f>2min(zy—z—y,zy—1) > min(l —z)(l-y) -1, —1) > —1, co koriczy dowéd.
W jakich punktach kostki [0,1]* mamy f =0 ?
Skoro f € max(zy — y,xy — ), wiec f = 0 implikuje max( -, -) > 0, czyliz € {0,1} lub y € {0,1}, co daje cztery mozliwosci:
z = 0; wtedy 0 = f(0,2',y,y') = —=(1 — 2')y — &'y’ (kombinacja wypuktla y i y’), czyli (0,0,0,y’) lub (0,1,y,0) lub (0,z’,0,0);
z=1; wtedy 0 = f(1,2',y,¥') = 'y + (1 — z')y’ — 1 (kombinacja wypukla y i y'), czyli (1,2’,1,1) lub (1,0,y,1) lub (1,1,1,¥’);
y = 0; wtedy analogicznie jak z = 0 daje to punkty (0,z’,0,0), (z,0,0,1), (0,0,0,v');
y = 1; wtedy analogicznie jak z = 1 daje to punkty (1,1,1,%'), (z,1,1,0), (1,z',1,1).
Zatem f = 0 na o$miu krawedziach kostki: (,0,0,1), (¢, 1,1,0), (0,2z',0,0), (1,2',1,1), (0,1,y,0), (1,0,y,1), (0,0,0,v'), (1,1,1,¢').

W jakich punktach kostki [0,1]* mamy f = —1 ?
Skoro f > min((l —z)1-y)—1l,zy — 1), wiec f = —1 implikuje min(-, -) € —1, czyli z € {0,1} lub y € {0,1}, co daje cztery
mozliwosci:

z = 0; wtedy —1 = f(0,2',y,y') = —(1 — z')y — z'y’ (kombinacja wypukla y i y'), czyli (0,z’,1,1) lub (0,0,1,y’) lub (0,1, y,1);
1; wtedy —1 = f(1,2',y,v') = ¢’y + (1 —z')y’ — 1 (kombinacja wypukla y i y'), czyli (1,0,v,0) lub (1,1,0,3’) lub (1,z’,0,0);
y = 0; wtedy analogicznie jak = = 0 daje to punkty (1,1,0,¥'), (1,2',0,0), (=,1,0,1);

T

y = 1; wtedy analogicznie jak = 1 daje to punkty (=,0,1,0), (0,z',1,1), (0,0,1,y').
Zatem f = —1 na o$miu krawedziach kostki: (=,0,1,0), (=,1,0,1), (0,2',1,1), (1,%’,0,0), (0,1,y, 1), (1,0,¥, 0), (1,1,0, '), (0,0,1, y').

(b) Pokazemy, ze min f = f(1,—1,1,—1) = —4, maxf = f(—1,—1,—1,—1) = 4, przy czym zbiory f~1{44} sa jednoelementowe.
zZ zZ

f=(z—2") (v —y)+ 20y —z —y; przy ustalone]j parze (z,y) wielkos¢ w = (z —z’)(y’' — y) jest nieujemna <—= =’ € [-1,z], ¥’ € [y,1]
lub z' € [z,1],v' € [-1,y]; w pierwszym przypadku w < (z + 1)(v' —y) < (z + 1)(1 — y), a w drugim w =< (1 — z)(y — ¥’) <
(1 — z)(y+1). Analogicznie widzimy, ze w 2 (z + 1)(—-1 — y) lub w > (z — 1)(1 — y). Zatem f { max(zy — 2y + 1,zy — 2z + 1) oraz
f2min(zy—20—2y—1,zy—1);przy tymoy —2y+1 =1+ (2—-z)(-y) £ 1+ (24+1)- 1 =4, zy—2z+1 L4, zy—1 2> —-1-1= -2
orazzy —2r —2y—1=(2—-x)(2—y) — 5> 1-1— 5= —4; zatem ekstremalnymi wartodciami f sa +4.

Jesli f = 4, to max(zy — 2y + 1,0y — 20+ 1) > 4, czyli (2 — z)(—y) > 3 lub (—z)(2 — y) > 3, co oznacza ¢ = y = —1; przy tym
4=f=3-z' -y -2’y =4-(1+2)1+y'), codajez’ =y' = —1. Jedli f = —4, to min<(2 —z)(2—-y)— 5,0y — 1) < —4, czyli
(2—2)(2-1y) €1 (codajez =y =1) lub sy = —2 (co jest niemozliwe); przy tym —4 = f = —(1 — z')(1 — y'), skad =’ = ¢/ = —1.

1Zadanie (a) rekomendowal K.Wédkiewicz w referacie z grudnia '97 nt. paradoksu Bosego-Eiensteina i nieréwnosci Bella.



SEQ-NUM, drukowane 11 maja 2000 r.; 4 strony (bez pocz. zadas dotycz. monotonotonicznosei i rozwigzywania rekurencji)

. Dwa ciagi liczbowe (2,) i (yn) spelniaja warunek lim (z, —yn) = 0, przy czym jeden z nich jest (stabo) rosnacy,
n— oo

a drugi — (stabo) malejacy. Dowie§é, ze oba ciagi sa zbiezne i ich granice sa réwne.

Niech z, := yn — @n; ciag (zn), bedac suma ciagéw malejacych (y,) 1 (—zy), jest malejacy; zarazem lim z, = 0, wiec Vn : z, > 0,
n— 00
czyli zn, € yn. Stad Vn : 1 € zn € yn < 1, co dowodzi, ze ciagi (zn) 1 (yn) sa ograniczone. Wraz z monotonicznoscia daje to ich

zbieznosé, przy czym limy, — limz, = lim(yn — zn) = 0, QED.

. Zaléimy, ze m1 < ma < mg < ... Jjest pewnym ciagiem liczb naturalnych, a ciag liczbowy (z,) ma whasnosci:

(a) klim Tm, = A; (b) Vn € My, Mgyt xn € [xmk,acmH]] (konwencja: [a,b] = [b,a]). Dowies¢, ze lim x, = A.

Dla & > 0 dobierzmy K € N tak, by Vk > k : |zm, — A| < &; sprawdzimy, ze Vn 2 mg : |zn — A|  e. Oté7 niech k € N
bedzie najmniejsza liczba taka, e myy1 > n; wtedy k 4+ 1 > K oraz n € my, mg41, a zatem z, — A € [z‘mk - /\,a:‘mk_'_1 - )\]; stad
|7 = Al S max{|zm, = Al [2myy, = Al} <5, QED.

. Zbadaé, czy istnieje taki $ciéle rosnacy ciag (z,), ze ciag yn, = zn + 2% jest istoinie niemonotoniczny, co oznacza,

7e clag przyrostow Y, — yn—1 ma nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich i nieskoniczenie wiele wyrazdw ujemnych.

Tak: Jedli przedstawimy z,, w postaci z,, = a1 + ...+ an, t0 Yn — Yyn—1 = an — 2]—,“ wobec tego z, bedzie mie¢ zadane wlasnosci,
. 0,27 n=1,3,5,... . 1 . 5 1 5 7
jesli ay, € { ]]QL",OOI:I:’, " 2:4:6:...i Biorac np. an = 57 (1 + = ( ) L) dostaniemy s, = g (1 - 4—m), Ton—1=§ = 347

. Niech (b,) bedzie zadanym ciagiem (stabo) rosnacym. Zbadaé, czy istnieje taki ciag (x,), ktéry jest rosnacy oraz

spelnia uktad réwnan VYn > 1 : z, + ny1 = by. Jak jest, w szczegdlnodci, gdy b, :=1—-27"7

bpn = di + ... + dn, gdzie dy = by oraz Vn 2 2 : dy = by — b,—1 2 0. Latwa indukcja prowadzi do nastepujacych wzoréw na
Tom =d1 +d3+ ...+ dom_1 — 21
Tom41 =do +de + ...+ dom + 21

rozwiazanie ogdlne ukladu: { ,m 2 1; przy tym 1 € R jest tu dowolnym parametrem.

:L‘2m+1—:L‘2m=21‘1—(d1—d2+...—d2m) . .
Stad { Tomts — Tamet = (d1 = do +ds — oo damg1) = 201 [ Waszystkie te przyrosty beda > 0 <= A < 21 £ B, gdzie
A :=sup,, {di —do+ds — ...+ dam—1 — dop } oraz B := inf,,{d1 —do + d3 — ... + dam41}. Zatem warunkiem istnienia rosnacego

rozwigzania jest A B, a jednoznacznosci rozwigzania — réwno$é A = B. Dla b, = 1—27" mozna przewidzieé postaé z, = p+¢27"7,

wtedy =, + ony1 = 2p — %B 27", wiec rozwiazaniem szczegdlnym jest z,, = % % 27" a ogllnym z, = % % 277 4 e(-1)";
(-

_1\n—1
1)"_1dn=l|:1+£—1L],A=B=%.

ten ciag jest rosnacy & c¢ = 0. Latwo takze obliczyé, ze dp, = 27, dy —da + ... + 3

Uwaga. Dla dowolnego ciagu (cn), spelniajacego nieréwnosci Vo > 1 : (=1)"1(

n

tn— tp—1) 2 0, cg := 0 (wigc ¢; 2 0) istnieje jedyny

ciag (dn > 0), mianowicie dy, := (=1)"7(cp_1 — cy), takize ¢, = E (—1)k_1dk. Ciagdw (cn) jest ‘duzo’: Mozna np. wziaé¢ dowolne
k=1

€1,C3,C5, ..., takie ze ¢; 2> 0, a wtedy na ¢y, c4,¢g, ... jedynymi ograniczeniami beda ¢, < min(czm_1 ) C2m41 ); albo wziaé¢ dowolne
Co,yC2,C4, ..., takie ze ¢g = 0, a wtedy na c;,¢3,¢s,... jedynymi ograniczeniami beda c2p—1 2 max(czm_g, CQm). W szczegdlnosci
mozliwa jest kazda para wartodci A = sup,,{d1 —da + ... —doyn}, B=infm{dy — ... + doyny1 }

. Znalez¢ jawny wzdr na wyrazy ciagu (21, 2, 23, . . .), okreslonego rekurencja 21 = 1, 2,41 = n(n+2)(r1 +...+z,).

Licza kolejne wyrazy znajdujemy7 zery =1, 0 = %, r3 = %, Ty = %, Ty = L To sugeruje7 7€ moze byé prawdziwy wzdr ogdlny
Ty = ﬁ = % - n+1 Sprawdzimy to przypuszczenie: byloby wtedy =1 + . +xn == 2 + 2 - + = n?T = % - 712—1 = 712:1 ,
wiec n(n+2) (z14+ ...+ ) = m = Zp41; zatem postulowana zaleznoséé rekurencyjna zachodm Odpowzedz Ty, = n(n2+l)'

. Narysowaé przebieg funkeji f: D — R, f(z) := lim {/1+ 2" + (22/2)", gdzie D := {z € R: lim ... istnieje}.

D=R\[-2,-1], f(z)= %.7,2 dla |z| > 2, f(z)=1nal-1,1[, f(z)= =z nal,2]; w szczegdélnoici f jest ciagtana D.

. Znalez¢ (lub pokazaé ze nie istnieja) liczby a € R i ng € N takie, ze Vn > ng : |\/n2 +n—+vn?—n— a| <10~

_ 2n _ 2 . e _ 212 1 H'_E 1 1—¢ 2 _
an = \/7+\/7—\/1+1/n+\/] 7Wl(;ca_ hm an =1.Jedli \/14 1/, £ =5 oraz /1 =1/, > 'l+s’t0a =\/1+ 1, +/1-1, €

n—

2
[1 + 1+E , 1 + ] a wiec an, E [1 —&g,1+ a] Zatem to ostatnie oszacowanie gwarantuje koniunkcja % < (m) -1 = (1_5)2

1—¢
(1+e)°
4e

. —e\2 _ . _ .
i % <1- <1+§) = (1+ are® czylin > ,codlae =10"*% dajen > 1 710 4100012 = 2500.500025, czyli wystarczy ng = 2501.

Uwaga. Mozna sprawdzié, ze a,, \, 1 oraz ze pierwszym wyrazem < 1+ 10™* jest a3 & 9.647 - 10~%; zatem ny — dowolne > 36.

. Wykazaé, 7e zbiér {n € N : 2" < (n” 4+ 7)7} jest skoficzony.

7 - 7 7
Zauwazmy, ze ay = inTt'TL jimd 0, gdyz a;:l = % ((n +71_)}_ 7+ 7) —_— % < 0. Zatem V*n : ap, < 1, skad teza.
n

. Zbadaé zbieznoéé ciagu o wyrazach a, :=n [3\/112 +3n+1-7vn2—n+4vVn? —4n + 5].



10.

11.

13.

14.

15.

3n(4n + 1) 4n(-3n+5) _

Sposéb 1. an:3n< n?2 4+3n+1-— n2—n)—|—4n( n2—4n—|—5—\/n2—n): NV + T = Tn + yn, gdzie
= 1212 B 1212 :12n2( n?—an+5-vn2+3n+1) _ 12n2(=Tn + 4)
" 2 +3n+14+vVn2—-—n Vn2—-—4n+5+ n2—n (\/_+\/_)(\/_+\/_) (\/_+\/_)(\/_+\/_)(\/_+\/_)
a\vigclimyn:—%:—%, natomiast I’n_\/_+\/_ \/_29}_71\/_ »%4_%:22—3. ZatemlimaTL:%—%— .

Sposéb 2. Pomocniczy problem: Dla danych a,b dobierzmy stale o, 3 tak, by ciag lim n (\/ n24+an+b—n-— oz) = (3. Jasne, ze
n—0o0

n n2+an+b—(n+9)2)
= i \/7— =1 an—l—b:g, = i \/7— a =1 ( 2 =
o lim ( n?2+an+b n) llm\/+n 2,stqdﬁ lim n( n? +an+b (n+2)) lim \/T-}-n-}-%

n— 00

2
46%. Zatem| lim n (\/n2 +an+b—n-— %) = —%(a2 —4b) = —%A . Majac ten wynik dostajemy:

n—oo

an:3n<\/ +3n+1—n——)—7n<\/n —n—n+%)+4n<\/n2—4n+5—n+2)ﬁ,—é—[?)~5—7-1+4~(—4)]:1.

Nie korzystajac z twierdzenia Stolza dowie$é, ze lim % (1 + % + % + ...+ %) =0.
n— 00

Jeélin>m,tozn_—<1—|— +. ) (Zl-l— E #):%4_"”—"71<%+#7codlan2m2jest<#+#:%.
k=1 k=m+41
Zatem biorac dla zadanego € > 0 takie m € N, ze m > % dostajemy dla kazdego n > m? oszacowanie 0 € =y, < % Le.
n
Nie korzystajac z tw. Stolza obliczy¢ granice lim z,, gdzie z, = nL E
n—oo —
Wykazemy,ze lim z, = 1. WeZmy w tym celu z, := o —1; tozsamosé (n+1)!z,41 = nlozp+(n+1)! sprawia, ze £p41 = nlﬁ$n +1,

n—oo

czyli zpqq1 +1 = %(Zn +1)+1,skad | zn41 = % . Z tej wlasnosci przez indukcje dostajemy, ze Vn > 2 : 0 < z, < %; istotnie,

241 24 2
Tp = zn <L "I = mﬁnl) < n(n+l) _n+1 = T‘n_|.17 QED.

Uwaga. 7 tozsamosci 41 — 1 = n+1 ——=n wynika, ze z — 1 = 0- z, tj. z = 0, o ile [umiemy dowiesé, ze] x = lim =z, istnieje.
n—00

. Zbadad¢, jakie nieréwnosci zachodzi¢ musza pomiedzy czterema liczbami liminfz,, limsupz,, inf 2z, i sup z,,

jesli (zy,) jest ciagiem liczbowym.
infz, < liminf z, < limsupz, £ supz,; wynika to natychmiast stad, ze Vn: a  zn < G, gdzie o :=infxy,, 8 :=supzy,.

~N

Dla danego ciagu (z,) obliczy¢ inf{z, : n € N}, sup{z, :n € N}, [:=liminfz, oraz [:=limsupz,:

(a) J:n:";}O; inf = 2y = -9, Sup—iﬂgo—% 1=1=0.
(b)xn:%; mf:xg:—%,sup_xg_il:l:%.
(c):ﬁn:n_[[\\//jinm“; inf=0,sup=23=3,1=0,1=2.
(d) 2, =n—10[&] + 2; inf:O,sup:aEg:@L:O,Z:Q.
(e)rn:n—%—f)[%]; inff=xz1=—-4,sup=4,1=0,1=4.
(f) zn = 2n—4 + 15 — [i5] inf =0,sup =21 = %, [=0,l=limzigp_1 = %.
Stosujac wzér VA — VB = \/—+\/B obliczy¢ granice: (a) z,, := \/271 +/n+1- \/271 —/n+1;
= Vn3+Vn% +nt — V3 +n% — n¥; (¢) #n :=/n+/n+1-vVnZ+n+1.
n = li n = 1. b n = \/nf’+—n4 \/?"4 2nt =

(a) @ \/2+\/_+ +\/2——+1 = mz V2’ (b) & n3+4...+/n3+.. (Vre+nt+v/n5 —nt)(V/n3+...+/n3+...)

2 = L(o) gy = BRIV dndl \/"2+"+1,gdzieMn =\/n+/n+1+¥nZ +n+1;
5/2( [T+ /+ /1+1/n) 3/2(\/1-}'—+\/1+—) 22 2 () M, \/_

My _ - i —Vrtl 1 e o neyVnZdmdl nt1 . : _1
zatem g 2 oraz xn, = xh +x!, gdzie z!, A g zad = 7, Mn(n-l- ey — 0; stad nli»n;o Tn = 3.
Stosujac twierdzenie o 3 ciggach obliczyé nanOlo Ty (a) zp = ¢ % + n; (b) , = {‘/% — 217
(c) zp := ’\‘/n5+(n+1)5—|—...—|—(n+n)5; (d) z, = % Ynr+(n+ D)4+ +(n+n)?

(&) &y 1= V37 —n3; (f) zp = ¢ 711—2—2%; (g8) zp = /5ntl — b,

, gdyz 2771 > 2n dlan > 4;

3=
|
WV
|>-x

(a) % < za™ < 27 4 27, wiec "L\/ﬁ < zn 2%/2, a zatem limz, = 2; (b)

stad £, — 1 z tw. o 3 ciagach i tego, ze ¥n — 1, ¥/2n — 1. (c) Vn® < zn < Y (n +1)( n)® < V64Vnb, wiec z tw.

3=

2

: : . n . " , : : . 15 15 .
o 3 ciagach i tego, ze ¥a —— 1, ¥n — 1, dostajemy nlLIr;Oxn =1 (d) ;}/(n+n)" SR}/ (n+1)(n+n)", czyli
3
2 € zn € 2¥n+1 < 2V/2n, wiec tw. o 3 ciagach daje lim z, = 2. (¢) Skoro lim g—n =0,to V' : Fm < %, a zatem
— 00 n—00

*

V*n: 3% % < on £ 3; stad, z tw. o trzech ciagach, lim z, = 3. Uwaga. Vn > 6:2n° { 3" (alen =5 = L = 250, P = 243);
n— 00

3 3
krok indukcyjny: 2(n + 1)% = 2n2 (1 + %) < 3" (1 + %) g3t () Lo n1—2 - QL,L > # (nieréwnoéé 2771 > n? zachodzi m.in.

n



16.

17.

18.

19.

V¥n 2> 7, indukcja); stad tw. o trzech ciagach daje lim z, = 1. (g) Sprawdzimy, ze Vn > 1: n® £ 2-5% Dlan = 1,2,3 jest to
n—00

5 5 5
widoczne, a dalej ‘idzie indukcja n > 3 = (n+ 1)5 =nb (1 + %) £2-57 (1 + %) € 2571 gdyz (%) = 1024 5 Dzieki

243

temu %/(5 —2)-57 € #n < /557, czyli 533 2 € 5%/5, skad (z réwnoéci lim /5 =11 tw. o 3 ciagach) lim z, = 5.

n— 00 n—0co

5
Inny sposéb. nlLrgo ;L_n 0, gdyz GZ% = % (1 + %) — % < 0; stad V*n : "—n <1, wiec 457 £ 5711 — % £ 5.5 i dalej j.w.
Szacujac wyrazy lub badajac podciagi zbadaé zbieznoéé ciagu: (a) z,, :=sinv/n + 1 — sin/n;
— g . .— n:3"4n2.3", —

(b) z, := sm(m/nQ—}—n—i—l), (c) &y := %, (d) z, —COS<7T\/TL2+77,—|—1).
(a) Skoro |sina — sinf| = |25in 2’6cos O‘+’6| < 2\51n '6| la = B|, to |zn| < Vrn+1—+/n = \/n_+++\/;, wiec zyp — O.
(b) Skoro sing = (—1)"sin(¢ — nr), to &n = (—1)"sinw (\/n +n+1- n) = (=1)"sin n+%; zatem xp;, — sin 7 = 1,
Tak_1 — —sin § = —1, a wigc ciag jest rozbiezny. (c) V*n : % < %, czylin!—5-7" > En!, gdyz 2 — 0 (bo I;H'l = Tﬁ? — 0);
z kolei B;L—T,L — 0 oraz "2n,2n — 0, gdyz m;':l — 0 dla kazdego z tych ciagéw; zatem 51_1)11'” = 040 = 0. (d) Oznaczmy

— 2 o = n+l — — (_1\n . 3 1 i ;. i $ci
an=Vn?+n+1l—n= Ry el wtedy o = cos(nT+ anpm) = (—1)" cos(anT); przy tym nli)n;o an = 3, wigc wskutek ciagtodci

kosinusa lim cos(ayn7) = cos g = 0. Zatem lim z, = 0.

n—oo — 0O

Stosujac tw. Stolza obliczy¢ lim z,: (a) T = 2/ + (n+ 1)+ ...+ (n+n)5;

(b)xn::ﬁ(\/s_ﬂ—i—ﬁ—{—...—l—ﬁ); (C)Jjn::lﬁ%_%; (d)xn:%l\‘]/19+29+,,,+n9,

5 5 5 Q 5 5 5 5
6 _ n°+(n+1)%+4.. . 4(ntn) . 6 St. . (2n41)°4+(2n42)°—n> _ . (32+432—-1)n°+... _ 63 . _ 8/21
(@) i = " 7 fmoe = T e T I e S T e T e = VS
1 1 1
+ —
i . 1 Bntl ' 2nt2  Jntl _ 1 VaFl+vm | Vatltvn | atltJa ) _
(b) Z tw. Stolza nlLrgo Tp = nli)ngo Tt = nlLrgo ( N TESY + NIEe) VoS =v2+V2-2.
] . . L (n+1)°—L[(n+1)"—n"] . nf46n®+. —L[7n®42105+..] _
(c) Tw. Stolza daje nli)ngo T = nh_)Inoo h71)e—m® = nh_)n;o T = 1.(d) zn = Yun), przy czym
L] 9 9 3 9
nlingo Yn = nliInOO 1"'271% 2 nli 0 % = 11_0’ wiec nlin;o Tp = %10 dzieki ciaglosci /.
. . n45)! nn - k
Liczac granic (a) Tn = ~m (b) Tn = gEian)n (C) Tn = kl:[1(1 - m)’
(2n)(2n+41)...(3n—1), L 3n—2)! | _ n3"
(d) Ly = (2n—1)"+1 ) (e) Tn = 2n)!I(2n-1)™’ (f) Tn = 5" nt(2n)!"
Ty 5 n 1 1 Tn 1 m Tn 1 1)2n
(a)ﬁ:%(#) —>€<5,W1@c3m:Vn2m:T+1<5;stacdr.n<2:_m — 0. (b) I:IZL“;LH%O‘}'Z)
2 . . (2n)! Ty 2n+1\nt+1 . . ‘ Ty
£ < 1, wige limz, = 0. (¢) zn = %, skad —2tL = (2213) — 2 < 1, a wige nh_)n;o on = 0. (d) =2 =
3(3n+1)(3n+2) ) n+1 27 _—1 _ 3.375 . . _ Tng1 _ (3n=1)(3n)(3n+1) 2 n
2n(2n+1)32 ( 2n+1) - B¢ = =0 > 1, wige nli)n;o on = 4oo. (e) Tn T (2n+2)(2n41)2 ( 2n+l) -
Ty 3n 3 . .
%6_1 — 3.375 375 > 1, wiec nhm zn = 4oo. (f) +1 = % (1 + %) — ;—0 = 1.004277 > 1, wiec nli)n;o Tn = +00.

Uwaga. Obliczenia numeryczne (DERIVE, dokladnosé 20 digits) pokazuja, ze Intl jest < 1dlan € 1,233 oraz jest 1.00000 56008 dla

x

n = 234, a wiec (o ile wierzy¢ tym szacunkom!) min ¢, = 234 = 0.0013048. Stosujac wzdr Stirlingan! = /2mn (%)n 6%97‘, fn €1]0,1[,
dostajemy z, = C&, 1y, gdzie C = ;\/5’ én = %, A= ;— = 1.0042768 oraz I, = _%(9"4'92“) 1, I, € ]5_%71 [ = ]0.8465,1].
™
Poniewaz 62:1 = %, to &y maleje dla n < v, a roénie dla n > v, gdzie v = Alj = 233.817; przy tym % = %/\ =~ 0.99998506,
L B N .\ . { €33 =0.011601067124
wiec miny, &, = €233. Obliczenia numeryczne (DERIVE j.w.) daja ( £221 = 0.01160089 3859
Ty Tpt1/Tn rzqd
n ”T‘H 1
) . , an+b % 1
Uwaga. Tabelka do znajdowania tego typu przyktaddow: nl no 1 n
an+b a n+1 an+b a a
(pm) (B (n+ 1) (pen)
(an+b)! | (an —|—b—|— )...(an+b+a)| (an)?

. Zbada¢ zbieznos¢ ciagu:

(@ an =T+ A+ D) b= TP+ @+ () ea= YT 0 +21 T

(a) an = 7(/(1—1— lz)* 4+ (1= |z|)* = (1 + |z]) V1 + u?, gdzie v = i-l_-llill € ]-1,1]. Zatem V*n : % < 14u™ < 2, wiee (14
|z|) ’{/%j < an € V2, a wiec nh_)Inoo azg = 1+ |z|. (b) Jedli z > 0, to by = (1 + x) Y1+ u?, gdzie u = i-l-;i € ]-1,1[, wiec
Vn: 0<1—|ul €14+ u™ < 2, skad z tw. o 3 ciagach dostajemy lim b, = 1+ z. Dla z = 0 ciag jest rozbiezny: asy = V2 — 1,

n—oo

za$ asp_1 = 0. Natomiast dla < 0 mamy asg_; = (z — 1) ** V1 + u™, gdzie u = % € ]-1,1[, wiec a1 — = — 1; z kolei
asy = |z — 1| /1 +u2k — |z — 1|, a wiec clag (an) tez jest rozbiezny. (c) limap, =1+ |z|, gdyz 2 2 0 = an = (1+ ) V2 + u?,

u = h—me] 1,1, zad £ < 0 = an = (1 — z) Y1+ 2v7, gdzie v = % e]-1,1[.



21.

23.

28.

Zbadaé w zaleinoéci od wartoéci parametru x € R, zbieznoéé ciagu a, := /(2 + 3z)" — 10(3 — 2z)".

Niech u(z) := %, wtedy u(z) =1 <<= =z = % oraz u(z) = —1 <= z = —5, wiec podzielmy R na przedzialy punktami

-5 1 % Wtedy (2 + 3z)™ — 10(3 — 2z)™ = (2 + 3z)" [1 - IOu"]7 gdzie v = u(z) € ]—%,1 [, wiec ay jest okreslone dla
dost. duzych n oraz an = (2 4 3z) /1 — 10u”, wiec limay, = 2 + 3z (oszacowanie V*n : % < 1-10u”™ £ 2 oraz tw. o 3 ciagach).

Wtedy 3 — 2z > 0, v(z) := gtgi € ]-1,1[, wiec (2 + 3z)™ —10(3 — 2z)” = (3 — 2z)" [U(I)n - 10] jest ujemne, czyli

an nie jest okreslone. Wtedy 2 4 3z < 0, u(z) = 272Z ¢ ]_17 _%[ oraz (2 + 3z)” — 10(3 — 2z)" = (2 + 3z)" [1 - 10u"],

243z
przy czym Y*n : [ . ] € ] %, 2 [; zatem azy, — —2 — 3z > 0, asg_1 — 24 3z < 0, czyli ciag jest rozbiezny (ma dwa p. skupienia).

. Zbadaé w zaleznoéci od parametréw a,b,p,q € R zbiezno$é ciagu o wyrazach z, = /ap” + bq? (oczywiscie

o zbieznosci moze by¢ mowa tylko wtedy, gdy z, jest okredlone dla prawie wszystkich n € N).

Przypadek [p| > |q| ‘ Poniewaz apy;%q% =a+t b(%)2k — a, to przy a < 0 dla niesk. wielu n wyrazy z, sa nieokreslone.
(sgnp)™ dostajemy z, = |p|(sgnp)”Va + bu™, przy czym a + bu” — a,
wiec V¥*n : a + bu™ € ] %a,Za [ ‘ Przypadek |p| = |g| # 0| Jesli p = ¢ < 0, to ap™ + bg™ = |p|(a + b)(—1)", wiec dla a + b = 0 mamy
Zp =0—0,dlaa+b<0 = I*n:x, jest nieokreslone, a dla a + b > 0 (zn) ma dwa punkty skupienia. Jesli p = —g > 0, wtedy

Rozwazmy wigc przypadek a > 0. Z tozsamosci /p? = |

ap™ + bg” = |p|"<a + (—1)”)7 wiec mamy zbiezno$é¢ & a > |b|. Jesli wreszcie p = ¢ > 0, to ap™ + bg™ = |p|"(a + b), wiec (zn) jest
zbiezny & a+ b > 0, co tez jest réwnowazne warunkowi (a > |b|) lub (b > |a|).
Podsumowanie: Gdy |p| # |q| oraz a,b # 0, wtedy (zr) jest zbiezny < wieksza co do modulu z liczb p, g ma dodatni wspdtczynnik
(w przeciwnym razie 3*n : z, nie jest okreslone) oraz ma dodatni znak (w przeciwnym razie sa dwa punkty skupienia).
Gdy |p| = |g| # 0, wtedy (zn) jest zbiezny & (p >0, a> |b|) lub (q >0, b> |a|) lub (p =gq,a+b= O).
Wykazaé, ze jesli ciag liczbowy (a,) jest zbiezny, o = lim a,, oraz a > 0, to lim ¥a, = 1.

n— 00

n—oo

Biorac € := %a widzimy, ze Ing : Vn 2= ng : %oz <an < %a, a wiec zy = } %oz £ Yan € yn 1= Y/ %a, przy czym kazdy z ciagéw

(zn) 1 (yn) jest, jak wiemy, zbiezny do 1. Stad dostajemy teze dzieki twierdzeniu o 3 ciagach.

. Dowies¢, ze jesli ciag liczbowy (z,,) jest zbiezny, to zbidr {z, : n € N} zawiera choé jeden ze swoich kreséw, tzn.

Im e N: [Vn:zym < 2y lub Vo z, < 2nl.

Niech g := lim zp; jezeli 3k : zp < g, to AN : Vn > N : zn > zy, wiec Ty, := min(z1,...,zy) spelnia [Vn : 2 € zn]. Podobnie
o0

n—
jest, gdy 3k : xp > g. Jesli zad nie zachodzi zadna z tych dwu mozliwoéci, to Vn : x, = g, wiec dobre jest kazde m € N.

. Dowies¢, ze jedli ciag (ap) spetnia warunki lim a, =0iVYn > 2: a, < %(an_l +an41), tojest (stabo) malejacy.

n—oo

Przepisujac postulowana nieréwnosé w postaci Vn 2 2 : ap — ap—1 < @ny1 — an widzimy, zZe ciag przyrostéw ép 1= ap41 — an jest

rosnacy; zatem gdyby Im : 6, > 0, wtedy byloby V*n : 6, > ¢ := 6 > 0, co jest sprzeczne z tym, ze lim 6§, =0—0=0.

n—oo

. Dowiedé, ze jedli dla ciagu liczbowego (z,,) istnieja granice x = lim z, oraz y = lim n(zp41 — &), to y = 0.
n—0Q

n— o0

Nie wprost: Niech y > 0, wtedy istnieje o > 0 (np. o = %y) oraz N € N takie, ze Vn 2> N : n(zp41 — zn) > a. Stad dla kazdych
n>m 2 Nmamy n—%m = (Tn—Tn-1)+ (Tn-1—Tn—2)+... 4+ (Tm41 —Tm) > naTl—}—no‘j—I—...—}—% > TLO‘T]—}—...—I—HO‘Tl = %;

w szczegdlnodci dla n = 2m dostajemy w2 — om > 5227 > F, wiec ciag (zrn) nie spelnia warunku Cauchy’ego. Sprzecznosé.

. Zbadaé (znajdujac dowéd lub kontrprzyktad), ktére z dwu zdan jest prawdziwe:

(a) lim n(xz,41 — z,) = 0 dla kazdego zbieznego ciagu liczbowego (z,);
(b) lim n(zn41 — xn) = 0 dla kazdego zbieznego i monotonicznego ciagu liczbowego (z,,).

Oba zdania sa falszywe: Kontrprzykladem dla (a) jest np. clag zn 1= Lrlbﬁ, dla ktérego n|a:n+1 - a:n| =n (% + L) — 2, a wiec

n+1
n(Zp41 — @n) nie dazy do 0. Z kolei ciag o wyrazach =y, := E(}/ﬁ) jest monotonicznie zbiezny do 0, jednakze dla n postacin = k? —1,

gdzie k € N, mamy n(anp41 — zn) = (2 — 1) (% - lel) = kkﬁ — 1, wiec zdanie (b) takze jest falszywe.

Niech Vn : a, = 1%, gdzie r € R jest stala oraz granica y = lim 1y, istnieje i v # 0. Dowieé¢, ze ciag o wyrazach
n—oo

Ry, =n ( dn_ 1) jest zbiezny <= lim n(yn41 —vn) = 0, przy czym w tym przypadku lim R, =r.
n—00 n—oo

An41

_ Yn 1\" _ _ 1\ (¥n—Yn41) 1\" _ : 1" _
(a) Mamy rozkltad R, = n (7n+1 (1 + n) 1) = (1 + n) o +n (1 + n) 1], przy czym nh_)rr;o (1 + n) =1
oraz lim n((l + %)T - 1) = lim % = %(1 + z)TII_O = r. Zatem lim R, istnieje <= lm n(vn41 — vn) istnieje.
n— 00 xz—0 - n— 00 n—o0
Wobec tego dla zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze dla zbieznego ciagu (vn) ciag n(vn4+1 — ¥n) nie moze byé zbiezny do
granicy réznej od zera. Otéz gdyby n(vnt1 — vn) — B > 0, wtedy 3e > 0 : AN € N : Vo = N : n(vn41 — vn) = & stad
€ ne

Vn 2 N :iy2n—vm = (2n—72n-1)+(12n-1—"2n=2)+. A (1 —m) 2 555+ sms+ -+ > 5o+ T = e > 5

jest to sprzeczne z warunkiem Cauchy’ego dla ciagu (vn ). Tak samo jest niemozliwe, by n(vnt1 — ) — 8 < 0.




30.

31.

32.

33.

34.

. Sprawdzi¢, ze dla a, = ﬁ mamy vy, = apn? — 1, lecz ciag o wyrazach Ry :=n (

Ap
An41

— 1) jest rozbiezny.

E+1, n=4k> -1,

Poniewaz 1 € any/n < VR 4o tw. 0 3 ciagach daje an+/n — 1; ponadto n (aanl — 1) = { co daje teze.

V1 ot 0, n=4#,
., . P . - , . . bn-l—l
Sprawdzi¢, ze jesli Yn € N : a, = byc, oraz istnieja skonczone granice f = lim n b——l ,
n— o0 n

v= lim n (C’é—:l — 1), to granica lim n (tlg—:b'l — 1) takze istnieje i jest réwna S + 7.

n— oo n—00

(%"—1 - 1) = (6221 - 1) 62:1 + (C"C;IL'l - 1)7 przy czym z istnienia granicy v wynika, ze lim %cni = 1; stad teza.

. , . . C . g . .
Obliczyé granice lim n(%2tl — 1 e$li (a) a, := nPlogn; (b) a, = 2 dzie p € R jest parametrem.
ycg € an ; J gn; IOg n’ g P J P
n— 00
Gng1 o (+ %)plog(n—}—l)—logn _ [(1-}- l;)p— 1] log(n + 1) + log(1 + %) o+ %)P_l log(n +1)
(a) n( an 1) =n logn =n logn - 1 logn +
log(1 + L)» n—oo -
Og(lo;_nn) =p-140=p, gdyz log(1 + %)ﬂ — loge =1 oraz lin}) 1+ g;)P 1_ £1(0) = p, gdzie fp(z) = (14 )P,

1
log(n + 1) - n% ’ log(n + 1) log(n + 1)
Q42 =1 _ 11(0) = p, gdzie fy(z) = (1 + )P

(b) n(2ntt 1) =, LT L)logn —log(n+1) _ [(1+3)7 —1]logn—log(1+3) (14

_ P o1 logn) o1+ 1) _
n log(n + 1) - =

p-1—0=p, gdyz log(1 + %)" o loge = 1 oraz lim

z—0

- s, s . .. . , . . a
Dowiesé, ze jedli Vn : a, > 0, istnieje (dla uproszczenia skoniczona) granica L = lim n (Z—‘H — 1) oraz b, = a,?
n—o0 n

(p € R jest ustalone), to P := lim n (b’éﬂ — 1) = pL. W szczegdlnosei dla b, = (logn)P dostajemy stad P = 0.

n—00 n

An41 \P
Gnt1\P
e . . . a . . D _ . "
7Z istnienia granicy I wynika nlingo —Z‘:—l = 1, wiec wskutek zh_)m1 $x — 11 = p dostajemy % -n (% - 1) — p- L, QED.
An

W grupie S,, n > 2, liczba cykli dtugoéci & € 2, n wynosi %n(n —1)...(n—k + 1), wiec prawdopodobienstwo

tego, ze losowo wybrana z grupy S, permutacja jest cyklem jest réwne P, = # + ;2 m Wyprowadzié wzor
lim nP, = e = 2.7T1828....
n—oo
n+2 rentl—k n—1
Zamieniajac wskaznik sumacyjny dostajemy Pp1o = (n_|1_2)! + Z k(n+12—k)! = H = (ni—ﬂ' + Z m, wiec
n n—1 :—=12 n—1 =
(n+2)Ppy2 — m - kZ:O % = 33 (ni‘{iT - 1) (T-F;l)' = Tzl (n-l—l—r;}‘)l(r-}—l)! = TZ:O (n+11—'r)r! =: Qn. Skoro m —— 0 oraz

n—1

n m
E % —— e, wiec do zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze lim Qn = 0. Dla m < n mamy Q, = Z + E =1+ II, przy
k=0

n—eo =0 r=m+1
m o] n—1 00
1 1 1 e 1 1 1 1 .1 or—1 _ 1 1
czym I g E (n+t1—m)r! < n+l—m Z r' T ndl-m oraz [T < Z 27! < 2 E 7! g 2m!’ gdyz r! < T (r=1)! !
r=0 =0 m+1 r=m+1

Zatem dobierajac dla zadanego € > 0 tak duze m € N, by # < %, widzimy, ze dla prawie wszystkich n € N, mianowicie dla n

takich, ze <5 tznn 2zm—1+ 25—6, zachodza nieréwnoéci I < §, I < 5, azatem V'n:0< Qn <&, QED.

e
n+l—m N

Dowiesé, ze jedli (up) jest ciagiem o wyrazach dodatnich, to lim nlogu, = lim n(u, — 1), w tym sensie, ze jesli
n—00 n—00

istnieje jedna z tych dwu granic (skoficzona albo nieskoriczona), to takze druga istnieje i obie sa réwne.

1
W oznaczeniach L,, := nloguy, Py, := n(un - 1) mamy 1 + ]:l—" > 0 oraz zaleznosci L, = nlog(l + PT") oraz P, =n (eﬁL" - 1).

Poniewasz —%— < log(l+z) < zdlaz> -1, to N - < Ln £ P |, skad wprost wynika L = P w przypadku, gdy P = lim P,

I+ez T+ 2P ™
istnieje oraz P # 400. Z kolei nieréwnos§é € e — 1 ﬁ, r < ldaje|Ln, < Pp &£ % , skad wynika L = P w przypadku,
-1,
gdy granica L = lim L, istnieje oraz L # —cc.
. . . . . . . P, I A 11 A . .
Zalézmy teraz, ze lim P, = +4o0o; rozwazmy nastepujace nieréwnosci: Ly, = nlog(l + T") > nlog(l + F) > 4. Otéz majac

n—oo

dowolnie zadane A > 0 dobierzmy najpierw N1 € N tak, by Vo > Ny : P, > A (wtedy nieréwnos$¢ I bedzie spelniona) oraz Ny € N
tak, by nieréwnoé¢ II zachodzila dla wszystkich n > Ny (jest to mozliwe, gdyz nlog(1l + %) e A, zas A > g) Bedziemy wtedy
mieli Vn > N = N(A) := max(N1,N2) : Lp > 4 o wskutek dowolnosci 4 > 0 dowodzi, ze takze lim L, = +oo.

27
n— 0o

n— 00

1 I 1 11
Zatézmy z kolei, ze lim L, = —oo; rozwazmy nastepujace nieréwnosci: P, = n (eﬁLn - 1) <n (e nA 1) < é Otéz majac

dowolnie zadane A < 0 dobierzmy najpierw Ny € N tak, by Vn > Ny : L, £ A (wtedy nieréwnos$¢ I bedzie spelniona) oraz Ny € N



35.

36.

37.

38.

39.

40.

A
tak, by nieréwnosé I zachodzita dla Wszystkich n 2 Ny (jest to mozliwe, gdyz n(e n — 1) = A, zas A < ) Bedziemy wtedy
mieli Vn > N = N(A4) := max(Nq,N2) : Py < 2 , co wskutek dowolnoéci A > 0 dowodzi, ze takze lim P, = —co.

n— o0
Uwaga. Przypadek, gdy L lub P istnieje i jest skoiczone mozna zalatwié inaczej: L, = Py -h(un) oraz P, = Ly /h(un), gdzie funkcja
=1
h(u) := { (u-1)" logu, u ?_é 17

jest ciagla na ]0, +oo[; otéz lim wup = 1, wskutek czego lim h(un) = 1; to koniczy dowéd.

1, u= n—o0 n—oo
Dowiesé, ze jesli Vn € N : z, > 0 oraz granica z := lim z, istnieje, to hm n( Y, — 1) = log . Dopuszczamy
n— 00

tu mozliwosé, ze = 0% (wtedy logz := —o0) badz z = 400 (wtedy log;b = —|—oo).

Jedli z ¢ {0,400}, to lim Yz, =1, gdyz dla p.w. n mamy wtedy %z‘ < zp < 2z,zaé lim %/Llz =1 oraz lim ¥2z =1. Otéz
n—00

2
(g 1200

— 00 n—oo
8
1, u=1

jest funkcja ciagla; stad od razu wynika teza.

n( YEn — 1) = h(un) -logzn, gdzie up := Yz, zad h(u) :=
1
Dla # = 400 teza wynika z oszacowania ¥z, = en 108 Tn > %logmn + 1.

I II
Zajmijmy sie na koniec przypadkiem = 01: Rozwazmy nieréwnosci n( Yy, — 1) < n( Ve — 1) = log e < A. Otéz majac zadane
A < 0 weZmy najpierw ¢ € ]0, 1] tak male, by spelni¢ I11; nastepnie znajdZmy N7 € N, takie ze Vn > Nyt zn €]0,¢[, wtedy bedzie

zachodzié¢ nieréwnosé I; zauwazmy wreszcie, ze skoro n( Ve — 1) — loge oraz loge < 0, to 3Ny € N tak duze, ze nieréwnosé 11

zachodzi dla wszystkich n > N>. Wobec tego biorac N := max(N7, N2) dostajemy VA : 3N :Vn > N : n( Yy, — 1) < 4, QED.

Niech L(n) := #{k € I,n: k| n} = (liczba dzielnikéw n). Dowiesé¢, ze ¥n > 3 : L(n) < n oraz lim L(n") = 0.

Qr

Niech n = p?l ...pr" — rozklad na czynniki pierwsze, wtedy L(n") = atl artl

SRR dla dowodu nieréwnosci L(n) < n wystarczy
1

wiec pokazaé, ze dlap > 2, a € Z4, przy czym réwnos¢ jest jedynie dla oo = 0 lub o = 1, p = 2. Zastosujemy indukcje:
jesi o +1 < pa,tooz—}—Z_(oz—l—l)p—oz(p—l) (p—2)< (a4 1)p < p¥p=p2tl, QED.

Ponadto L\/;i) = 0;10_+11 ce. aq%tl, gdzie g; := \/p,; skoro q; > 2 dla 7 > 3, to jak widzielidmy Vj > 3 : aq; < 1. Z kolei tatwo pokazadé
1 J
przez indukcje, ze %ti < \2/":12 oraz % < % = i\/_; w konsekwencji Vn : H\/%l < V3, wiec 0 < %l < %, co koniczy dowdd.
s L e .. , . _ bz, —6 _ .
Zbadaé zbiezno§¢ ciagu okreslonego rekurencja z,41 = 3 o= 2.
n
Dla f(z) := gi:g mamy f(z)—z = %l, wiec f(z) =z & x € {1,3}. Wykazemy, ze nli)rgo zn =3: fz) = 5—}—2(2;’—_3) maleje
na ] %,-{—oo[, wiec odwzorowuje przedzial P := [z2,z1] = [%,4] na [zz,z3] = [%, %]. Zatem f(P) C P,skadVn 2 1:z, € P,
-1
wiec 2o — 3 2 %; stad ze wzoru f(z) — 3 = 231__$3 mamy |zy41 — 3| %|mn — 3|. Zatem |z, — 3| < (15’—3)” |z1 — 3|, QED.

Inny sposéb. Skoro f maleje, f(3) = 3, f(%+) = +oo, f(+o0) = 5, to f : ]%,3] — [3,+00[ 1 f : [3,+o0] — ]%,3]. Zatem
Vk: zop € ] 3 ] , Tok—1 € [3,+oo[, czyli wyrazy (zn) oscyluja wokél 3. Dla dowodu ich zbieznosci wystarczy wykazaé, ze clag (zak)

jest rosnacy, a (z3x—1) malejacy. Otdz kazdy z tych dwu ciagéw spelnia rekurencje dana funkcja g := fo f, tzn. g(z) = 13$ }9)2 , wiec
ze wzoru g(z) —z = %i—:;l(i}—x) mamy {;EE];E_}’_O([[ :; g;(z‘$))><x$}7 wiec zapp2 = g(war) > T oraz rap41 = g(Tap—1) > Top—_1.

S e e . e . 3z, +2
Zbadaé zbieznod¢ ciagu (zy), jeSli g = 2, zpy1 = 4x2—+5
fz) = ?fi odwzorowuje Ry — Ry, przy czym f(z) -z = W, wiec jedynym p. stalym f na Ry jest z* = %; przy

— 20 —1 — — _ ek l ok ok L — ¥ ——
tym f(z) —z* = s ¥ 5) = m,gdmeu_z‘ o*. Zatem |f(z) — *| < 7|z — z*|, skad |zn — 2*| < 7n|x0 z*| 0.
Zbadaé zbieznoéé ciggu okreslonego rekurencyjnie wzorami xg = — 9 4 = 32,42
2 0= —T00 T = Ipet s
Niech f(z) := 3515 wtedy f(z) —z = 2z +4i +15_ 2z , wiec p. stalymi f sa —1 i %; ponadto jedli z € P := ]—1,%[, to
+1 1-—2x 1 .
f(z')+1:4£117_|_5)> 0, f(z )—%—%<Oorazf(z‘)—x %>0;zatemf(P)CP,Czthn:anP,przy
czym Tpy1 = f(Zn) 2 @Tn, tzn. (z,) jest rosnacy i ograniczony. Stad istnieje z* = lim xn, jest p. stalym f i z* > zg, tzn. z* = %
n—oo

Niech f(z) := mz — 4arctgz. Zbadaé w zaleznosci od parametru a € R zbieznodé ciagu (z,), okreslonego
rekurencyjnie wzorami zg = a, ¥n > 0: 2,41 = f(2n).
h(z) := f(z) —x = (r — 1)z — 4 arctgx jest nieparzystai wypukla dla z > 0, gdyz h''(z) = (1-}—8#)2 > 0; ponadto A(1) = -1 < 0

oraz h — +4oo dla ¢ — +o0, wiec f(z) = z ma 3 plerwiastki: z = 0 oraz z = *z*, gdzie z* = 2.105815 (szybko zbiezny do z*

ﬁarctgun). Wystarczy rozwazyé 3 przypadki: | |a| € 1| wtedy |f(z)| = 4arctg|z| — w|z| £ (4 — 7)|z|, gdyz

jest ciag up41 =
4arctgz — nx jest wypukla i zeruje sie na koncach [0, 1]; stad |zn| < (4—7)" — 0.|a € ]1,z*[ |; skoro f : ]1,5*[ — ]0, z*[ oraz mamy
tu f(z) < = (wskutek wypuklosci f), to nie moze byé stale z, > 1 (ad absurdum: ciag jest malejacy i ograniczony, wiec zbiezny do
granicy € [1,z*[; sprzecznosé, bo f nie ma w tym przedziale p. stalych). Stad z,, € [0,1] dla pewnego dost. duzego ng, wiec, jak
poprzednio, z,, — 0. ; f(zn) jest rosnacym (bo f(z) > z na ]z*, oo[) clagiem nieograniczonym (brak tu punktéw stalych f).

Odpowieds. im xy, jest 0, £z* lub +oo, stosownie do przypadku |a| < z*, a = *z*, |a| > z*.



41.

42.

43.

Zbadaé zbieznoéé ciagu okredlonego rekurencyjnie:

_ _ 1,2 1.3, _ _xg . _ _ :
(a) 2o =1, Tpg1 = Tn — 52, — 5755 (b) zo =1, xny1 = §sinzy,; (c)zo=1, zp41 = 2, — sinz,.

(a) zn \( 0. Dowéd: f :[0,1] — [0,1], gdyz dla z € [0,1] mamy f(z) = z(1 — %.L‘ - % 2y > 2(1 - % - %) > 0oraz f(z) L ¢ £ 1;
ponadto f(z) =z < 12—2 + 13; =0 <= z =0, jedli z € [0,1]; stad teza.

(b) zn / T .Dowdd: Jasne, ze f : [0, g] — [0, g] ; ponadto na tym przedziale f(z) > =, przy czym f(z) = z < (z‘ =0lubz = %),
gdyz sin jest tu funkcja wypukta w gére; stad teza.

(¢) zn \\ 0. Dowéd: Skoro Vo > 0 :sinz £ z, to f : [0, E] — [0, E], f(z) £ zna [0, %], przy czym f(z) =z <= sinz =0 <=

r = 0 na tym przedziale; stad teza.

Dla ustalonego zo € ]0, 1] zbadaé zbieznoéé ciagu (), jesli x, = \/1 —/1—...—\/T—xy (n pierwiastkéw).

xn okredlony jest rekurencja zn41 = f(zn), f(x) = /1 — z. Tteracja g := fo f : [0,1] — [0,1], g(z) = v/1 — /1 — &, ma punkty stale
VE—1

2
lim z, = ‘/52_1. Otéz dla = € [0,1] mamy: g(z) > ¢z < 1-V1-z2z <= 1-222/1-z <= (1-z)(1+z)? >1
n— 00

— 0 (1-2)(1 + z‘)2 -1=z(1—z- 332) <= =z £ %; analogicznie...

0i7:= i 1. Pokaze, ve g(x) > = na [0,Z] i g(z) < = na [%,1]; tym samym oba g-ciagi sa monotoniczne i zbiezne do &, wiec

Zbadaé zbieznod¢ ciagu () okreSlonego rekurencyjnie 1 := %, Tpp1 = 2¢/3 — 2z dlan € N.

Pokazemy, ze 3n € N : zn > 3, a wtedy 2,41 jest nieokreslone; oznacza to, ze dana rekurencja nie okreéla nieskoriczonego ciagu

liczbowego, wiec nie ma sensu pytanie o jego zbieznodé. Wesmy g(z) = fo f(z) = 24/3-2v/3 -1z, g : [%,3] — R; wtedy g(z) < =

dla % < z < 2 (sprowadza si¢ to do r* — 2422 + 642 — 48 < 0, tzn. (r — 2)3(z + 6) < 0), wiec g-ciag (r2x_1) jest malejacy; gdyby byt

nieskoniczony, musialby zbiegaé¢ do punktu stalego g, a jedynym punktem stalym jest 7o = 2 (réwnanie (z — 2)%(x 4+ 6) = 0); wobec
3

z1 = 5 < 2 jest to niemozliwe, wigc Ik : 91 < %, zop > 3. Uwaga. Numeryczne wyliczenia daja z30 = 3.174339, czyli & = 15.



. Wykazaé, ze Vn € N: (1 + %)n <e< (1 + %)

. Twierdzenie. (I) e(z) = €”, gdzie e := ¢(1) = lim (1 + %)n ~ 2.718281828 (podstawa logarytmow naturalnych).

Zatem Yz € R:e” = lim (1—1—%)”. (I Ve :e® 2 1+ x; (I11) Vr<1:e””<1%.

T

T

(I) wynika wprost z ponizszych lematdéw; jako f(-) nalezy wziaé¢ f(z) = e*.
Lemat 1. Vg € Q:e(g) = e?
Przez indukcje z 2° dostajemy e(z1 + ...+ @n) = e(x1)...e(zn), W szczegdlnosci Vz : Vn € N : e(nz) = e(z)”; przy tym wzdr
e(—x) = e(z)~! powoduje, ze e(—nz) = e(nz)"1 = (6(1‘)")_1 = e(x)™"; zarazem e(0) = 1, wiec ‘Va: Vi€ Z:e(lz) =e(x) |

Stad dla kazdego q = l; (gdzie m € N, [ € Z) mamy ¢(q)™ = e(mq) = e(l) = e(1)! = €, a wiec e(q) = Vel = o
Lemat 2. Jedli funkcje e(-), f(-) : R — R sa (slabo) rosnace, e( - ) jest ciagla oraz Vg C Q : e(q) = f(q),to e(-) = f(-).
Istotnie, przypusémy, ze Jxzg : e(zg) < f(wo). WeZmy w Q clag (gn) taki, ze gn \, zo; wtedy lm e(gn) = e(xo) < f(wo),
wiec dg > zg : e(q) < f(zo); zarazem f(zo) < f(g) = e(g), sprzecznosé. Tak samo pokazujemy, Zen:EIO;'O re(zo) > f(xo).
(IT) Wynika wprost z (I) i wlasnoscie(z) > 1+ z. (IIT) Wynika z (I) i stad, ze e%; =e*>21-z,adlar<lmamyl—z>0.

. Niech Ej(z):= (14 %)HH. Dowie$é, ze dla kazdego z € [0, 1] ciag (En(z)) jest malejacy.

S 5b Sk ieréwnosci B 113 L Eroa(e) _ 455 nt z -1 _ z ntl 1

posob 1. orzystamy z nieréwnosci Bernoulliego: En(a) = T (1 + m) = (1 + e 1)“1_”)) itz 2
(n+1)z —1 _ n(n—142z) -1 _ z(1—zx)

(1 + (n— l)(n-l-.r)) nﬁl-}-.r T (n—=1)(n+=z) nil-l-.r =1+ (ntz)(n—14z) = 21

. E,_1(z) _ (1+3755\" -1 _ n _ n(n=1)+(2n—1)z _
Sposéb 2. —p=re = ( 1+§1) (1+2)7 = (+ p=ttere)” e 2 (U o=tm) wie = “Tottdo - wts =
n(l—z)+z
Tte o e 21

(1 + %) log(l + It)’ >0, jest dla
t=20

— Y

Uwaga. Teza pozostaje prawdziwa takze dla z € [0, 2], gdyz log En(z) = f(%), gdzie f(t) := {

t > 0 rosnaca. Istotnie, g(t) := t2f/(t) = t(1+t) %, zatem g(t) > g(0) = 0,

czyli f/(¢) > 0. Natomiast dla z > 2 jest i 1naczej clag n — En(z) z poczqtku maleje, a od pewnego miejsca roénie. Istotnie, g’(t) < 0

— log(1 + zt) ma pochodna > 0, gdyz g'(t) =

a ] 0,1—2 [, a wiec g(t) € g(0) = O na [0, t5] dla pewnego ¢tz > 1 — 2. zatem f maleje na [0,t;], a roénie na [tz, co[.

x T

. Wykazaé, ze Yn > 1: e < n! (%)n < ne.

: Ciag o wyrazach z, := n! (%)n jest rosnacy, gdyz I;‘% =e (1 + %) - > 1, gdyz (1 + %)n < e; z kolei ostatnia nieréwnosci

n+1 n+1
. . . 1 €n 2 1 1 1 1 1

—n—1

: Ciag yn = %zn jest malejacy, gdyz yZ'H = e (1 < 1; ostatnia nieréwnos$é wynika z kolei stad, ze ciag E, :=

+4)77
nti1 . E,_ 1+n+ n+1 _1 2 n+1 n+1 _ _
(1 + %) maleje: —f=- = ( 1+L1) <1 + n1_1) =\ e 1+ 23 2 (1 + nil) =1

e, sl & 2 o0 3 L. o)
. (a) Sprawdzié, ze ) £ = E k=2, Y % =5e. (b) Dowiesé, ze Yme N : 1 E kk—
k=1 k=1 k=1 k=1
o= k% _ o= K(k—1)(k—2) o~ K(A—=1) | o= k _ = =
3 _ - _ —1)(k— — _ 1 1 1 _
(a) k° = k(k —1)(k— 2) 4+ 3k(k — 1) + k, wiec Z = Z ﬁ—l—SZ =+ Z = Z ot Z ot Z a1 = Se.
k=1 k=3 k=2 k=1 n=0 n=0 n=0
(b) Zauwazmy najpierw, ze dla m € N wielomian t™ jest Z-liczbowa kombinacjaliniowa wielomiandw ui (t), ..., um(t), gdzie um(t) :=
m'( ¢ ) =1t(t—1)...(t— m+1). Istotnie, wynika to przez indukcje ze spostrzezenia, ze wielomian t™ — u,,(t) jest stopnia m — 1, ma
[e9) [e9)
wspétczynniki z Z oraz zeruje sie w t = 0. Majac to wystarczy zauwazy¢, ze E “m(k) E um(k) = Z (k—lm)! = % —e.
k=1 k=m =

. Niech funkcja f : R — R spelnia warunek Vo, 2’ : f(z + 2') = f(z)f(2') oraz jest ciagla w punkcie 2o = 0.

Dowiesé, ze albo f = const = 0, albo Je € R : Va : f(z) = e

Zalézmy, ze f nie jest tozsamosciowo zerem; wtedy yo := f(0) # 0, gdyz Vo : f(z) = f(z + 0) = f(z)yo; ponadto f(0)f(0) =
f(0+0) daje yg = yo, wiec yg = 1. Pokazemy teraz, ze Vz: f(z) > 0. W tym celu wezmy ¢ = yo = 1 w warunku ciaglosci w zg = 0;
dostajemy 36 > 0 : Vo € ]-6,8[ : f(=) > 0; zatem dla zadanego & mozemy znalezé n € N, takie ze = € |6, §[, a wiec f (%) >0
i w konsekwencji f(z) = nf (%) > 0. Dzieki dodatniosci ma sens h(z) := log f(z), przy czym Vz,z’ : h(z + z') = h(z) + k().
Stad h(—z) = —h(z) oraz Vn € Z : h(nz) = nh(z) (latwa indukcja wzgl. |n|); zatem VI € Z, m € N : mh(#x) = h(lz) = lh(z), tj.
h(#z‘) = %h(z‘), czyli Vg € Q : h(qz) = qh(z), w szczegdlnosci h(q) = gh(1). Pokazemy, ze Vo € R : h(z) = zh(1): Weimy ciag
liczb wymiernych gy, takich ze lim ¢, = z, wtedy gnh(1) — h(z) = h(gn) + h(—z) = h(gn — =), wiec przy n — oo dzieki ciaglosci

n—oo

h = log f w zerze dostajemy zh(1) — h(z) = h(0) = 0, tzn. h(z El Zatem Ve : f(x) = e™®) = e gdzie ¢ = h(1), QED.

n+1

)n+:c

Uogdlnienie. Dowie$¢, ze jedli € R, n € N oraz 1 4+ 7 > 0, to (1 + %)n <e’ < (1 + 7

x

itz oz kolei daje

Do nieréwnoéci e > 1 + ¢t (dla t # 0) podstawiamy t = &, otrzymujac € > (1 + )", a nastgpnie t = —

__z _z
e ntz > n:z, czylientz <14 %, skad wynika druga nieréwnosé.



7. Wykazaé, ze lim nsin(2wen!) = 27.

00
n [ele] [ele] ke—mn

Oznaczmy S,, := E %; wtedy n!S, € N oraz an < nle=Sn) < %, gdyz (n_'l_—l), < E % =e—- S, < Z ‘1”! = #ﬁ,
k=0 k=n+1 k=n+1

gdzie ¢ := an Zatem sin(2men!) = sin(?frn!(e - Sn)) € ]sin %, sin 277"[ dla n > 4, skad wynika teza.



. Niech (a,) bedzie ciagiem liczbowym o wyrazach dodatnich, takim ze istnieje granica g = lim

SEQ’, drukowane 11 maja 2000 r.

Suplement do ciagdéw oraz funkcji exp i log © G.Cieciura

a <.,
ntl  Dowiedé,

ze jeSli g < 1, to lim a, =0, a jedli g > 1, to hm a, = +00. Podaé przyktady dowodzace, ze dla kazdego a > 0

n—o0
oraz dla a = 400 istnieje ciag (ay) taki, ze hm an =a i g =1 (awiec przy g = 1 trzeba stosowad inne metody).
n— 00

(1) Z zalozenia Ve > 0 : V*n : fntl o« g4 g;jedli g < 1, to biorac e = 12;9 dostajemy Im : Vn > m : "+1 < A= 2 gatem

An

n

Vn2m:0< an < amA” ™ "0 (gdyz 0 < A< 1).

(2) Z zalozenia Ve > 0 : V*n : Zntl 5 g — &; jedli g > 1, to biorac & = 92;1 dostajemy Im : Vn > m : % > A= 95 patem

VYn2m:an 2 amA”T™ "2 o (gdyz teraz A > 1).
(3) Dla a > O ciag o wyrazach ap :=a + % dazy do a oraz ma g = 1; biorac ap, = n dostajemy lim a, = co oraz g = 1.
n— o0
. . . . . 2n . a0 107 - (n!)3
. Korzystajac z poprzedniego zadania obliczy¢: a) lim - b) lim 2~ c¢) him
ystajac z pop g yé  (a) lim T ( ) Jim ey (0 i, B!
Odpowieds. (a) 0, gdyz g = £ <1; (b) +oo, gdyz g = %62 >1; (c) 0, gdyz g = % < 1.
” A . . . . . a
. Podaé przyktad rozbieznego, ale ograniczonego ciagu (a,) takiego, ze ¢ = lim Z—‘H =1
n— 00 n

Takie wlasnosci ma kazdy ciag rozbiezny o wyrazach z pewnego przedziatu [a, 8], 0 < a < 3, spelniajacy warunek lim(a,, 41 —an) = 0,
n
wtedy bowiem |a—Tn'—1 — 1| < é|an+1 — an|, a wiec lim %’—1 = 1. Prostym tego przykladem jest np. ciag
n— 00
1, 1.1, 1.2,..., 1.9, 2, 1.99, 1.98, ..., 1.01, 1, 1.001, 1.002, ..., 1.999, 2, 1.9999, 1.9998, ..., 1.0001, 1, ...;

pewnych trudnoséci moglo by tu przysporzyé napisanie jawnego wzoru na an. Inny ciag o zadanych wtasnosciach okreéla np. wzdr

an = c+ siny/n |lub | ay = ¢ + sinlogn |, gdzie ¢ > 1; jest wtedy o = ¢ — 1, 8 = ¢ + 1, za$ warunek lim(a,41 — an) = O wynika

2sin £=2 x’;-z < |z’ — =

stad, ze |sinz’ — sinx| = cos

Jeszcze inny przyklad: Niech F(z) := z— E(z) = (‘pozacatkowita’ czeéé z). Ciag an, = 1+ F(/n) nie ma wlasnoscilim(an41—an) = 0,
gdyz n = m? 4+ 2m = ant1 — an = 0 — F(v/m?2 + 2m) = m — vVm? + 2m —— —1. Natomiast biorac f(z) := |F(z) — %| mamy
z' | f(2) - f(z)| € |2’ —z| (gdyz f(z) = infz |a; - % - n|)7 zatem dobry jest ciag an = 14 f(v/n), czyli| an := 1+ |F(\/a - %| .

ne

. Fakt. Dla kazdego p € ]0, oo[ zachodza réwnosci:

1° lim aPe® = 0; 20 lim 198 _ o, 30 lim ¢ logt = 0.
r— 400 z—+4oo & t—0+

Zwykle wyraza si¢ te fakty, méwiac ze przy ¢ — +oo wielko$é e” roénie szybciej niz kazda z poteg xP, za$ logx
roénie wolniej niz kazda z poteg xP; przy ¢ — 01 wielko$é | logt| roénie do +o0c wolniej niz kazda z poteg = 7P.

P

2p
Ad 1°: Skoro e2P > 5= p to e* > (%) , wiec ;—p > P p)2p

log = 2 _PE
el

"2 400, Ad 2°: Z nieréwnosci logz = %log(z'2/p) < %1‘2/1’ wynika

oszacowanie 0 <35 , skad teza. Ad 3°: Wystarczy we wzorze 2° podstawié z = %, gdzie t — 0.

5—1 _ logh

. Wykazaé, ze | lim n(/a — 1) =loga| dla a > 0. Korzystajac z tego sprawdzi¢, ze: (a) lim A1~ o 23

n— 00 n— 00

(b) Tim (%}M) = Yabe dla a,b,c > 0; (¢) lim (i\/ﬂ—?> =a™ dlaa>0,1+p > 0;

n—oo n—00

(d) lim <M) :(%)m dlaa,b>0,1+p>0.
<

n— o0

wstawmy z = log ¥/a = %log a; jest to dopuszczalne, gdyz wtedy V*n : z < 1; dostajemy

loga

a
i L < Ya—1) <
- ezl oga < n(¥a )\1 iloga

, skad wynika teza.

3

g(abc). (c) Zauwazyé, ze v = (14 an)™, gdzie nay = n(Ya—1) — loga, (d) Skorzystaé z (c).

) Pomnozyé przez n licznik i mianownik. (b) Zauwazy¢, ze zp, = (14 a5, )", gdzie na, = ln( Ya-1)+ l'rL( \"/5—1)—}— %n( Ye—1) —
lo 1+p 1+p

(a

. Dowies¢, ze (a) | lim [n( Yn—1)—log n] = 01 wyprowadzi¢ stad nastepujace wzory:

(b) lim logn({‘/ﬁ—l)zl; (¢) lim (¥/n—1)logn = 0; (d) lim nP(¥/n—1)=0 dlap€]—oo,1[.

2 —
(a) W nieréwnosci 0 € e* — 1 — z lz——z podstawmy = = I&E—" (Jest to dopuszczalne, gdyz wtedy z = 0); dostajemy wtedy

1 2
n(log n)

, a stad juz natychmiast wynika teza (tw. o 3 clagach wraz z tym, ze lim lﬂrsp—n = 0dla p > 0);

oszacowanie 0 £ zn < I,
- n ogn n—od



(b) Mnozymy (a) przez nli_{nm $ = 0; (c¢) Mnozymy (a) przez nli_>n(1)O lﬁi—" = 0, stosujac wzdr 13\}‘7_1—" — 0; (d) Mnozymy (a) przez

. — . <. logs
lim »P~! =0, stosujac wzor _olg_% — 0.
n—oo n

. Wykazaé, ze: (1) lim % (1 + lﬁiﬂ)n =1; (2) lim n (1 — lﬁgﬂ)n =1; (3) lim n(2 — /n)" = 1.

71—+ 00 n— 00 n—00

(1) zn = (14an)™, gdzie an = n=1/m [1+ lﬁi—n] , azatem nan = n~ /" [logn—n( \"/E—])] — Onamocy ??(a). (2) zn = (1 +an)",
gdzie a,, = ¥/n (1 - 1351—"), a zatem na, = [n( Yn—1)— logn] — (¥/n —1)logn, wigc dzigki ??(a),(c) mamy nli_{l?)o na, =0—0=0.
(3) #n = (1 + an)®, gdzie 1 + ap = ¥n(2 — ¥n), wiec nayp = —n( {/n — 1)2 — 0 na mocy wzoru ??(d).

2 n 2
Uwaga. Mozna otrzymaé (2) z (1) oraz réwnosci lim (1 - 13;2‘—") = 1, wynikajace]j z oszacowaniaV*n : 1 > 1— 1£g2_n >1- 31/2 ,

n— 00 n n

2
bedacego z kolei konsekwencja tego, ze V*n : 1%51/—2" <1



DIF, drukowane 11 maja 2000 r.

1. Funkcja potegowa o wymiernym wykladniku. Niech ¢ = % bedzie utamkiem nieskracalnym, ! € Z, m € N.
. ’ , Lo T/ . ‘5
Wtedy dla z > 0 okreslamy potege ¢ wzorem zw = V! = ( ®/z) . Chcac okredli¢ z? dla zalézmy teraz

ponadto, ze La(q) := (wyktadnik przy 2 w rozkladzie ¢ na czynniki pierwsze) jest > 0; oznacza to, ze m jest
nieparzyste, wigc wielkoéé %/x := — ¥/—x ma pozadana whasno§é ( §/z)™ =z, ezyli ¥/~ : R* — R* jest funkcja

m
odwrotng do y — y™. Zatem mozemy znéw okredli¢ zw = ( "{/E)I = V!, dostajac <z#) = z!. Zauwazmy, 7e

(1) parzystosé funkcji 2 — sgn e Jjest taka, jak liczby I: jest parzysta dla Ls(q) > 0, a nieparzysta dla La(q) = 0;
(2) zbidr {qg € Q : Lz(q) > 0} jest podpierécieniem Q oraz (z?)? = 217 pig? = pi+d ”Tq, = g1
xr

(3) zachodzi wzdr %mq =qz?~l dlaz € R" i La(q) > 0 (wtedy oczywiscie réwniez La(q — 1) > 0).

2. Notacja E.Landaua. Majac dany punkt 2o € R i wykladnik @ € Ry wprowadzmy relacje w zbiorze Fy, =
{funkcje skalarne, okreslone na pewnym otoczeniu xo, ciggle w xo} wzorem f ~ g L lim J@) =) _ = 0.
To

r—xq r — ZL‘0|a
Latwo sprawdzié, ze jest to relacja réwnowaznosci. W notacji E.Landaua konstatacje ” f ~ ¢” pisze sie w postaci
To
f(z) = g(z) + o]z — zo]|¥) lub g(z) = f(z) + o(|z — zo|*) lub f(z) — g(z) = o]z — z0|¥); méwimy wtedy, ze
f(x)—g(x) jest rzedu wyiszego od |x —xo|®, albo ze f(x)—g(x) jest wielkoscig nieskorniczenie maly rzedu wyzszego
niz |& — xg|®. JeSli @ € N (najczestszy przypadek), to zamiast o(|x — 2¢|*) mozna pisaé 0((1‘ - 1:0)“).

Opréez zwrotnodci f(z) = f(2)+o(|z — zo|®), symetrii g(z) = f(z)+o(lz —20|*) <= f(z) = g(z)+o(|]z — z0|%)

() = g(x) + of|z — wo|) .
1przechodnlosc1{ (2) = h(z )+0(|$_IO|Q)} = f(z)

g(x) + o(|z — 20|?*) oraz 0< B < a, to takze f(z) = g(x) + o]z — 20|?).

) =
fi(z) =
(2) Jesli {fm) = go() + ol [ — o)

1
7 2
fi(z)fa(z) = g1(x)ga(z) + o]z — z0|®) (multlphkatywnosc) drugi z tych wrzoréw wynika wprost z rozktadu
fifo—g192 = fi(fo — g2) + (fr — f2)g2 oraz tego, ze fi i g2 sa ograniczone na otoczeniu xo (gdyz fi, 9i € Fa,).

(3) Jesli f(z) = g(z) + o|z — 20]|®), to f(zo) = g(z0) oraz wo f(z) = pog(z) + o(|x — z¢|*) dla dowolnej funkeji
¢ € Fy, klasy C', gdzie yo := f(20) = g(z0) (wzér Lagrange’a: o(g(z)) — ¢(f(z)) = ¢'(7)(9(z) — f(z))).
(4) Jesli f(x) = o]z — xo|*) oraz g(z) = o(|z — 0|?), to f(2)g(z) = o(|x — 2o|**7).

Mozna tu zalozyé nieco mniej, zastepujac jedno ‘o’ przez ‘O’ przy czym ‘O’ oznacza drugi symbol Landaua:

= h(z)+o(|x —x)|*), relacja ta ma jeszcze inne whasnosci:
(1) Jesli f(=

(z) + o(|e — rol“)} to fi(2) + fa(z) = g1(2) + ga() + o|x — 20|*) (addytywnosé), a takse

g
g
I)

f(x) = g(x) + O(|x — x0|*) = Ly fe)-alz) jest funkcja ograniczona na pewnym ‘naktutym’ otoczeniu zq.

|z—zq]*
Oczywiscie jest to takze relacja réwnowaznodci i wlasnosci (1),...,(4) pozostang prawdziwe po zamianie ‘o’ na ‘O’.
Ponadto oczywiscie f(z) = o(|z — zo|¥) = f(z) = O(lx — x0|®) = f(z) =o(|lx — o)) dla 0 < B < a.
(5) Jesli f(z) = g(x)+o(lz—x0]®), ¥ € Fy, 1 9(t) = mo+o(|t—t0|?) (jedno ”0” mozina tu zastapié przez ”0”), to
Foi(t) = gorp(t)+o(t —to|*), gdyz dla z := ¢(t) mamy Joult) —got(t) _ f(x) = g(r) |u(t) = 3;0 — 0.

[t —to]*? |t — 20| | |t — to

3. Przyklady. (A) Jesli f € C"tY(O,,) oraz Th(z) = f(zo) + f(zo)(z — zo) + ...%f(”)(:ng)(az — zg)", to
f(z) =Th(z) + O((a} — :EO)”+1) tym bardziej f(z) = Tn(z) + 0((;13 — 330)”) (wzdr Taylora 7z reszta Lagrange’a).
(B) Pokazemy, ze lir% Flj;g(ci “::f)r = —2. Poshlizymy sie wzorem Taylora: cosz = 1 — x2—2 +o(z?), e = 142+ %x2 + o(z?),

2

(1 + 7‘)% =1+ 17‘ + (/2)1' + o(z?). Stosujac wlasnoéé (3) do ¢(y) = logy dostajemy log(cosz) = log ('l - %) + o(z?) =

2

_%_;_ (—%)24-0((—%) )-|-o(x2) = —%4—0(1‘2). Ponadto e® —/1 + 2z = (1 + x4+ 12—2) —<1+1§.2x—]§(2x)2)+o(z‘2) = :L'2-|-o(a:‘2).

o Zz

Wobec tego =itz _ 2?4 o(2?) = by
log(cos ) —%12-}-0(12) _1y4 ogz;)

2 T

— =2 przy z — 0, QED. [Ciekawsze przyklady: poczatek POW_SER.TEX].



. Ciagi o wyrazach %,L, %,L sa przykladami ciagéw (z,) postaci x, = aj ...an, gdzie a, =

. Sprawdzié, ze:  (a) arctg % =

. Dowiesé, ze jesli {
c

DIF-CAL, drukowane 11 maja 2000 r.

. Terminologia: Funkcja f : ]a, b[ — R jest niemalejgca w punkcie zo € la,b[, jesli (z — zo)(f(z) — f(zo)) = 0 dla

z € [zg — 6,z0 + 6] C ]a,b[ dla pewnego § = 6(zg) > 0. Wykazaé, ze: (a) Funkcja memalejqca w kazdym punkc1e
przedziatu ]a, b[ jest niemalejaca. (b) Funkcja f : R — R, dana wzorami f(z) := z+z?sin &= dlaz £ 0, f(0) :=
jest niemalejaca w punkcie zg = 0 (co wiecej: f/(0) = 1), lecz nie jest niemalejaca na zadnym otoczeniu xzg.

(a) Przypus$émy,ze Sz := {s € |z,b[ : f(z) > f(s)} # 0 dla pewnego = € ]a, b[; niech 5o := inf Sz, wtedy Sz C ]z + §(=), b[, wiec z < sg.
Sa dwie mozliwosci: 1° f(z) < f(so), wtedy [so, so +8(s0)]N Sz = 0; 2° f(z) > f(so), wtedy [so —8(s0),s0] C Sz. W obu przypadkach
dostajemy sprzeczno$é z definicja sg, a wiec Vo € Ja,b[ : Sz = 0, tzn f jest niemalejaca. (b) zf(z) = 22 (1+wsin Z) > 22(1—|z|) 2 0

2z/ ~

dla z € [-1,1], wiec f jest niemalejaca w 0. Oznaczmy =, = dla n € N; gdyby f byla niemalejaca na jakim$ otoczeniu O,

2n 1
wtedy dla pewnego ng € N ciag (f(¢n))nzn, bylby nierosnacy (gdyz xn \, 0), co jest niemozliwe, gdyz skoro sinz, = (-1)"~ 1 to

(D" [fmns) = Flen)] = 2h + 22y = () @n — 2as1) 2 Gty + Gz — Gt — mngt) = e > O

iRl 2n41)! _ nt4a

n+p
staltych o, € R\ {—1,—-2,-3,...}. Dowied¢, ze jedli o < B, to lim z, = 0, jesli za§ a > B, to lim z, = Foo.
n—oo n— o0

dla pewnych

Wskazowka. Obliczy¢ lim nloga,.

n— 00

log(l-l-a.r)—log(l-l-ﬁm)

Kladac z = dostajemy lim nloga, = lim = a — . Zatem dla o < 8 biorac v € ]0,8 — af dostajemy
— 00 z—0
V*n: nlogan < —v, czyliVn > m : (an >0ilogan £ — ) dla pewnegom € N.Staddlan > m mamy S = 04 18m42 .-G > 0
o0
oraz log f—" = - (mL-}-l + mL+2 + ...+ %) —— —oo wskutek rozbieznosci szeregu Z - stad f—” —— 0, a wiec takze z,, — O przy
n=1

n — +00. Analogicznie rozwazamy przypadek o > 3.

3 _
1 {arCtng +3 <1 (b) 3arccosz — arccos(3z — 42°) = w dla |z|

arctgz — 7, > —1;

. Dla p € R okredlmy funkcje 7,,,U, : ] — 1,1[— R wzorami T, (z) := cos(p arccosz), Up(z) := sin(p arccos z).

Sprawdzié, ze kazda z tych dwéch funkeji spetnia réwnanie rézniczkowe (1 — z2)f"(z) — zf'(z) + p?f(z) = 0.

Oznaczmy f(z) := cos (0 + parccosz), wtedy f = Tp dla § = 0 oraz f = Up dla § = —F; mamy: f!(z) = —L—sin (8 + parccosz),
V1—z2
2
=) = # sin (6 4+ p arccosz) — 157 cos (6 + parccosz), skad wynika teza.

Uwaga. Up(z) = V1 — 22[Tp_1(z) + Tn—a(z) + ... + T1_n(z)] dlan € N.

.Dlan € N funkcja R\ 7Z > ¢ — S81% ¢ R jest okresowa o okresie 7, wiec da sie wyrazié przez ctge:

sin™ ¢

:;Efi = fa(ctg ). Dowies¢, ze:  (a) f)(u) = nfn_1(u); (b) fu(u) sa wielomianami, przy czym f,(0) = sin &F.

Rézniczkujac wzgl. ¢ tozsamoié sinng = sin? fr(ctg ) dostajemy n cosng = nsin® ! ¢ cos ¢ frn(u) +sin™ ¢ (— 1 ) f1(u), skad

sin? ¢

' _ . cosn _ in ng co cosng sing _ _sin(ne—¢) _ _ . .
fr(u) = nsing cos g fr(u) — nsin:_f@ = pdLnY ;fn 1:0 PG —p bll'(ln T = nfn—1(u). Stad, skoro fi(u) = 1, przez indukcje

bll’l(‘TL ) .
2 2= = sin 4.

wnosimy, ze fn(u) sa wielomianami. Biorac ¢ = 7 dostajemy fr(0) = —=

Uwaga. Mozna latwo sprawdzié, ze fn(u) = Im(u + )™, np. f2(u) = 2u, f3(u) = 3u? — 1, fi(u) = 4u® — 4u.

. Niech p € R, m € N. Sprawdzié, ze jeSli funkcja y € C’m+2(]—1,1[) spetnia tzw. rownanie Legendre’a

(1 —2%)y" — 22y + py = 0, to funkcja ]—1,1[ 3 1‘2+—> w(z) = (1 — 22Ty (x) spetnia tzw. stowarzyszone
) w=0.
T

1—

réwnanie Legendre’a (1 — z2%)w" — 2zw + (p -

— 2 _
w = (1- Iz)% [y(m+1) _ mz2y(m)] Jw' = (1= 1.2)% I:y(m+2) _ 12mz2 y(m-l-l) + m((m 1)z 1) y(m) . Stad (1 - x2)w
— T

— T (1 _172)2

2 m
2zw’ 4 (u -1 Tz2) w=(1-x%)2 [(1 - z2)y(m+2) —2(m+ l)zy(m+1) + (,u —m(m + 1))y(m)]. Otéz stosujac uogdlniony wzdér
m
Leibniza (uv)(m) = Z (Z)u(m_k)v(k) latwo sie przekonaé, ze ostatnie wyrazenie [ . ] jest réwne dci;m [(1 — 22y - 2zy’ + ,uy]
k=0

gdzie L[y] == (1— &)y — 20y’ + py, Fmly] := (1 - 22) 2y,

2
Uwaga. Wynika z tych rachunkéw, ze Lo Fp, — Frp0 L = I T’ 5

. Niech a,b € R, przy czym a > 0. Dowiesé, ze jesli réwnanie 23 — 3a%z 4+ b = 0 ma wiecej niz jeden rzecz WiStT,

pierwiastek, to ma ono po jednym pierwiastku w kazdym z trzech przedzialéw [—2a,—a], [—a,a] i |a,2q].

Skoro dla W (z) := 2® — 3¢%z + b mamy W(—a) = W(2a) = b+ 2a® > b— 2a°® = W(—2a) = W(a), to w przypadku W(—a)W(a) <0
teza jest spelniona (wlasno$¢ Darboux). Rozwazmy wiec przeciwny przypadek W(—a)W(a) > 0, tzn. W(a) > 0 albo W(—a) < 0.
Zauwasmy, ze skoro W'(z) = 3(z? — a?), to W maleje na [—a, a], a rosnie na ]—o0, —a] i na [a, co[; stad W(—a) = max; ¢, W(z),

W(a) = ming3_, W(z), wigc w przypadku W(a) > 0 albo W(—a) < 0, wbrew zalozeniu, W ma tylko jeden rzeczywisty pierwiastek.

cosa =1b

osh=a dla pewnych a,b € R, to a = b.



10.

11.

13.

14.

15.

16.

Jedli cosa = b, cosb = a, to punkty (a,b) 1 (b, a) lezana krzywych 'y = {(z,y) : y = cosz}iT2 = {(z,y) : © = cos y}, wiec wystarczy
pokazad, ze przeciecie 'y N[’y jest 1-elementowe. Sposéb 1. (z,y) € 1N & [(p(z‘) =0, y = cos a:] , gdzie ¢(z) := z—cos(cos z); otéz
¢'(z) = 1—sin(cosz)sinz > 0, wiec ¢ : R — R jest rosnaca, a zatem ma dokladnie jedno zero: ¢(0) = —cos1 < 0, p(3)=5-1>0.
Sposéb 2. Jedli (z,y) € I'1 NIy, to wcosy € [—1,1], wiec y = cosz € [0,1], a wiec z = cosy jest réwnowazne y = arccosz, czyli
mamy 0 = f(z) := cosz — arccosz; otéz f'(z) = 1 _ _sinz>1-—sine > 0, wiec f jest rosnaca, wiec ma tylko jedno zero:

=/ >
f(0)=1- %<0, f(1) =cos1>0.

. Obliczy¢ granice lim JJ% (x/.r + 24+ e -2 — 2\/5‘)

Podstawiajac v = % i stosujac dwukrotnie regute de I’'Hospitala otrzymujemy: L = lim 372 =
u—0 u
1 1 1 1 3
. 2 — 2 -2 H .. 2 — 2 H .. 2 - T2
- lim (14 2uw)2 + (1 — 2u) 2 H lim (14 2uw) + (1 —2u) H i (14 2uw) + (1 = 2u) -1
u—0 u? u—0 2u u—0 2

Inny spos6éb. Wzér Taylora dla funkcji g(z) := /= daje /z +2 — \/z = L - %1‘1_2 oraz /T —2— /T = —ﬁ - %z; , gdzie
_3 _3
z1 €|z, x4+ 2[ 1 z3 € ]z — 2, z[ zaleza od z. Dodajac to stronami dostajemy f(z‘) = —% [(%) 2 4 (%) 2] — —1.
log (1 + %) e’ — 1+ 2z 1 — 2% ctg(x?)
Obliczyé: (a) lim L /. (b) lim Toalcos ) (¢) lim —=—== 2,
z—eo 1 —cos ¢ s—0 log(cosz) o0 z
=L 1+a)/*—e
d) lim (% —arctgz)lose; e) lim |ctg(x? —L]' f) lim
( ):c—> <2 g ) ’ ():c—>0 g( ) 2]’ ()x—>0 T
H — 1 2 H *_(1420)73 H T4 (1420)"3
(a) L Z lim 1(1$ +})1 =lim £ . 22" — (b) L = lim%: _hmM:_Z?
Z—00 (—$—2)51n5 sing =z +1 z—0 —lgx 1+tg°x
11 int —tcost H tsint . 1
L=1lim |l _1ctet| — Jim Sint—tcost H . sin — 1 T _ 1,
(C) tl_I>I(1) [t2 T '8 ] tl_I}}) t2sint m 2tsint + t2 cost lmQSlt—“t—I—cost 3’
logarctg— . . _ . logarctgt H . t 1
(d) log f(z) = W,\Vl@cgﬁ{rgologf(z)_—tlgw = —hmm —1,a wiec L = e™1;
(e) Podstawmy ¢ = z2, wtedy L = lim teost —sint B —sint _ _ 0;
t—0 tsmt t—0 cost 4 2L t
—log(l1+x) m AT L 1-—
1+1 H .. (%2 Ttz .. (I+z) 1
(01 2 Jim (1427 lim £ 2 e Jim 80 = e i o e = 5
. , . 2r41_ ¢ 24\
Obliczyé L = lim 2 (T; 1)(Tn U dla r € R.
n—oo (” —1)
2\7 2 r—1
Podstawmy =z — 0, wtedy L = lim 1-(=a)a=2®)" 1 g lim (=277 +0= z)2m(1 a?) -1=1.
20 @ z—0 (1—2%)7 20
2r41_ _ _ T T_ _ T _ _\T _ _\T
Inny sposéb. Oznaczmy t = n1—2, wtedy 2 ((nnz 11))(T" D" _ 1—|—n(" ETL?(HHT DM 14+V% u%L — 1, gdyz lim u% =1.
_ —1) t—0
. Dowie§é, ze hm (b_ 3 [f(b) f(a) — I’_T“(f’(a)—i—f’(b))] = —%f’“(a), jesli f jest na otoczeniu a klasy C3.

Fatwe zastosowanie twierdzenia de ’'Hospitala.

{a:b—}—b, gdy <0

Dla jakich wartosci a,b € R funkcja f(z) (%arcsin a:)l/xE, gy 0<z<l

jest rdzniczkowalna?

ol H 1
—arcsin x W—— 1
lim L log 2esine £ i 2 Jim V=<2 £ gim T ame? oL Odpowicds. Tylko dlaa =0, b= ef.
z—0 T z—0 s z—0 z—0
Dowiesé, ze jedli funkcja f : ]0,00[ — R jest wypukla oraz spelnia warunek :clivnolo %l = 0, to jest malejaca.
Jedli 0 < wo < w1, to dla = > 1 wypuklo$é f na [zo, z] daje f(z1) < T= I; (z0) + %f( ) T f(zo); zatem f(z1) < f(=zo).

Funkcja f :]0,00[ — R jest wypukta oraz ma asymptote dla 2 — oco. Dowie$é, ze wykres f lezy nad asymptota.

flz1) € =52 f(@o) + 252 f(2) dla 0 < wo < 1 < @5 pray = — oo daje to f(z1) < f(z0) +a(z1 — 20), a wiee z — f(r) — az maleje.

T—xg

Stad Vo 2 0: f(zx) 2 b= hm f(€), QED.

Dowiesé, ze maksimum dwéch (lub wielu) funkeji wypuktych jest funkcja wypukta. Zbadad, jak jest dla minimum.

Niech f() = max fx(), gdzie funkcje fr : X — R sa wypukle, oraz niech M + A = 1, X > 0, N > 0; wtedy f(A" + X)) =
kEK

max(fk()\” + )\"")) < max()\'fk(/) + N £ (")) < max()\'f(/) + )\”f(”)) =XNf(")y+ X' ("), awiec f tez jest wypukla. Z kolei jest
keK keK keK

widoczne, ze np. funkcja f(x) = min(z?,1) nie jest wypukla.
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. Zbadaé funkcje f : R — R, okreslona wzorem f(z) := {

(a) Niech f: R — R bedzie funkcja wypukla i taka, ze Yo : f(z) > 0. Dowied¢, ze inf{f(z) : z € R} > 0.
(b) Niech f: R — R bedzie funkcja wypukla i taka, ze Vz : f(z) < 0. Dowiesé, ze f jest stala.

WORKING ...

Niech I C R bedzie przedziatem, a funkcja f : I — R spelnia warunek V¢t € R, z, 2’ € I : f((l —t)r + tl‘/) =
(I =8)f(z) +¢tf(z") (‘ultrawypukto$é’). Dowiesé, ze f jest postaci f(x) = ax + b dla pewnych statych a,b € R.

Niech z1, z2, z3 bedzie dowolna tréjka réznych punktéw I. Skoro zy = (1 — t)z1 + tzs, gdzie t = 2 El ,to f(z2) £ (1= 8)f(z1) +
tf(zs) = ig:if flz1)+ iz:h f(z3), czyli (z2 — z3) f(z1) + (3 — 1) f(z2) + (z1 — z2) f(=3) < 0. Zarazem z3 = (1 —t)z1 + twe, gdzie

t= 22221, wiee f(wa) < (L—1)f(z1) +tf(w2) = 222 (o) + 2201 fw2), cayli (w2 —w3) (1) + (w3 —21) f (w2) + (21 —22) f(w3) > 0.

g — To—T1 T2—T

Jest to nieréwnos¢ przeciwna do poprzedniej, a zatem (z2 — z3) f(z1) + (23 —z1) f(®2) + (z1 —z2) f(z3) = 0. Ustalmy w tej tozsamosci

71 1 zy oraz oznaczmy y1 = f(x1), y2 = f(w2); biorac zs = = dostaniemy wtedy, ze Vo € I \ {z1,z2} : f(z) = Lo+ EEE g,

12 —z ZTg—T
Dla zakoriczenia dowodu wystarczy teraz zauwazy¢, ze: (1) prawa strona jest funkcja postaci az + b (mianowicie a = g;_yi oraz
b= %) oraz (2) réwnosé f(x) = az + b zachodzi takze dla z = z1 1 © = 2.
. . _ g1
Narysowal wykres funkcji f(z) = arctg ST AT tgx.
fl(z) = 1 2 L S 2 -1 _—odaze R\ {-1}, wiec f jest stala na]—oco, —1[1]—1, 00[.
T4+ (ED? @7 P +17 @+ 1)+ (@17 2 +1

3 _
Stad, skoro xEToo fley=F—-(-%)= %w oraz f(0) = —7F, to f(z) = { _4;;7 i; _1’

. Zbadaé przebieg funkcji f : R\]0, 1] — R okreSlonej wzorem f(z) := :EL—I'

(@) = 3(22=3), [ty £1(0) = i

ukogne: y = —x — % dlaz — —co oraz y = = + % dla z — 400. Ponadto f(0) =0, f/(07) = lim f'(z)=0 i lim f(z)= +co.

z—0~ z—1

> 0, wiec f jest wypukla i ma minimum lokalne f (%) = % = 2.598. Asymptoty

e¥(z +2), x¢0
0, x=0

Naszkicowaé wykres, znalezé f(R).

12 4

f jest ciagtana R*, w z = 0 jest lewostr. ciagla (nawet klasy C'*°). Skoro f'(z) = e=
1

(lok.maks.) i f(2) = 4e2 = 6.6 (lok.min.); f ro$nie na |—co, —1[ i ]2,00[, a maleje na ]—1,0[ i ]0,2[. Zbiorem wartoséci f jest
f(R) =R\ ] 6_1,48% [ Skoro f"(z) = eF 521'2, to f jest wypukla na ] —%,O[ i]0,00[, a wklesta na ] —00, ——[ Prostay = z 4+ 3

2 | wiec mamy ekstrema f(=1)=e"1 =037

1 1
jest asymptota f przy © — too, gdyz f(z) — & = m(ef — 1) + 2er — 14+ 2=3.

. Zbada¢ przebieg i naszkicowaé wykres funkcji:

R\ {1} = R, flz) = (:E—}—l)expxlj.

_3)

BECENE

(p.przeg.); prosta y = z + 2 jest asymptota dla &z — Foo.

_1 1 1 5
ez=T, f(0) = e~! = 0.37 (maks.lok.), f(3) = 4e2 = 6.6 (min.lok.); f/(z) = 59‘“’7_348 =T f(%) = %8_5 = 0.131
- —

. Zbadaé przebieg i naszkicowaé wykres funkcji f: R — R, f(z):= V222 — 5.

f jest ciagla (zlozenie Wlelomlanul /). Pochodna: f'(z) = (2$2 - zg)_%(4$— 3x2) = %(2 - 1‘)_%$_%(4— 3z) dlaz € R\ {0,2},
a

f(0T) = lim o) — fim /271 = +co, f/(07) = —co; zatem f roénie na [ %] maleje na |—o0, 0] i na [2,c0[, osiagajac
z—o0t ¥ z—0+ z
min lok. f(0) = 0 oraz maks. lok. f(%) = %% Druga pochodna: f'(z) = —%m_%(Z z)” S dlax € R\ {0,2}, wiec f” > 0 na
[0, 00[ (wypukla w dé1) oraz f'' < 0 na]—oco,0[ina ]0,2[ (wypukla w gdre); punkt (2,0) jest punktem przegiecia wykresu, zas (0,0)
; f(=) - 3/2 222 2
— punktem ostrzowym. Asymptoty: lim =lim+y/=—-1=-1, lim (f +z) = lim = £;
z—tco 7 z .T—>:EOO< ( ) ) z—to00 (m3—2$2)%+$(m3—2$2)%+m2 8

zatem prosta y = —z + % jest asymptota f przy z — foo.

. Zbadaé funkcje f : R —= R, f(z) := 2?4 62 417 ; naszkicowal je] wykres.

Ve 42

fl(z)=p2(z+4)(z—1)(z=3), f’(z) = 2u~° (20 +1)(8z — 13), gdzie p := VVz2 + 2; zatem f rosnie na [—4,1] i [3, co[, maleje zaé na
]—c0, —4] i [1,3]; jest wypukla na ] —00, —%] i [183 , oo[ a wklesta na [—2, s 131, Skoro limz — 4 oo f(z) = 400, to f(—4) = % jest glob.
+(1+ €411

minimum, f(1) = 8/3 — lok. maksimum, a f(3) = 43/11 — lok. minimum f. Asymptoty: at := lim @ = lim % = 41,
z—to00 1+_2
2 2242
by := lim r)—x) = l'mM =6+1lim ——%£—(z — V22 + 2) = 6; podobnie b_ = —6. Zatem sa dwie asymptoty:
+ E_)+00(f( ) ) i ) +1i T+2( +2)=6;p a ymptoty
2 2
y=z+6dlar — +0iy=—z—6 dlaz — —oo. Przeciecie asymptot z wykresem: % =(z + 6)27 po uproszczeniu
3222 4+ 180z 4 217 = 0; zatem y = & + 6 przecina wykres w (—%, %) i (—%, %), ay = —x — 6 nie przecina wykresu.
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. Zbadaé przebieg funkcji f: R\ {0} = R, f(z) == gz i_ L

. Zbadaé i naszkicowaé przebieg funkcji f: R — R, f(z) =

. Zbadaé przebieg (w szczegdlnodci monotonicznosé i zbidr wartosei) funkcje f: R\ {0} — R, f(z) := l‘(p% -1,

gdzie p jest parametrem, p > 1.

fl(z) = % (1 - logpm) — 1; dla zbadania znaku f’ weZmy h(u) := u(1 — logu), wtedy h'(u) = —logu, wiec maxh(u) = h(1) =

t1 _ . tlog p
Zatem f' jest wszedzie < 0, a wiec f maleje na ]—o0, 0 i na ]0, +oo[. Granice: hm flz) = lin} £ ogtp 1_ hnll € T logp _ log p;
t1 _ . . t1 _ . tlog p . L. .

lim f(zr) = lim # =0; lim f(z) = lim % = lim log# = +4o00. Zatem zbiorem wartosci f jest
z—0— t——o00 z—0+ t—+ oo t—+4o0

. f(z . 1 . P _ 1— .

10,4+co[\{logp}. Ponadto lim - = lim p= —1 = —1, wigc po dookredleniu f(0) := f(07) = 0 mamy f'(07) = —1. Wypukloéé:

x—0— z—0—

1 1
f'(z) = h(p7) — 1, przy czym h maleje (roénie) na ]1, +oo[ (odpowiednio: na ]0,1[), zag & — p7 maleje na ]0, +oo[ oraz na ]—oo, 0[;

stad f’ maleje na |—co,0[ (tzn. f jest tu wypukla w gdre) oraz rosnie na ]0, +oco[ (tzn. f jest tu wypukla w dét).

1
Zauwazmy, ze f(—z) = —zZ::—‘: = - i+e = f(z), czyli f jest parzysta; ponadto lim f(z) = 2, wiec f mozna dookresli¢
warunkiem f(0) := 2 do funkgcji ciaglej na R. Skoro lim &) — 1§ lim [ (z)— z] = hm QE =0, to f ma asymptoty y = *=.
z—+ 0 z—+ 0
) = %, f(z) = %h(£), gdzie h(z) = e®(z — 2) + x + 2. Pokazemy, ze sgn h(z) = sgnz, wiecVz #0: f"(z) > 0.

Mamy h'(z) = e®(z — 1) + 1, A" (z) = e®z, wiec sgnh/(z) = sgnz, skad Vz : h'(z) > h'(0) = 0, czyli h roénie, wiec sgn h(z) = sgnz,
QED. Zatem f jest wypukla, Vo > 0 : f/(z) > f/(01) = 0, czyli f roénie na Ry (a maleje na R_). Ponadto Vo # 0: f(z) > f(0) =

(2 —4)*

3
Oznaczmy u = V2 — z + 1, wtedy f'(z) = %u_5z($—4)(21‘+5), wiec sa dwa minima: f(4) = 0 globalne i f(—%) = % 39 = 13.531
16—26v6 _

95
(z—4)% —uzx _
g

5
lokalne, oraz maks. lokalne f(0) = 16. Poniewaz f"(z) = %u_5(95z2 — 32z — 40), wiec sa dwa p. przegiecia x1 =
—0.502, f(z1) = 15.3 oraz zy = % = 0.839, f(x1) = 10.746. Asymptoty: lim @ =411, f(z) -z =
z—+o0

— :F—; wiec sa asymptoty ukosne: y = z — & dlaz — 400,y = -z + L2 dla z — —oco.

(z - - (22 -z +1)s? _ —15z% + ...
u[(z‘—4)2+u1‘]

Zbada¢é przebieg (m.in. ekstrema, wypuklodé, miejsca zerowe i asymptoty) funkcji f : R — R, okreslonej wzorem
f(@) =z - 1)2+9+/(z —8)2+ 16 — 10.
fl(z) = v—1 + z—8 wiec f/(z) = 0 <= =z € ]1,8[ (tzn. skladniki f'(z) sa przeciwnych znakéw) oraz

ViE-12+9  Jf(z-8)2+16

0= (z—1)>2 [(z -8)2 + 16] —(z—8)? [(z -1)2+ 9] = 7(2% + 16z — 80) = 7(x — 4)(x + 20); zatem f'(z) = 0 < =z = 4, przy czym

_ ~ s _ 9 16 L . -
f(4) = 7v/2' — 10 & —0.1005. Poniewaz M (z) = @@ 2ot 10)3/2 + o2 —Tos 4 80)3/2 > 0, wiec f jest wypukla i ma dla z = 4
minimum. Zera f: ¢; = 122 x 3.03921i 3 = 5. Asymptoty: Ly (z) = 2z — 19 (dlaz — +) oraz L_(z) = —20 — 1 (dla z — —o0);

asymptoty przecinaja sie w punkcie (5, —10), a wykres lezy nad asymptotami (wypuklosé).

. Ustalmy n > 3. Niech L, oznacza obwdd, a S, — pole n-kata foremnego wpisanego w jednostkowy okrag;

podobnie niech L, 1S, odnosza sie do n-kata opisanego na tym samym okregu. Dowies¢, ze:

(1) LoL, > L? (2) SpSn < S?, gdzie L jest obwodem, a S — polem rozwazanego okregu.

wiec dowodzone

L _2m'sm L _Zm’t
Ze szkolnej geometrii dostajemy wzory L = 2nr, S = nr2, { " oraz { n g

Sn = 2n7‘ sm%—7r Sn_ an_nr tg s

2 2
nieréwnosci przyjmuja postaé (1) ségsf > 2 | oraz (2) , gdzie z = % € ]07 z [ Dowéd (1): f(z) := Ségsg — z2, wtedy
f'(z) = 262Sc2+ s” -2z, f!'(z) = 2" +35°c% 4 25 -2 = -2 —cP+2 - -3}— 201=c) > 0, gdzie {C — s,

c3 c3 c s = sinz;
roénie na [0, 5 [, F'(z) > f'(0) = 0, wiec f tezroéniei f(z) > f(0) = 0. Dowéd (2): f(z) := = —sin z roénie, bo f/(z) = 1—cosz > 0.

zatem f/

1 1z _
Zdefiniujmy dwie funkcje: a(z) = { z log(ll +2), 27_&8’ dla z > —1 oraz B(z) = =G ) 1), ifg’
Wykazaé, ze: (a) funkcja o : ]—1, 400 — R jest malejaca; (b) funkcja 8 : R — R jest rosnaca.

(a) g(z) := 22/ (z) = lf—x — log(1 + z) jest zawsze < O, np. dlatego, ze g'(z) = — , a wiec maxg(z) = g(0) = 0.

T
(1+2)?
(b) A(z) := 228’ (z) = e®(x — 1) + 1 jest zawsze > O, np. dlatego, ze h'(x) = ze®, a wigc minh(x) = h(0) = 0.
Dowiesé, ze (1 + )P > 1 4+ px dla z € ]—1,00[ oraz p € |]—00,0] U [1, 0o (uogdlniona nierdwnosé Bernoulliego).

Sposéb 1. F(p) := (1 4+ x)? — 1 — px jest (tak jak funkcja wykladnicza p — aP) wypukla, ponadto F'(0) = F(1) = 0; stad teza.
Sposéb 2. f(z) == (1+z)P —1—pz, fil(z) =p [(1+$)p_1 —1] . Widaé stad, ze f’ jest rosnaca (zaréwno dlap > 1, jak i dla p < 0) oraz

=

F£!(0) = 0, wiec 0 = £(0) = min f(z), QED. Modyfikacja: to, ze f’ jest Tosnaca, wynika tez ze wzoru f'(z) = p(p — 1)(1 + z)P~1 > 0.

Dowieéé, ze dla p € ]0, oo funkcja f : Ry — R, f(z) := pzPTt — (p+ 1)2P + 1, jest nieujemna.
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Sposéb 1. f'(z) = p(p+ 1)zP~1(x — 1), wiec f ma w punkcie 2 = 1 minimum f(1) = 0. Sposéb 2 (dla
nieréwnos¢ Bernoulliego’ (14+u)? > 1+pu, p € [1,00[, 1+u > 0, dostajemy P f(z) = p$—p—1—|—(%) > pr— p—l—}—l—l—p(; -1)=
pz—2p—|— p(r—l) > 0.

a p > 1). Stosujac ‘uogdlniona

Niech r,s € Z,0 < r < s oraz { 0} mod 2. Dowie§é, ze funkcja f : R — R, f(z) := lj« S % dlaz #1, f(1) = %,
jest rosnaca.

Sposéb 1. f/(z ) z” (%%, gdzie L(z) := (s—r)z*—se* " 4+r,zad e”! > 0,gdyzr—1 = 0. Ot6z L () = (s=r)sz* "~ (z"=1),

przy czym z°~""1 > 0 (bo s —r — 1 = 0), wigc min L(z) = L(1) = 0; zatem Vz : L'(z) > 0, tzn. f'(z) > 0.
xT
~ @ p—
Sposéb 2. f(z) = f(t) := |t1|5_11, gdzie t = z” jest rosnaca bijekcja R — R, za§ a := 2 > 1. Dla t € R\ {0,1} mamy
f’(t) = %, gdzie L(t) = (o — 1)[t|* — aelt|*~1 + 1, e = sgnt. Jedlit < 0, tzn. e = —1, to f’(t) > 0, bo wszystkie sktadniki L(¢)
sa > 0. Jedli t > 0, tzn. e = 1, to L' (t) = oo — 1)1~ 2(t — 1), wiec sup o(t) = ¢(1) = 0, skad takze L(t) > 0

t/
Uwaga. Dla innych parzystosci (r,s) funkcja f nie jest monotoniczna, gdyz f(z) — oo nie tylko przy & — oo, ale takze przy

r — —oco lubaz — —17.

Dowiesé, ze dla kazdego = € R zachodzi nieréwnosé 1 + %log(r +1+ éL‘Zl) > V14 22

2

f(z) =2 - 2v1 4 22 + zlog(z + V1 + z2), wtedy f'(z) = log(z + V1+ z2) — %, f'(z) = —Z—= > 0; zatem [ jest
Vit (1+22)2
wypukla, f/ — rosnaca, wiec f/(z) jest < O na R_ oraz > 0 na Ry, wiec f(z) > f(0) = 0; stad teza. Uwaga. f jest parzystal!!!

ma Zawsze

Sposéb 2. Nalezy sprawdzié, ze funkcja g(z) := log(z + V1 + 22) — 27vl+$_1 = log(z + V1 + 22) —

(ViFaZ—1)2
21+ a2

Dowiesd¢, ze Vo > 0,z # 1, spelniona jest nieréwnosé i i’ % -logz > 2.

2z
Vit a2

wartosci o takim znaku, jak z. Otéz mamy g'(z) = > 0, co wraz z g(0) = 0 daje teze. Uwaga. g jest nieparzysta!!!

._ (py = (=17
h(z) := logz — z—}— 1, wtedy h'(z) = P 1)2 > 0, wiec h jest rosnaca; zatem h(z) < 0 na ]0,1[ oraz h(z) > 0 na |1, co[, skad
natychmiast wynika teza. Inny sposéb. Badamy f(z) := (z + 1)logz — 2(z — 1) dlaz > 0: f'(z) = logz — 1 + %, F(z) = mz_;,

< 0nal0,1[,

> 0na |1, +o0[; stad teza.

wiec f/ ma minimum dla z = 1; stad Vo > 0: f/(z) > f'(1) = 0. Zatem f jest rosnaca, wiec f jest {

X

Dowiesé, ze dla kazdego x > 0 spelniona jest nieréwnosé sinz < ﬁ
1+ 222

Mozemy zalozyé, ze prawa strona P(z) jest  1,tzn.ze 0 < &  &o = \/g = 1.225. Skoro arcsin roénie na [0, 1], dowodzona nieréwnosé¢

jest réwnowazna arcsin(sinz) < arcsin P(z); zarazem & € |0,z9] = = € ] -5 5 [ = arcsin(sinz) = x, wiec wystarczy wykazaé, ze

_ . . (o erf N P'(z) - 1 _ 1 .
f(z) := arcsin P(z) — = jest > 0 dla & € ]0,z¢]. Otéz f/(z) = . —1= 1= —=—=-1>0, gdyz
YT R TR v Ny g v TP
0.

Q) = (1+u)2(1 — 2u) =1 —u?(3+ 2u) < 1 dla u = £22 > 0; zatem f(z) > £(0) =

Wyprowadzi¢ nieréwnosci: (a) |logt| < %|t —t7 Y dlat > 0; (b) (1 +2)log’(1 4+ z) < z?dlal+z > 0;

(c) %logz(z—}—\/l +22)<V1+22-1 dla z € R; (d) (2 + 3)log(1+ ) < 1dla |z] < 1;

(e)7r<% 4 dla z €1]0,1]; (f)sinm<7dlam>0; (g) “llogz >2dlaz > 0,2 # 1.
1+f

(a) f(2) := %(t —t71) — logt jest rosnaca: f'(t) = (t2t12) > 0; przy tym f(1) = 0 oraz znak logt jest taki, jak znak t — 1, skad

teza. (b) Sposéb 1. f(z) := \/% — log(1 + z) jest rosnaca na |—1,00[ (bo f'(z) = (1 + a:)_3/2(1 + 5 —+V1+=z) 2 0) oraz
f(0) = 05 stad i z tego, ze log(1 + =) ma taki sam znak, jak x, wynika teza. Sposéb 2. Podstawmy ¢ = \/1 + = do (a); otrzymujemy
[log(1+=)2 < |(1 +1:)1/2 1+4=z)~ 1/2 1?2 = a? (c) f(z):=V1+ 22— %log2(z+\/1 + z2) jest parzystai f(0) = 1; wystarczy wiec

14z
sprawdzié, ze f rosénie, tzn f'(z) 2 0,dla z > 0; otéz f'(z) = (1—}—1;2)_%5]( ), gdzie g(z) =z —log(z + V1 + = ) 0, gdyi g(0)=0
_ 2 -2
ig'(z)=1—-(1+22)"2 > 0. (f) Funkcja f(t ) = arcsint — \/T/ jest rosnacana [0,1], gdyz f/(t) = (1 —t*)" 2 (1— ) > 0.
(g) Funkcja f :]0,00[ — R, f(z):=logz — 2I_|_1 , jest rosnaca, gdyz f'(z) = im__:l% 0;to i f(1) = 0 daje teze.
Wykazaé, ze:(a) ELarctgae > I dlaz > 1; (b) = j— > dlal0<z#£1;(c) =55 > - +1 dla z € R\ {0}.
(a) f(z) = arctgz— % Z- 1+I, wtedy f(1) = f(4o00) =0, f/(z) = . 1+1 2($+1)2 = —% <x2 - 7F4T2x+1). Skoro A = %%)gl > 0,

to f’ ma dwa dodatnie pierwiastki zo < z1, t.ze zox1 = 1. Stad f roénie na [1,x1], maleje na [z1, oo[, skad teza.
(b) f:]0,00[ = R, f(z):= logz—2$+l;wtedyf( z) = z(i_l_;}) > 01 f(1)=0; stad f(z)/(z—1) > 0.

(c) Sposéb 1. Wystarczy wstawié¢ z = et do (b). Sposéb 2. Dla f(z) := z — 25;1 mamy f'(z (
a zatem sgn f(z) = sgn z; dzielac to stronami przez sgn(e” —1) = sgnz dostajemy teze. Sposéb 3. Dla g(z) : : +1 mamy g’ (z)

;hmi%% za$ shz —  ma znak taki, jak z; zatem g(0) = 1 = min{g(z) : z # 0}, QED. Sposéb 4. h(z) 1= z (e + 1) — 2(e* — 1),

e

wtedy h'(z) = (z — 1)e® + 1, B (z) = ze®, wiec b’ 2> k/(0) = 0, czyli h roénie; stad sgn h(z) = sgnz, co daje teze.

+) > 0 oraz f(0) = 0,
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Zmalez¢ zbidr wartosci funkeji f: R\ {0} = R, f(z) === - e +1

fl(z) = e* - ef —e7% = 2T, oro K(z) = (e% - e_%)2 > 0dla h(z) := ¥ — e~ % — 2z, to h(z) > h(0) = 0 dla z > 0, a zatem
- (ea: — 1)2 ! - =~ T ’ P =
f'(z) > 0dlaz > 0;stad f(z) > lim f(z) = 2. Zarazem f jest parzysta oraz lim f(z) = 400, wiec zbiorem wartosci f jest ]2, col.
z—0

T— 00

Dowiesé, ze dla kazdego z € [0, %] zachodzi nieréwnosé (1 + %.rz)

Wystarczy pokazadé, ze f(z) > 0 dla z > 0, gdzie f(x) := x — arccos — 1 ot fl(z)=1- 1 >0,
=z =z g | =
(1—1—%1‘2 5 2)\/1+%$2+%z4

—
Wl

wiec f(z) > f(0) =0, QED.

Dlat € [0, 1] oznaczmy D; := {(z,y): =,y € [0,1], (t— .r)(:v + y 1) 0}. Narysowaé zbidr Dy, znalezé jawny
wzér na wielko§é S(t) := (pole obszaru D;) oraz znalezé najmniejsza i najwicksza wartosé funkeji S : [0,1] — R.
S(t) = S1(t) + S2(t), gdzie S1(t) jest polem Dy N K, S2(t) — polem D; \ K, a K — kotem {22 +y? < 1}. Wprowadzajac ¢ = arccos ¢
oraz u = V1 — t?' widzimy, ze S;(t) = %(p - %tu oraz S3(t) =t — %tu - %(7 — ¢), wiec | S(t) = arccost — % +t—t/1—1¢2")
u(l — 2u V3

u

, wiec S(t) maleje, gdy u > %, tzn. dla t € |:07 @], roénie zaé na [T,l].
S

Stad latwy rachunek pokazuje, ze S'(t) =

Zatem min S(t) = S (@) = 3\/?72_’7 ~ 0.1712, a max S(t) jest wigksza z liczb S(0) = T ~ 0.78541 S(1) =1 — § ~ 0.2146.

Zbada¢, dla jakich wartodci parametru p € R speliony jest warunek |VYz > 0: log(l +z) > ﬁ .

(@) = log(1 + 2) — &=, wiedy f'(x) = i - <1+m2’ 1"(@) =~y + gk wiee £/(0) = 0, £7(0) = 2p — 1. Stad

() ! ; _ 1 1 1 1
ilig . =2p—1, wiec jesli Vo > 0: f(z) > 0t0p> Odwrotnle,]eshp22,tof()_H—I—WQH—m—m>O

dla z > 0, wiec f(z) > f(0) = 0, czyli rozwazany warunek jest spelniony. Odpowiedé. Dla p > %

Inny sposéb. log(l + z) > ﬁ m m;
1

§ _ (1) 1 2 . : — —
(a nawet gladka) oraz ¢’ (z) = (E) - <W) <0, gdyz log(1 + ) > 1+_$’ zatem 11;f0 e(z) = ¢(0) = 5.

rz

= p 2 ez):= otéz ¢ dookreslona warunkiem ¢(0) := ¢(01) = 1 jest ciagla

Wzér Taylora i rézne postaci reszty. Oznaczmy & = xg—z, 0 €]0,1[, zp = 2o+ 6 = zo + 0(x — xg);
wtedy

f(@) = f(zo+ &) = f(xo) + fl(mo)é+ ...+ ﬁﬂ”‘”(m)&”—l + Rn(z0;€),

gdzie Eh_r% %ﬂo;&) = ﬁlff(n)($0)§ co wiecej:

R(zg; &) = % fln )(xg)f gdzie m € 1,n, zaé @ zalezy od m [Schlémilchal;

R(zg;€) = ir ) (zg)En (Schlémilcha dla m = n) [Lagrange’a];
n—1

R(zp;€) = ﬁl(n;g)L F) (zg)En (Schlémilcha dla m = 1) [Cauchy’ego].

Napisaé wzdr Taylora w 2o = 0 dla funkcji f(z) := log(1 + z). Wykazaé, ze lim r,(z) = 0: (a) dla z € [—%, 1],
przedstawiajac reszte w postaci Lagrange’a; (b) dla ¢ € ] — 1, 1], przedstawiajac reszte w postaci Cauchy’ego.

n—1_n n n
f("'H)(f) = ﬁ (indukcja), wiec log(1+z) = %— 3”2—2—}—. s (_Diz—}—rn (), gdzie: (a) rn(z) = (;i)l (1+$§n) + (Lagrange),

n
przy czym &n = Onx, 0, € ]0,1[, wiec |rp(z)| = n+1 ( _l}”fl ) < n-l—l — 0, gdyz % |z| < 1dlaz € [0, 1] oraz 1_|1_$§|n <1 |$||z| <1

dla =z € [—%,0]; (b) rn(z) = (—1)"% (Cauchy), wiec |rn(z)| < ]EE||3:| |T+§: | ; przy tym |1+€n | < |f|__|‘|f§n"|| < |$1|:||§;‘|$| =
|z| < 1, co daje rn(z) — O.

Obliczy¢ granice lim n [2\/712 —n4+4-3Vn24+2+Vn2+2n+ 3] .

KorzystajqczeWzoruTaylora\/l-{—z':1+%x—%z‘2+o(x)dostaJemy 2an_2 1—%-{—%—3\/1-{—%-{—\/1-{—%-{—%—
n n n
1 2 1 1 3 4 1 1 : 7
:2(1—5‘}'"—2 —)—3<1+n—2)+<1+;+ﬁ—ﬁ)+0(n—2)=m-{—o(—Q); zatem lim an = .

2
8 n n— 00

Korzystajac ze wzoru Taylora obliczyé¢ lim f(z) dla f(z) := z%log z[loglog(z + 1) — loglogz] — =

Niech h(z) := loglog z, wtedy h(z+1)—h(z) = k' (z )—I— L"(z) dlapewnego & € |z, z + 1[; przy tym h'(z) = ﬁ, r'(z) = —12#1102521,
z°log” z
2
wigc dostajemy wzdr f(z) = z2 logz [mlolg i %] —r= —;— (I) bgml(liﬂogm) Zarazem nieréwnosé r < & < x + 1 sprawia,
z°log” % og

zel < 7<1 + = oraz 1 < &g—i <1, wigc ¥ — 1 oraz 12—‘;—? — 1, skad lim f(z)= —%. Uwaga. f(10%) ~ —0.5362
Z— 00
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Niech f: R — R bedzie funkcja klasy €', taka ze V& < 0: f(z) = 0 oraz Vo > 0 : f(z) > 0. Korzystajac ze
wzoru Taylora wykazad, ze VC > 0 : V€>0 dneN: Jz€]0,¢]: |f(” |>C"

Pochodna f(¥) jest ciagla i znika na ]—oo, O[, wiec Vk : f(k)(O) = 0; stad wzér Taylorana f(0+¢) redukuje sie do reszty (Lagrange’a).
Sposéb 1. Niech C, e > 0 beda dane. Ze wzoru Taylora Vn : Iz, € [0,e[: f(e) = %f(")(zn)sn, a wiec %yrf(")($n) = %ﬁf(s),

n!

przy n — oo prawa strona dazy do 400 (gdyz Va > 0: lim = +00), wiec jest wieksza od 1 dla dostatecznie duzych n. Stad teza.
n—00

Sposéb 2 (Ad.abs.). Nagacja tezy jest warunek 3C,e > 0: Vn € N : Vg € ] : |f(") | £ C". Stad oraz ze wzoru Taylora
Vn: 3z, €10,e[: f(e) = #f(")(zn)s" dostajemy |f(e)| < g%)—, a wiec takze |f( )| < lim %Ln = 0, tzn. f(e) = 0; sprzecznosé.

Niech f : [0,00[ — R klasy C?, taka ze f” jest monotoniczna (by¢ moze poza jakaé zwarta czescia dziedziny).
Dowiedé, ze ciag o wyrazach a, := f'(1)+ ...+ f'(n) — f(n) jest zbiezny <= catka fooo f"(z)dz jest zbiezna.

an—an_1 = f(n—1)= f(n)+ f'(n) = 3" (n = 0n), gdyi f(n—1) = f((n+(=1)) = f(n) + f'(n)(~=1) + 1 /(n — ,)(~1)? na mocy

o0
wzoru Taylora. Zatem (przy zalozeniu, ze f"(z) / 0) mamy f(n) € an —an—1 < f"(n — 1), wiec szereg E ap jest zbiezny <=
n=m
szereg Z f"(n) jest zbiezny <= Calkaf f!"(z)dz jest zbiezna.
n=m
Przyklady zastosowan zadania 77
1 1 3
2, f(z) =~ 2 oraz f'(¢) = —1c72

. _ L L _ . . . . .
Ciag an = \/1_ 7 + ...+ \/_ 2¢/n jest zbieiny: tutaj f(:‘) 2x 1 ’
_ 1 1 . s .- -1 Ny 1 -3
an_q—\/l_—}—% .+ \/_ 3\/n3 jest zbiezny: f(z) = o4, f "z) = 4, fl(z) = —z271.
Ciut ogdlniej: f(z) = &P, wtedy ciag an = p <1p_1 + ...+ np_l) — nP jest zbiezny <= p < 1, bo f(x) = p(p — 1)aP~2

. 1 1 L 1 — _
Ciag an = m—l—. .+ Togn " 1og?2 et n log — dostajemy dla flz) = m; jest on zbiezny, gdyz f'(z) = log lz—log™?%z,
" _ 2 _ ,, &S] dz _ t=log = _ [ dtP . P
' x) = T1og7 7 xlog = wiec f f!"(z)dx jest zbiezna. Istotnie, catka fe TTogTT = H H = fl . Jest zbiezna dla p > 1.

Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagta na [a,b] oraz dwukrotnie rézniczkowalna na Ja, b[. Dowiesé, ze

3¢ € ]a, b fla) — 2F(%F2) + f(b) = L5 p(e).

Wskazdwka. Jesli W (x) jest tréjmianem kwadratowym oraz f — W zeruje sie w punktach a, a+b ib,to3E €la,b[: f(E)-W" (&) = 0.
W(z) := E Jx—’“ Hl (z — ;) jest wielomianem, takim ze f — W zeruje si¢ w punktach zg,...,zn; stad 3 € : f(")(f) = W(")(f)7

a n = ks przypadku, gdy =z = zo + ks, mamy c; = sk —s3) = s"(=1)" "%kl n — k)L
Wi (e [ vy dku, gd k 1 5k = i Fki(n — k)t
k

Uogdlnienie (uogdlnione twierdzenie Lagrange’a o przyrostach):

Niech funkcja f : ]a, b[ — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna, a liczby zy, . . ., 2, € ]a, b[— parami rézne; oznaczmy
ey = [[(zx — 1), k,1 € 0,n. Wykazal, ze istnieje liczba ¢ € ]a, b[, zawarta miedzy najmniejsza a najwicksza
£k

. " (r) , ;.
z liczb zp, taka ze kz_:o ﬂfk_kl = %ﬁl Ponadto, gdy w szczegdlnosci zy = zo + ks tworza postep arytmetyczny,

wtedy teze mozna przedstawié w postaci 3 € : A? f(zg) := Zn:( nn- ( )f(;ck) = 5" f(€).

Dowieéé, ze jeéli funkcja f : [a,b] — R jest klasy C3, to 3¢ € Ja,b[: f(b)— f(a)— b_T“ (f'(a)+ f' (b)) = —ll—zf”’(«f).

Wskazdwka. Istnieje taki wielomian 3. stopnia W(z), ze f — W znika wraz z pochodna w obu koncach przedziatu [a,b]; wtedy
&

o (f(z) — W(z)) znika w pewnym punkcie przedzialtu ]a, b[.
X

Jesli W(z) := f(a)+ Ml%ﬂ(z‘ —a)+ (cox+e1)(z—a)(b—z), to W (x) = 6¢o oraz f —W znika w a i b; ponadto W’ (a)+ W'(b) =

bi_a (£(b) = f(a)) — (b — a)2co, wiec zadajac by f' — W' znikalo w a i b otrzymamy cg = .. ..

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna i niech y = L(z
taczacej punkty (a, f(a)) i (b, f(b)). Dowiesé, ze Vo € Ja,b[: 3 &; € la,b[: f(z) =L

bedzie réwnaniem proste
€ A
( )

— 3(z —a)(b—2)f" (&)

Przy ustalonym x niech ¢(t) := f(t) — L(t) + C(t —a)(b—1), gdzie C = C; € R — dobrana tak, by ¢(z) = 0. Wtedy 3 &5 : ¢"'(€2) =0
(skoro ¢ ma 3 zera a < b < 7, to ¢’ ma 2 zera r1 < z2, wiec ¢’/ ma zero); daje to C' = %f“(fm), wiec 0 = ¢(z) =

Niech funkcja f : R — R bedzie klasy C”,n > 1. Dowiedc, ze jesli n-ta pochodna f jest funkcja okresowa, to
istnieje taki wielomian w(z) stopnia < n, ze funkcja z — f(z) + w(x) tez jest okresowa.

Dowdd indukcyjny: %[f($+T) —f(z)]=0 = f(z+T)- f(z) = C = const, a stad wynika, ze funkcja f(z) — ga: jest okresowa.
‘Tn—l =Tn, n22 ‘Dla g := f' okresowa jest g("=1) wiec 3 v(z) : f'(z) + v(z) — okresowa; stad f(z)+ V(z), V(z) := f v(€)d¢E,

spelnia zalozenia 17, a zatem 3 ¢ € R: f(z) 4+ V(z) 4+ cx — okresowa. Mozna tez inaczej: skoro h := f(“ 1) ma okresowa pochodna,
todc: h(z) +cx = [f(z)+ %x"]("_l) — okresowa; Ty,—1 daje wigc Ju(z) : f(z) + ;52" + v(z) — okresowa.



55. Dla danych n > 2 parami roznych liczb ay,as,...,a, € R okreSlmy na R" formy liniowe ¢0( Y=z 4 ...+ n,

ér(®) = a2 + oot a) e, ® = (21, ., 20) E R”, r € N. Dowie§é, ze jedyne rozwigzanie uktadu »n réwnan
do(®) =...= ¢n_a(®) =0, ¢pp_1(z) = 1, dane jest wzorami zy := [] ﬁ, przy czym ¢,(z) = a1 + ...+ an.
£k

tn—l
(T—ait) .. (1—ant) Mma
Wstawiajac t = a ! do rozktadu f(#)(1 — axt) dostajemy

Uktad jest cramerowski (wyznacznik Vandermonde’a), wiec ma jednoznaczne rozwiazanie. FunkCJa. ft) ==

jednoznaczny rozklad na utamki proste; ma on postaé ; = T+t l—a 7
ar 1 al
LAt T—ast (l—alt)r+1

rL = H Py— ———jedlidk :ap =0,toxy = hm f(t), cotez daje poprzedni wzér. Poniewaz (przez indukcje),

%f(r)( ) = ¢r(). Z drugiej strony f(t) = "~ 1g(t), gdzie g jest klasy C® na otoczeniut = 0, g(0) = 11 ¢g’(0) = a1 + ... + an;
zatem f(")(0) =0 dlar € 0,n — 2, (ni—l)!f("_l)(o) =1 oraz f(”) Z ay, wiec wartodci ¢r() sa takie, jak chcielidmy.



DIF-CAL’, drukowane 11 maja 2000 1.
. Niech f € C*(R?). Sprawdzié, ze xgg; — yaf =0 — g € C! (]0, ooD Cf(z,y) = g(2? + y?).
Niech F(o,¢) i= f(ocos,osing), wtedy Fi, = —psingfl(z,y) + ocosofi(z,y) = —yfi(z,y) + ofl(v,y) = 0, a zatem
F(o,¢) = h(e) = 9(e?), cayli f(z,y) = g(¢* + y?); przy tym, dla ¢ = \/u, y = 0, mamy g(u) = f(+/%,0), wiec g € C1.

2. Niech Dy :={(z,y): y> 0} C R? oraz u € C'(Dy). Sprawdzi¢, ze

2zuy, —yuy +u=0 < [u jest postaci u(z,y) = y p(zy?), gdzie ¢ € Cl(R)].

Poziomica zy? = ¢ ma parametryzacje (z,y) = (ct™2,t), wigc obliczmy % [t_lu(ct_2,t)] = —¢t—2 [2ct_2ulm - tu; —I—u] =

=12 [2$u; - yuy, + u] = 0; zatem ¢t~ lu(ct~2, ¢) nie zalezy od ¢ > 0, wiec biorac ¢(c) := u(c,1) = t"1u(ct™2,¢) mamy ¢ € C1(R)i

u(z,y) = telc =y o(zy?).

|t yc—my
. Niech u € C’l(Rz), p € R. Dowie§é, ze
(14 2?)u!, — 2pryuy, =0 <= [u jest postaci u(z,y) = go(y(l + xz)p), gdzie ¢ € C'(R) ]

Poziomica (1422)Py = cma parametryzacj@{ z; i(l +12)-p }, wiec liczmy %u (t, e(1+ t2)_p) = u'$—2pct(1+t2)_p_1u; =
(

ul —p 2oy = 0. Zatem u (t c(1+ %)~ ) nie zalezy od ¢, czyli u (t, c(l+ t2)_p)

u u
1422

= u(0,¢c) =: ¢(c). Biorac tu pare (t,c) okreslona
warunkiem (t,c(l +12)~ ) = (z,y), tzn. t = z, ¢ = y(1 + 22)P, dostajemy u(z, y) = ¢ (y(

(v(1 +2%)?), QED.

. Niech u € CY(R?). Wykazaé, ze

(1+2%)uj, + 2zyu, =0 < [funkcja u ma postaé u(z,y) = ¢ (1 —i/a:Z)’ gdzie ¢ € C’l(R)] .

—~

- [ = | Poziomica _512 = ¢ ma parametryzacje (z,y) = (¢,¢(1 —|—1‘/2))7 wiec liczmy %u(t,c(l +t2)) =ul + 2ctu =ul + fff ; = 0.
2 ) nie zalezy od ¢, czyli u (t, c(1 + ¢2)

Zatem u(t c(l1+t = u(0, ¢) =: ¢(c). Biorac tu pare (¢, c) okreslona warunkiem (t c(l+ t2))

o~ —

(z,9), ten. t = &, ¢ = H—LI% dostajemy u(z,y) = ¢ T _}Z_/I2), QED. Gdyz rézniczkujac tozsamosé u(z,y) = ¢ ( )
: ! _ 9 y _ 2y y __1 y
dostajemywzoryulm_a(p<1+x2>__(1+I2)2wl<1+z2) oraz u;_1+z2w,<H—aj2)'

. Niech u € C’l(Rz); sprawdzié, ze
uy + 2z, = (227 + y)u [ u jest postaci u(z,y) = e p(z? —y), gdzie p € C1(R) ]
u’m = yute® 2z (22 —y), u!, = zu—e ' (z? —y), skad teza. - | = | Sprawdzimy, ze e~ *¥u(z, y) jest stale na parabolachy = z2—c:
T oo Ou(,a? — o)) = e~ =) [uh(x) + 2ou () — (3 — Ju(x)] = = =) [l + 20, — (267 4 y)u] |,_pa_r = O
zatem E_I(I2_°)u(x,z'2 — ¢) =: ¢(c) nie zalezy od z, wiec biorac ¢ := z? — y dostajemy e~ *Yu(z,y) = ¢(z? — y), QED.
. Niech f € CY(D), gdzie D := {(z,y) : y > 0}. Sprawdzié, ze
aof af
r—L i
6y 3:6
Jedli f(x,y) = yg(a® +92), to f1 = 2zy g’ (%), f, = g9(x)+24%9 (%), wiec o ), —y fr = wg(*)+2xyg’ (x) — 2x92g’ (x) = wg(*) = if
Niech a;f; —yfs = %f Sprawdzimy, ze if(z,y) ma stata warto$é na kazdym pétokregu I'y = {(z,y) € D : 22 + y? = r2}. Otéz

—f — Jg € CYR) : f ma postaé f(z,y) = yg(x? + y°).

. .. [z =r7rcos . s
jesi {27 e Jo,nl, to dla h(9) 1= g (rcon, ein) = 11(z,0), pray stalym » > 0, mamy k(4) = 28 f(z,0) +
rsilrup [—f;'r sing + f;r COS(,O] = %[—gf - fly+ f;z] = 0. Zatem h(p) = h(3), czyli if(z,y) = %f(T,O) =:g(r?) = g(z? + ?).
! x ol x
N L(x)—& +
[= ] Inny sposéb. Ustalmy r > 0 i wezmy h(z) := f(m’y)| — = (f(f/’ ;2 ;2); wtedy h'(z) = <f () yfy;;))y 1y =0.
T4—x 74—

u=z? 42 - fo=2zf,
Inny sposéb. Wezmy w Dy = {+z > 0,y > 0} Wspéh‘zgdne{ B }; skoro f(z,y) = f(z2+y2,y), to .

v=y 1= 2fh+ f
Zatemﬁ(f):z(?yfz+ﬂ)—y2zf71—§~:z<f~1’,—%f),awi@c L(f)=0 & va fe g—v%:O & %:g(u),gdziegec’l.

s , , u=uz s . L 5 o L= fl +2zf!
Inny sposdéb. Weimy w D wspélrzedne v = 2?42 i zrézniczkujmy zaleznodci f(z,y) = f(z, z? + y?): ¥ = ayf .
= y = y v

f= _(w=u)fi4uf B

Vo ,awi@cﬁ(f):0<:>a\/#ZO@ﬁ:g(u)gdziegecl.

Zatem L(f) = = 2yf] — y(fl + 22f)) — %

. Niech u bedzie funkcja klasy C? na obszarze @ C R?®, za$ funkcje U = U(g, ¢, 2) i U = U(r,ﬁ,gp) — jej
przedstawieniami we Wspélrzqdnych cylindrycznych i sferycznych. Wyprowadzi¢ wzory:
(1) |vu|2 UI2 U/2 Ul2. (.) Ay = U// 4 lU/ U// UII .

P
(3) [Vul? = U2+ 10} U2 (4) Au=Ult + 504 + =20 %U,{Jr Sl

rsmn‘)‘P’ rsmn‘)‘PLP




10.

11.

UL’) =u! cosp + u; sin @,
Rézniczkujac tozsamosé ‘ Ulg,¢,z) = u(gcose, g,sin g, z) ‘ wzgledem g, ¢,z dostajemy (x) Ué, = p(—ul sing + ug/ cosy), Stad

A !
Ul =ul.

U!cose — LU’ sinp = !

e o ¢ z s 12 12 _ U’ _lUI : 2 U’ si lUI 2:U/2 LUI2 d dzi (1).

{Uésin(p-{—lgU(’pcosw:ué, wigc ug? + uy (Ugcos g A &sing)? + ( osing + ¢ 5 cos @) o +92 52, co dowodzi (1)
Ul =l 2+ 2u’I'ycs + u;'ys2,

Pamietajac, ze argumentami u), sa gcos g, g,sin g, z, zrézniczkujmy (*) wzgl. o, ¢, 2: vg, = 0% (ull,s? — 2uy, s¢ + uZyCQ) - oU},

"o
UZZ - uZZ7

gdzie {z i 211; Z’ wynika stad, ze Ué’g + 91_2Ug‘p =l + ugy - lQUé, skad dostajemy (2).
- b

U! = Uésin@ + Ul cos ¥,

T

Rézniczkujac wzgl. r, 0, ¢ tozsamosé | U(r,8,¢) = U(rsinb, ¢, r cos ) | dostajemy Ué = T(Ué cosf — Ul sind), skad U'r? 4+ :—2Ué2 =
= z -~

e = _
U, =Uy,
. . ... O =ur st 4 oUt oS+ U C?, . [C =cosb,
Ué2 + U!?, co wraz z (1) dowodzi (3). Dalsze rézniczkowanie daje {UZ’; _ T29(£2]5902 —QZZUé;CS j_ZU;’ZS?) B TU;, gdzie {S = sin,

wiec U + :—2l~]é'e =Uy,+ U, - %f];, co wraz ze wzorem (2) i tozsamoscia lQUé = Tl—s(ﬁ;S + %ﬁéC) dowodzi (4).

. . . .. wspélrzedne _ wspélrzedne . . ’2 o
Krétszy spos6b dla (3),(4): Przy transformacji (kartezjaﬁskie oy — biegunowe g, ¢ zgodnie z (1) i (2) mamy uy? +uy® =
Ué2 + ;—QUJf oraz uy, +uy, =Up,+ ;—QUJ_,'@ + lQUé. Zastosujmy to dla transformacji (z, ¢) — (7, 8), prowadzacej od wspélrzednych
cylindrycznych do sferycznych; dostajemy wtedy U£)2 +U2 = UP + %ﬁf, skad wynika (3), oraz U, + Ugg = ffﬂr + %ﬁé’e + %ﬁ;,

T T

co po dodaniu sktadnikéw lQUé) = hllﬁ(U; sin§ + %Ué cos §) oraz ;—ZU(g(p = siln2 9U<:°/<P daje (4).

. Niech u = u(z, y) bedzie funkcja klasy C? na pewnym obszarze w R? alU = U(o,¢) — jej przedstawieniem we

, . ., . , s , ., . r = pCOS
wspotrzednych biegunowych. Wyrazi¢ wielkosé¢ L := a% <%%) we wspolrzednych kartezjanskich eeose,
Yy = osinp.
Rézniczkujac po ¢ tozsamosé U(e,¢) = u(gcos¢, gsin ¢) dostajemy LQU('p = —ul sing + u; cos p; rézniczkujac to wzgl. ¢ dostajemy
C =cosp = —2—
- 2 2 : 24y? s The
L= —uf,08 — u, 8 + u,0” +uj, SC, gduie ¢ g _ o0 _ Va2+y? L Stad ostatecznie L = Ll - o (ulty —uiyy)-
Va24y?

. W obszarze Q := R_Iz_ = {(z,y) : ® > 0,y > 0} okredlamy nowe wspétrzedne u := xy, v := £. (a) Wyrazi¢ w tych

wspdlrzednych wyrazenie L(f) := z%f2, — y* vy J6Slf € C?*(Q,R). (b) Rozwiazaé réwnanie L(f) = 0.

fe=yF, —o 72yl (£ = Py, - 20720, + o P + 2070y
fy=oF, + Py O vy = T2F! 4+ 2F! 4+ xT2FN ’
wiec o2 fIl — nyZ'/y = -4y’ Fl 4 207 1yF! = 2U<Fé - 2uF1'L'U)

Odpowieds. L(f) = 2v(F! —2uF")); L(f) =0 & F := F! spetnia F' = 2uF, czyli g—“ [u_%ﬁ'] =0, tzn. f(z,y) = ¢1(u) +Vue2(v).

Rézniczkowanie f(z,y) = F(u,v) = F(zy, %) daje

W obszarze = R_|2_ = {(z,y) : ¢ > 0,y > 0} okreslamy nowe wspdltrzedne v := \/zy, v := L. (a) Wyrazié

T
w tych wspélrzednych wyrazenie L£(f) := &2 f!, — y? wys Jesl f € C?*(Q,R). (b) Rozwiazaé réwnanie L(f) = 0.
11 1 _1
fz,v) F(/T ,%); stad f, = %x_5y5Fqi — 7 2yF!, f?; = %z5y_5FT'L + ¢~ 1F!; régniczkujac ponownie dostajemy:

2en _ 1,271 " 2 1 ! 1’ 21 _ 1 2751 " 2 1 !
T foy = TuFy, — wly, + vAF], — quly, + 20F) oraz y*f), = zuFy, +uvky, + v F), — uF.

Odpowredz. ﬁ(f) = ZU(F,; - uFA/U) = _2u2U622v (u_lF); zatem E(f) =0 <= f(aj7y) = 1 (u) + u(p2(1)),

Znalez¢ réwnanie (rzedu 2), ktérego ogdlnym rozwiazaniem sa funkcje postaci f(z,y) = p1(z+y)+ p2(zy), gdzie
©1, 2 sa ‘dowolnymi’ funkcjami jednej zmiennej.

u=ux+y

v =y } w obszarze O = {(z,y) : ¢ < y}; wtedy zalezno$é f(x,y) = F(z + y,zy) = F(u,v) oznacza,

WeZzmy wspélrzedne {

2
ze rozwiazania w nowych wspélrzednych sa postaci F'(u,v) = ¢1(u) + ¢2(v), czyli sa rozwiagzaniami réwnania 828UF = 0. Otéz

1= Fl 4 FY, 4y FY,

U

7 __ ! !
rézniczkujac wzgl. z, y zaleznoéé f(z,y) = F(z+y, zy) dostajemy {j:f =Fu+ va} oraz V.= Fl + (z+ y)FY, + zyF), + F)
Y

— Fl F/ xy
uw o 1= Fl g 2, 4 22 FY,
1 2y 32
Aby stad wyrazié F! przez f. i fl. zastosujemy wzory Cramera: D = |1z +yaoy| = &° — 302y 4+ 3oy® — ¢° = (z — y)g’,
" 2 1 2z 2
! 0 1
Dy = |1 f;, — F} 1‘12/ = (zy — 22) f + (22 — y?)( vy — Fo) + (v? — zy) s PTZY czym Fy = yj(fé — f,). Zatem ostatecznie
1 " x
yy

0 £ (¢ = y)PFl, = Dy = (y— &) (@flly + yflh) + (22 — v2) f + (= + ) (FL — £1)-

Inny sposéb (formalny rachunek na zamiane zmiennych):

Wesmy wspélrzedne {sz:y-l—y} w obszarze O = {(z,y) : ¢ < y}; wtedy zalezno$é f(z,y) = F(z + y,zy) = F(u,v) oznacza,
2
ze rozwiazania w nowych wspélrzednych sa postaci F'(u,v) = ¢1(u) + ¢2(v), czyli sa rozwiazaniami réwnania 8§8UF = 0. Otéz

Oy =220, + 220, = Bu+ydy || . [Ou= 515(yy — ¢ds) 1 Y0y — 295 1 ;
{ay = Sio, 4 2o, =0, 400, [V 0, = (B0, [ R PO = g (O =BT = gyl advde



12.

13.

14.

15.

16.

L = (¢ = 4)(@0s0 + ¥0yy) = (&2 =4%)0sy = (24 1) = 0) | Odp. | (@ = )(aflh +u},) = & =)Ll = @+ )L - 1)) |

~ = Lu - Vu? — 4v)
b i 5b: DI o= cu? = 4u > 0 =gl i ; tartowad
eszcze inny sposd a (u,v) € {(u,v) : u v > 0} mamy {y _ %(u—l—\/M) , wiec mozemy wystartowaé z

zaleznoéci f (%(u —Vu? — 4v), (u + Vu? — 4v) F(u,v); jednak jej rézniczkowanie nie wyglada zachecajaco ...

Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : R® — R, danej wzorem f(z,y,2) =" +e¥ +e* +4e™ "% fe¥F7,

P x4
ff: 27 . _ oz _ s _va X?Y?2 =4, tzn. XY =2, .
fy=Y -5, gdzie X =%, Y = e¥, Z = e*. Zatem dla p.krytycznego Z = Y* oraz YZ_ 4 4y _o czyli
fl=z-4L +% xXv? -

z = XZ T Y
XY_2
vz _ 4 L4y =0 stad 0 = Y3+ Y2 -2 = (Y — 1)(Y2 +2Y + 2), wiec Y = 1, wobec czego X = 2, Z = Y2 = 1. Zatem

X+x7 O X7 40 2
= (log2,0,0) jest jedynym p. krytycznym; [f”] = 0 Y + % -5 , wiec [f”()] = o 2 -1/,
b E 7+l 2 o1

D1 =4, D; =8, D3 = 20, wiec w p.krytycznym jest lok. mini);num
T G
Znale¢ ekstremalne wartodci funkeji f(z,y) = (z + y)e_(5 +29) 1a sbiorze K = {(z,y): z,y>20, x+y <1},

z,y) = e_(g +2y) [1 - 5,1= Qy], wiec f' # 0 na K, czyli nie ma p.krytycznych we wnetrzu K. Na bokach tréjkata: ¢1(z) :=
flz,0) = ze™ 2, @j(z) = (1 - %)6_% > 0, czyli 1 rosnie dla & € [0,1]; w2(y) == f(0,9) = ye™2Y, ©i(y) = (1 — 2y)e~2¥
zmienia znak z + na — dla y = %, czyli maxyy = f(O,%) = %e 1~ 0.184; p3(z) = f(z,1 —z) = et 3= roénie dla z € [0,1].
Stad, skoro w wierzchotkach mamy f(0,0) = 0, f(1,0) = e_% ~ 0.607, f(0,1) = 72 = 0.135, to min f(K) = f(0,0) = 0,

max f(K) = f(1,0) = 5.

Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f: R®*\ {0} = R, f(z,y,2) = az + by + W, a?+ b2 £0.
[
ff — 47—4 . ol / / ! 2 20,21 .2 2 4 4 o= gartz™! = a2,
fy=b—4r7"yz, jesli wiec fz = fy, = f. =0,to 2z # 0oraz r* = z° +y* +2° = 22°, 7* = 42, skad —%1)4_1—b3
7= 2122 42 — 22); y=gore o =0z
1 1 3 a
przy tym 22 = z2 + 32 = (a® + b2)2%, skad z = £(a? + b%)"¢ = ¢~ 2. Zatem sa dwa pkrytyczne + = +c~2 |b|, gdzie
1
= 47’_62(39:2 —y? = 22), u(4) = (a® = ?2)6 2,
"o __ - 7" —_ -5
Va5 | prey caym f(x) = %25, Druga pochodna; § Jip Z 16TV L QSale) =0T g
2o = ArTa(=82% = 8yP 4 2%), ) 1 (4) = =B,
P — -
vz = 4r%z(—a? — y® + 32%), ilz(_}‘):(lcé7
. a? —b% 2ab ac
cz [f"(4)] = 2ab b2 —a? bc |. Mamy wiec Dy = —(a? + ?)? < 0, wigc forma kwadratowa f”(p4) jest nieokreélona (obli-
ac be —c?
czenie minoréw D = a2 — 5% i D3 = 2(a? + 52)? nie jest tu konieczne). Uwaga. To, ze f ma w 4 siodlo widaé takze stad, ze
f(ac_%,bc_%,z) —c3 + 7 22 madlaz=c3% maksimum, natomiast f(at,bt, ct) = c?¢ + 1 madlat=c"> minimum.
Dla danych a,b,¢ > 0 znalezé x,y,z > 0, spetniajace warunek i b2 + =1, dla ktérych prostopadloscian
o wierzchotkach (+z, +y, +z) [Wpisany w elipsoide o pdtosiach a, b, c] ma najwiqkszq mozliwg objetosé.
22 2
‘g—; = z?y?2%2 = z?y?? (1 - a_2 - 2—2) = a?b22F(22,4?), gdzie F(u,v) := uv(l — u — v). Nalezy zbadaé F na zbiorze T =
. S FL=v(1 - 2u—v) . o . . oy 11 N 1
{(v,v): v,v 20, utv <1} Fl = u(l—u—20) ) wigc wewnatrz T jest tylko jeden punkt krytyczny (4,9) = (3, 3), F'(4,?) = 5.
Jest to lokalne maksimum, gdyz F)/, = —2u, F! =1—2u—2v, F! = —2u, wiec F"() = —% [f ;] < 0. Natomiast ' = 0 na brzegu
T,gdyz tuu =01lubv=01Iub u+v =1. Stad i ze zwartosci T wynika, ze sup F(T') = (%, 5) = 21—7
8ab

< osi — (2 b _c
Odpowieds. supV = sy Osiagane dla (z,y, z) = (\/377 7 \/5)
Uwaga. Bardzo proste rozwiazanie mozna otrzyma¢ stosujac nieréwnosé Cauchy’ego o éredniej geometrycznej i arytmetycznej:

3
2 42 ,2 2 2 2 3 . . , L. 2 2 2
( L )2‘/2:Z_Qy_22_2< [l <2_2+:Z_2+i_2):| = [l] :21—7,przyczymzamlastgjestrownosc<:> Z—sz—QZy—zzl.

8abc B2 2 X |3 3 c 3

o

Niech f: R* — R dana wzorem f(z,y) = e~ 2*(z 4 y)(z® + = — y). (a) Znalezé i zbadaé punkty krytyczne f;
(b) wyznaczy¢ zbidr wartosci f.

Wsk. Obliczyé f(z) := sup, f(z,y). Odp. £(0,0) =0, f(-2,2) =0, f(V2,1) = e~ VE(34+/8) ~ 0.344, f(—V2,1) = eVB(3 - VB) &
2.903; wartosci (fy%, foy» f4y) W tych punktach sa nastepujace: (2,0,-2), 2¢*(-3,-2,-1), 26_\/§(—\/§ —4,7/2,-1), 2 ‘/_(\/5 -
4,—/2, 1), a wigc pierwsze dwa punkty sa siodlowe, a w pozostalych dwéch sa (lokalne) maksima; ponadto f(R?) = R.



17. Znalezé punkty krytyczne funkcji f: R"\ {0} — R, f(®) := ||z]|7' + a121 + ... + a2, gdzie ||2]| :=

za§ 0 # (a1,...,a,) = @ € R" jest danym wektorem; zbadaé okreslonoéé formy h — f(x)(h,h) dla  # 0.
[Mozna dla ‘utatwienia’ przyja¢ n = 4]

Niech r : R® — R, r() := [|||, wtedy 7’; = ;TT] = 667]\/ = i?z] = %, wiec f]’ = —7’_2% +aj = aj — r~3z,. Zatem f'() =
0 < Vj:z; =r%a; <= =713 wtedy r=|||| =|]7®|| = 7®||||, wiec r 2 = ||||, r = ||||_%, czyli |"= ||||_% jest jedynym punktem
1
krytycznym, f() = 2||||2. Drugie pochodne:f{y’] = aa—xl (aj - 7’_3zj) = 3r~%wiz;—r36;;; zatem f''( E f! Jh hj =r=5 (3(|)2
n
NENE),  edzie () = > wiki; stad  f"0G) > 0, () = 0 = 706y < o
i=1
wiec forma f"() dla n > 1 jest nieokreslona. Odpowied?. Jedyny punkt krytyczny "= ||||_% jest p. siodlowym f.

Uwaga. sgn /() = (1,n — 1), gdyz R™ = Uy 4+ U, gdzie Uy = (), Uz = {: (|) =0}, przy czym dimU; = 1,dimUs =n—1,U; L Uy

wzgledem formy f()(,) = r~5(|)(|) — »~3(]) oraz f/() >0naU; i f"() <0naUs,.

Uwaga. Mozna tu zastosowaé metoda Sylvestera-Jacobiego, korzystajac ze wzoru det [a by + Ay br]z JeTE

= (c+ /\)/\}“_17 gdzie

c = Zl , aibi. Dostaniemy wtedy %Dy = det[3z;z; — 7 (5¢]]¢7]<n = (—=r2)k—1lsy, gdzie s = 302 + ..+ Szi — r2; skoro

—72 =50 € 51 € ... < sp = 2r2, to ujemne sa wszystkie DD@1 , oprécz j = k takiego, ze sy_1 < 0 < si (wlacznie z k = 0).
G-
P , .. , . 2(x Tn) — 1
18. Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : R"™\ {0} — R, okreslonej wzorem f(x) := (1 2+ -+ ")
' 12+ .tz
2 8 —

si=x1 4 ...+ Tn, 7= ||||,Wtedyaa—mTl:T_lzi,Wi@cf{:Q%m;zatemf{:. =fl=0<+= z1=...=z, =a >0,

gdzie na? = (2na — 1)o, skad o = % Zatem jest jeden p.krytyczny = = %(1,...,1) oraz f() = % = n. Drugie pochodne:

fz-'J’ = 2% (7’_2 — (25— 1)7’_41‘1') =825 — )wiz; — 4r~*(z; + z;) —2(2s — 1)7‘_4(5”7 wiec skoro =" = 2s—1=1ir2= %, to

. . R 3 2 N .

i#j = [0 =825 —8% =0, flI() = =202, Zatem f"()(,) = —2n?||||> < 0, cayli £ (£,..., %) = n — maximum.

Uwaga. Do ilustracji ponizszego faktu nadaja sie zadania 77, 77, 77, 77, ??(a) i (chyba?) ?7.

19. Dowies¢, ze jesli f : D — R jest funkcja rézniczkowalng na zbiorze otwartym D C R”, y € R — najwicksza
wartodcia krytyczna f na D, oraz istnieje zwarty podzbidér K C D taki, ze Vo € D\ K : f(z ) < g, tosup f(D) = g.
Analogicznie: Jezeli § jest najmniejsza wartoscia krytyczna f na D oraz Vo € D\K : f(z) > g, toinf f(D) =g

Skoro K jest zwarty, za§ f — ciagla, to Ja € K : f(a) = sup f(K). Przypusémy, ze f(a) > ¢; wtedy f(a) = sup f(D), gdyz

sup f(D\ K) € § < f(a); zatem f(a) jest globalnym maksimum f na D, a wiec a jest punktem krytycznym f; stad, z okreélenia g,

f(a) € 9, sprzecznosé. Zatem sup f(K) = f(a) £ 9, a z zalozeniasup f(D \ K) < ¢, wiec sup f(D) £ ¢; zarazem § € f(D), skad teza.

Inny sposéb. Ciagloéé f i zwartodé K powoduja, ze Ja € K : f(a) = sup f(K). Jeéli a € K°, to f ma w a lokalne maksimum, wiec

a jest punktem krytycznym f, skad f(a) < § z okredlenia §; jesli zas a € K°, toa € D\ K° C D\ K(}), wiec f(a) <

9, gdyz f(z) < ¢

dla z € D\ K z ciaglosci f. Zatem zawsze f(a) < ¢, wiec f € gina D\ K, i na K, skad sup f(D) < ¢; stad teza, bo g € f(D).

20. Niech f: D — R bedzie funkcja réz'niczkowalnq na obszarze D C R", a liczby g < g — IlaJHlIlleJSZQ 1 najwieksza
7z wartodci krytycznych f na D. Dowiedé, ze jesli istnieje zwarty K C D taki, ze f(D\ K) C [9,9], to f(D) = Fy 7]
Z rezultatu ?? wynika wprost, ze f(D) C ]—o0, 9] N [§,4+00[ = [7,y]. Zarazem f(D), jako ciagly obraz zbioru spdjnego, jest spéjny,
czyli jest przedzialem; zatem f(D) wraz z punktami g, § zawiera (g, §], skad teza.

21. Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : Ry® — R, okreélonej wzorem flz,y,z) =z +4y+ 1 7+ z + 1.

1.2

fé:l—z;l';,fézél—z‘l'l ;:L— 12,W1chm—fy—0daqu_ 1z rugujac y z f. = f. = 0 mamy z® = 4(z + 1),22 = 12?2,

zy27 zy

4

czyliz = 22,0 =223 —2—1= (2 —1)(222+22+1). Stad = (2,11 , f() = 7 jest jedynym punktem krytycznym. Mamy w nim:
Yy 3 4 J jedynym p yty y y

190

no=1, ;'y =2,fIl =-1 é’y = 16,fz'/'z =-2,f =2,awiec Ay =1,Ay = 12,A3 = 20, czyli w jest lok. minimum.

2

Uwaga. Minimum jest globalne: jesli f(z,v,2) < 8, tox £ 8,y < 2 (wiec zy £ 16), z > é,my > é (wiec & > Sl—y > 11—6,

=

z+ 1 £ 8zy £ 128. Zatem poza zwartym zbiorem K := [%,8] X [61—4, 2] X [é, 127] wartosci f sa > 8.

1
Y2 gs 2

%

@
»P

22. Wykazaé ze zbiorem wartoéci funkeji f : R — R, flz,y) = m jest zwarty odcinek; wyznaczy¢ go.

ty

2 4 59
1 Tyt S

1-2 1—2xy— . .
fl = %, f; = m; zatem w p. kryt. jest 2 = 1 — 22y = y?, skad ¢ = y = :l:%7 czyli f ma 2 p. kryt.:
+ + — 3 ~ . 1 1 1 >
f(T,T)_:l:T‘/_va.GS. Zauwazmy, ze dla |z| > 2 mamy m2$+1 < |I%| <3 oraz 3 - < g, a wige |f(z,y)] <
% + L = 0.6; analog. jest dla |y| > 2, a zatem poza zwartym zbiorem K := {(z,y) : |z| £ 2, |y| £ 2} mamy |f(z,y)| < 0.6.

23. Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : D — R oraz zbidr f(D), jesli

D :={(z,y,2) ER3zx>0,y>0,z>0}, flx,y,z) =1+ 2)(1+y)(1 + 2) (1—1—&

1Korzystamy tutaj z otwartosci zbioru D: Niech 4 := X \ K (tu X := R"), wtedy D\K°=DNnACDNA=D\K,

QED.



. Znalez¢ i zbadaé¢ punkty krytyczne funkcji f(z) ;== (1 4+ 1) ... (14 2, )(

2
fl = Mﬁw}, wigc fL =0& 22y =1,skad f'() =0 & 2=y =2=1, czyli’= (1,1,1) jest jedynym p. krytycznym f.

z2yz
) 844 D, =8
Druga pochodna: f/, = 2(1+%)(1+Z), fé' (1+Z)(1+I Z), wiec () ma macierz | 4 8 4 [; stad f"() > 0, bo Dy =48 ;inny
vz +y? 448 Ds = 256
sposdb: Q := 8(a2+b2+c2+ab+bc+ca) = 2(2a+b—|—c)2 +6(b+ %c)2+ 16 .2 ~ 0; nieco proéciej: Q = 4[(a+b) (b+c)2—|—(c+a)2] > 0.
Zatem W'jest lok. minimum. Globalno$¢: poza zwartym K := {(z,y,2) : z,y,z € [0,15], zyz > 15} K C D, choé jedna z liczb

T Y % 77 jest > 15, wiec f > 16 = ¢, skad teza; inny sposéb: skoro = +y > 2/7y, to (1+ z)(1 +y) > (1 + /Zy)? dla z,y > 0,
wige f(z,y,2) = (1 +/Zy)2(1 + \/_) > ((1 +1)2 ) = 16. Zatem f(D) = [16,+oo[, gdyz f(D) jest spdjny oraz sup f(D) = +oco.

Ogélniejsza wersja:

°—) (dla danego ¢ > 0) na zbiorze
D:={xeR":Vke1l,n: x>0}

. . r1=...= &y =:¢& T =...=xn=¢&
Oznaczajac P = P(z) =21 ...zpn mamy + f, = —1—— =S wiec f'(z) =0 & 1 <:>{ ,
(=) ! PORT e (Prom (=) T+ = @408 S

czyli jest jeden punkt krytyczmy & = (&,...,¢), gdzie ¢ := c"+1 ; ponadto f(#) = (1 + £)"*t!. Druga pochodna: ﬁ J’;v(.i) =
1 c _|_ 1 c By c B8P _ 1 1 o 1
6$]( fk) - ij <1+$k (P+C)-Tk) - [ (1+$k)2 + (P+c)$2:| 8z + (P+c)2zk 8z 5 - f(1+§)2 6Jk + f"(1+f)2 & f(1+f)2 (5Jk + 1).

2
Zatem fjllk () = 6(8;1 + 1), gdzie § > 0, wiec ¢ f” E h? (Z h]) > 0, czyli jest to lokalne minimum. Pokazemy, ze jest to

J
minimum globalne: poza zwartym podzbiorem K:={z € R" VEET,n: oz, €E0,M 1], &1...29n > w7=1} C D, gdzie M := f(&),
Jest M, wiec f(x) > M; stad sup f(D) = M (zob. ??

choé jeden z czynnikéw 1 + zp lub 1 + —

n n
Inny sposdb. Zastosujemy nieréwnoséé H 14 a) 2 (1 ++)" (%) dla zg, ..., o5 > 0, gdzie v := G(xg,...,on) = ?H]/ H Tg;
k=0 k=0

1
biorac w niej zg = Cmn dostajemy f(z) > (1 + &)?*1, € = cn+1. (*) jest nieréwnoscia Jensena (b(%) < #Z(ﬁ(tk)

ES)

k
dla funkcji (wypuktej!) ¢(t) := log(l + €!) oraz t;, = logzy. Inny (elementarny, gdyz bez log,exp i wypuklosci) dowéd (*):
n+1
1
H 14+=zx) =1+ Z Ty, gdzie T, = E xi, ...%;,; stosujac do sumy T, nieréwnos¢ Cauchy’ego dostajemy (";H) T >
k=0 r=1 <. <tp

)”("fl)

n

:(zl...zn)<r_1)/<njl) :(ml...mn)"rl =~". Stad ﬁ(l‘i‘fk >1+4 E ("+1) T 1+'y)"+l
k=0

( I oo

<. <ip

. Dla danej funkcji ¢ : Ry x R = {(u,v) : v > 0} — R oraz symetrycznego operatora A € End R" okreslmy funkcje

f:R™ — R wzorem f(z) := o(|z|?, (z|Az)). Wtedy %f’(:ﬂ) = ¢y - T + ¢, - Az, zatem f'(z) = 0 w trzech przypadkach:
1°2 =0; 2° (u,v) € Ry xR jest p. kryt. ¢ oraz u = |z|?,v = (2| Az) — musi by¢ wtedy Z € [inf SpA, sup SpAJ; 30 Az =
Az, T #0, A € SpA, oraz ¢, + Apl, = 0, tzn. @ = |z|? jest p. kryt. funkcji Ry 3 u — o(u, Au).

Przyktad. Dla ¢(u,v) := ()\(1 + au) — ) =0 < A=

v oy ;L v
H‘fm,a>l, mamy: gou—l—)\gav_(l_:‘W + — € [1,al.

. Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : R* — R, okre§lonej wzorem flz,y) :=sin(z+y)—sinz —siny.

fi = cos(z + y) — cosz, f?; = cos(z + y) — cosy, wiec w p. kryt. cosz = cosy =: A, oraz A = cos(z + y) = coszcosy — sinzsiny,
tzn. £(1 — A%) = A2 — )\, gdzie + = sgn(sinzsiny). Stad A = 1 lub0 = 2X32 =X -1 = (2A + 1)(A = 1), czyli A = 1 lub
A= —%. Mamy wiec trzy rodziny p. kryt.: 19 f(2km,2l7) = 0 — sa to zdegen. p. kryt. typu «malpie siodto», gdyz np. f(z,y) =
($—|—y)—%(z+y) —$—|— z —y+ Ly _—%$y($+y)+...; 20 f(i—ﬂ+2k7r,2?7r+217r):—% 3 & —2.598 — sa to glob. minima;

30 f(—%r + 2km, — 3 + 2[7T) = 5 3 & 2.598 — sa to globalne maksima.

. Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : R? — R, okre$lonej wzorem: (a) f(z,y) := sin(z + y) +

sinz +siny; (b) f(z,y) :=6sin(z +y) +sinz +siny; (¢) f(z,y) := Tsin(z +y) + 2sinz + Tsiny; (d) f(z,y) =
sin(z+y)+6sin z+siny; (e) f(z,y) := 17sin(z+y)+3sinz+17siny; (f) f(z,y) ;= 17sin(z+y)+10sinz+17siny.

Dla f(z,y) = sin(z + y) + —51nz+ sinb mamy: 0 = f/ =cos(z +y) + —cosz 0= fy _cos(z—}—y)—l— cosy = L :=cos(z +y) =

—%cosz‘ = —%cosy, przy czym L = cos(z + y) = coszcosy — sinzsiny = abL? F /1 — a2L2V/1 - b2L2, co po uproszczeniu daje

‘ 2abL® — (a®? + 024+ 1)L2+1=0 ‘, przy czym dopuszczalne sa tylko te pierwiastki I, dla ktérych |L| < min{1, |(11—|, |1T|} (a) 0 =
202 —3L% 4+ 1= (L —-1)?(2L + 1), co daje: cosxz = cosy = —1, sinz = siny = 0, f(z,y) = 0 (siodta) lub cosz = cosy = %, sinz =
siny = @, flz,y) = :i:%\/g (b) 0="72L% —73L%2 +1 = (L — 1)(9L + 1)(8L — 1), co daje: cosx = cosy = —%, sinz = siny = :t%,
flz,y) = :l:% 7 % 4.63 (siodla) lub cosz = cosy = %, sinz = siny = %, flzy) = :I:% 5 & 7.45 (min.imax.); (c) 7L3—%L2+1 =
%(L — 2)(4L + 1)(7L — 2), co daje: cosz = g, sinz = :l:%\/ﬁ, cosy = l, siny = :I:l\/_S flzy) = :|:26045\/ﬁz 12.41 (min. i max.)
lub cosz = —1, cosy = —%, siny = %\/g, f(z,y) = 0 (siodla). (d) 0 = (12L3 — 7312 + 36) = —(L —6)(3L + 2)(4L — 3), co
daje: cosz = é, sinrz = :l:4\/g cosy = %, siny = :l:%\/g, flzy) = :l:28—\/_ 7.32 (max. i mln.) lub cosz = —é, sinz = %\/7,
cosy = _Z’ siny = £+ \/_ flz,y) = :l:%\/? ~ 5.66 (siodla). (¢) 0 = %(102[/3 —307L2 +9) = (L —3)(6L+ 1)(17L — 3), co daje:

cosr = 17,51na.“_ :|:18\/ 5, cosy = %,siny: :|:1\/ 5, f(z,y) = :tzg;\/ 5~ 25.82 (mln.lmax.) lub cosz = —1, cosy = —13—7,
. . . 7

siny = 12—7\/ flzy) =0 (smdla). (fyo= W(340L2 — 489L2 +100) = 100 (4L — 5)(5L 4 2)(17L — 10), co daje: cosz = ;—5,

sinz = 2i\/ , cosy = 5, siny = \/217 flz,y) = :l:5612351 21 & 37.62 (min. i max.) lub cosz = —1, cosy = —%, siny = :t%\/Zl,
f(z,y) = 0 (siodla).



28.

29.

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji f : R? — R, okreélonej wzorem: (a) f(z,y) = ﬁ%;

(b) f(z,y) := yfﬁ + Py+_1

2. o, 2_p— . - < i
(a) f1r = ((jzfl)z(xyzyﬁly)v 1; = ((£z2y+1)zvy22+y1);£2 ; wiee w p. kryt. (z,y) # (0,0) mamy (2= Mz +y =0, 2+ (2= Ny = 0, gdzie A := zy;

stad 0 = ‘ 2 ; A 9 i \ ‘ = (1=X)(3=21X). Gdy A = 1, dostajemy z +y = 0, zy = 1, tj. sprzecznoéé; gdy A = 3 dostajemy

r=vy, oy =3,tj. ¢ =y = £V/3 przy caym f(£V3,£/3) = :l:%\/g; sa to odpow. maks. i min. lokalne (nawet globalne!); z kolei pkt.
: s 1 2 1 2 . 241)2 241)2

(z,y) = (0,0) jest typu «malpie siodlo». (b) fi = el ﬁ, Iy = P ﬁ, wiec w p. kryt. % = 2zy = %,

skad y? = 22 i 22y > 0, tzn. y = 2. Sa wiec dwa p. kryt.: f(£) = 1, gdzie = (1,1); w obu sa siodla, bo np. 2, () = O = %,
;’y () = —1; f jest nieograniczona z dotu i z géry, gdyz np. f(z,0) = z.

Wyznaczy¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji f : R_E — R, okredlonej wzorem f(z,y,z) := m _f_ ~+2 -|3{ =tz _’IZ_ Tk

f jest (dod.) jednorodna stopnia 1, wiec f(z,y,2) = ¢(%£, ¥), gdzie ¢(z,y) = f(z,y,1) = JW + sz + % Warunek 0 = ¢, — @l =

z!z

ﬁ% - :;;%)g daje z = y, wiec z 0 = ), wynika 0 = L%zlé%l. Zatem jedynym p. kryt. ¢ jest = (1,1); skoro ¢’/() ma
_ D) 42)(22—t) wiec

ot = ‘Plyly = %, (Plzly = —i, to f() = %jest (lokalnym) minimum. Pok. ze jest to min. globalne: %(p(a:,t—x) = et 1) (ot 1)
—x x
‘ 3

inf{o(z,y):z,y ERy, o+ y=1t}= Lp(%,%) =24 % - ﬁ =: 9(t); z kolei ¢’ (t) = m - %2, a zatem Vi > 0: (1) 2 ¥(2) = 5.



1.

m:m(t):i(—?

y=y(t) = %5
spelnia réwnanie postaci Az? + 2Bxy+ Cy?> + Dx+ Ey+ F =0, gdzie A, ..., F € K sa nie wszystkie réwne 0.
Zatem jest to krzywa stozkowa (lub jej cze$¢) lub prosta lub pétprosta lub punkt.

Sprawdzié, ze jesli wielomiany £(¢), n(t), o(t) sa stopnia < 2, to krzywa opisana parametryzacja

Sprawdzié, ze jesli dla dowolnego tq € K, takiego ze o(tg) # 0, okredlimy na naszej krzywej wielko§é s wzorem

z(t) — (o) . .
s = s(t) = =4x—<, to funkcja ¢ — s(¢) jest homografia.
(t) (1) — y(to) ] (t) ] graiig
E2,€n,m? €0,me, 02 jest ukladem szeéciu wielomianéw z przestrzeni Ky[-], zag dimKy[-] = 5. Stad istnieje [4,..., F] # 0 taki, ze
AE2 4 2Bén+ Cn? + Dép + Eng + Fo? =0, skad teza.
s(t) = 2(elto) = n(to)e(t),
&(t)elto) — &(to)e(t)’

skréceniu przez t — to dostajemy homografie.

licznik i mianownik sa tu wielomianami stopnia £ 2 majacymi wspélny pierwiastek ¢ = o, wiec po

. Przyktad parametryzacj krzywych stozkowych

{ z=1 } hiperbola zy = 1.

y=1t""
r = t241
t22?1 hiperbola z? — 32 = 1.
V=23
_ 25—1)2
{2220 b bmebota o2 <2 =g v o 2= EEBL dad (2o 24 = B a2
y= s(1—s) ’
o= 21
{ _ t22'it'1 } okrag z° 4+ ¢ = 1.
y = 21

. Klasyfikacja w przypadku K = R. Mamy nastepujace mozliwosci dotyczace mianownika o(¢):

o(t) jest tréjmianem kwadratowym o ujemnym wyrdzniku

_ 2 42
Przeksztalceniem postaci ¢t — at + b mozna uzyskad m Wtedy {i((tt)) _: ab(())((ll iiz)) i Zi 8 _ §2; 1— 222 22;}, dla stosownych

ai,b; € R. Macierz tréjki g, é,n w bazie 1 + t2,1 — t2, 2t ma wyznacznik réwny D := le(;j ,wiec D =0 <= p,&,7 sa lin. zalezne.
1—t2 2t 1—t2

l‘(t)—ao: a1—+a2 —:a0+alz‘(t)+a2y(t)
Mamy dwie mozliwosci: 1° D # 0; wtedy z ft:; 1g'tt2 mozna wyliczy¢ 1';2

y(t) —bo = b1z + b2 s =7 = Bo + Prx(t) + Bay(t)

2 2
skad mamy réwnanie elipsy: [ao + a1z(t) + agy(t)] + [ﬁo + Grz(t) + ﬁgy(t)] = 1. 2° D = 0; wtedy dla pewnych c;,c; mamy
2

zaleznogé c; [m(t) - ao] + co [y(t) - bo] = 0, wiec krzywa stanowi czeéé prostej; jest to odcinek, gdyz % <1, % <1.

o(t) jest tréjmianem kwadratowym o dodatnim wyrézniku

— _ 42 _
Przeksztalceniem postaci t — at + b mozna uzyskaé m Wtedy {E;((tt)) _: LZ?)((II _ 22)) —_}_}_ zi 8 _ 3 _T__ 222((11:;)) , dla stosow-

nych a;,b; € R. Macierz tréjki g, €,n w bazie 1—t2,1—t, 14+t ma wyznacznik réwny D := ,wiecD =0 <= p,¢,nsalin. zalezne.

a1az
b1 ba
. 2(t) — a0 = a1 737 + a2 75 . , [T = o0 + ons(t) + a2y(t)
Mamy dwie mozliwosci: 1° D # 0; wtedy 1 1 mozna odwrdécié, a wiec 1 ;
y(t) —bo = b1 77 + b2y =5 = Bo + Brz(t) + P2y(t)
stad z tozsamosci [12? - 1] [12j - 1] = 1 dostajemy réwnanie [ozo + a1z(t) + a2y(t) — %] [ﬁo + B1z(t) + Bay(t) — %] = %, wiec
mamy hiperbole. 2° D = 0; wtedy znéw krzywa jest czescia prostej; przy tym jesli (z‘(t),y(t)) nie jest stale, to choé¢ jeden z wsp.
ai, b; jest # 0, wiec z(¢) lub y(t) jest nieograniczone przy t — 1 lub t — —1; zatem krzywa wypelnia cala prosta.

iz_:lt = L_;z dostaniemy parametryzacje z mianownikiem stopnia 1. Istotnie, wtedy ¢ =

1—s
1+4s

Uwaga. Podstawiajac tu s = , wiec

11? = 1;—5, 1th = 1;’;, a zatem nowy mianownik wynosi §(s) = s.
o(t) jest stopnia 1
. . z(s) —ap = a1s + (123_1} . ayas . { s = ap + a1z(s) + azy(s) }
Mozemy przyjac o(s) = s; wted, ;jesli D 0, to dostajemy stad
v prayjac e(s) ’ v {y(s) —bo =bys+bys! [ by b2 70, JEMY SRAE s~ = Bo + Brz(s) + Bay(s) |

a zatem [ao + arz(s) + agy(s)] [ﬁo + Biz(s) + ﬁgy(s)] = 1, czyli mamy hiperbole.

1—t
T+¢

o(t) jest tréjmianem o wyrézniku 0

- z(t) —ap = art=2 +azt™2\ . .
Przyjmijmy o(t) = 2, wtedy {y((t)) _ b?) — bllt_l N b22t_2 }; jesli D =

Uwaga. Podstawiajac tu s = dostaniemy parametryzacje o mianowniku §(t) = 1 — 2.

a1a2
by b2

2
a zatem B + B1z(t) + B2y(t) = [ozo + arz(t) + ozgy(t)] , czyli mamy parabole.

171 = g+ arz(t) + a2y(t)}
72 = Bo + Bra(t) + B2y (t) J”

# 0, to dostajemy stad {

Uwaga. Podstawienie t~! = s daje parametryzacje wielomianowa.

= const, czyli parametryzacja wielomianowa

s = ag + a1z(t) + a2y(t)
5% = o + Biz(t) + Bay(t)

) =ais+ ays? . o
) - bo = b15 -|— 5252 » Wiee pray - bl bg
Bo + B1z(t) + B2y(t); jest to réwnanie paraboli.

|
Q
S
|

# 0 dostajemy stad { }; zatem [ao +a1z(t)+ agy(t)] -



4. Niech &(¢),n(t), o(t) beda wielomianami stopnia < 2, ¢ # 0; zalézmy tez, ze NWD(£(2), n(t), o(t)) ~ 1. Sprawdzié,

&) 2
. . T = . r =20+ x15+ x3s
7e homografia t = h(s) = 42 b sprowadzajaca krzyw ol do postaci 0
g (s) cstd P Ja ywa y Z)(:) p Y=o+ s+ yas? [

wtedy 1 tylko wtedy, gdy o(t) = const lub p(t) ma pierwiastek podwdjny lub uktad &(t),n(t), o(t) jest liniowo
zalezny.

. Jedli o(t) = const, to wystarczy wziaé h(s) = s. Jedli g(t) = a(t — £9)?, to dla h(s) = to + % dostajemy g o h(s) = as™?, skad

Eoh(s) . noh(s)

widaé, ze zlozenia o h(s) i 2o h(s) sa wielomianami stopnia 2. Jes$li mamy liniowa zaleznodé A1 £(t) + A2n(t) — Aoe(t) = 0O, to

(/\17 /\2) # 0; niech np. Ay # 0, wtedy y = ;—2 — ;—;x, wiec mamy prosta lub jej czesé

Moze w tym przypadku nie istnie¢ i(t), np. dla z(t) = %, y(t) = 0.

. Jesli % =ag+ais+azs?, tokladacs = h™1(¢) = _dzt_-l-ba dostajemy %(% =ag+ay _dzt_+ba +as (_‘72;_'_1)@)27 analogicznie
ZJ(% =by + b1 —dzt_+ba + by (_d;__*_ba)z; zatem p = const(—ct + a)?, skad teza.



Mapa 1 parametryzacja powierzchni

1. Definicja: Parametryzacjq (lokalng) r-wymiarowej powierzchni M C R"™ nazywamy gladkie i regularne (tzn.
maksymalnego rzedu) odwzorowanie k : O — R", gdzie O jest otwartym podzbiorem r-wymiarowej przestrzeni
wektorowej, takie ze k(Q) C M. 7 regularnoéci k wynika lokalna injekiywnosé: kazdy punkt O ma otoczenie, na
ktérym & jest injektywne; wynika to stad, ze istnieje r-wymiarowy rzut R" 3 2 = (21,...,2n) — (ziy,. .., 2;,) €
R", taki ze p o k'(vg) jest odwracalne, a wiec p o  jest odwracalne na pewnym otoczeniu vg.

Czesto jednak od parametryzacji wymaga sie dodatkowo injektywnosci globalnej.

Definicja. Odworowanie odwrotne do parametryzacji & : O — M (istnieje gdy & jest injektywne) nazywa sie
mapg na powierzchni; jest ono bijekcja otwartego kawatka M na O.

Istnienie: Dla kazdego x € M istnieje parametryzacja, ktdrej obraz zawiera x; tym samym istnieje mapa na
pewnym otoczeniu z. Istotnie, istnieje rozklad R” = V + W i odwzorowanie gtadkie ¢ : O, — O, [gdzie
0, CV,0, C W sa otoczeniami sktadowych v, w punktu z], takie ze M N (O + Oy) jest wykresem ¢, tzn.
zbiorem {v 4 p(v) 1 v € Oy }. Wtedy & : Oy, — R”, £(v) := v + ¢(v), jest parametryzacja.

2. Twierdzenie. Niech r < n, O C R" oraz & : O — R" — gladkie i regularne, tzn. rk &’(u) = r. Wéwczas:

Wersja lokalna. k jest lokalnie injektywne i xk-obrazy dostatecznie malych obszaréw w O sa r-wymiarowymi
powierzchniami; przy tym TS = im«/'(u) dla ® = &(u) € S = k(D).

Uwaga. Dodatkowe zalozenie o injektywnodci & nie wystarczy, by mie¢ teze globalna, ze k(Q) jest powierzchnia;
§wiadczy o tym przyktad krzywej w ksztalcie cyfry ‘6’ (dla r = 1, n = 2).

Wersja globalna. Jedli dodatkowo O jest zwarty i k& ma przedtuzenie do odwzorowania ciggtego i injektywnego
na O, to zbidr £(O) jest (r-wymiarowa) powierzchnia.

3. Twierdzenie o rzedzie. Niech O CR™ i £ : O — R". Jedli kK ma staly rzad, tzn. rk &’(u) = r = const < m, to
k-obrazy dostatecznie malych obszaréw w O sa r-wymiarowymi powierzchniami, przy czym TS = im«'(u) dla
x=«k(u) € S=«x(D).

4. Twierdzenie. Zaldzmy, 7e s < n, V € R" jest otwarty, F' : V — R’ jest gladkie i regularne (tzn. rk F'(z) = s
dla 2 € V). Wtedy zbiér S = F~1(0) (ogdlniej: kazda poziomica F') jest powierzchnia (podrozmaitoscig) w R
wymiaru n — s, przy czym TS = ker F'(z).

Uwaga. Wystarczy tu, by tk F'(z) = s dla 2 € S = F~1(0), gdyz wtedy, wskutek ciaglosci, bedzie tak na
pewnym otwartym otoczeniu S.

5. Wstega Md&biusa w R, Niech | k(¢p, u) := h(p) + u (h(p)cos £ + essin £) | gdzie h(p) := e1cosp + eysin g

jest parametryzacja horyzontalnego okregu. Gdy u przebiega |—1, 1[ (przy ustalonym ¢) punkt «(p, u) przebiega
odcinek P, o érodku h(y), lezacy w plaszczyinie (h(yp),es) i tworzacy kat £ z plaszczyzna z = 0; zauwazmy, ze

k(e + 2m,u) = k(p, —u), czyli odcinki P, 1 Pyyor réznia si@ tylko orientacja. Z kolei krzywa u = const lezy na
torusie o promieniach { } 1 ma na tym torusie opis § = 230

}; istotnie, z

k(p, u) = k(@' u') wynika h(p) = h(¢') (czyli ¢’ — ¢ = n € Z) oraz uh(%) = u’ (%) nm) = (—1)"h(%).

T Odé . : . 9k / 1 [ _
Regularno$é odwzorowania «: o (p,u)=—%sinf h+ (14+ucos$)h'+ 5 cos £ e3, 55 = cos £ h +sin ¥ es;

Zauwazmy, ze przy u,u’ € ]—1,1[ mamy k(p,u) = k(¢ ,v') < In € Z : {

te wektory sa lin. niezalezne, gdyz uktad h,h’, es Jest baza R? al+ucos? 2 # 0; zatem rk &'(p,u) = 2.
Znajdziemy réwnanie wstegi M: jedli (x,y,z2) = k(p,u), to ¢ = /22 +y? = 1 + ucos & oraz z = usin %; stad

2sin £ cos £ sin . = pcosgp
Q—if =tg¥ = 2c0252§ 2 = T ccg’;go’ wicc wskutek y = osin g dostajemy réwnanie Q—if = Q_I_Ll, ,

bad%, réwnowaznie, Q—if =8 ; d

rz+y Q:x_i_y(y—z).

. Inne postacie réwnania wstegi M: | o = V=% | e T

Plaszczyzna styczna: Skoro M ma opis ¢ = J;Z__+ZZJ7 to funkcja F(®) := 2z +y+ (2 — y)o znika na M, wiec
TM = ker F'(x) = ker [z—l— L‘Q_y), 1—0o+ 3/(279—3/)7 g—}—:b].

Rzutem na plaszczyzne (z,y) wstegi M (dla |u| < 1) jest obszar pomiedzy krzywymi a(y¢) = (1 — cos %) [Z?;i]
ia(p)=(1+cos¥) [Z?;g], oczywiscie a(p) = a(p + 27) oraz a(w) = a(w) = [_01] (punkt samoprzeciecia).

6. Prostokre$lnoéé i parametryzacje hiperboloidy jednopowlokowej H := {(z,y,2): 1+ 2% = 22 + y*}

0 = V1+ z? na H, wigc mamy parametryzacje x(p, z) := (\/z2 + lcosp, V22 + 1singp, z), dla ktodrej linie



© = g sa poltudnikami, a z = zg — réwnoleznikami . Biorac tu z = tg 1 dostajemy

Coiw (cos ¢,sin ¢, sin¥) |, parametryzacje, w ktdrej linie ¢ = ¢g sa potudnikami, a ¢ = ¥y — réwnoleznikami.

Piszac réwnanie H w postaci (1 — z)(1 + z) = (y — z)(y + z) widzimy, ze dla kazdych (z,q # 0) dostaniemy
x

7241 g°—1 .
Dostajemy stad x(q,z) := |5, + 275, |; moina
2 2
¢ -1 + ¢~ +1
2q 29

(x+1

N zt+y=¢q
punkt H, znajdujac (y, z) z uktadu {z Cy=g -1

),

).

uproécié te wzory, biorac ¢ = e': k(t,z):= | cht + :Csht . Linie ¢ = qq, tzn. t = 1, sa prostymi lezacymi na H.
sht 4+ zcht

z+y=plz—1)=q(z+1)
—y=(e+1)=(z

1 q = qo sa prostymi: p%q(p—k q,pq — 1, pq+ 1) | Jej wartodci obejmuja H bez prostych {z = +1,y = z} (suma

Wryliczajac z, y, z z uktadu { 1) } dostajemy parametryzacje, dla ktdrej linie p = pg

dwoch spdjnych i przystajacych "polowek” H). Kierunki izotropowe('): I, = [2p, p* — 1,p? + 1] oraz I,.

Na H mamy dwie rodziny prostych: L, := { xcgsoz—kysma:l }, Lb = { xcps[)’—i—ysmﬁ:l }

—rsina + ycosa = z —zrsinff+ycosfB=—z
L . . . Jz=cosa—zsina . , . cos(f—a)+ zsin(f—a)=1 .
Znajdziemy L, N Lj: wstawienie {y: sina+zcosa} do opisu Lj daje {—sin(ﬁ— a)+zcos(f—a)=—z [
1 ( /3+ Bta 6= a)

COS —— Sln — Sln —
cos ﬂ;“ 2 2

. Linie

kazde z tych réwnan daje z = tg ’G_TO‘, wiec punktem przeciecia jest

a = a1 f = o sa prostymi na ‘H. Kierunki izotropowe: [, = [—sina,cos 3, 1], l’ﬁ = lgyr = [sinf3, —cos §,1].

@ W tozsamoéci (1 —pg)> + (p+ q)? = (1 + pg)? + (p — q)? potézmy 1 —pg = A, p+q = Az, | + pg = Az,
p —q = Ay; dostaniemy wtedy parametryzacje 1_1%(1 +pg,p—q,p+ q) . Linie p = pg 1 ¢ = qo sa prostymi;

kierunki izotropowe: I, = [2p,p? — 1,p* + 1] oraz l144 = [1 — ¢%,2q, 1 + ¢?].
i—g

M ma parametryzacje wielomianowa; dostaniemy ja, ktadac # = 1+ 2uv do réwnania (z —y)(z+y) = 2?2 —1 =

4duv(14uv); rozwiazaniem odpowiadajacym z+y = 2u(l+uv), z—y = 2v jest ‘ (1 + 2uv,u + v?v — v, u+ u?v + v) ‘

Mapa zwiazana z ta parametryzacja: u = f:; = Zii, v=>=2 = vy — parabolami
(przekrd] M plaszczyzna z = y + 2uvg); zbiér wartosci: H bez prostej {z = —1,y = z}. Kierunki izotropowe:

ly = [2u,u? — 1, u? + 1] oraz [, 4,-1 = v72[20(1 + uv), (1 + uv)? — v?, (14 uv)? + 2?].

7. Prostokre$lno$é i parametryzacja paraboloidy hiperbolicznej P := {(z,y,2) : z = z? — y*}.

p=z+y e g=z-y
dwie rodziny prostych lezacych na P. Wszystkie proste L, sa réwnolegle do plaszczyzny = + y = 0, a wszystkie
L’ — do plaszezyzny z — y = 0. Jasne, ze przez kazdy punkt (z,y,z) € P przechodzi doktadnie jedna prosta L,

}:>;b—p+q,y_ Y, to Ly N L

Proste L, := {Z =p(z—y) }, L' .= {z =a(z+ y)} sa zawarte w P (nawet dla p = 0 bad? ¢ = 0); zatem sa

oraz prosta L' g» mianowicie p := z +y, ¢ = ¢ — y. Odwrotnie, skoro {q oy

sktada si¢ z jedynego punktu | ¥(p,q) == (%, %,pq) , Prosta L, ma kierunek [1,—1,2p]T, a Ly — [, 1, 2q]7.

Uwaga. Dach dworca Warszawa-Ochota, czyli powierzchnie P N {|z + y| < 1, | — y| < 1}, wypelniaja odcinki
prostych L,, L}, odpowiadajace zakresowi p,q € [—1,1].

8. Niech S := {(z,5,2) € R® : z = zy}. Dowie¢, ze dla kazdego punktu p, = (zo,%0,20) € S czeéé wspdlna
powierzchni S i plaszczyzny stycznej w punkcie py do S sktada sie z dwdch prostych.

S ={:g() = 0}, gdzie g(z,y, z) := zy — z; skoro [g'(0)] = [yo,z0,—1] # 0, to S jest gladka powierzchnia (paraboloidg hiperboliczng)
oraz T, = ker[zo, yg, —1]. Zatem plaszczyzna styczna IT = II; ma réwnanie yg(z — o)+ zo(y —®0) — (2 —20) = 0,zaé SN = {: z =
zy, h(z,y) = 0}, gdzie h(z,y) = yo(z — zo) + zo(y — ¥0) — zy + zovo = (z — zo)(yo — y). Zatem SNII = { (=20, z=moy) V(y =

‘T_ID_y_yD_Z ZD X—Zp _ Y—Yo _ Z—Z20
0o — 1 = }L2_{ I = }

Yo, 2 = wyo } = L1 U Ly, gdzie L1, Ly sa prostymi o réwnaniach L; = { 5 o

(z —b)? + 22 = a?
y=0
‘S ={p:(e—b)?+ 22 =d%} ‘; liczby a,b > 0 (zazwyczaj 0 < a < b) sa promieniami torusa, a ¢ = \/x2 + y2.

9. Torus w R>. Jest to powierzchnia S, otrzymana przez obrét okregu { } wokot osi Reg, tzn.

Regularno$§c wiezu: Funkcja g(z,y, 2) := %[(Q —b)? + 22 — @?] jest gladka poza osia {¢ = 0} = {z = y = 0}

1Sa to kierunki prostych lezacych na H i przechodzacych przez dany punkt p = k() € H; sa one okreslone wektorami izotropowymi
formy kwadratowej 2 + y2 — 22, obcietej do Tp’H. Dla p = (z,y,2) sato = [#2 — 1,2y + 2,y + z2], ' = [¢? — 1,5y — 2, —y + z=2].



10.

11.

oraz [¢'] = [(1 — %)l‘, (1- %)y, z] ; stad (g4)% + (gg//)2 +(¢2)? = (0—b)? +2? mana M stala wartoéé a? # 0, czyli
wiaz ¢ jest regularny. Zatem dla 0 < a < b, gdy torus S nie przecina osi ¢ = 0, dostajemy stad gtadkosé S.

7Z kolei dla 0 < b € a torus S przecina oé {¢ = 0}, lecz g tu jest nierézniczkowalna. Zamiast g mozna S opisa¢ innym wiazem
h € COO(RS): otéz €8 = 4+ b2 422 a2 =2p <= 0= () = (7’2 + 52 — a2)2 — 41)2(152 + y2), r? .= z% 4+ 3% + 22. Skoro
%[h'] = (r2 4+ 8% — a®)[z,y, 2] — b?[x,¥,0], to A() = A'() = 0 < = (0,0,%Va? — b2); sa to punkty samoprzecigcia S.

(acosf + b) cos e

. .. = g+0b - = . .
Parametryzacja torusa: Podstawiajac {Q @cos + } oraz {I gcos w} dostajemy wzory £(¢, ) = [(acosf + b)sing | ; latwo
z = asinf y = gsing asin f

widaé, ze k(p,0) = k(p1,01) <= @1 — @, 61 — 0 € 27Z.

—psinp—a cos@sinf
Regularno$é «: I:Pi/((p, 9)] = | gcos¢ —asingsinb |; 2-minorami tej macierzy sa agsiné, —apsin ¢ cosd, ap cos ¢ cosfl, wiec suma
0 a cosf

ich kwadratéw a®9? = a?(acos @ + b)? jest zawsze # 0 przy 0 < a < b. Natomiast przy 0 < b < a sa punkty nieregularnosci!
b

Mapa na otoczeniu punktu |0[: Jest nia np. odwrotno$é odwzorowania x : R2 — M na otoczeniu ¢g = 0, 6y = % Oczywiscie
a

1

szukajac wzoru na £~ mozna wziaé ¢ = arc tg% lub (réwnowaznie) ¢ = arcsin %, ale nie ¢ = arccos %, bo ¢ nie jest parzysta

wzgl. y. Z kolei § = arccos Q%b lub 8 = arcctg %b, natomiast nie bytby dobry wzdér § = arcsin i, gdyz np. nie rozréznia punktéw

b+ asino +7), prz b
0 ; tez § = arctg —= jest niedobre: dazy do 2 pray e . Maksymalna dziedzina, na ktérej mapa jest odwzorowanie
a cos o e=b =7 przy ¢ /b

®() := (arctg %,arcctg Q%b),jest ‘éwiartka torusa’ { € M : =z > 0, z > 0}.

Inna mapa: Jest nia rzut () := (z, y); jest to bijekcja ‘polédwki’ Sy := { € S : z > 0} na pierscient {(z,y) : b —a < o < b+ a}; jest
tak dlatego,ze € S = |¢ —b| € a oraz U~ (z,y) = (I.,y, a? — (¢ —b)? y) (parametryzacja Sy ).

Znale#é przekréj torusa S = {p : (0 —b)? + 22 = a?}, 0 < a < b, plaszczyzna styczna w punkcie py = (b —a,0,0).

2
T =T, S = ker[1,0,0], wiec pl. styczna jest o + T = {(z,y, z) : ¢ = b—a}. Stad, skoro S ma réwnanie [7’2 +b% = a2] = 4b%(2? +42),

2
wiec przekréj ma réwnanie [y2 +22 +2b(b— a)] = 4b? [(a —b)? +y2] . Mozna to zapisaé w postaci

(v + 22)? = 4b(ay® + a2? — b2?) ‘;
dla b = 2a jest to lemniskata Bernoulliego (y? +22)2 = 2¢%(y% —22), ¢ = 2a;dlab = a jest to para stycznych okregéw (y+a)? +22 = o2.
y = rcosf
z=rsinf

W ogélnym przypadku ktadac { } dostajemy 72 = 4b(a — bsin? §) = 8b(2a — b + b cos 26). Przekrdj jest krzywa, majaca

- rz=b—-a _ T . &
samoprzeciecie w g; styczne do niej sa proste {ay2 +az? — b2 = 0}, tzn. z = £, /=¥ zatem kat przeciecia jest 2 arctg , [ 5—a-

Uwaga. Ogdlniej, dla ¢ = (x0,%0,0), gdzie oo = /22 + 42 = b — a, mamy T = ker[zo,0,0], 0 + T = {woz + yoy = (b — a)?}.
2
Dla t := % mamy tozsamosé (%) + 12 = 22 + y?, wiec przekrdj torusa (r? + b2 — a2)? = 4b%(x? + y?) plaszczyzna

2
% = b — a daje [(b —a)? 412 422 — a2] = 4b> [(b —a)?+ t2], co prowadzi do identycznych j.w. réwnan, z zamiana y na .

acosf + b
Znalezé przekrdj torusa S = {p : (0 — b)? + 2% = a?}, 0 < a < b, plaszczyzna styczna w p, = 0 ;

wykazacl, ze ten przekrdj sktada sie jedynie z punktu py wtedy i tylko wtedy, gdy cosé > 0. asin ¢

Wskazowka. Wprowadzié w plaszezyznie przekroju wspétrzedne biegunowe.

Niech ¢ = cosf, s = sinf, wtedy T = T,S = ker[c, 0, s], wiec pl. styczna ¢ + T ma parametryzacje x(y,t) = (ac + b — st,y,as + ct);

2
Ponadto S ma réwnanie [7’2 + 52— a2] = 4b2%02, zad tu r? = a® 4+ b2 4+ ¢ + 2 + 2abe — 2bst, o> = (ac+b— st)2 + 92, wiec przekrdj
y = Rcosa

ma opis 0 = (y? + t2)2 — 4bs(y? + t2)t + 4b[ac(y? + t2) + bt?]. We wspéirzednych biegunowych {t — Rsina

} daje to R = 0 lub

‘ R? — 4bsRsin o + 4b(ac + bsin? o) = 0 ‘, tj. réwnanie kwadratowe na R; przy tym ‘ A = —16bc[a + besin? ‘ Kwestia dodatnioéci

COos &

[ tort@+m =@
wskutek tego, ze Ry (o + m) = —R_ (). Zatem przekrdj ma bijektywna parametryzacje 4 (o), gdzie o € |—n, 7] takie, ze A > 0.

R mozemy si¢ tu nie przejmowaé: jedli R4 (o) := 2bssina + 21/ —bc[a + besin? o] oraz +(a) := Ri(a) [sinoz

Jesli ¢ > 0, to Vo : (a + besin? o > 0, a wiec A < 0), czyli przekréj jest pojedynczym punktem.
Jedli 0 = 7, tj. ¢ =0, s = 1, to przekrdj 0 = (v + t2)2 — 4bs(y? + 12)t + 422 = (y? + 2 — 2bst)? jest okregiem o promieniu b;

jeéli —% < c<0,toVa: (a +bcsin? o > a+be > 0, a wiec A > 0); zatem 4 () jest okreslone dla wszystkich a; dla o okreslonego

warunkiem ac + bsin® = 0, tj. sin? o = — 45, mamy R_(a)R4(a) = 0. Kat samoprzecigcia wynosi 2arcsin | /— %, co najlatwiej

widaé stad, ze dla (y,t) — (0,0) glowna czeécia réwnania przekroju jest ac(y? + ¢2) + b2 = 0, a wigc sina = \/ﬁ =+/5

Dlac=-%,s= %, gdzie d := /b% — a?; to (jedyny!) przypadek, gdy plaszczyzna przekroju przechodzi przez 0 ($rodek torusa),
a wiec jest styczna do S takze w punkcie —g. Wtedy przekrojem jest 0 = (y? + t2)% — 4d(y? + t2)t — 4a?(y? + t2) + 4b%¢2 =
(¥2 + 12 — 2dt)? — 40y = [y2 —2ay 4+t — 2dt] [y2 + 2ay + t% — 2dt]; sa to dwa okregi o promieniu Va2 + d2 = b i érodkach

= . . . A =0 . =0
<yt _:I;a) lezacych na prostej z = z = 0; te okregi przecinaja sie w punktach (i{ _ 0) EX ! (ty_ Zd) = —.



COos &

b

. ma okres 7.
sin o

Uwaga: c = —%¢ = A =16a2cos? o, wiec Rt (a) = 2(dsina + acosa) = £2bcos(a F 6); przy tym Ry (o) [

Dla -1 < ¢ < —% wyréznik jest > 0 dla sin? o < p, gdzie p := — & < 1; przekrojem jest krzywa w ksztalcie ésemki.

|E| Dla ¢ = —1, s = 0, mamy réwnanie R? = 4b(a — bsin? o), tj. uogdlniona (zwykla dla b = 2a) lemniskate Bernoulliego.

12. Helikoida. Tak nazywa si¢ powierzchnia, jaka zakresla prosta, obracajaca sie¢ wokdt prostopadtej do niej osi 1
réwnoczesnie przesuwajaca sic w kierunku osi obrotu. Jesli osia obrotu jest Regs, to opisem parametrycznym M

tcos
jest k(t, ) := |tsing |, gdzie a # 0. Injektywno§é k: k(t, @) = k(t1,1) = ap = ap1 = @ = ¢1; mamy
ap
cos @ —tsin ¢
wiec tez t[cos g, sin ¢] = t1[cos ¢, sin ¢], co daje t = ;. Regularno$é k: ['(t, ¢)] = [% g—g] = |sing tcosy |;
0 a

minory stopnia 2. wynosza ¢, acos, asin g, wiec nie moga byé¢ réwnoczeénie zerami; zatem k jest regularna na

caltej dziedzinie R x R. Rédwnanie: Skoro ¢ = g oraz ysin g = xcos g, to |z sin% = ycos % ; odwrotnie, jesli to

réwnanie jest spelnione, to dla ¢ := £ wektory [fj] , [Z?S g] sa liniowo zaleine, wige 3t : [z,y,2]T = (¢, ).

13. ”Quasihelokoida”(?). Niech J, C R? bedzie ‘otwartym’ (tzn. pozbawionym swoich koficéw) odcinkiem o kori-
cach (0,0,u) + (cosu,sinu, 1). Dowies¢, ze zbiér S := J, R Ju jest gtadka powierzchnia w R?; znalezé jej
parametryzacje oraz plaszczyzne styczna TS dla p := (0,0, 0).

tcosu cosu —tsinu
7 definicji S = {ﬁ(t,u) ¢ (t,u) €1-1, 1[><R}7 gdzie (¢, u) := | tsinu | ; sprawdzimy, ze & jest regularne: [n'(t,u)] = | sinu tcosu
t4+u 1 1

ma 2-minory réwne t, cosu + tsinu, sinu — ¢ cosu, ich kwadraty daja w sumie 1 + 2t2, wiec V(t,u) : tkw/(t,u) =2, czylitks = 2.

Pokazemy, ze x na]—1,1[ X R jest injektywne: Niech s(t/,u') = s(t,u); wtedy t’ = ¢, gdyz |t] jest odleglodcia x(¢, u) od osi Res; jesli
t! = ¢, to réwnosé t’ + u' =t + u daje takie u’ = u. Z kolei przy t' = —t # 0 mamy u’ = 2t + u oraz (cosu’,sinu’) = —(cosu, sinu),
wigc 3k € Z : 2t = (2k 4 1)m; lecz stad [t| > T > 1, sprzecznoéc.
Zatem S jest obrazem gladkiego, regularnego i injektywnego odwzorowania, a wiec jest gladka powierzchnia. Przestrzen styczna:
10
I1=TpS =imkx'(0,0) =im | 00| = ker[0 1 O].
11

14. Niech L, C R? bedzie prosta, przechodzaca przez punkt (0,0, u) réwnolegle do wektora (cos u,sinu, 1). Zbadadé,

czy zbidr S = U Ly jest gtadka powierzchnia w R?. Znalezé ptaszcezyzne styczna I := TM dla p := (0,0,0).

uER
Znalez¢ 1 narysowad zbior TN M.

tcosu cosu —tsinu
K(t,u) := | tsinu [, wtedy [rb’(t,u)] = | sinu tcosu ma 2-minory réwne t, cosu + tsinu, sinu — tcosu, ich kwadraty daja
t+u 1 1
10
w sumie 1 + 2t2, wiec V(t,u) : rkx/(t,u) = 2. Przestrzen styczna: [ = TpS = im«/(0,0) = im [ 00 | = ker[0 1 0]. Przeciecie:
11

s(t,u) €Il <= tsinu =0 <= (t =0lubu = kﬂ'); wtedy (t,u) jest réwne (0,0,u) lub (+(=1)%,0,t + kr). Zatem S NI jest
suma prostych z = 0, z = z + 2k7 oraz z = —z + (2k + 1)7 lezacych w plaszczyZnie y = 0.

Charakter nieinjektywnos$ci . Niech (t,u) # (¢,u), lecz w(t',u') = k(¢,u); wtedy ' = +¢t, gdyz |t| jest odleglodcia x(¢,u) od

osi Res; lecz przy t' = t réwnoéé t' + v/ = t + u dalaby tez v/ = u, wbrew zalozeniu; zatem ¢/ = —t # 0, v’ = 2t 4+ u oraz
(cosu’,sinu') = —(cosu,sinu), czyli Ik € Z : 2t = (2k + 1)7. Zatem (t,u) = ((2k+ l)g,u), (t',u’) = (—(Zk +1) 5 u+ (2k+ 1)77),
cosu 0
za$ k(t,u) = x(t',u') = (2k + 1) |sinu [ + [0
1 u

Punkty krytyczne funkcji na powierzchni; metoda mnoznikéw Lagrange’a

15. Niech M C R" bedzie powierzchnia; punkt & € M nazywa sie punktem krytycznym funkcji gltadkiej ¢ : M — R,
jesli dp(®) = 0, tzn. jesli %Lzo(go o) = 0 dla kazdej krzywej v : |—¢,e[ — M takiej, ze v(0) = @; jesli mamy
jaka§ parametryzacje  : (obszar w R") — R™ powierzchni M, to przy @ = k(u) zachodzi réwnowaznoéé

(@ jest punktem krytycznym funkcji go) <= (11 jest punktem krytycznym funkcji ¢ o ff).

Przy tym typ (sygnatura) punktu krytycznego w funkcji ¢ o x nie zalezy (przy ustalonym &) od wyboru pa-
rametryzacji i nazywa si¢ typem (sygnaturg) punkiu krytycznego ® funkcji ¢. W praktyce zazwyczaj funkcja ¢
jest zadana jako obciecie do M pewnej gladkiej funkeji f : @ — R, okreSlonej na jakim$ otoczeniu @ DO M

2Zamiast prostopadtosci (wymaganej dla helikoidy) mamy tu staly kat 45° miedzy obracajacym sie odcinkiem i prosta po ktdérej porusza
sie §rodek odcinka.



powierzchni; warto uswiadomi¢ sobie, ze rézne funkcje f moga dawaé to samo obciecie p = f|M; inacze] méwiac,
jest wiele rozszerzen funkcji ¢ z powierzchni M na obszar w R”.

g1
16. [[Twierdzenie (0 mnoznikach Lagrange’a). Niech M = {x : g(x) = const}, gdzie g = | : | : (obszar w R") —
9s
R’ jest odwzorowaniem regularnym(?’) Niech ponadto & : (obszar w R") — R" bedzie parametryzacja M, 4 € R’
— ustalonym punktem, za$ @ := k(u). Wtedy:

1° (11 jest punktem krytycznym funkcji f o h‘) < 3, A ER: fl(®) - Z Aigi(z) = 0;

2° Przy spelnionym warunku 1° okreslmy forme B : R" x R" — R wzorem B = f'"(&) - Z Aigl(®), gdzie
i=1
liczby A; sa ‘mnoznikami’ wyznaczonymi (jednoznacznie dzieki regularnosci g) réwnaniem z warunku 1°. Wtedy

Véu e R": (for)'(u)(bu,du) = (&B, 6w), gdzie bx = k'(u)bu;
zatem sygnatura formy B obcietej do przestrzeni T-M okresla typ @ jako punktu krytycznego funkcji f o k.

Whniosek. Punkty krytyczne f|M : M — R mozna znalezé, rozwiazujac wzgledem @ € R™ 1 (A,..., ;) € R’
gi(®) = ci,
uktad réwnan {f’(w) =3 \igi(z), @ typ @ jako punktu krytycznego dla f|M okresdla obciecie do T-M formy

S

B = f"(&) - ¥ Nigt(@).

1° (for) ()= f'()ok'(), wiec (Ajest krytyczny dla f o &, tzn. (f o k)'() = 0) < f'() € V° (tzn. kowektor f'() znika na V), gdzie
V := im«/(); otéz, jak wiemy, V = TM = (gi(A), ... 7gg(A)>07 wige VO = ()0 = <gi 0,... 7gg(”)> = {Z )\igl'.(A)}.

2° Rézniczkujac tozsamoséé (f o k) ()61 = f'(k() o x'()61 wzgledem , w kierunku wektora 6, € R”, dostajemy tozsamosé
(fo n)’()(él, 82) = f"(wO) (K081, '082) + f'(kO) 0 5" ()(61, 62).
Wstawmy tu =", a wiec x() =" oraz f'(] EA,g ; dostaniemy wtedy
(for) ()(51752) = f"(k0)(5'081,5'082) + 3 Aigl() 0 5" ()(61,62).
Lecz k() € M implikuje g; o () = c;, skad gl(s()) o &'()61 = 0, to lzaé po ponownym zrézniczkowaniu (dla = ) daje

9:0) o &' ()(61,62) = =g ()(x'O61, K’ ()62), co oczywiscie koticzy dowéd.

17. Metoda mnoznikéw Lagrange’a znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f(z,y) := £ nazbiorze K := {(z,y) : (z—
3)2 4+ (y — 1)? < 2}; zbadaé (badajac druga pochodna) typ jednego ze znalezionych punktow krytycznych.

f(z,y) = L [~y, z] jest # Ona K, wiec w Int K nie ma p.krytycznych. Badanie f na B = 9K: jedli = = [y, = ]L A[2z—6,2y—2], to A # 0

x

oraz [ f] [ ] [ ] gdzie g = 2$2A skad [y] =1 [3_ Q];Wtedy (z—3)2+(y—1)? = (et30%)? +(23~9 @®)? _ 10(e’+e) _

1+0° [1+3 (1+¢ )2 (1+6°)?

10
1+£;27 WIQC ( 7y) e B & Q = % : (I7y) = (272)7 A= 2;29 = ’ f(l‘yy) = 1; Z (l‘vy) = (15_47_%)7

Badanie p.krytycznych: Forme kwadratowa @ o macierzy = [f'] — A [¢"] = =2 [23/ —z‘] - A [2 0]

INT

)=

flzyy) = =5, A = - -z 0 02

nalezy ewaluowac na wektorze z przestrzeni T = T, ) B = kerg'(z,y) = ker[z — 3,y — 1]. : = —1— [(IJ ;] , T = ker[-1,1],

1 — 7
zas Q([l]) = —1 < 0, wiec jest to lok. maks. [ Dla g = -1 =c |:12 7], gdzie C' = > 0, T = ker[1, 7], za$ Q([_l]) =

196

2 -7 14 4.7
C(12-72 — 14 -7 4+ 14) > 0, wiec jest to lok. min. Odpowiedz. f(2,2) = 1 — maksimum, f (%, —%) = —% — minimum.

18. Znalez¢ minimum i maksimum funkcji f(z,y, z) := &ly— na zbiorze K :={(z,y,2) 1 2 2 0,/z+ a2 + y? < 1}.

= |:z-1|-_1’z-1|-_17_Ly2 # 0, wiec nie ma p. kryt. w Int K. Na PB:= {0 < z < 1,g = 1}, gdzie g := /2 + /a2 4+ ¢2:

(z+41)

) _1(.2 ,2y-3/4 3/4 . ' R R T Y R - 2g _ ()¥4E ‘s : :
g9 = 5(z*+v?) [z,y, () \/ﬂ wiec f'=Agdajex =y i fL: fL =gl : gk, czyli T = -, sprzeczno$¢ (przeciwne znaki
obu stron). Na S:= {z = 0,22 + y? < 1}: f(z,¥,0) = = + y tez nie ma p. kryt. Na okregu O:= {z = 0,22 + 42 = 1}: [1,1] = Az, 9],
tzn. z =y = :l:%. Odpowiedz. ming f = f (—%,—%,0) =—V2, maxg f=f (%, %,0) =2

19. Niech beda dane a,b,c € R, przy czym 2c¢c > Va? +b% > 0. Stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a znalez¢
najmniejsza i najwicksza wartodé funkeji f(z,y, z) := az + by + ¢z na zbiorze B := {(m, y,2): 22+ y? <z < 1}.
Zbadaé typ jednego ze znalezionych punktéw krytycznych, badajac pochodne rzedu 2.

3Dla s  n oznacza to, ze tk’() = s, czyli ze formy liniowe g{(z),...,g%(z) sa liniowo niezaleine dla kaizdego = € dziedzina . Zalozenie
regularnoéci jest tu potrzebne tylko do istnienia mnoznikéw; o jego istotnosci przekonuje np. to, ze zast@pujqc gi() = ¢i réwnowaznym

2
warunkiem 0 = G;() := (g,‘() - ci) dostaniemy G/() = 0 na M, wigc na ogél nie bedzie rozktadu f/(] E AiGLO)



Cw.
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20.

21.

23.

Poniewaz f' = [a,b,c] # 0, wigc f nie ma p.kryt. w zbiorze Int B. Nie ma ich tez na ‘pokrywce’ By = {22 4+ y? < z = 1}, gdyz

f(a:,y) := az+ by + ¢ ma wszedzie f' # 0. Na ‘denku’ B. = {22 +y? = 2z < 1} jest jeden p.krytyczny f <— 5o be 4’;2 ) = _%7 gdzie

p := Va2 + b2 (zalozenie 2¢c > p sprawia tu, ze z < 1). Na ‘krawedzi’ K := {z?+y2 = 1 = 2} sadwap. krytycznef(—a7 %, ) = c:l:p

jest to lok. minimum i maksimum f|[,,. Skoro (¢ — §)2 =c2 —pc+ pT > 0, to mamy —i— <c—p<c+p, wiec min f(B) =
< ¢ max f(B)=c¢ —I— p

Znalez¢ p.kty krytyczne funkcji f: S — R, jesli f(z,y,z z) = (x—=3y)z, S :={(z,y,2): 322+ 5y? + 3022 = 32}.
Zbada¢ druga rézniczke funkeji f w jednym z pun téw krytycznych.

Metoda mnoznikéw Lagrange’a przy g(z,y, z) := %(31‘2 + 5y2 + 3022) daje f'() = M\g'() < [z, -3z, — 3y] = A\[3%,5y,30z] <
30 0 -1 T
0 5\ 3 y| = 0; wtedy 0 = det = 4503 — 32, czyli A € {07 %,—%} mmamy = ¢(3,1,0), przy czym € S <=
-1 3 30A z

1

—3 | okreéla forme Q() = %T = (v1 — 3wg)vs,

-3 0

ktéra na TS = kerg’() = ker[9,5,0] ma postaé¢ Q(v) = Q(5c, -9, 3) = 32a/3, wiec jest nieokredlona, czyli +(3,1,0) sa punktami

siodtowymi.

7 kolei | dla X = % dostajemy = \:/*:—3%(5,—9,4)7 f() = 128, za$ = \/—(5 —9,—4), f() = —128; sa to maksimum i

00
P(3:945-1) =32 < c=41; f(£3,41,00=0; =[] - Ag"(0l= |0 0
1

F12 0 15
minimum, gdyz = % 0 F20 —45 |, wiec ....
15 —45 F120

. 2 2
Cwiczenie. Znalez¢ zbidr wartoéci funkeji f(®) := % 4.+ C;;Ln naS:={ecR": 21+4+... 42, =c, z; >0}
(jest to tzw. sympleks (n — 1)-wymiarowy), jesli dane sa dodatnie state ¢, a1, ..., an.

2

=)= 2A[1,...,1] < Vk: —a—g = A;wtedy A < 0, wiec 3z > 0: A = —p?. Mamy stad Vk : ¢, = pay oraz u(ai+...+an) = c, wiec
T
k

#:m ﬁ,f@):%(a1+...+an)2.\2/VpunkCiei‘

2 a
mamy minimum globalne, gdyz poza zwartym K := { €S :Vk:izy > a—k} jest on ograniczony, bo z € K = Vk: Fk Lop <o)

zatem jest jeden punkt krytyczny & € S, mianowicie £ =

mamy f(z) > o, zas§ & € K, gdy o > 0 jest dostatecznie duze (gdy o > maxy —) Odpowiedz. f(S) = [f(&),0c0[.

2
Uwaga. Wynika stad, ze ¢ € S = Zz] E azik = cf(z) 2 cf(#) = (a1 + ...+ an)?; stad i z dowolnosci ¢ > 0 wynika, ze
J k

2
a
Z x; Z ﬁ > (a1 + ...+ an)2 dla dowolnych z1, ...,z > 0. Te nieréwnoséé mozna tez tatwo dostaé z nieréwnosci Schwarza.

. Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji f(z,y,z) := az + by + z na torusie S := {(z,y,2) : (0— R)* + 2% = r?},

gdzie ¢ := /2% 4+ y?. Zakladamy tu, ze 0 < r < R oraz (a,b) # (0,0).

Niech g() := l[Q—R2 2—7’2], wtedy f/'() = Ag'() <= [a,b,1] = )\[(1—@) (1——)3/, ]; zatem A\ = %, z # 0 oraz

( 3 )2+ 2
az=(1- )z T a
br = (1 B) , tzn. [y] [b],przy czymz_u<1— —) o =clu| = eicu, gdzie| c:=va2 + b2 |i|e; =sgnp = +1| a wiec

Y

o |3 |

2

z = (1 - %), tzn. | g = &1 R + z | Wstawmy to do réwnania g() = 0: mamy ¢ = e1cp = R+ e1cz, (0 — R)? = ¢22?, wiec
1
dostajemyr2ic2z2+z2,czyliz:sgﬁ,sg = +1; stad z kolei z = pa = ( +52m)aiy:pb: < +52\/r)b
Zatem sa 4 punkty krytyczne 4, 4, 4— 1 —_, przy czym f(c,e5) = e1Rc+ e27V/1 + 2.
Badanie drugiej pochodnej: Q = f"(c,e5) — Ag"(e1e5), Przy czym f”() = O oraz sgnA = sgnz = e£3; zatem —%[Q] =
2
1-R% RH% 0 1-s% s o
Q e c c 2
zy _ Rz = ab _sa2 tzn. —1Q() = ||||2 — & (&2=1)" gdzie 5§ := £ = ki
RZ 1-RZ o s 1= o |t 3RO = [IIF - 6 (), RIS
0 0 1 0 0 1
—b a
Otéz trzen T = TS = kerg’() = kerf/() = ker[a,b,1 b t 1 =1 = L b
6z przestrzen erg’() er f'() er[a,b,1] ma baze ortonormalna ; < 8 ;2 T e ,
a dla = wuj1 + uze mamy ahy — bh1 = cup, wiec —%Q() = u? + ug — 61@. Stad forma ——Q|T jest dodatnia dla e1e2 = 1
(+,4), gdy 61 = e2 = —1, ++ Jjest p. minimum,
(bo wtedy 6 < 1), a dla e1e2 = —1 — nieokreslona; zatem sgnQ|T =< (—,—), gdy e1 = &2 = +1, ; skad { —_ jest p. maksimum,
(+,-), gdy e1e2 = =1 —+5 +— sa siodlami.
4
s . P . . . 4’ . 4 Z l‘»z =
Znale7¢ najmniejsza i najwicksza warto$é f(®) := z1za+ 2324 nazbiorze S .= ® € R™ : =

x4 @y = 2(xs + x4)

Zbidr S jest zwarty (ograniczony i domkniety w R‘l)7 Wl@c f Clqgla osiaga swoje kresy; sa one najmniejsza i najwieksza z war-
= /\g -I- uh' } { [z2, 21, %4, 23] = A1, 02, 23,04] + p[1,1, -2, —2]}

i
tosci krytycznych. Warunek na ekstr. warunkowe: {
yiverny 0=g() iz =1, o1+ 22 = 2(es + 24)



24.

Pierwsze réwnanie oznacza, ze |:_/\ ! ] |:r1:| = |:,u:| oraz |:_1A 1 ] |:$3] = [_3“]. Skoro det |:_>\ _IA] = A2 — 1, to mamy trzy

1 =X| |z 1 =A| |z - 1
1+ T2 =
przypadki: A=1; wtedy p = 0i = (2a,2a,a,a), gdzie 1 = |[|||* = 10a?; A= —1; wtedy < =3 + 74 = —2p », czyli g = 0,
w=2(-2u)
— —
. . 1 =22 = 75 | . o1+ 22 = 2(z3 + z4) .,
e 1 oy —I[12 = a2 + b2, 2 4 1. =X 1+ T2 .
wiec = 2((1, a,b, =b), gdzie 1 = |||| a® +b A% £ 1; wtedy {973 g = 1__25} i { ME =1 , sprzecznosé

Odpowied?. Maksimum: f() = ;— dla = +-1(2,2,1,1); minimum: f()= -1 dla = a,—a,b, —b), gdzie a? + b2 = 1.

1
Vio 2 val

Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkcji f(@) := (z|Ax) na sferze S := {&# € R" : (¢ — a|lz — a) = 1},
jedli dane sa macierz symetryczna A € R", oraz wektor a € R™.

Dla uproszczenia zaktadamy, ze det A # 0 i 7e wszystkie rzuty wektora @ na przestrzenie wlasne A sa niezerowe.

%f’() = ()T, %g’() = (—)7T, co daje réwnanie = A\(—), tzn. y = —\. Przy A € Sp mamy stad m Uzyjmy ortonormalnej

bazy 1,...,n w. wlasnych: p = A\gp, = Za,kk; wtedy — = z (ﬁ - 'l) agg = Z ;‘f—i’;k,wi@c €S = [0+ 7Y||=1 =
k k k
. Arag 2 . . 2
e(N) = 1, gdzie e(N) = Z (m) . Poniewaz ((p(/\) - 1) H A = w)
k HESP
jest wielomianem stopnia 2m, m := # Sp, wiec #{A € R : ¢(A) = 1} < 2m. Przy tym f() = Z/\kl'kz = Z)\k ()\ Ai’;\k)2,
k k

czyli | f(z) = A2 ZAk (AikAk)2 . Druga rézniczka Q := %[f”() — Ag"()] nie zalezy od : Q(,) = Ty = Z(/\k — M\)h2; zarazem
k

TS = (=)t = { : E ;‘i‘;’; hp = O} jest Q-ortogonalnym dopelnieniem (), gdzie = E _Akak Q) = Z M:#V = %(p’(A);
k k k

EYEPEL =27 —
(p_lvq)7 WI(A) >07
. . . = kA A
stad, jak wiemy, sgn(Q na TS) =< (p—-1,9—1), ¢'(A) =0, gdzie (p,q) =sgnQ, {:Z _ ﬁ%k : )\: z /\%’
(pvq - 1)7 (pl(A) < 07

Dla A € Sp | Zobaczymy, 7e ten przypadek daje sprzecznodé: Warunek na ekstr. warunkowe = A( — ), czyli Az = A(zp — ay)

(w bazie o.n.w.wl. ) oznacza teraz, ze Aa; = 0 (z; dowolne) dla X; = A, natomiast ) = )\A_a;k dla A # A. Lecz det # 0 daje A # 0,

wiec mamy Vi: A\; =X = a; =0, czyli wektor ma zerowy rzut na przestrzeri wlasna V(\), wbrew zalozeniu.

Uwaga. Réwnanie () = 1 zawsze ma > 2 pierwiastki, mianowicie jeden w przedziale ]—co, ming Ag[, dajacy min f(S), i jeden w

Jmaxy A, 0o[, dajacy max f(S); wynika to stad, ze lim ¢(A) = 0 oraz lim ¢(A) = +0o. Z kolei jesli nie ma wielokr. wartosci
A— oo A Ap
wlasnych, tzn. m = #Sp =n, to Je > 0: (Vk:0 < |ax| < &) = ¢(A) =1 ma dokladnie 2n pierwiastkéw; sa one krotnosci 1, czyli

2
. AitAs
2 ) =1, gdzie A} = ij'“;

@A) =0 = ¢'(A) # 0. Tstotnie, majac A7 < ... < An okredlmy £ warunkiem £? max (
1<y<n %

- k
PYE

wtedy bedzie gp(/\;‘) < 1, wiec ¢(A) = 1 ma pierwiastek w kazdym z przedzialéw ] —00, A1 [, ]/\J,A;‘ [, ]/\;’,/\j+1 [ i ]/\n,oo [



Zadania z Analizy Matematycznej

Seria 2. Listopad 1998

. Sprawdzi¢, 7ze odwzorowanie ® : R* — R?, ®(s,t) := (s + tsins,log]| cos s| + 1t cos s), jest odwracalne na pewnym
otoczeniu punktu (0,0). Wykazaé, ze wspélrzedne S,T" odwzorowania odwrotnego ®~1(z,y) = (S(z,y), T(z,y))
spelniaja réwnania: VT2 = (T))*+ (I;)* =1, (VS|VT):=S,1;+ 5,1, =0, |VS|=(T+ Lyt

cos S

scoss sin s

. Ogznaczajac § := t + —— mamy: &'(s,1) = [ ], wiec det ®'(s,t) = Azy) _ 8, co w (s,t) = (0,0) jest réwne 1, skad

cos s —§sins coss (s,t) T
: —1y7 _ ’ —1_ 1 |coss —sins
odwracalno$¢; z kolei (87" ) (z,y) = (®(s5,1)) ™" = 5 [5sins 6coss] , skad teza.
. . 3 . . . _ u2_,U2 _ 20uv _ 1 P
. Jaka pOW}(?rZChle w R” opisuje parametryzacja © = 1555575 ¥ = Traiqes ? = Tyaseo? ? Sprawdzic jej
regularnosé.
/ N 2 2 2
. Odpowiedz. Creéé stozka z = 1 — \/z? 4 y?, opisana nieréwnodciami 0 < z < 1. Istotnie, |z + 1y| = L(::;i)uzl = 1_’}_‘“;'_’;”2 =1-z.

3. Dowiesé, ze dla p > 3 zbidr C, = {(z,y,2) € R.” : 2y +yz + zz = p,eyz = 1} jest gladka, zwarta i spéjna
krzywa w R”. Dla p = 5 wyznaczyé ekstremalne wartosci , y i z na Cp.

. Skoro Vf1 x Vfy = [#%(y — 2),9y%(2 — 2),2%(z — y)], to dla x = (z,y,2) € Ry? rzad f/(x) = y;—zz Z;‘x z;—y
od 2 < x =y = z aten warunek dla x € Cp, nie jest spetniony; to dowodzi, ze C} jest gtadka 1-wymiarowa rozmaitoscia.

jest mniejszy

. Okredlmy ¢ : Ux R — R* U :={u € C: |u| = 1}, wzorem #(u,t) := (tu,Im(u?)) EC x R = R?. Sprawdzi¢,
7e: 106 .= o(Ux R) = {(z,y,2) : (z2 +42 >0, z = #y%) lub(z =y =0,z < D} 29 ¢ jest lokalnym
dyfeomorfizmem na U x R pomniejszonym o 4 punkty nieregularne (i\l/ﬂgi,O), ktérych obrazami sg 2 punkty

(0,0,£1) € S; 3° ¢(—u, —t) = ¢(u,t), wiec ¢ okredla odwzorowanie ¢o wstegi Mobiusa M := (U x R)/x w S

(symetrycznie potozone punkty ”réwnika” wstegi sa sklejane przez odwzorowanie ¢g).

. 2° Niech ¢ : R x R — R?, (s,t) := ¢(e'*,t) = (¢coss,tsins,sin2s) (zlozenie ¢ 7 lokalnym dyfeomorfizmem R x R — U x R,
s,1) = (e, 1)); macierz ¢'(s,1) ma nastepujace minory stopnia 2.: ¢, 2 cosscos2s, 2sins cos2s; sa one = 0 (tzn. ¢’ ma < 2 rzad
) ) ) ) epuja Y P ) ) ) 53 L

< (t=0,cos25s=0) < (t=0, els — j:\l/:%:i).

. Utozsamijmy R* 7 C?) zapisujac punkt (uy,us,v1,v2) € R* w postaci (u,v), gdzie u = uy + iusg, v = v; + ivy.
Oznaczmy S := {(u,v) : v # 0, u = %} Dowiesé, ze: 19 S jest gtadka powierzchnia w R*, homeomorficzng z

powierzchnia walca; 2° S (domknigcie S w R4) jest gltadka powierzchnia, homeomorficzng ze wstega Mobiusa.

. Ad 1°. S jest wykresem gladkiego odworowania C* 3 v — % € C, wiec jest gtadka. Odwzorowanie ¢ : U X R — S, U :=
{z € C : |z| = 1}, dane wzorem ¢(z,t) := (22,e'z), jest oczywiécie ciagla bijekcja (parametryzacja S); odwzorowanie odwrotne
¢ H(u,v) = (|Z_|’10g|v|) takze jest ciagle, wigc ¢ jest homeomorfizmem walca U x R na S. Ad 2° § = S U {(u,v) : |u| =1,v = 0}
(Yatwe sprawdzenie), wiec S = {(u,v) : |[u] = 1, v € R\/u}. Warunek v € R\/u jest réwnowazny Im(y/uv) = 0; latwo tez sprawdzié,
ze dla v € U mamy: /u i\/ﬁ[(l +ur) 4+ dug] dla u # —1, Ju = :t\/2+Tu1[U2 +4(1 —u1)] dla u # 1. Rozlézmy S na

sume dwéch otwartych w S podzbioréw: S = S; U Sy, okredlonych warunkami u # —1 (dla S1) i u # 1 (dla S2); mamy wtedy:

— . — — — . — — : ]2 _ .2 2 — ;
= ,v) e = = = : = = d = = + = +
S {(u,v) : go 0,91 0}, S {(u,v) : g0 0,92 0}, gdzie go | 1 ui +u; —1,a g1 UV (14 wi)ve i
g2 = (1 — u1)v1 — ugvz (czesdcl urojone liczb [(1 4 u1) + tu2]v 1 [uz + (1 — u1)]v odpowiednio). Zauwazmy teraz, ze na Sy jest # 0

przynajmniej jeden z wyznacznikdéw %% = —2u1(14+wu1)i %(% = —2u2(1 + u1), a na Sy jest # 0 przynajmniej jeden z

wyznacznikéw %:%% =2u1(1—u)i gi(%% = 2us(1 — uq); zatem Vgo, Vgi sa lin. niezal. na Si, a Vgg, Vgo sa lin. niezal. na
S, a wiec obie czesci Sp,S2 powierzchni S sa gtadkie. Wezmy odworowanie ¢ : U X R — s, P(z,t) = (22,752); jasne, ze 1 jest ciagla
surjekcja, przy czym 9(z,t) = ¥(2',t') <= (2',#') = £(2,t), a wiec mamy ciagla bijekcje P M= (Ux R)/+ — S; odwzorowanie

odwrotne )1 (u,v) = /u(1, Z) tez jest ciagle, wigc ¢ jest homeomorfizmem wstegi M&biusa M na S.

. Niech H := {(z,y,2) : zsinz — ycosz = 0} (tzw. helikoida). Dowiedé, ze: 1° H jest gladka powierzchnia w
R?; 2° H jest homeomorficzna z R?. 3° Wyznaczyé przeciccie H 7 plaszezyzna Y(po) styczna do H w punkecie
po = (%0, Y0, z0) € H; 4° dowiedé, ze H N B(po) zawiera dwie krzywe, przecinajace sie prostopadle w punkcie po.
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1° H = h=1(0), gdzie h(z,y,2z) := zsinz — ycosz; skoro Vh = [sinz, — cosz,zcosz + ysinz] # 0, to H jest powierzchnia gladka.
2° Niech ¢(t,u) := (tcosu,tsinu,u); wtedy $(R?)
(z,9,2); ¢ jest injektywne: ¢(t,u) = (r,y,2) = u = z & t = zcosz + ysinz; zaréwno ¢, jak i ¢7' : H — R2, sa ciagle:

H: ho¢(t,u) = 0 oraz xsinz — ycosz = 0 = ¢(xcosz + ysinz, z) =

¢~ (z,y,2) = (zcosz + ysinz, z); stad teza. 3° Oznaczmy dla wygody ¢ := coszg, s := sinzg, d 1= cxo + syo; wtedy |d| jest
odlegloscia pp od osi 0z: x2 + y2 = (czo + syo)? + (swo — cyo)? = d?. Tpo(H) = kerVh(pg) = ker[s, —c, d] jest rozpieta przez
[e,5,0]T i [—sd,cd,1]T, wiec Z(po) = {(z0 + ct — sdu, yo + st + cdu, zo + u) : (t,u) € R?}; stad H N E(po) opisana jest réwnaniem
0 = zsinz — ycosz = (xg + ct — sdu)(scosu + csinu) — (yo + st + cdu)(ccosu — ssinu) = (¢ + d)sinu — ducosu. 4° Przypadek
d # 0: (t +d)sinu — ducosu = 0 przy sinu # 0 oznacza t = d(ucotu — 1), a przy sinu = 0 oznacza v = 0; wobec tego przez
po przechodza dwie krzywe z H N X(po): p1(u) = po + d[c(ucotu — 1) — su, s(ucotu — 1) + cu, %u] oraz p2(t) = po + t[c,s,0]
(prosta pozioma), przy czym p} (0) = [—sd, cd, 1] jest prostopadty do p/,(0) = [c, s,0]. Przypadek d = 0: Teraz H N Y(pg) opisane jest
warunkiem ¢sinu = 0; t = 0 daje prosta pionowa p1(u) = po + u[0,0,1], za§ u = nr daje proste poziome p2 »(t) = po + [ct, st, n7],
przecinajace prostopadle pq (u).

Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkeji R 9 (J: y) — z(z,y) € R, zdeﬁniowanej niejawnie réwnaniem:

(a) 0=3(x?+y)3 +ayz?+2-2; (b) 0=1(=x"+y)22+oyz?+1; (¢) 0=L1(?+yH) +oyz? + 24+ 1.

Dla (a),(b),(c) mamy: F =0 = z # 0, wigc [0 = F, = (zz +y)22,0 = Fy=(yz+ z)2?] <= [(z=1)(z-y)=0,(z+ 1)(z+y) = 0]

< [z=1y=—-z]V[z=-1,y =z]V [z =y = 0] (a) Jeden p. kryt. 2(0,0) = 2, 2/ = — |:i ;] (lok. maksimum). (b) Nie
ma p. kryt. (c) Niesk. wiele Pp. kryt,: z(z7ag) = -1, 2 = .’LZIT |:_11 _11:| 2 0 — osobliwa. Pokai@, 7e W (a:,a:) funkcja. z ma
lok. minima (przyklad z := 22 + y® pokazuje, ze z/(p) = 0,2"(p) > O tego nie gwarantuja). Mamy tozsamosé 2F(z,y,u — 1) =

(z% +y?)u® — (322 — 22y + 3y? )u? + (322 — 42y + 3y? + 2)u— (z — y)?; wszystkie wspdlczynnki (.) sa tu > 0, a wiec 2F(z,y,u—1) >0

dla v < 0, tzn. F(z,y,2) = 0= z > —1, QED.

Znalezé i zbadaé punkty krytyczne funkeji R? 3 (x,y) — z(x,y) € R, zdefiniowanej niejawnie réwnaniem
0=F(z,y,2) =2z +y*)22 +3(2? —y?)z? +az +b, gdzie a > 0 oraz b € R\ {—1,0, 1} sa danymi parametrami.

0= F! = 6zx2%(rz 4+ 1),0 = F, = 6yz> ( z — 1) daje 4 przypadki: (1) z = y = 0, wtedy z = —s; (2) zz = =1,y = 0, wtedy

z = —%; (3)z =0,yz = 1, wtedy z = ; ;(4)zz=-1,yz2 =1, wtedy 0 = F = az + b, czyli z = —g. We wszystkich p. kryt.:
2(0,0) = -2, 2(1+va0) =-—1b 20, 1%) = 122, 2(2,-2) = =L |jest F, = a,a F)/, = 622 (202 +1), FJ},, = 622(2yz—1), Fl, =0,
. 2cz 4+ 1 -1 0 1 0 -1 0 .

wigc 2" (p) = —*2-M, gdzie M : [ 0 2y2 _ ]] |: ] , [ 0 _]] , [0 'l] , [ 0 ]] w kolejnych p. kryt. Zatem

z(ﬁ, 0)=— 1—:— jest lok. minimum, z(0, ;%3) = — lok. maksimum, a pozostale p. kryt. sa punktami siodlowymi.

Funkcja f : R* — R jest 2-krotnie réiniczkowalna oraz Yz € R.: f(z,0) = 0, Iy (2,0) =0, f;,(2,0) > 0 (wynika

7 tego, ze f"'(z,0) = [8 f(,), ] > 0). Dowieéé, ze kazdy punkt (z,0) jest punktem lokalnego minimum funkeji f.
vy

Wprost z zalozer wynika, ze Vz : Je(z) > 0 : Vy €] — e(z),e(z)[: f(z,y) > 0; jednakze taki warunek nie gwarantuje tezy zadania
(zbidr {(z,y) : |y| < e(z)} dla dodatniej, lecz nieciaglej funkcji €(.) moze mieé puste wnetrze!). Postapimy inaczej: wystarczy dowiesé,
ze f ma postaé f(z,y) = y2h(z,y), gdzie h : R?2 — R jest ciggla i h(a: 0) > 0. Otéz f(z,0) = 0 daje f(z,y) = fo jtf(ac ty)dt =

yfo fy z,ty)dt; tak samo z f'(z,0) = 0 wynika f'(z ty = tyfo (=, sty)ds, mamy wiec f(x,y) = y2h(z,y), gdzie funkcja

fo fo (z, sty)ds dt jest ciagla oraz h(z,0) (z,0) f f tds dt = (.r,O) > 0, QED.

Dowieéé, ze dla dowolnych funkcji a,b,c € Ck(R), k> 1,2biér S = {(z,y,2) € R® : F(z,y,2) = 0}, gdzie
F(z,y,2) = a(z)x? 4+ 2b(2)zy + c(2)y* — 1, jest (regularna) powierzchnia klasy C* w R?.

Tozsamosé (1‘% + ya—z) F(z,y,2) = 2F(z,y,2) + 2 sprawia, ze (F, Fé) # 0 w kazdym punkcie S.



2. O réwnaniu

. Sprawdzié, ze jeS$li @ C R jest otoczeniem punktu 0, a f : O — R — funkcja rdiniczkowalna, to réwnanie
z = f(xe? —ye ) okredla w sposéb uwiklany funkcje z = z(z,y) na pewnym otoczeniu punktu (0,0) € R?,

. , . |0z 5,0z
spelniajaca réwnanie | — + e — =0 |.
Oz Jy
Niech F(z,y,z) := —z + f(ze® —ye™¥), wtedy Fl(z,y,2) = =1+ f'(...)[ze* + ye™%], wiec F(0,0,20) =0 dla zp = f(0);
y Y, 2) ) 2\5 Y, ’ F1(0,0,20) = -1 #0 '
zatem F(z,y,z) = 0 da sie¢ rozwikla¢ wzgl. z na otoczeniu (z,y) = (0,0). Rézniczkujac po = 1 y tozsamosé | z = f(ze® — ye™ %) ‘,

/ — z —z 1 — oz £
w ktdrej z oznacza z(x,y), dostajemy { I_ F1e” +2g(we” +ye™7)] }, tzn. { azozlzm___e f }, gdzie f':= f'(ze® — ye™Y),
= =

Filme=" 4y ae” + ye=)]
r_
za$ a = az,y) := 1 — (ze® 4+ ye~?) f'. Skoro «(0,0) = 1, to @ # 0 na pewnym otoczeniu (0, 0), wiec { Zf - }3‘/6 . }, QED.
TFy T o

f—+faf

Niech D C R? bedzie obszarem wypuklym, a f € Cl(D).

. Fakt. Funkcja f € CY(D) spelnia w D réwnanie | f, + f - [y =0{(1) <= V (zo,y0) € D: f przyjmuje stala

wartod¢ f(zg, yo) na przedziale (odcinku) L(zo,y0) := {(:E, Y)ED:y—yo = f(zo,yo)(x — l‘o)} Cc D.

Ustalajac chwilowo (zg,y0) € D wezmy Cy := f(zg, yo) i oznaczmy krétko (x) = (z, yo+Co(x—z0)) € L(xo,y0). Dla o(z) := f(x)—Co
mamy wtedy ¢’ (z) = f;(*)—}—lel(*)co = fé(*)—}—f(*)f{/(*)—[f(*)—Co]fé(*) W szczegdlnodci ¢’ (zo) = fi(zo,yo)+ f(zo, yo)f{/(m), Y0),
co dowodzi dzieki dowolnosci (zo,y0) € D. By dowiesé , tzn. ze ¢(z) = 0 na (spdjnej!) dziedzinie ¢, zauwazmy, ze ¢(zg) = 0,
za$ (1) daje ¢'(z) = —ap(z)f{l(*), wiec % [gp(z)eg(m)] = 0, gdzie g(z) jest funkcja pierwotna dla fz,/(*)7 tzn. g'(z) = fz//(*)

. Wniosek 1 [rozwigzanie i geomelryczna charakteryzacja réwnania (1)]. Niech f € C1(D) spelnia réwnanie (1);
wtedy dwa przedziaty L(zg, o), L(z1,31) C D, majace wspdlny punkt (z,y), maja tez wspdlny kierunek, okre-
§lony wartoscia f(z,y), wiec sa réwne. Zatem F := {L(:v, y): (z,y) € D} jest podziatem zbioru D, tzn. rodzing
rozlacznych podzbiordw, ktérych suma jest D; mdwi sie czasem w tym znaczeniu, ze przedzialy rodziny F pokry-
wajq regularnie obszar D. Przy tym znajac rodzine F mozna w petni odtworzy¢ funkcje f, mianowicie

f(z,y) = (wspbtezynnik kierunkowy tego przedziatu L € F, ktéry zawiera punkt (z, y)) (2)

Powyzszy wywdd mozemy odwrdcié: Je§li mamy dana rodzine F otwartych (i niepionowych) przedziatéw, pokry-
wajacych regularnie jaki§ obszar wypukty D C R?, to wzér (2) okresla pewna funkcje f : D — R. Sprawdzimy,
ze jesli rodzina F jest ‘dostatecznie gtadka’ w tym sensie, ze f jest rézniczkowalna, to spetnione jest réwnanie (1):

Zauwazmy w tym celu, ze przedzial L € F zawierajacy dowolnie zadany punkt (zo,y0) € D pokrywa si¢ z przedziatem L(zg, yo)
(okreslonym powyzej funkcja f), gdyz oba przedzialy maja wspdlny punkt i kierunek, a zarazem sa maksymalne w D. Stad dostajemy
réwnanie (1), gdyz — wprost z definicji (2) — funkcja f jest stala na kazdym przedziale L € F.

. Aspekt rachunkowy: Jedli rodzina prostych | y = a(t)z + b(t) |(2) pokrywa regularnie obszar D, tzn. (z,t) — (z, a(t)+b(t))

jest dyfeomorfizmem pewnego obszaru D na D, to wzér ‘f(z,a(t):c + b(t)) = a(t) ‘(3) okredla poprawnie pewna funkcje

funkcje f : D — R; spelnia ona réwnanie (1), co zreszta tatwo sprawdzié¢ bezposrednio, rézniczkujac (3) wzgledem z; mniej
trywialna jest — takze zawarta we Wniosku 1 — konstatacja, ze mozna tak otrzymaé kazde rozwiazanie réwnania (1).

. Przyktady. Dla rodziny y = (t+ %)z-{—pt gdzie p, g € R, p # 0, pokrywajacej obszar D = {(z,y): +p # 0}, dostajemy t = ($+p),

wiec f(z,y) = a(t) =t + = +q . Przypadek p = 0, tzn. f(z,y) = y+q , tez mozna uzyskaé wychodzac z rodziny y = tx — q i
D ={z #0}.

Dla rodziny y = tz+ = - gdzie p, g € R, dostajemy na t réwnanie kwadratowe zt? — (pr+q)t+(py+g¢) = 0. Zatem A = (pz—y)% —4qz
oraz f(z,y) =t = %(pa: + g+ VAl) w obszarze D = {A > 0} = (dopelnienie ‘parabolitu’ A  0).Dla rodziny 1?2 — e+ y =0,

czyli y = 2t(z — t) +t? = (styczna w (,t?) do paraboli y = z?), dostajemy fi(z,y) = 2t = 2(z £ /22 — y);
obszarem pokrywanym przez te proste, a wiec i dziedzina f, jest D = {(z,y): y < z?}.

feCYR?)

. _n? .z < o : o
. Wniosek 2. Na D = R” réwnanie | f; + f - f, =0 (1) ma tylko state rozwigzania: <spe1nia (1)

) = f = const.

Dla f(xzo,%0) # f(z1,v1) proste L(zo,v0), L(z1,y1) sa nieréwnolegle, wiec maja wspdlny punkt, zas réwnanie (1) powoduje, ze te

dwie proste sa poziomicami f dla dwéch réznych wartosci, sprzecznosé!

Do charakteryzacji réwnania (1) mozna réwniez uzyé pojecia krzywych catkowych réwnania rézniczkowego:

. Fakt. Nastepujace warunki sa réwnowazne: (a) f spetnia réwnanie | f; + f - f, = 0| (b) f jest stala na kazdej

krzywej catkowej réwnania y' = f(z,y); (c) wszystkie krzywe catkowe réwnania y' = f(z, y) sa prostoliniowe.

Niech y = y(z) spelia ' = f(z,v), \’vtedy (e, y(e) = fo(x) + f ()Y (2) = fo(%) + F(x) (%), gdzie (x) = (=, y(=)), co dowodzi,
ze (a) <= (b). Z kolei (c) <= wszystkie krzywe y(z) sa prostoliniowe <=> [y'(l‘), réwne f(z,y(x)), jest stale] <~ (b).
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. Zmalez¢é i zbadaé punkty krytyczne funkcji z : O — R, okre$lonej w obszarze O := {(.B, y): zy> 0} niejawnie

réwnaniem

Fz,y,z) = (;L'-l-z)(y-l-z)(l-l-ﬁ) = 8.

Jedli F . O_F’_(y+z(1—;Tz) 22 22 z‘:y:t2,2’:ts d
efli ' =8,tox+ 2,y+ 2z # 0, wiec O—F’—(z‘+z( Zgy> <=>1—12y—my2<=> :(t+t2)3—8 ; zatem sa dwa
=F, .
punkty krytyczne odpowiadajacet =11t = —2: ‘ 2(1,1) =1, 2(4,4) = -8 ‘ Poniewas F! = (z+y+22) ( ) ar‘+z)(y-|-z) =
12, =(1,1,1 , 2 4 2.2, .3 4 92

{_37 _54747_)8) zad F;;:(y+z)%:{_é oraz Fz“y_ T 2;-22 { }toz 1 1 = |: 9 4 :| < 0, Z“(474):
T T k) , k)

% [ :i :; ] < 0, wiec sa to lokalne maksima.

Zmalez¢ 1 zbadaé (okredlajac typ) punkty krytyczne funkcji z = z(z, y) okredlonej w sposéb uwiktany réwnaniem

0= F(z,y,2) =222 + 5y + 522 + 222 + 4yz + 6zy — 4.

—lg _ T 2 3 1
{8; %?z ; ;ii?zi;’z y| =t|3| x |5 =1t]|-1], zaé F(t,—t,t) = 412 — 4, wiec sa dwa punkty krytyczne
! z 1 2 1
.. . Fly FY 4 6 .
funkcji z(+,+): 2(1,—=1) = 1 oraz z(—1,1) = —1. Drugie pochodne: 2’/ = _FLZI [in Fﬂ,”,y] —m [ 6 10 ]7 wige
2"(1,-1) = _1|46 < 0 (maksimum) oraz z/(-1,1) = 1|46 > 0 (minimum)
’ 8 1610 ’ 8 610 :
Znalezé punkty krytyczne funkeji (z,y) — 2z(z,y) opisanej niejawnie réwnaniem z3 + z + ;4_7_‘; + (22 —y)*+9 = 0;
T
s o , . . V4
zbadaé jeden z punktéw krytycznych, znajdujac [z”(a:,y)] = [ Zf,z zf,y ]
yz Yy
2
0=F) =141 4 4(2z - =2
E/ Z(x2+1)2 +4(27 - ) = { Y _ (2)31 ba? =1 }, przy czym przypadek z = 0 odpada, bo daje F' = 9 # 0.
Osz:—Q(QIII—y) z= ub = =
Zatem sa 2 p. krytyczne: (a) (z,y) = (1,2),0=F = 2* + 82+ 9 = (2 + 1)(2% — 2 4+ 9), czyli z = 2(1,2) = —1; (b) (z,y) = (-1,-2),
0=F=2%-62+9=(2+3)(22-32+3), czyli z = 2(—1,-2) = —3. Badanie 2/(): w p. krytycznym [z“()] = - P}_ﬁ [ i ij’ ] )
pray czym Fj =322 41+ 3= (3], Fif = 28zﬂ+—;f} +8= =1 = —7ez+ 8= {19, Fi, =4, F}, =2. Zatem
Odpowiedz. [z”(l,Z)] = —% [ 11 _24 ] < 0 (maksimum lokalne), [z”(—l,—Z)] = 21—1 [ ]j _42 ] nieokreslona (siodlo).
282z

=94+ (z +y)?

Znale#é punkty krytyczne funkeji z = z(z,y), okreélonej niejawnie réwnaniem 23 + z + P

1" 1"
Okredli¢ typ jednego z tych punktéw krytycznych, znajdujac i badajac macierz [ Zf,” i,z,y ] .
yr  “yy

Dla z = z(z, y) okrelonej réwnaniem 0 = F(z,y,2) := 22 + 2+ 228124 —(z4y)? zalesnosé F(z,y, z(z,y)) = 0 prowadzi do wzoréw
=0 r =2 = -2
Fl 4+ Fl2l =0 0=F) =28 472 — 2 LY L
Fz,in,jf_O};zatemz'(r,y):0 & { , 742 (@ +v) }<:> 4—22=0; & 0=2>4+82-9=
y Ty = 0=Fy=-2(x+y), 0=F(z,y,2) F=o0 =(z-1)(z2+2+9)
r=-=2, y=2
lub 0=12%—62—9= %, sa wiec 2 p. krytyczne: ‘ 2(2,-2)=1 ‘ ‘ -2,2)=3 ‘ W obu warunek lok. rozwiklywalnodci jest
=(z—3)(2? + 32+ 3)
ZII ZII 1 F/I FI/
speliony: F}(2,—-2,1) = 11 # 0, F}(-2,2,3) = 21 # 0. Druga pochodna: [z“(r,y)] = [ng,xzf,y] = -7 [F'” F'” ], wiec mamy:
yzPyy z
[2“(2, —2)] = 41—4 []85 :] > 0 (minimum lokalne) oraz [z“(—?, 2)] = 81—4 [_;'3 Z] — forma nieokreslona (p. siodlowy).

Znale#é punkty krytyczne funkeji (z,y) — z(z, y) opisanej niejawnie réwnaniem 623 —7(23 —32)z+ (22 +y)? = 20;

1" "
zbadaé jeden z punktdéw krytycznych, znajdujac [ (2, y) ] = [ oo ]
Zyz Fyy
— ! — _« _ _ r=1, y= -2 r=-1,y=2
{8:?,:2(221;?_ )1)Z+4“+y} {“'”’ v 0},czyli 0=62% 4142 — 20 = , albo 0=62% =142 — 20 = p:
T~y T Ty = (z — 1)(622 + 62 + 20) = (z — 2)(622 + 122 + 10)
skoro A < 0, to sa tylko dwa p. krytyczne: z(1,—2) = 1 i 2(—1,2) = 2. Druga pochodna: !, = 8 — 422z, FI” = 4, F”y = 2 oraz
-1727 . 46 2 X FiL
F! = 1822 — 7(2® — 3z); stad, [z”(],—?)] = —% [ 9 1] (siodto), [z”(—],?)] = —21—9 [ 9 1] < 0 (lok.maks.), bo z”(p) = - FZ’J
Znalezé punkty krytyczne funkcji (z,y) — z(z,y) opisanej niejawnie réwnaniem 32 — 7z cos(z + y) + x%(fl =0
" 1"
zbadaé jeden 7z punktéw krytycznych, znajdujac [ 2"(x,y) ] = [ geTwy ]
z z
yz  “yy
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16.
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18.

20(1—z2 . r=1, y+1=2knr z=-1, y—1=2knr
{0 = Fy = Tzsin(z +y) + <m(2+1)2)} o {i“i(r'j_y)oz 0}, czyli 0 :y323 —7z4+10=p lub 0= 32% —7z-10= % lub
0=F, = Tzsin(z + y) = =(242)(322 — 62+ 5) = (z—2)(322 + 62+ 5)
z=1, y+1=(2k+ 1)r z=-1, y—1=(2k+1)r
0=3224+72410=, lub 0=322472-10= 3; skoro A < 0, to sa 4 wartosci krytyczne: z(1,2kr — 1) = =2,

= (24 1)(322 — 32 + 10) (z —1)(322 4+ 32 + 10)

2(—1,2kr+1) =2, 2(1,2kr + 7 — 1) = —1, 2(—1, 2kn + 7 + 1) = 1. Druga pochodna: F}, = 7z cos(z + y) + %l = Tez — 10z,

"

Fély = Tzcos(z + y) = Tez, Fély = Tzcos(x + y) = Tez, FL = 922 — Tcos(z + y) = 922 — T¢; zatem ze wzoru 223 (p) = — = dostajemy

8
a-n] =& [R1] 50 (e == [21] <o [ -] == [P [emen] = 5 [7]]

Wyznaczyé i zbadaé punkty krytyczne funkeji R? 3 (z,y) — 2(z,y) € R, okreslonej niejawnie réwnaniem
0=F(z,y,2) =22+ )% = 3(2? —y?)? + 2 - L.

0 =F! = 6xz?(zz—1),0 = Fé = 6yz2(yz + 1), zaé F = 0 daje z # 0, wigc mamy 4 mozliwoéci: =0/ wtedy z = 0;

7WtedyO:F:2—3—}—2—1,Wi(§cz:2,1‘: %;,WtedyO:F:—2+3+Z—1,WiQC

z = 0, sprzecznoéé; , wtedy 0 = F = 2(1-1)—-3(1—1)4+ 2z —1, wiec z = 1,z = 1,y = —1. Zauwazmy ze

F" fald _
F! =6(z® +4%)22 — 6(x? — )2+ 1 jest = 1 w kazdym 7z tych 3 punktéw, zas [ e, Fz”y ] =622 [ QIZO ! 2y20+ 1 ] jest w
uy
1 0 1 0 e o 1 0 1 0 “1 0
tych punktach réwne [ ] [ 0 1 ] s [ 0 -1 ] , wiec z''(p) jest kolejno réwne 6 [ 0 -1 ], —24 [ 0 1 ] ,6 [ 0 1 ]

Odpowiedz. z(0,0) =1 (swdlo)7 z(;,O) = 2 (max.), z(1,—1) = 1 (siodlo).

Uktad wspétrzednych na obszarze D C R™: Jest to dyfeomorfizm @ = (y!',...,y") : D — R"; z definicji

aa—yl, cee (,f;—n sa to takie pola wektorowe na D, ktére (w kazdym punkcie € D) tworza baze sprzezona wzgledm

form liniowych dy!,... dy". Jawny wzér: 6%]— () = fj’(@(w)) | gdzie f := f o ® ! jest wyrazeniem funkcji

| w nowych wspotrzednych, bowiem mamy tozsamos$é f(z1,...,z,) = f(®) = f(yl( ), : ..,y"( )) Faktycznie

mamy <dy , ay]> = 6;:, gdyz dla f = ¢ funkcja f ma postaé y — y'. Inny wazny wzér: T Z 5o7 ay

spélrzqdnymi kartezjanskimi,
2

ocos g, gdzie (z,y) sa w
9 du 9 T Y
oz

1=0, za$ 9w 0s = 05 COSP = 6:0 T = REREES

Sofizmat. Okreélmy u : R? — R wzorem u(z,y) ==z =
a (0, ¢) — biegunowymi na plaszczyznie. Wtedy g_ga_u = g—

oz

Symbol ‘g—m’ odpowiada tu (i w calym tym akapicie!) wspélrzednym kartezjariskim (tzn. ‘mierzy’ zmienno$¢ funkcji na prostych
y = const), zas symbol ‘g—g’ — wspélrzednym biegunowym (tzn. okresla zmienno$é funkcji na péiprostych % = const). Rézniczkowania

pochodzace z dwéch réznych ukl. wspdétrzednych nie musza komutowaé! W naszym przykltadzie: Rézniczkowanie g—g ma we wsp.

s 0 _ 9z 9 8y 8 . 8 _z8 yo . ) . e .
kartezjanskich postaé 50 = 6001 + Pooy = COSLpa + sineg. = 0z + 2 oy Wiec dla dowolnej funkcji v = u(z,y) mamy:
8 du _ 8 du _ 8 [z, g/]_[ga_ gi]/_ﬁ _zy Y gu_[g// yu]_ﬁf_ﬂ/
9z 9p Bgam_az[gu-r-i—guy 96$+98y u-T_Q3u o° u + u-T-T+Qu-Ty Qu$$+g zy _Q3u$ Qauy~
Wynik powyzszego rachunku mozna wyrazi¢ wzorem na komutator rézniczkowan g—m ) g—g:
[5_5_]:5_5__5_5_:3_ —=z 2 L9 (__y¥ a_zﬁa__ﬂa_:_i<y + o2 ):_LB_
8z 8o 9z 9p 8o Oz Sz \/W oz Bz \/T:ﬁ Sy 3 8 o> 9y o Sz Sy o° 9¢”
Cwiczenie. ZnaleZé wszystkie funkcje u = u(z,y), spelniajace warunek 69 g; = 86_12_2 Wzdér na komutator pokazuje, ze sa to
funkcje zerowane przez g—(p, czyli postaci u = f(o) = f(1/x? + y?). Bezposrednie sprawdzenie: 69 axf( )= [f'(g)%] = f”(g)f7
m_a 3 _ 8 o 7] ¢ _ ¢u T )
gdyz 2 =3 COS(p—O z kolei %a—gf(g)_af (e) =F" )z = f"(e )—, zgadza sie!

Niech D := {(z,y) : y > 0}, D= {(z,p) : p > |z|}. Sprawdzié, ze odwzorowanie x : D — D, k(z,y) = (z,0) =
(:E, NLEEE y2>, jest dyfeomorfizmem, a wiec para wielkosci (z, ¢) stanowi uktad wspdlrzednych w obszarze D.

Wyrazi¢ w tych wspdétrzednych, a nastepnie rozwigzaé réwnanie: (a) y2u’x’y — myugy + :L*u; =0;
2 2
(b) yul, + (a\/:vZ +y? — CE) uy, = 0 dla a = const; (c) y*ully — 2xyul), + x*uy, = %u;
Dlay > 0 mamy g = /22 +y2 > |¢| oraz g = /22 + 92 <= y = \/0? — 2, wiec k : D — D ma odwrotnoéé k= (z, ) =
> 2 . . .. ) . 2 A(z,0) _ 1 0 _ 4 _ oy
(I., \/x?—y ), a wiec jest bijektywne. Jest dyfeomorfizmem, gdyz « € C°°(D,R?) oraz Nay) = ‘ o Q; =0y =5 > 0,
co implikuje gladko$é k~1 (zreszta gladkosé latwiej widaé wprost z jawnego wzoru na x—1).
ul — T/ + :L‘Ul
(a) Rézniczkujac wzgledem z i y relacje u(z,y) = U (L \/ x? + y2) dostajemy zaleznoéci u’m . yU' ; z nich z kolei
¥ e
2 2
ug, = Uy + 25U + Z—2Ué’g + Z—SU;
Uy = %U;IQ + Z—ZUQ’Q - Z—gUé . Wstawiajac to do réwnania (a) dostajemy 0 = U;'Q, czyli , rozwiazaniem
2 2
/I — y_U// a:_UI
Yyy = 7 ee + Se

tego réwnania jest U(z, 0) = a(z) + 8(e), a zatem rozwiazaniem ogdlnym (a) jest u(z,y) = o(z) + 8 (\ /z? + y2).
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21.

22.

23.

(b) Wstawiajac uzyskane w (a) zaleznosci dostajemy 0 = y (Um + %Ué) +(ag—=x)
czyli UL + aUé =0.Stad Vpe R : %U(z,p +az)=...=0, wiecc U(z,p + az)

U, =yU, +U, [% + %(ag - a:)] =y (U; + aU‘;)7
: F(p) (nie zalezy od p) oraz U(x,¢) = F(e — az).

Wobec tego rozwiazaniem ogélnym (b) jest u(z,y) = F (\ a2 4 2 — az). (c) Korzystajac z powyzszych wzoréw

dostajemy réwnanie U, = 0, wiec U(z, ¢) = a(o)z + B(0). Stad wynika  Odpowied?. u(z,y) = z o (\ /x? + y2) + 8 (1 /x? + y2).

Y
e

Rozwiazaé réwnanie ygx — :L‘gz =(y—z)z|w D = {(m, Y, z) 1z, Y,z > 0}7 wprowadzajac nowe wspéirzedne

u==z?+9y% v=Ilog %, w =z + y — log z | na obszarze D i traktujac w jako nowa zmienng zalezna: w = w(u,v).

1
L= %2% czyli
b
1—22

= (y — )z, czyli w), = 0. Rozwiazaniem

2wl
2ywy, +

1
Rézniczkujac wzgledem z,y tozsamosé w(z2 + %, logy — logz) = = + y — logz otrzymujemy { i
Y

{

jest w = h(u), czylilogz = z + y — h(z? + y2), tzn.

z

1 2o, + gl . Wst to d dost ) 20!
1— 2w, — iw' stawiajac to do réwnania dostajemy (y — =)z + ( + g)zwv

z y W

[
(SRR B
Il

z = eV (22 + y?) ‘, gdzie F' € C1(]0, oo[) jest dowolna.

. Wyrazié réwnanie 2/, —2z;, +z,, = 0 we wspétrzednych u = x+y, v = £, w = Z obszaru D = {(z,y,2) : > 0},

traktujac w jako zmienna zaleznq, tzn. w = w(u,v). Znalezé rozwiazanie ogdlne tego réwnania.

2, = w(*) + wwy (%) — %u};(*)}7 gdzie (x) =

Rézniczkujac tozsamosé | z(x,y) = sw(z + v, %) ‘ dostajemy zaleznoéci {z' = o, () + 10!, (%) = (z+ vy, %)
y — u v

2
"o ' " Y, " PRip’]
Zrx = 2wu + LWy — 2$wuv + 3 Wy

x 2 2 1
Stad § wll, = wl + owll, + (1 - Lyl - Gl - Stad o, — 220, + 2, = (G ok e L) wy = SRy o OBy

uv

2 .T’LU” + 2w’ + 1 ’LU”
yy - uv
1+_v Ostatecznie ww =0, czyli w(u,v) = a(u)v+b(u). Stad z(z, y) = ya(u)+zb(u) = zb(z+y) +ya(z+y), gdzie a( - ),b(-)

sa ‘dowolnymi’ funkcjami.

gdyz x =

Okreélmy funkcje u, v, w : R® — R wzorami u = z+y+2z, v = 2yz, w = 2° i zatézmy, ze D C R? jest obszarem, na

ktorym funkcje (u v w) tworza uktad wspdirzednych. Traktujqc w jako nowg zmienng zalezng, tzn. w = w(u v),
wyrazi¢ we wspolrzqdnych u, v, w, a nastepnie rozwiaza¢ réwnanie

0z 0z vy (0z 0z _
(3" —U( E y@)*?(a—x—@)—“y'
wi (14 z5) + wl (yz + zyzl) = 3222;}.

Rézniczkujemy wzgledm z,y tozsamoscw(z-{—y-{—z(z‘,y),xyz(z‘, y)) = [2(z,y)]°. Dostajemy {w{t(l N z;) +wl (o2 + zyz;) _ 3222;

= & (wl + 2l

= 7 (wl, + 2z

z

stad

}, gdzie M = 322 — w!, — zyw! . Po wstawieniu tych wyrazeri do réwnania otrzymujemy:

N
@R~

(322 =) [z(wl, + yzwh ) —y(w!, + zzwl) ]+ zy(y — z)w!, = (z—y)(322 —w!, —zyw)); po uproszczeniu (322 —1)(z —y)w!, +zy(y—z)w!, =
z —y)(3z° —w, —zyw,), (327)w,, = 3z°, czyli w;, = 1. Rozwiazaniem jest w(u,v) = u+ ¢(v). powtedz. 2° =z +y+ z+ ¢(xyz).
2 ] 1 2y, 2 i w!, R . . . od eds. 53

W obszarze D = {(CL‘, Y, z) [l‘ >0 lub y # 0], z > 0} C R? wprowadzmy nowe wspétrzedne (u, v, w) wzorami

xr = uev cosv, y=ue¥sinv, z =¥
u>0 —-7T<v<n7

}. Traktujac w jako w(u, v) wyrazi¢ w tych wspdlrzednych, a nastepnie

rozwiazaé réwnanie | (2% — y?)z! + 2zyz, = xz |, znajdujac rozwiazanie ogdlne w postaci niejawnej F'(z,y, z) = 0.

Wypisujemy najpierw zalezno$é miedzy w( -, -) i z( -, -); jej rézniczkowanie wzgl. 2 niezal. zmiennych daje relacje 2}, = ..., z

7
y =
w=(2,C+ 2;5)(1 + uw), )e? }

Sposéb 1: Réiniczkujemy‘ e" = z (ue™ cosv, ue® sinv) ‘, gdzie w = w(u,v): {Z, ew = (240 + 2 S)uwle® + (=2, 5 + 2,C)ue

— 1
{ZIEC—}'Z;S_ u(1+uw;)uw; } {u(l—l—uw&)z =uw! C —wlS
L !

7
xT
— 1 o I 1
_2;54—2;0_ mw; u(l—l—uwu)zy = ww, S+ w,C

} mnozymy to przez G2 — S2, 2C'S i wstawiamy to do réwnania;

dostajemy uw!, C + Sw) = C(1 + uwl,), czyli w!, = £ = ctgv.
2! (l—}—iw ) :w’i—w £
» . _ 1 ) ) y . _ gy . . z \ z 22w uzg UQ2 .
Sposéb 2: |logz = w(Z\/x +y ,arctgx) , gdzie z = z(z,y); rézniczkujac to dostajemy ly (% + %w;) wuzg ol ;
z o°
wstawmy to do réwnania: 0 = (z? — y2)(wuz—g —wl 52) + 2zy<wgzig + wh ;—2) —zz (% + Z%w; = yw! — z, czyli w), = ctgv.
Odpowied?. g—v<w - log|sinv|) =0, czylie¥ = f(u)sinv, tzn. z = f( : 2Z+y )m, gdzie f(-) € C1(R) — dowolna.

W obszarze D = {(J:, Y, z) [l‘ >0 lub y # 0], z > 0} C R? wprowadzmy nowe wspétrzedne (u, v, w) wzorami

{ T uweosy, Y =uwsiny, 2=l Traktujac w jako w(u,v) wyrazi¢é w tych wspétrzednych, a nastepnie

u>0 w>0, —a<v<7m

- s . 2 2 . _ . - . , . .. B . _
rozwigza¢ réwnanie | (22 — y*)z; + 2zyz, = zz | podajac rozwiazanie ogdlne w postaci niejawnej F'(z,y,z) = 0.

wy, = (25 cosv + 2z, sinv)(w + wwy,) }

Rézniczkowanie tozsam. ‘w(u,u) = z(uww, v) cos v, uw(y, v) sinv) ‘ daje { h

v = (25 cosv + zy sinv)uw,, + (=2} sinv + zj, cos v)uw
. uw, COs v—w, sin v
2l cosv + 2! sinv = —2——w), 2zl = %
. Y u(w+uwy ) u(w+uw
czyli 1 / ; stad

. ¥ . Wstawiajac to do réwnania po uproszczeniu do-
—Z; Slnu-{—z; cosv = :} o = uw sin v4w) cos v Ja P 1%

u(wtuwl) y u(w-l-uw )
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S| = 0. Zatem w = f(u)sinv.

1
. e _ w _ Cosw _ 9 1
stajemy | wy, sinv = wcosw |, tzn. —* = 225 tzn. 0= (log |w| = log | 51nv|) log
Y

</ k
Odpowieds. z = Vaoity? —2L__ gdzie f(.) jest ‘dowolna’ funkcja. |Dla f(u) = uk 1 dostajemy z = /22 + 32 y
= /—12+y2 g a a 242

+y
A . . % 2sin % cos % sin ¢ v v ™
Inny spos6b. Wyrazmy nowe wspélrzedne przez stare: Skoro tg 5 = 2007 € = Theorg! to tg5 = yo + =, ponadto |3 | < 7,
_ e 2zl = w, L =+ wh =2 —w!, &2l
=
wiec — S arcte U (- Stad tozsamosé z(z,y) = w (TQ), 2arctg %) .7 ktérej dostajemy <, N 9 e
v =2arctg ~— (z,y 4 zy = uzg-|-w +wu—zz

L) = Zz Y
2, (1 + 22 wu) wu zg Wy 92

/
x
. . ’ . . . . ‘7 2 2 .
, o e wstawiamy to do réwnania, mnozac pierwsza zalezno$é przez r* — y*, a druga przez 2zvy;
z, 11+ —2w = w! + w
y u zg v 92

]

/I(Z+y)+ /y(ﬂf+y):

o .1 . . ’ . [ CON R _ sinw
(1 + z_Ew“) rz; skraca sie tu wy;,, pozostaje w,y = zz, czyli w; = Zw = 212

€T
dostajemy w Y P

. W obszarze D = {(z,y,2) : [x > 0 lub y £ 0], z > 0} C R® wprowad?my nowe wspétrzedne (u, v, w) wzorami

= ue¥ cosv, y = ue¥sinv, z =w"' . . , ., , .
{ Y ’ . Traktujac w jako w(u,v) wyrazi¢ w tych wspdtrzednych, a nastepnie

u>0, w>0, - r<v<m

rozwiazaé réwnanie | (z? — y?)z), + 2zyz, + zz? = 0|, podajac rozwiazanie w postaci niejawnej F(z,y,z) = 0.

Wypisujemy najpierw zalesnoéé miedzy w( -, -) i z( -, - ); rézniczkujac ja wzgl. 2 niezal. zmiennych dost. relacje z, = ..., z; = ...
’ —2 ’ ’ ’ w
. T 1 _ w w s . _ L JrwwT = (ZZC+ZyS)(1+uwu)e
Sposéb 1: Rézniczk. ‘ w™! = z (ue” cos v, ue™ sinv) ‘, gdzie w = w(u,v): {_wéw_Q = (4C + 2 Syuwl e 4 (=2,8 + 2, C)ue
/ oo e~ ™ / r_ e~ ™ _
2,C 4 2,8 = uw2(1+uw;)muu z, = —— T )(uw C —wiS) o e o ] . e
' g Lo o , (0 , o ( 54 ’C) ; wstawiajac do réwnania dostajemy w, = Z = ctgv.
—ZS+ Py~ =T uwg(l-}-uw;)w” Fy =7 uw2(1+uwﬁt) Uy Wy
Spossb 2:| ==t = w (=1 /a7 4 47, arcts L) | sdvie 2 = 2(a,); mamy stad | * (14 owhe™) w? = —ulze™ ™ + wyp~?
poséb 2:|z7" =w (e zy/x y?,arctg = gdzie z = z(z, y); mamy sta _ o L
’ z ] ’ z;(1+gw;e w)wzz—w;yg 16“’—111,,/11‘@2
mnozac przez x2 — y? i 22y wstawiamy do réwnania , wtedy w!, sie¢ skraca, pozostaje 0 = w?, Q_Q[y(x2 - y2) —z2zy]+r=—yw, +x.

Odpowied?: w! = ctgv, czyli g—v(u} - log|sinv|) = 0; zatem e” = f(u)sinv, czyli et = j‘(e_%\/az2 + y2) \/%
24y

[é]

. Rozwiazaé réwnanie | (cy — bz)g—; + (az — c:r)ﬁ = bz —ay|, przy ustalonych a,b,c € R, (a,b,c) # (0,0,0),

wyrazajac je w nowych wspétrzednych |u = az + by + ¢z, v = 2y, w = 2% + y?> + 22 ‘, oraz traktujac w jako nowa

zmienna zalezna: w = w(u,v).

Rézniczkujac wzgl. z,y tozsamosé

2 +y? + 22 = w(azr + by + cz, zy) ‘, gdzie z := z(z,y), dostajemy {21+2“ p=(otezy)uy tyw, },

2y42zz! —(b+cz’ )wu-}-zw

stad {(2z—cw;)z;=aw;+yw; —2z

(2z—cwy)zy=buw; +zw;, —2y

}, wiec rozwazane réwnanie przyjmuje postaé 0 = (2z — cwy,) [(cy —b2)zy, + (az — cx)z, — bz + ay]
= (cy—bz)(aw!, +yw! —2x)+ (az—cz)(bw!, + zw! —2y) — (22— cw!, ) (bx — ay) = (azz —byz — cx? + cy? )w! . Gdyby w! # 0 w pewnym
punkcie (z,y), wtedy (z ciaglosci) w! # 0 na pewnym zbiorze otwartym O C R2; stad na O byloby azz — byz — ca? + cy? = 0, wiec
2 C(.’l‘z—yE)
ar—by
w(u,v) = f(u) jest funkcja jedynie u. Odpowieds. 2 + y? + 22 = f(ax + by + ¢c2), f € C1(R) — niejawna postaé funkcji z( -, - ).

a? +b2 £0iz= L G ) RN \ {az = by}, co daje sprzecznoié, gdyz z = nie spelnia réwnania. Zatem w! = 0, tzn.

ar—by

. . P B¢ D D L y , y
Wiedzac, ze zaleznosci { z(l; yZ)(i, ) } oraz { x(:iz))((ey’lz) } opisuja ten sam podzbiér przestrzeni R, znalesé

réwnanie na funkcje X (y, z), réwnowazne réwnaniu (Zé)QZ;'Z — 2%,y Ay + (Z;)ZZZ’/’y =0.

! !
Sposéb 1. Tozsamoéé | z = Z(X (y, z), y) | rézniczkujemy dwukrotnie wzgl. y, 2: {(1) _ g, Eigﬁ?{ + Zy(*)}, gdzie (x) = (X (y,2),v),
- z

0= ZU (XU + 220 X) 4 2+ ZLXY, =0\ (g [ K= 0 (2R - 272,727+ 720
O:Z%}MXH;)(QZ-I-Z;EH)/(/H-I-ZEXyZ X;:(Zé)_l }, X;' =(Z,)~ [Z;IEZ;—Z” Z/]

Widaé stad natychmiast, ze lewa strona rozwazanego réwnania jest réwna _(Z;)SX;lyv a wigc otrzymaujemy réwnanie X/ = 0.

v 1
Sposéb 2. Tozsamoéé | z = X (y, Z(z,y)) | rézniczkujemy dwukrotnie wzgl. z,y: {(1) ; )A%Ej:;ggf n X'(*)}’ gdzie (x) = (y, Z(z,y)),
z y y

0= X1Z" + X! (71 Zyy = —(X1)7° XY,

Z/ Z( ) 1 " 1\—3 " ! " 1
_ vl e " orz1 71 — _ _
0: ;72" +§” A 2}’)'(Z'Z ZX” Z'V2 =0 7 ZI = ( ) i Zfly _ (Xf)—s [XZ/I/ZXZ/ 2XZZXZII/] IR " 12
=Xz + + + XU (Z)? = Zl, = —(X%) [ny(Xz) —2X/LXLX) + XU(X)) ]

Po wstawieniu tego do réwnania dostajemy —(X;)_SX;’y =0, czyli lelly =0.

Odpowiedz. X?:'y =0
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Niech w := (yzdz + zdy) Adz, S = {(z,y,2): 22 + y? = (1 — 2)?, 0 < z < 1} oraz niech ¢ bedzie orientacja
zewnetrzna stozka S. Obliczyé f(S 0 dwoma sposobami: (a) korzystajac z twierdzenia Stokesa; (b) bezpoérednio.
(a) Brzeg V := {22 + 42 < (1= 2)%2, 0 € 2 € 1} skladasiez S i D = {z = 0, 22 + ¢2 < 1}, przy czym f(D Y= 0, gdyz dz
znika na wektorach st};cznych do D. StQ(ljl 7 twierdzenia Stokesa f(S,L) w = f(aV,L) w = f(v7+) dw = f(V,+)(1 — z)de Ady Adz =
fv(l - 2)drdydz = fo (1= 2)|Vz|dz = fo (1-2)n(1 - z)2dz = f.

(b) Parametryzacja (¢, z) := ((1 — z)cosp, (1 — z)sin Lp,z) jest zgodna z orientacja ¢, gdyz det[s, pr, Kll=...=(1-2)>0,zaé
wektor 3 jest skierowany na zewnatrz stozka; przy tym x*w = (1 — z)2 [z sin ¢ d cos ¢ + cos ¢ d sin (p] ANdz =

= (1 - 2)%(cos? ¢ — zsin? @)dy A dz, wiec -IES,L) w= fol(l —z)? |:'I.02ﬂ-(COS2 ¢ — zsin? w)dw] dz = fol (1—2)2(r — m2)dz = %~

. Obliczyé¢ I = / (—yda + xzdy) A dz dwoma sposobami: (a) stosujac twierdzenie Stokesa, (b) bezpodrednio,

(5,4)
jedli S = {(z,y,2): 2> +y*+ 22 =1, z > 0}, a ¢ jest orientacja zewnetrzna S (wzgl. standard. orientacji kuli).

(a) Brzeg B := {2 +y% 422 {1, z > 0} skladasiez Si D = {#24+y? < 1, z = 0}, przy czym w na D znika (bo dz = 0 na D); zatem z
1 1 i
tw. Stokesa I = IB dw = fB(1+z)dx dydz = fo (142)|Bz|dz = fo (1+2)m(1—22)dz = rfo (1+2—22=2%)dz = r(1+1-1-1)= L.

(b) k(8,¢) := [sinf cosp, sinfsingp, cosb]T jest parametryzacja S zgodna z orientacja ¢, gdyz det [3, K, nfp] = sinfcosf > 0. Stad,

skoro x*w = sin® A(sin? ¢ + cos f cos? ¢)df A dp, mamy I = fo% sin® 6 |:f02ﬂ-(sin2 © + cos 8 cos? ap)dap] df == fo% sin® (1 4 cos 6)dg =

-

:rfog((l—cos2€)sin6’+sin36cos€)d€:ﬁ[—c056+ %cos36+ %sin4 6]03 =1,

—-
I8}
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. Obliczyé pole obszaru K C R?: (a) ograniczonego cykloida (z,y) = (t —sint, 1 —cost), t € [0, 2], i prosta y = 0;

(b) ograniczonego krzywa (z,y) = (sin2p,sin3p), 0 < ¢ < m; (¢) K = {(z,y) : (z? + v*)* < a(2® — 3zy?)};
(d) K ={(z,y) : az? —bzy + cy* <0; z,y > 0}; (e) K = {(z,y) : az® — bz?y + cy* <0; z,y >0} (a,b,c>0).

. Obliczyé catki: ( fL ( 1 —cosy)de — (y —sin1)dy) gdzie L jest brzegiem obszaru {0 < y < sinz, 0 <7l
fL Adl _]esh A= xz[6z — 3zy,22,32], a L jest brzegiem pow1erzchn1 S = {z = :m, 2 442 y > 1}
zorlentowanym “do géry”; (c) fS Ada), jedli A = [’# {—y— + 45 =1, 27+ y* + 22 z > 0}

(22 +y* +22)3
orazO<a<b<csqzadane d) [4(Ad7), jeéhA_[mz,xy,yz],aS:E){ngng-l-y 1my>0};

(e) fS A da), jesli A= z[e siny, e” cos y, ﬁ] a S = 51 US, sktada si¢ z dwoch pélsfer, zawartych w brzegu
bryly {1 <224+ y? + 22 <4,y >0}. W punktach (a), (c), (d) i (¢) przyjmujemy orientacje zewnetrzna brzegu.
cdyAdz+y dzAdoc+z doAdy
(1}2+y2+22)3/2 .
Dowiesé, ze przy stosowne] orientacji S wartosé % fs w jest objetodcia bryty [0,1]S := {rF:r € [0,1],7 € S} C R?.

Niech S C R? bedzie powierschnia zawarty w sferze {(z,y,2) 12> +y> + 22 =1}, aw :=

. 2 . , e . _
(a) Niech O := R”\ {0}; wykazé, zejedli 8 € QY(O), df =0 oraz fxf+x§:1
(b) Niech O := R?\ Res; wykazaé, e jesli 6 € Q'(0g), dd =01 [

24 02— —
zitrs=1,r5=0

6 =0, to @ jest forma zupelna.
# =0, to 8 jest forma zupelna.
Niech S :={z € R® : ||z|| = 1} C O := R*\ 0. Dowies¢, ze jedli w € Q*(0), dw =01 fSw =0, to w jest zupelna.
Wskazowka. Wykorzystaé Sciagalnodé zbioréw Q4 = R3 \ (R_)es, O_ = R\ (R4 )e3 oraz wynik zadania 4(b).

Dowieéé, ze: (a) obszar O := R> \ Res nie jest $ciagalny; (b) istnieje odwzorowanie gtadkie ¢ : [0,1] x O — O,
takie 7e ¢1 = ido oraz ¢o(Q) jest krzywa; (c) dla k € {2,3} kazda zamknigta k-forma w € Q*(Q) jest zupehna.

Korzystajac z poprzednich zadaii wykazaé, 7e przestrzenie kohomologii H'(R”\ 0), H'(R?\ Res) i H*(R”\ 0)
sa l-wymiarowe, natomiast H2(R>\ Res) i H}(R”\ Res) — zerowe.

Niech @ := R"\ 0 oraz w := > ., (=1)" "'z, dzs A . dm, Adz, € Q"71(0). (a) Wyprowadzié tozsamosé

w = ] d(“) A d(i—'l’) (b) Dowiesé, ze d(f -w) = 0 < (f jest dodatnio jednorodna stopnia —n).
(c) Znalez¢ forme pierwotna dla f-w na Ot :={z € R" : 21 > 0}, jedli f(z)= :rl_”g(z—f, ce “T’—'l‘) dlaz e OT.

Obliczyé 6 := fol (21 ¢*w) dt, sprawdzié ze df = w, jezeli w := z73(xdy A dz + ydz Adz + zdz A dy) € QX(O),
O = {(z,y,2) : z > 0} oraz ¢ : [0,1] x O — O dane jest wzorem: (a) ¢(t,z,y,2) = (tz,ty, 1 — ¢ + tz);
(b) é(t,z,y,2) := (tz, ty, 2"). (patrz zadanie 21. z poprzedniej serii)

a) Niec = - ; podaé przyktad formy 6 € zamknietej, niezupelnej 1 symetryczne
(a) Niech O := R\ {(=1,0),(1,0)}; poda¢ przyktad formy ¢ € Q'(Q) zamknietej, niezupetnej i symetrycznej
(tzn. S*8 = 0) wzgledem odbicia S(z, z) := (—z, z). (b) Niech @ := R\ C, gdzie C := {(z,9,0) : 2> + y*> = 1};
podaé przyktad zamknietej, lecz niezupetnej formy fe 91(0)

Niech n > 2, O :=R"\ {0}, w := W(mldm/\. ..Adzy+cycl) = W Yoy mk%J dziA...Ndz, € Q"1(0).
DOW1esc, ze: (a) (0 € Q"71(O) jest obrotowo niezmiennicza: VF € End(R"): FIF =1,det F = 1= F*o = o)
< (0 ma postat ¢ = f(||z|))w, f € Q°(Ry)). (b) Jedli o = f(||z|)w, f € Q°(Ry), to (o jest niezmiennicza
wzgledem wszystkich jednoktadnoéci J. : O — O, J.(z) :=c-z, ¢ > 0) < [ =const <— (ajest zamkni@ta).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na @ := R\ {0}, tzn. R( ) := &. Sprawdzi¢, ze jeéli pole wektorowe
A na O jest dodatnio jednorodne stopnia a € R, tzn. /T(t z) = tO‘/Y(' z) dla z € O oraz t > 0, to zachodza wzory:
(e + 1)A = grad(A|R) + (rotA) x R, (a+ Z)A rot(A x R) + (divA)R.

W konsekwencji Amana© potencjat skalarny (wektorowy), jesli rotA=01a # —1 (jeshi divA=0ia # —2).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na O := R\ {0}, tzn. R(z) = z. Dowieéé, ze jedli w € QF(0)
spelnia warunek w(tz) = t*w(z) dla 2 € O, t > 0, tzn. wspdlezynniki w sa funkcjami dodatnio jednorodnymi

stopnia «, to ‘ (a4 k)w =d(RJw)+ R_1ldw ‘ Sprawdzié, ze stanowi to uogdlnienie wyniku poprzedniego zadania.

Stosujac tw. Stokesa dowiedé, ze jeSli u i v sa funkcjami gladkimi na otoczeniu zwartego obszaru K C R?,
to zachodzg nastepujace tozsamosci Greena: [ (uAv + (Vv|Vu))dm dy = faK“ Lds = [, u (azdy — & dm)
fK (uAv — vAu)de dy = faK( s van)ds fKAu drdy = faK ands Wyijaénié sens tradycyjnego symbolu 2%

an

Wyprowadzm wzory: [, ( Adl = [, ( A|t ds1, [o Adcr fs(fﬂn)ds’gJ wyrazajace calki z form rézniczkowych w
R? po krzywych (dim I = 1) i powierzchniach (dim .S = 2) przez catki krzywoliniowe i powierzchniowe; ¢ oznacza
pole wersoréw stycznych na L, a n — pole wersoréw normalnych na S; orientacje L i S okreslone sg przez t i n.
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1 2 2 2
Obliczy¢ caltki / fdss i / ?dSQ, jesli S jest stozkiem {(z,y, z) : $—2 +4 = 22, z€(0,c]},a f = VaE+5+22
s s

Niech @ C R*\ 0 (otwarty), f € Q°(O); oznacamy fhi= a%%’ r: R = R, r(z) := ||z|. Dowieéé, ze: (a) Jedli
f znika na brzegu zwartego obszaru K C O, to [, r‘3(a:1f7’1 + z2f + mgﬁ’S)dsx = 0; (b) Jesli f znika na
brzegu zwartej powierzchni S C @, a m : S — R? jest polem jednostkowych wektoréw normalnych na S, to
1|/ r1 N1
/— fo 9 n-9 d82 = O
S

r
fls ®3 m3

. (a) |K| =3m; (b) K| = ?2, (c) |K| = %aQ (parametryzowaé katem ¢); (d) %a_sb‘:’c_Q; (e) |K| = ﬁa_5b70_2.
. Zastosowaé twierdzenie Stokesa. Odp. (a) I = —%(e"" —1); (b) %; (c) 27 (1 -3 iz:zz ; (d) &3 (e) %ﬂ'.

r2dr Aw = dz Ady A dz, wigc sprowadzajac catke wielokrotna do catki iterowanej mamy |[0,1]S| = f[o s r2dr Aw = fol r2dr - fS w.

. (a) Sciagalnodé zbioréw O4 = O \ (Ry)ez2 daje f+ € Q°(O4) : 6 = df+ na O4; réenica f := f} — f_ jest stala na obu spdjnych

sktadowych O4 N O_, tzn. na pdlplaszczyznach {z1 > 0} i {z1 < 0}. Dzielac v na dwa luki o koricach p = (1,0) i ¢ = (-1,0)
dostajemy 0 = f’yé’ = (f+(q) - f_|_(p)) + (f_(p) - f_(q)) = f(q) — f(p), wiec obie stale sa réwne: f1 = f_ + c. Stad fy ma
przedluzenie do gladkiej funkcji na O, ktdrej rézniczka jest 6. (b) Dowdd identyczny; jako O+ bierzemy dopelnienia stosownych

pélplaszczyzn w R2.

(éciqgalnoéé Oi) = 30+ € Q'(O4) : w = df4+ na O4. Niech St beda gérna i dolna pélsfera, zas v — okregiem ~(t) = (cost, sint,0),
stanowiacym wspdlny brzeg S4. 7 tw. Stokesa 0 = fS w = f5+ doy -I-fs_ di_ = f7 04 —f7 0_ = f7(6+ —0_); zarazem fy := 4 —f_
na Op := O4 N O_ jest zamknieta (bo df+ = w), wiec 3f € Q°(Og) : df = 64 — 6— na Oy (zadanie 4(b)). Przedstawmy f w postaci
f=f+—f-, f+£ €Q°(O4), np.biorac fy = h (”2—3”) - f, gdzie h € Q°(R) jest taka, ze h(t) = {(1): tt<>_1}é2 . Wtedy 6+ —df+ € Q1(O4)
oraz 4 —dfy = 60— — f— na Oy NO_, wigc 64 — df+ sklejaja si¢ do jednej gladkiej formy 6 na O = O U O_; jest jasne, ze dff = w.

c(a) ¢*w = (1 =t + t2)°[t2(zdy — ydo) A (tdz + (2 — 1)dt) + (1 — t + t2)(t2dx A dy + tzdt A dy + tyde A dt)], wiec & ¢*w =

1 - z
(1—r:-:z)3 (#dy =y dz); skoroJ, (1—r-ti-:z)3 =i (1u t1+)t/?z 1) ‘ (= ]1)2 f (u]_2 - ]_) du= 53, t0 0 = 73 (zdy - ydz).
(b) ¢*w = 272t (tlog z—1)dtA (y do—x dy)+z_2tt2da:‘/\dy+z_22 143 (z dy—y dr) Adz, wiec E—l P*w =z 2tt(tlog2— Yy dz—z dy);
1
skoro f;) 272t (tlogz —1)dt == ||“—“°gz =log™ Zfo &2 u(u—1)e 28 dy = —Elog 22 [u29_2“]00gz = % 2 tof = LYz dg;}’dr

(a) Np. 6 := %(w + S*w), gdzie w 1= %)ﬂ;ﬁﬂﬁ; niezupetnoéé § wynika stad, 7e fw 6 # 0, gdy ~ jest matym okregiem wokdét (1,0).

(b) Mozna wziac np. 6 := ¢*8, gdzie dp : O — O, é(z,y, 2) := (\/2? + 3?2, 2); wtedy oczywiscie df = ¢*(df) = 0, lecz @ nie jest zupelna
(bo # 0 jest catkaz 4 po okregu {(z=1)242% = 2, y = 0}). Warunek S*§ = 6 sprawia, ze 6 jest gladkana O, nie tylko poza osia 0z, na

2xzdx+(—xz+z2+1)dz 2z(z dzty dy)+(—a:2—y2+z2+l)dz Ql (@)
o474 Pttt a2 4y?) © :

ktdrej ¢ nie jest gladkie. W istocie tatwo policzyé, ze 6 = , a wiec 6=

Oznaczmy vol := dz1 A...Adzy; przedstawmy o € Q7! (O) w postaci o = 5 4 := A_lvol, gdzie A : O — R” jest polem wektorowym
na O. Skoro F*vol = det F - vol (z definicji wyznacznika), to | F*oco=detF -op+ 4 |dla F € End(R"), det F # 0, gdzie F*A

jest nowym polem wektorowym (“cofnigciem pola A przez F7), danym wzorem F*A = F~1 0 Ao F. Tak wiec o4 jest obrotowo

niezmiennicza <= pole A jest obrotowo niezmiennicze, tzn. F*A = A, tzn. VF : Fo A = Ao F. Ustalmy =z € O i wezmy vy := Ax;
mamy wtedy Fy = y dla wszystkich obrotéw F', takich ze Fz = z; wynika stad, ze prostopadla do = skladowa y jest =0 (gdyz O jest
jedynym obrotowo niezmienniczym wektorem w przestrzeni (z‘)l), wiec y||z. Zatem obrotowo niezmiennicze pole musi mieé¢ postaé
A(z) = h(z)z dla pewnej h € Q°(O); wtedy F* A = A oznacza VF(obrét) : h(Fz) = h(x), skad h(z) jest funkcja od ||z||, co daje (a).
Latwo sprawdzié, ze J*w = w, dw = 0 oraz dr A w = r1~"vol (gdzie r(z) := ||z||), skad natychmiast wynika (b).

Niech 6 := R_lw, tzn. 8(z) = z ] w(z) dla z € O; rézniczkujac te zalesmodé otrzymujemy ¢’ (z)v = x| (w’(z‘)'u) +vdw(z)dlav € R™;
stad df(z)(v1,...,vr) = Z ( 1) ( (m‘)vr> (v1, UAT,U;C) = Zl:zl [(w’(x)vr> (z,vl,...fr...,uk) + w(m)(ﬂr,ul,...ﬂ:...,uk)]
=k w(x)(v1,..,vr) + ZT_ (w (z)vr )(x V1, e Ureeey U3 ). 7 kolei biorac vg := & mamy: (R_ dw)()(v1, ..., vr) = dw(z)(vo, ..., vr) =

= Zf:o - ( (z‘)'ur) (V0 e Oreeey UR) = (w (x)x)('ul,...,'ur) + ZI:=1 (—])T(wl(x)uT) (#,v1,...0r...,vx ). Dodajac stronami te dwie

réwnodéci i korzystajqc 7 réwnania Eulera o’(z)z = o - w(z) (jednorodnosé stopnia ) dostajemy teze. (Symbol ~ oznacza pominiecie.)

— standardowe wspétrzedne na R™, 8; := oraz w;, .. i, = w(di,..., %, ) — wspllczynniki w. Wtedy

a .
=1 Ery k

(dw)igil.“i = OigWiy..ip + Zf=1(—1)rﬁgrw, ~ ., co wraz z réwnaniem FEulera Zixi&wm = o -w. . daje (RJ (dw))i =

1. 0p... 2k 1.0k

= Z dw Yiig.ip = @ wiy gy + Zle -1) Tz. m‘iSI‘Tw_mf\' . Zkoleidla # := R_|lwmamy ¢ = Z zlw;. ., wiec (d0)s, .5, =

Tp..lp
) 1 [ra w ~ w ~ ]
S (FDTY fiedi T

— E —-15. — k 1
- ZT:l(_l)r azrah...fr\...ik - 27:1 T Z azr T T ) M ity
(a‘l'k')wzl...zk'

Inny sposdb. Niech (:rl):l

L8] tp. g

Dodajac to do poprzedniej réwnoéci dostajemy (RJ dw + d(R w))l, ;
10k

Ad fL: Jedli ¢ jest parametryzacja krzywej L, to t o ¢ = ||¢’|| 7 ¢/, ¢*ds1 = ||¢’||, wiec ¢* ((A'|t)dsl) = (A_‘o d(u)|¢’ (u)) |dul,

natomiast ¢* A*dl-j = Z? LAio qb(u)%du = (A"o d(u)|¢(u)) du, skad teza. Ad fsz Jedli ¢ jest parametryzacja powierzchni
S, to ¢*dsy = ||8u1 8u2 ||

26 2
¢*(jd5") = (A1 0 (;S(u)M +. )dm Adug = (A 0 ¢(u)| 8¢ X ﬂ)dm A dusg, skad teza.

=: Kk, zaé no ¢ = l(m X %), wiec ¢*((A—'|n)d52) = (A—'o é(u )|8u1 X %Ndul A duy|, zad
A uq,ug) Oug

f 2 2;2 2\ .3
z := (az cos zsin @, z), wte So = z\/a + a“ sin’ + b% cos z A . = ———F—————— Iy = 2mabec.
@ @, bzsin, 2), wtedy ¢*d 252 4 a2sin® ¢ + b2 cos? ¢ [dz A dp|.  Odp. Ty = TEAZTAIE 7, = 9ra)



1. Dwoistoéci i izomorfizmy Weyla. Przypomnijmy: przestrzen k-wektorow /\’c V mozna okredli¢ jako (/\’c V*)*,

tzn. przestrzen sprzezona do /\k V* dlawvy,...,vp €V element v1 A...Avg € /\k(V) okreslony jest warunkiem
Vo € /\k Vi (o A A, o) =0 (v, .., )

wynika stad, ze jeSli e, ..., e, jest baza V| to k-wektory e;, A...Ae;, dlal <41 < ... < ip < n tworza baze /\Ic V;
w szezegdlnosei kazdy element /\]C V jest suma pewnych k-wektoréw prostych, tzn. postaci v1 A ... Av,. Wprost z
okreélenia: kazda funkcja antysymetryczna k-liniowa @ : Vx...xV — W mapostaé ¢(v1,...,v5) = @(viA.. .Avy),
gdzie ¢ € E(/\IC V; W); istotnie, wezmy baze w1, . . ., wy, przestrzeni W irozpiszmy ¢ jako wip1+. . .4+ wgpr; wtedy
kazde @; : V x ... x V — R jest k-liniowe antysymetryczne, czyli ¢; € V*(V*); z okreélenia /\k V 1 izomorfizmu
(/\k V)* = (/\k(V*))** = /\k(V*) wynika, ze wzory @;(vi A...vx) 1= @;(v1,...,v;) okrelaja (jednoznacznie)
pewne formy liniowe @; € (/\k V)*. Pozostaje zauwazyé, ze odwzorowanie liniowe @ = wi@1 + ... + wpPp :

A*V — W ma zadana whasnoéé.

‘Twistowantie’ przestrzeni wektorowej W, czyli pomnozenie tensorowe W przez dana l-wymiarowa przestrzen D.
Oto konstrukcja: W zbiorze (D \ {0}) x W relacja (d,w) ~ (d',w') < IANER": d = Ad’", w = A"1w' jest
réwnowaznoécia; niech d ® w oznacza ~-klase pary (d,w),za§ D@W :={d®@w d€ D, d # 0, w € W} — zbidr
wszystkich klas. Wprowadzmy w zbiorze D @ W strukture wektorowa, zauwazajac ze kazde dwa jego elementy
maja reprezantanty ze wspdlnym d, oraz definiujac a1 - d ® w1 + s - Qwa 1= d @ (1 w1 + asws) dla a1, as € R.
Wtedy D @ W staje sie przestrzenia wektorowa, dmD @ W = dimW (gdyz W 5 w— doy @ w € D@ W, dla
ustalonego dg € D \ 0, jest izomorfizmem); ponadto mnozenie tensorowe @ : D x W — D @ W jest dwuliniowe

(0® w:=0). Uwaga. Dla dim D, dim W > 1 konstrukcja d @ W jest inna, ponadto wtedy D @ Wa{d ® w}!
(1) Wezmy teraz D := \" V*, gdzie n = dimV, a wiec dim D = 1. Dla pary

2. Stara, jeszcze nie upgradowana wersja; trzeba sie pozby¢ w przez stos. twistowanie:
(1) Ustalmy # 0 forme objetoéci w € A" V*, n := dim V; dowolno$é wyboru w jest niewielka, bo dim A" V* = 1.
Dla pary k,l € 0,n takich, ze k 4+ = n, odwzorowanie (v1 A ... Avg, w1 A ... Aw) — w(v1, ..., 0, W1,..., W)
ma rozszerzenie do dwuliniowego odwzorowania b(*:) /\Ic W x /\I V — R, jest ono oczywiscie dwuliniowe;
co wiecej, b1 jest dwoistoseig (tzw. dwoistoscig Weyla, zalezaca od w) dla pary przestrzeni /\Ic V, /\l V.
Istotnie, b(k’l)(e,'1 AeNeiy €5y A Aeg) = w(€igy ey €ipy€50,-00,65,) jest #0 <= zbidr {j1,..., 5} jest dopelnieniem {i1,...,7x}
11...0p

w T,n; widaé stad, ze jedli £ = 5 eiy Al Aeq, #£0 (tzn. Fig < ... < 2o £0),t0 Ty <.y s bED(E e AL AEy,) £ 0.

(2) Przy ustalonej objetoéci 0 # w € A" V* oraz k + 1 = n odwzorowanie v1 A ... A vy — WE (v AL Awg) =
W(v1,.. ., Uk, *ye.uyr) € /\k V* daje sie przez liniowo$é rozszerzy¢ na cala przestrzen /\k V. Dostajemy w ten

sposéb liniowy izomorfizm W) : /\k V — /\[ V* (zwany izomorfizmem Weyla), zalezacy od objetodei w.

Jedli e1,...,e, jest baza V,zad w = cel AL A€, to |[WFlelt AL A€l = (£)cej, A Aey, |dlais < ... < iy,

1...kk+1...n
.0y 1 --g1)

gdzie j1 < ... < ji jest ciagiem takim, ze {i1,... ik, j1,...,51} = 1,n, zaé () = sgn(
n
W szcezegdlnodei W(l)(mlel + ...+ m”en) =c(zlea A...Ney +eyel) = Y (=1~ Tafer A6 ... Aep.
i=1
Jak wiemy z algebry, kazdej dwoistodci b : Uy x Us — R odpowiada (i to bijektywnie) izomorfizm U; — U,*, dany
wzorem u — b(u, .. .); biorac tu Uy = /\k V,U; = /\I V widzimy, ze istnieje cisty zwigzek miedzy b(*:D a W),
(1)* Zastapmy w objetoscig absolutng 0 # v € ps \" V*; tak jak w (1) dostaniemy wtedy ‘pseudodwoistoéé’
bkED /\k V x /\I V — psV; sa z nia $cidle zwigzane dwoistodci /\k V X ps /\I V — R oraz ps /\k V x /\I V = R.
(2)* Podobnie jak w (2), objetosé absolutna v okreéla tez izomorfizmy /\Ic V — ps /\l V* oraz ps /\)c V — /\I V.



. Sprawdzié, ze na przestrzeni X = Cla, b] norma ||z := sup |x(t)| jest mocniejsza od normy |[|z[|; := [

. Operator liniowy F : 1 — I? okreélamy wzorem F& := (

BANACH, drukowane 11 maja 2000 r.

Norma; zupelnos¢ przestrzeni

. Sprawdzié, ze przestrzen X = C[—1,1] z norma ||z|| := f_11 |z(t)|dt nie jest zupelna.

nt gdy |t| < (n—m)t 20, te0,Yy]
Niech zy(t) := ’ 1 S 1 wtedy dla m < n mamy zn(t) — m(t) = < 1—mt 20, t€ [y Y], wiec wskutek
sgnt, gdy n <RIy 0, t € Yo, 1],

Ym
n . )
Przypusémy, ze z,, — = w (X, || - ||), czyli ||#n—2|| — 0. Wtedy dlae € ]0,1[ orazn >  mamy fe lz(t)—1|dt = fs |z(t)—zn(t)|dt

€

nieparzystosci ||y — Tm|| = 2 fol |zn(t) — zm(t)|dt = 2(n — m);? +2 [t — %F] — % Zatem (xr) jest ciagiem Cauchy’ego.

1
m

f_ll coodt = ||z —2zn|| —— 0; stad fsl |z(t) —1|dt = 0, a wiec, z ciagdéci |z(t) — 1|, z(¢) = 1 na [¢, 1]. Wobec tego przy ¢ \, 0 dostajemy
Vvt € ]0,1] : 2(t) = 1. Analogicznie dostajemy Vt € [—1,0[ : z(t) = —1, co jest sprzeczne z ciagloscia x. Zatem ciag (z,) nie ma granicy.

. Sprawdzié, ze na przestrzeni X = C'[0, 1] normy |[|z||y := sup |z(t)|+ sup [z(¢)], [|z|]2 := |z(0)] + sup |z(t)]
tefo ) t€[0,1]

)

i ||z|ls = fol |z(t)|dt + sup |&(t)| sa réwnowazne. Dowiedé, ze przestrzen X jest zupetna wzgledem tych norm.

¢ .
< [2(0)|+ [y suplélds < ||zllz, skad [lzlli < [|zl2+[l]l2;
. 1 . ,
zatem || - ||1 ~ || - ||2. Jasne, ze ||z||s < ||z||1; ponadto ||z||s > fo |z(t)|dt > inf |z(¢)| = |z(t0)], a z tw. Lagrange’a |z(t) — z(t0)| =
|#(s)(t = t0)| < sup |#(5)] < I|zlla; zatem V¢ : |2(1)| < |2(t) = (to)| + e (to)] <

Oczywiscie ||z||2 < ||#||1, a ze wzoru z(t) = z(0) +f0t z(s)ds dostajemy |z(t)

2||zl]a, wige [|zll1 < 2l|zl|s + [l=|ls, skad || - [lx ~ ] - []a-
Niech z1,z2, 3, ... bedzie ciagiem Cauchy’ego w X. Skoro ||&m — Zn||co < ||zm — zn||2, clag pochodnych &1, %2, Z3,. .. jest clagiem
Cauchy’ego wzgl. normy ||y||cc = sup, |y(t)| przestrzeni C[0,1]; z zupelnosci tej ostatniej wynika wiec, ze ||Zn — y|lcc — 0 dla
pewnego y € C[0,1]. Zarazem |z,,(0) — 5 (0)| < ||zm — zn||2, wiec istnieje granica o := limz,(0). Okreslmy = € X tak, by z(0) = a,
Z =y, tzn. wzorem z(t) 1= o+ fot y(s)ds; wtedy ||zn — |2 = |zn(0) — | +||Zn — y||lec — O, czyli z, — x w przestrzeni (X, || - ||2).
b

(0,

a
t€la

tzn. 3Co > 0: Vo : ||z])1 € Col|z||e, natomiast =3C > 0: VYV : [|z]le < Cllz|1.
(1) Skoro Vit : |z(t)| < ||z||co, to ||z|]1 = fab lz(t)|dt < fab||x||oodt = (b — a)||z||co, Wiec Cp := b — a jest dobre. (2) Okreslmy z, € X

1
wzorem &n(t) := max(O, 1—n(t— a)), wtedy ||zn||cc = 1, natomiast dla dost. duzych n mamy ||z,|1 = f:+ "[1—n(t—a)ldt= L.

Operatory liniowe; ograniczonosc¢

. Ustalmy ¢y € [—1, 1]. Sprawdzié, ze na przestrzeni X = C[—1, 1] funkcjonat ewaluacji ¢ : X — R, ¢(z) := z(to),

jest nieciagly dla normy ||z||1 := f_ll |z(t)|dt, natomiast jest ciagly dla normy ||#||eo := sup |z(2)|.

¢ jest liniowy, wiec ciaglodé < ograniczonoéé. (a) Dla normy ||z||; = f |z| wetmy xp(t) := max(O,] —n|t — t0|), wtedy ¢(zn) =

, 1 to+ L .
zn(to) = 1, zad ||z = f—l |z € 2ft00 = [1 = n(t — to)]dt = % (b) Dla ||z||eo = sup |z| mamy ||¢(z)|| = |z(t0)]| < sup |||, Wiec ¢
jest ograniczony i ||¢|| < 1. Co wiecej, ||¢|| = 1, bo dla z(t) = const = 1 jest ¢(z) =1 = ||z||co-

. Niech X = C([O, 11;R) z metryka d(z,y) = || — y|| = sup |z(t) — y(t)|. Okredlmy odwzorowanie P : X — X
<1

NN

wzorem P(z) =y < YVt €[0,1]: y(t) = z(0)(1 —¢) + «(1)t. Sprawdzié, ze odwzorowanie P jest ciagte.

Oczywiscie P jest liniowe. Zauwazmy, ze sup |a(l — t) + bt| = max(|a|,|b]), gdyz jesli v := max(|a|, |b]), to |a(1l — ¢) + bt| <
t€[0,1]
lal(1 —t) + |b]t < v(1 —t) + vt =~ dlat € [0,1], przy czym dla t = 0 lub ¢ = 1 zamiast < jest réwnodé. Zatem dla y = P(xz) mamy

[Jlyl| = max(|x(0)|, |a‘(1)|) < ||=); stad juz wynika teza: [|P(z) — P(2)|| = ||P(z — 2)|] < ||z — £]|, czyli P jest (jednostajnie) ciagte.
. Na przestrzeni X = C([O, 1];R) z norma ||z|| = sup |z(t)| okre$lmy odwzorowanie liniowe @ : X — X wzorem
N

Q) =2z < Vte[0,1]:2(t) = (t) — (1 — t)x(0) — tz(1). Sprawdzié, ze @ jest ograniczone i znalezé ||Q]].

Zauwaimy, ze jedli = = Q(2), to |=(0)] < [2(0)|+ (1 = )2(O)| + |t (V)] < llell + (1 = )] + tllzll = 2lel, wiee 1R = 121 < 2l
zatem ||Q|| < 2. Zarazem jesli z € X ma wlasnosci ||z|| = 1, (0) = (1) = =11 Jto : z(to) =1 [przyklady: z(t) = 2sinmt — 1 albo
z(t) = — cos 27t albo z(t) =1 — |4t — 2|]7 to z(t) = z(¢) + 1 € [0, 2], 2(t0) = 2, wiec ||z|| = 2; to dowodzi, ze ||Q]| = 2.

L1 T2 T3
17229 3°
F jest ograniczony; znalezé ||F'||. Zbadaé injektywnoéé i surjektywnosé F oraz ciagloéé F~1 W — I W :=im F.

...). Sprawdzi¢, ze ta definicja jest poprawna i

o]

1FI? =5 |ET"|2 < Z;—QHHQ = S||II?, gdzie S := :—2 = 776—2; zatem F ograniczony i ||F|| € V/S. Zarazem dla = (1,1,1,...)
n=1

mamy ||F|| = \/§||||7 wiec ||F|| = \V/S. Jasne, ie ker F = {0}, czyli F jest injektywny. Natomiast jesli y = (np) = (1P,2P,3P,...), to
=F < = (np+1),wiqc EW=imF < pg -1,za$ €? < Zn2p<+oo — 2p< -1 <= ;o<—;—.Zatemw2
n



istnieja elementy spoza W, np. ciagi (yp) dla p € ]—1, —% [; takze ( e ) € 2\ W. Sprawdzimy, ze operator G = F~1 : W —
G = (nyn), jest nieciagty: Dla = , = (0,...,0,1,0,...) mamy ||n|2 = 1, |[|Gn||ec = n, wiec supHGH ||l = 1} = +oco.

Uwaga. W jest niedomknietym podzbiorem 2. Istotnie, niech := (n_%) oraz (7) := (1_% , 2_%, ce n_%,O .. ) dla n € N; wtedy

() ew, €2 \ W, oraz || — (")||22 = Z k_% = (n—t@ reszta szeregu zbieznego i LA), wiee W3 (n) —— g W.
k>n k=1 k3
8. Niech X, := C°[0,1], X1 := C[0,1]. Zbadaé ciaglo§é (ewentualnie obliczyé norm@) operatora rézniczkowania
D: X1 — Xo, Dz = 2, jeSli w Xy i X1 normy zadane sa wzorami: (a) ||z||: := fo lz(t)|dt, |lyllo := fo ly(t)|dt;
() llzfl == sup [2(®)], [lyllo := sup [y(@)]; (c) [[z]h := sup [z(®)[+ sup |&(@)], |lyllo:= sup [y(?)]
t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1] t€[0,1]

)

1
(a) D jest nieciagly, gdyz dla z,(t) := sin(n7t) mamy ||zn|]1 = nfo/" sinnrt dt = %, [|Dan|lo = nr - 2 = 2n.

™

(b) D jest nieciagly, gdyz ||zn||1 = sup|sinnrt| =1, ||Dzn||o = sup |n7 cos(nrt)| = nr.

(c) D jest ciagly: ||Dz||o = sup |Dz(t)| = sup |#(t)| £ ||z||]1. Ponadto ||zn||1 = 1 + nw, ||Dzn||o = nr, wiec ||D|| > 1+mr i||D|| =1.

9. Niech X = (C°[0,1], Y = C'[0,1] z normami ||z||o := sup |z(¢)], ||y||1 := sup |y(t)| + sup |§(¢)|]. Okreélmy operator
F: X — Y wgorem (Fz)(t) = fo s)ds. Zbadal, czy F' jest ograniczony, a jeli tak, znalezé jego norme || F||.
Zbadaé, czy operator F~1 :im F — X Jest ograniczony, ewentualnie znalezé jego norme.

Niech y = Fz, ten. y(t) = f z(s)ds; wtedy |y(¢) f lz| € f(; lz| f(; [lzllo = ||z|lo, ponadto § = z, wiec sup |§(t)| = ||z||o. Stad
yllr < 2||z|o, czyli Va : ||Fz||1 < 2||z||o, a wiec F'_]eit ograniczony i ||F|| £ 2. Zarazem dla z(t) = const = 1 mamy ||Fz||: = 2||z||o,
a Wi@(‘ ||F|| 2. Zauwarmy, 7e Vo € X : Fo € W := {y € Y : y(0) = 0}, a z drugiej strony Vy € W : y = Fy € imF, gdy

0) + f s)ds; zatem im F' = W. Skoro F~ 'y = y dlay € W oraz ||[F~"y||o = sup |y| < ||y||1, wiec odwzorowanie F~'y = 3
_]Fif ograniczone i ||F 1| € 1. Zarazem dla y(t) = sinwt mamy y € W,z = F~'y = ¢, 2(t) = wcoswt, ||y|[1 = sup |y| +sup |z| = 14w

(dla w > %) oraz ||z||o = sup |z| = w, wiec mHF_lyH = H_Lw — 1 przy w — o0, co dowodzi, ze ||F|| > 1; zatem ||F|| = 1.
N o0
10. Dla ® = (z1,22,23,...) € C" oznaczmy ||z||1 := > |zn| oraz ||#]|lw := sup{|z,| : n > 1}. Jak wiemy,
n=1

V=01"={x: ||z <oco} i W=1% :={z: ||z < 00} sa przestrzeniami Banacha wzgledem tych dwu norm.
(a) Zbadal, czy operator liniowy F' : V — W, dany wzorem F(z1, 22, 23,...) = (21,21 + &2, 21 + 22 + 2a,...),
jest ograniczony; jeéli tak, to znalezé jego norme. (b) Zbadaé, czy operator F~!:im F' — V jest ograniczony.

(a) Dla € V oraz k € N mamy |z1 + ...+ zx| < |z1| + ... + |zk] £ Z |xn|_||||1,w1@c||F()||oo_sup|x1+ + 2| < ||| zatem

[|F|| € 1; zarazem dla = (1,0,0,...) mamy F() = (1,0,0,...), wiec ||F()||oo =1=||||x; stad ||F|| > ‘l, czyli ||F|| = 1.

|
3
]
T

|

-

(b) Dla m € N wezmy := (1,-1,1,...,(-1)™"1,0,0,...) € V, wtedy F() = (1,0,1,0,...,0,...), wiec ||| =
Dowodpzi to, ze nie jest spelniony warunek 3C' > 0: V€ V : |||l1 € C||F()||s, a wiec operator F'~! jest nieciagly.

Uwaga. Czym jest im F'? Oczywidcie € imF <= ZZO_I |yn — yn—1] < oo; jest to warunek mocniejszy od warunku zbieznosci
ciagu = (y1,¥2,¥3,...) (tzw. ‘bezwzgledna zbieznosé ciggu’); przyktadem ciagu zbieinego, ale nie bezwzglednie, jest yn = #
11. Dowiesé, ze jedli funkcja u : [a,b] — K jest ciagta('), to funkcjonal liniowy ¢ : Cla,b] — K, okredlony wzorem

b ; . b
Y(v) = [, u(t)v(t)dt, jest ciagly wzgledem normy ||v|| := sup [v(t)||, przy czym ||¢|| = [, |u(t)|dt.

Liniowoéé 1) jest oczywista. Skoro |v(t)| < M := [|v]], to |[¢(v |f dt| < fb [u(t)v(t)|dt < f M |u(t)|dt, czyli Vv : |¢(v)] <
[Jv]] - f |u(t)|dt, skad wynika ciaglosé ¢ i to, ze [|¢|| € Tu = f |u(t)|dt. Pokazemy, ze ||¢|| > Tu. Dla zadanego € > 0, takiego ze
e < sup |u|, weZmy P: := {t € [a,b] : |u(t)| > €}, Qe := [a,b] \ Pe. Okreslmy ciagly funkcje v : [¢,b] — R warunkami (1) v(¢) = |:(§)|
dla ¢t € Pe; (2) v(t) jest wielomianem st. 1 na kazdym z przedzialéw zbioru Q. := [a,b] \ P.. Wtedy ||v|| = 1 (bo V¢ : |v(t)| £ 1),
u(t)v(t) = |u(t)| na Pe, wiec ¥(v) — I, = fab (uu - |u|> = fQ (uu - |u|) Przy tym |u(t)v(t) - u(t)| < Ju(®)] -1 = v(t)| € 2¢ na Q.,
wiec [¢(v) — Tu| < 2(b — a)e oraz ||¢|| > % = (V)| 2 Tu = |¥(v) = Tu| 2 Tu — 2(b — a)e, skad przy ¢ — 0 wynika ||¢|| >

12. Korzystajac z poprzedniego zadania sprawdzié, ze jedli u : [a’, b] x [a, b] — K jest ciagla (wystarczy catkowalnosé),

to operator liniowy F' : Cla,b] — Cl[a’, V'], okre§lony wzorem (Fv)(s) := fab u(s,t)v(t)dt, jest ciagly, przy czym

[|F|| = sup f u(s,t)|dt.
S’E[a

3 -4 1
5 2 -6

13. Znalezé norme operatora F(x) := [ ] x, jedlinormy w X = R? i Y = R? zdefiniowane sa wzorami:

TWystarczy zalozyé, 7e u jest calkowalna w sensie Riemanna; trzeba wtedy zmodyfikowaé dobdr P tak, by u na P. byla ciagla. Jest to
mozliwe, gdyz tw. Lebesguea méwi, ze funkcja u : [¢,b] — K jest calkowalna w sensie Riemanna, jedli dla kazdego € > 0 istnieje przeliczalna
rodzina podprzedzialéw [a,b], o sumie dlugodci mniejszej od < e, pokrywajaca wszystkie punkty nieciaglosci u; tyvh punktéw nieciaglodci
moze byé duzo, np. dla funkcji Dirichleta sa to wszystkie punkty wymierne z [a, b].



14.

15.

16.

(a) [Jo]| := max|z;[;  [ly|| := max |y:]; (b) [[[ := max|e;|; Iyl := 3 [wil;

(©) llell 5= S el ol = max (@ llzll = Slesls ol ::;ﬁm.

W (b) i (d) skorzystamy z faktu, ze jesli P € R"™ jest wieloScianem (bedzie nim P = { : ||z|| £ 1}), a funkcja f : R® — R jest
wypukla, to sup f(P) jest wartoscia f w ktéryms z wierzcholkéw P. Istotnie, kazdy € P ma postaé = t11+...1rr, gdzie ; sa pewnymi

wierzchotkami, ¢; > 0 oraz Zti = 1; stad z wypuklosci f() < Ztif Etz max( ), F(r )) :max(f(l),...,f(r)).
1

(a) ||F|| = 13, gdyz mamy nastepujace nieréwnosci, ktére dla = | 1 | staja sie réwnosciami:
-1

| F|| = max (|3z1 — 422 + 23], |51 + 222 — 623|) < max(3|z1] +4|zz|+ |zal, 5|21 |+ 2|e2| + 6za]) < ||z]| max(3+4+1, 5+2+6).

1
(b) Jesli € P, to ||F()|] =: f() := [3z1 — 4z2 + z3| + |5z1 + 222 — 6z3| < max 1 1), f(] 1 )) =

=max(0+1,6+9,8+4 3,24 13) = 15 i istnieja wierzcholki P = { : max |z;| < 1}, w ktorych 1FOI = 15||$|| wiec ||F|| = 15.

() ||FOl = ma.x(|3x1 — 4z + z3|, |5z1 + 225 — 6x3|) < ma.x(4|x1 |+ 4|z2| + 4|z3], 6|z1] + 6|z2| + 6|x3|) = 6||z||, przy czym réwnosé
0
[|IF()|] = 6||z|| zachodzi np. dla = |0, a zatem ||F|| = 6.
1

(d) ||F|| = sup{f(): € P}, gdzie f() = ||F()|| = |3z1 —4z2 + z3|+|521 + 222 — 623|; skoro funkcja f jest wypukla,a P = {:||z|| < 1}
jest odmioscianem o wierzchotkach +1,+2, £3, to ||F|| = max(f(l), f(2), f(3)) =max(3+5,44+2,1+6)=8
Troche prosciej: ||F()|| = ||Zx F(; E || - ||F(;) Z |z max<|F1| |F2, |F3|) =l max<|F1|,|F2|,|F3|), przy czym

réwnoéé zachodzi, gdy jest <f0<0wnym i 7atem [|F|| = ma.x(”F'] 1| F 2] ||Fq||) = max(8,6,7) = 8.

Uwaga. (c) i (d) mozna natychmiast otrzymac stosujac nastepujacy fakt:

Okreélmy na K™ norme ||z|| := Y |z;]. Dowie$¢, ze jeSli Y jest dowolna przestrzenia unormowana,a F' : K™ — Y
— operatorem liniowym, to F' je]st ograniczony 1 ||F|| = jﬂlf‘.)fm ||[Fej|| [ei,...,en — baza standardowa K™].
Oznaczmy Cp := | max (1F51] = [1Fjq; wtedy [|F|| = ||ZT Fyll < EHT Fyll = 32 |z 1Pl € Y0 |21 Cp = Cpllz]], a wiee F
jest ograniczony i ||F|| Cp; rarazem ||F;|| = CFpl|, ||dlaj_j0,vng(‘ fak7e||F|| (';,tzn.HFH:C;.

Okreslmy na K™ norme |2 := j:r??)fm |z;|. Sprawdzié, ze jedli Y jest przestrzenia unormowana,a F : K" — Y

m

— operatorem liniowym, to F jest ograniczony i ||F|| < > ||Fej||, lecz liczby || Fe;|| nie okredlaja wartoéci || F|.
Niech Cp := Y [|Fll; weedy [|[FI| = || 3 2 F5ll < Q- e Fsll = Y- s IS < Q2 MIHIFSI| = Crllzl], a wiee [|F]] < Cp. Dlan = 2
oraz F() iz o1 + 3 mamy ||[F1| = [Fal] = 1, [F]| = 2. Dla F 1= id : K? — K? mamy ||F1|| = ||Fa]| = 1, [|F]| = 1.

Uogdlniajac wyniki ?? wyrazi¢ przez wyrazy FZJ macierzy F' € K™, norme operatora F : K™ — K", F(x) = F,

jesli normy w przestrzeniach X = K™ 1 Y = K" zdefiniowane sa nastepujacymi wzorami:

(a) 2| := max|z;]; ||y[| := max|y;|; (b)" lll] := max|a;|; |yl := 3 |wil;
2
(c) llell:= X155 [lyll -= max[yl; (d) Il := 2 lesls Myl = 22 lwil.
J 7 A
m . m . . .
(a) [|IF| = 1ln<anXZ:1 |F17 = 2:1 |FZ;) ; kres {||F|| : ||| = 1} jest osiagany dla takiego, ze Vj : F"ij = |F1J|7 gdzie ¢ = 1g.
== J=
(b) Dla K = Rmamy||F||_maX ZF’ Us | UL, ., Um E{—l,l}}, zob. uwage w zadaniu ?7.
g=1
Dla K = Cim,n > 2 znalemenle ||F|| wydaje sie nielatwe; nie wiem, czy mozna tu uzyskaé¢ jawny wzér. Oto wstepne kroki:
(1) Latwo sprawdzi¢, ze punkty ekstremalne dysku {(z1,...,2m) € C™ : Vi : |z;| < 1} sa postaci (u1,...,uUm), u; €U := {2z |z| =1}

(2) Jedli z = z(¢) € C jest rézniczkowalne wzgledem ¢ € R, to g—‘p|z| = Re (% v ),Jest to wzdr typu db||v|| = (1} ﬂﬁ) ; biorac tu z =

m

m n n
= EFiJuJ,gdzie Uy = e'¥5 dostajemy 2 Bor |zz|_Re| |FiJ£uJ.Stqddla flur, oo um) = Z|z,‘|: E EFE uj; | mamy wzdr
j=1 i=1 iz1

m

687{; = E —|zz| = Re(igj), gdzie g5 := E |Z’ Fl ;U Zatem warunkiem ekstremum jest g1, ..., 0m € R. Oznaczmy r; := |z;| € Ry,
i=1 =
2 l n _L m .

v = ]i—:[ € U, wtedy mozna te wzory zapisaé¢ nastepujaco: Z vl = ojuy, E F’]uj =riv, [|F|| = flur, .o csum) =r1 4 ...+ 7n.

i=1 =1

(e) IF]] = T??XIF"JL gdy2 IFIL = (1F 2225 F5ll < s IS 1< il max (1F5]] = |||Ima7XIF"]| i kres jest osiggany dla =
7. 3J P 2,



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(@) IF1) = max 37 I 1. gy [IFI) < 3 sy I1F ) < Il max]|F | = [l max 57 || kres jest osiagany dla = .
] 3 7
Okreélmy w przestrzeni K® norme wzorem |[|z|| := max 1|z1], y2|®a2|) + |x3|, gdzie state 1,9 > 0 sa zadane.
ywp € Y Y ) 8 71,7 a
Znalezé norme funkcjonatu ¢ : K* — K| Y(®) = a121 + asx2 + azzs, traktujac ai, as, az € K jako dane.

Niech M = M() := max(mle1l, v2leal), weedy |z1] < 2, o] < 2, wige [¥()] < |ar]|z1] + Jaz| loa| + |as| |za] < la1| 2L + |ag| 2 +
las||zs| = (% + %) M + |ag]||z3| € max (% + |a2| , las |) (M + |za]), czyli [¥()] < max(% + %, |a3|) [|z|]. Przy tym tego

oszacownia nie mozna poprawié, gdyz dla := % + al(:il 2 mamy ||z|| =1, ¥() = las] + %, natomiast dla = |a3|3 mamy ||| = 1,
P() = |as|. Wobec tego wykazalismy, ze ||¢|| = max ( l:il + %, |a3|).
Okre§lmy w przestrzeni K® norme wzorem |[|z|| := max (lz—il + l:—zl, |.1‘3|), gdzie state 71,92 > 0 sa zadane.

Znalez¢ norme funkcjonatu 9 : K3 — K, ¥(®):= a1z1 + aszs + azzs, traktujac aj, as,as € K jako dane.

[0
[l
¥() = v1|a1| + |as|; podobnie jest dla := v |a2| 2+ |a3| 3|. Wobec tego ||¢|| = max(’yl laq], '72|a2) + |as|.

ilar 2 4 s jas 1220 4 Jag | |za| < max(vlar|,valan]) (1 4 221) 4 ag| 2a] < max(i]a1],v2laz])[|2]] + las|[|]], a wieo

<
< |‘11| + |a3|

max(’)q|t11|7 72|a2) + |az|. Przy tym tego oszacownia nie mozna poprawié, gdyz dla := v; 3 mamy ||z|| = 1 oraz

Ro6zniczkowanie odwzorowan

Przyklady badania rézniczkowalnosci.
Niech f(z) := /z,?> + z,%, wtedy pochodne kierunkowe V. f(0) = tlir% %f(te) dla e # 0 nie istnieja; natomiast

‘jednostronne pochodne kierunkowe’ istnieja: li\r% %f(t:v) = f(#) (dodatnia jednorodnoéé f).
t

Dla f(z) := /x> +z,°> mamy f(tz) = tf(x) (tzn. funkcja f jest jednorodna), wiec pochodna kierunkowa

istnieje: V. f(0) = f(z), lecz jest nieliniowa; zatem f nie ma stabej pochodnej w punkcie z = 0.

Zbada¢é rézniczkowalnosé funkeji f : X — Y (latwe przyktady, improwizowane na konsultacjach 26.3’99):

(1) f:X =R, f(z):= 3" 2%, pray caym X = 1! 7 norma [lzl] = 3 [zal. Praydaje sie spostraeienie: [z,] < o]l
wige Y22 < 5 el lzal = [l orar 5 fania| < 5l o] = ol 4] a2, € X.

(1*) Uogdlnienie: f(x) := Y. p(z,), gdzie ¢ € CYHR), ¢(0) = 0; def. jest poprawna, bo V : |z,| < [|z||, wiec
[6(2n)] < Clanl, gdsie C = sup{|¢'(0)] : It] < [[e]]}. Pochodna: f(x)h = 3 @' (2a)ha (sbiciny, bo |¢/(z)] < C).

(2) X = C[0,1] z (norma sup) oraz f: X — X, f(z)() := fot s3[z(sin ws)]?ds
WORKING. ..
W przestrzeni V := C([0, 1]; R) okre§lmy norme wzorem ||v|| := sup |v(t)|. Znalezé wzér na pochodna V; F(v)

tel0, t
i zbadaé réiniczkowalnosé odwzorowania F' : V — V, zdefiniowanego wzorem (F(v))(t) := / v? = / (v(s))2d3.
0 0

Dla v, h € V oraz ¢ — 0 mamy % [(F(U + sh)) (t) — (F(U)) (t)] =2 fot vh+e fol h2 — 2 fot vh. Stad: (1) V;, F(v) istniejei ma postaé

t 1
< Jo W< [ 1lell-1IRl = [l 1]l
wiec zaleznosc od h jest tez ciagla. Sprawdzimy, ze jest to pochodna mocna: Reszta, tj. r(v;h) := F(v+ h) — F(v) = VLF(v) € V

, ¢ . ¢ 1 1 . h
ma postaé [0,1] 3 ¢ — fo h2, wiec [|r(v; B)|| < supt|fO h2| < supt|f0 h2| < fo [|A])? = [|A])?, skad Alr% ”T(”U ”)” =0, QED.

(VhF ) =2 f vh; (2) jest to liniowe wzgledem h; (3) ||V, F(v)|| < 2(|v|]-||A]], gdyz ‘fot vh

Na X = C]0,1] z norma ||z|| := sup |z(t)| okre§lmy funkcje f : X — R wzorem f(z) := fo 2z (t)z(1 — t)dt.
tef0,1]

(a) Dla z,h € X obliczyé pochodna kierunkowa Vp, f(z) := di f(:t: + ¢h). (b) Zbadaé rézniczkowalnosé f.

(Vif(@) = lim g(f(x+ah)_f(x)) = lim fol £2 [z(t)h(l—t)-}—z(l—t)h(t)-}—sh(t) (1-t)]dt = t2< (t)R(1 = 1) +5(1—t)h(t)) dt.
Sprawdzimy, z HIT”T($ h) dazy do zera: otéz r(z;h) = f(z + k) — f(z) — Vi f(z) = fO t2h(t)h(1 — t)dt, wiec mamy oszacowanie

[|r(z;R)|| = ‘f g t2|h( Yh(1 = t)|dt < [|Al)? fol t2dt = %||h||2; stad oczywiscie wynika teza, tzn. rézniczkowalnosé f.

Niech X := C°([0,1];R) z norma ||z|| := sup{|z(¢)] : ¢t € [0,1]} oraz f : X — X, f(z) := |z|. Sprawdzié, ze:
(a) jesli zbidér Z, := {t € [0, 1] : z(t) = 0} jest niepusty, to nie dla wszystkich ~ € X pochodna kierunkowa V;, f(z)
istnieje; (b) dla kazdego x € X takiego, ze Z; = ) funkcja f ma pochodna (mocna) w punkcie z.

(a) Jesli z(tg) = 0,lecz h(tg) # 0, to dlat = to nieistnieje %L=O|z(t)+ah(t)|. (b) Niech € := sgnz(t) = const, wtedy Vj, f(z) = €h, czyli
f'(z) = eidx; przy tym r(z; h) = |z+h|—|z|—€h jest zeremdla ||h|| = sup |A(t) < 6 := inf |z(t)], gdyie(z(t)—l—h(t)) = |z(t)|L£h(¢) 2 0
czyli |z 4+ h| = e(z + h) = |z| + ¢h. Zatem r(z;h) znika dla ||k|| < §, QED.

Trudniejszy rachunkowo jest ponizszy zespolony wariant tego zadania:



24. Niech X := C°([0,1];C) z norma ||z|| := sup{|z(¢)] : t € [0,1]} oraz f : X — X, f(z) := |z|. Sprawdzié, ze:
(a) jesli zbidér Z, := {t € [0,1] : z(t) = 0} Jest niepusty, to nie dla wszystkich h € X pochodna kierunkowa V, f(z)
istnieje; (b) dla kazdego x € X takiego, ze Z; = 0 funkcja f ma pochodna (mocna, R-liniowa) w punkcie z.

b) Jesli z nie znika na [0, 1], to pochodna kierunkowa istnieje: V, f(z r+eh z|? + Th + oh + €2|h|2 = L Re(zh).
de: = =l

=]
00 14z —1—z= /(422 +e2 - (142) = G 3 S <P gdyi M= /(1 + o2+ 92 + 140 =

T4+zl+1+z>1—|2|+1— |z > 1. Zatem jedli &z := l?f ]| z(t)| > 0 oraz ||h|| % z, to w kazdym punkcie ¢ € [0,1] wielkosé
t€[0,1

Reszta: r(z;h) = |v + h| — |z] — —Re(zh) = |z| <|1+ h| —1—Re—> |1—|—Z|—1—Rez) Otéz jesli z = = + iy EI&’(O;%),
)2

z=2z(t) = % ma oszacowanie |z| < ”5L” < %, a wiec 0 < r(z;h) < |z]|2]? < 7| (I[SL”) = C||h]]?, skad hm ||h|| [|r(z; h)|| = O.

Uwaga. Uproszczony, znacznie prostszy technicznie wariant ponizszego zadania dostajemy biorac konkretne f, np. f(v) = v2 lub tp.
25. Niech X = C’([O,l];R) z norma ||z|| := sup |z(?)|. Sprawdzié ze jesli funkcja a : R — R jest klasy C?,
te]

)

a b:[0,1] = R — catkowalna, to odwzorowanie f:X — R, f(z fo b-a( fo ( )dt jest mocno
rézniczkowalne; znalezé jawny wzdr na pochodna Vp f(z) = f’(m)h

Ustalmy z,h € X, wtedy dla e € R* mamy %(f($ + eh) — ) f bl (a (z + eh) — a(z‘)); przy € — 0 wyrazenie podcalkowe
dazy do ba’(x)h, co sugeruje(?), ze Vy, f(z) istnieje i wynosi fo ba'(xz)h. Sprawdzimy teraz, ze faktycznie ¢(z; k) 1= fol ba'(v)h jest
liniowa czescia przyrostu f(z 4+ h) — f(z). Otéz mamy: Y(x;h) zalezy liniowo od h € X oraz |¥(z;h)| < fol |b(t)a'(z‘(t))|
f01 [b(£)] - K[|h||dt = L||A|], gdzie K := sup{|a’(s)| : |s| < [|=]|}, L := K fol |b], a wigc forma liniowa h — ) (z; k) jest ciagla.

N

Reszta r(z;h) := f(z+ h) — f(z) — ¥(x; h) maleje przy h — 0 dostatecznie szybko. Istotnie, 7(z;h) = fol b(t)U(t)dt, gdzie U(t) :
a(z(t)+h(t)) —a(z(t)) —a’ (z(t)) h(t), pray caym (wzér Taylora) U(t) = La" (x(t)+h(2)0(t))h(t)?, skad ||hl] < 1 = |U(t)| < M[|hl|?,

gdzie M := %sup{|a”(s)| s| < ||z]] + 1} < +o0. Zatem |r(v; k)| < C||R||? dla [|A]] € 1, gdzie C = Mfol [b(t)|dt, QED.

26. Na przestrzeni X = C[0, 1] (z norma ||z|| := sup |#(t)|) okre$lmy funkcje f: X — R wzorem f(x fo |z (t)|dt;
ponadto dla € X oraz § > 0 oznaczmy P(z;6) := {t € [0,1] : |z(t)| < 6}. Dowied¢, ze: (a) Jesh z € X, przy
czym }i\n(l) |P(xz;6)] = 0, to funkcja f ma mocna pochodna w punkcie z, dana wzorem

f(x)h = fo t)ysgnz(t) dt (3);
(b) jedli dla @ € X zbidr Z, := {t € [0,1] : () = 0} jest skonczony, to warunek ;i\I‘I(l) |P(2;6)] = 0 jest spetniony.

(a) Ustalmy z; operator F'(h) : f h(t)sgnxz(t) dt jest oczywiscie liniowy; przy tym 7(z;h) = f(z + h) — f(z) = fl At
gdzic A(t) = |2(t) + h()| = |o(t)] - h(t) sgna(t). Zauwazmy, se jesli U(€,m) := [€ + 1| = €] - n sgné, to: [1][n] < |£| = U(&m) =0,
gdyz €47 = sgn£(|£|+n sgns) vad [€]+7 sgné > 0 dla|n| < [€];[ 2] V&,n : U(€,m) < 2Inl, gdyi |€+n] |£| < |n| oraz —n sgné < |nl.
Stosujac . . do A(t) = U(z(t),h(t)) widzimy, ze A(t) = 0 poza zbiorem P(z;||h||) oraz Vt € [0,1] : 0 < A(t) < 2|A(t)] £ 2[|A]].
Zatem 0 < 7(x;h) fP(m 1B 2||h| = 2||A|| - |P(z;]|A||)], skad wynika (a), QED.

(b) Niech n = #Z; oraz Z; = {t1,...,tn}. Dla zadanego ¢ > 0 wezmy T, := {t €0,1]: VieT,n: |t —t] > %e}; jest to zbidr
zwarty, a |z| jest ciagla, wiec Jtg € T : |z(to)| = inf{|z(t)| : t € T.}; zarazem § := x(tg) > 0, gdyz tg € Te, a t1,...,tn Q Te. Skoro
|z(t)| > é na Te, a |z(t)] < § na P(z;6), to P(z;6) NTe = 0, wiec P(x;6) C U?:l [ti — oot + ;n] skad |P(z;e)| < n- —e =e.
Uwaga. Jedli funkcja z € X jest taka, ze zbidér Z,; zawiera jaki$ przedzial [«, ], to funkcja f nie ma nawet stabej pochodnej w

punkcie z. Istotnie, weZzmy h € X taka, ze h znika poza [a, ], zad v := ff |[h| > 0. Wtedy dla € # 0 mamy: f(z + k) — f(z) =
B B _ By . . o A
f [|z+ eh| — ] f = fa [|0+ eh| — |0|] = |s|fa |h| = v|e|, wiec granica f'(z)h = eh—r>r11) Z[f(z + eh) — f(=)] nie istnieje.

27. Na X = R" wezmy norme ||| := sup, |zg| i rozwazmy funkcje f : X — R, f(x) := ||=||; wprowadZmy tez
dla # € X oznaczenie T := {k € 1,n : |z,| = [|z||}. Wtedy: dla kazdych ®,h € X istnieja ‘jednostronne
pochodne kierunkowe’ V* f(z) := limi f(®+eh);|2|przy ® # 0 pochodna kierunkowa V f(#) := liH(l) f(x+ch)

e—0 £—
istnieje <& hg sgn xy, jest stale na T; pochodna kierunkowa istnieje i1 jest liniowa wzgledem h <& #7T = 1;
jeéli #T=1oraz T = {j}, to f ma mocna pochodna w punkcie  dana wzorem f'(x)h = hjsgnz;.
Ustalmy # 01 ;niech~ := ||| > 0, wtedy T := T = {k : |zx| = v}. Rozwazmy funkcje
er(e) := max{|zy + chg| : k € T}, ¢s(e) := max{|zg + chi| : k € T}, e(e) = f(+¢e) = +¢ :max((pT(s),gps(s)).

Skoro ¢7(0) = v > ¢5(0), to Jeg : Ve € |—=0,50[ : w(e) >= @r(e); zarazem k € T = x + chy = [y + ehy sgnxy] sgn oy, przy czym
[...] > 0 dla dost. malych e, wiec g1 > 0: Ve € |—e1,ve1[ : ¢(e) = max{y + chysgnzy : k € T} = v+ max{ehysgnzy : k € T}.
Zatem ¢’ (01) = max{hysgnzy : k € T} oraz ¢'(07) = min{hysgnzy : k € T}, skad wynika , i (dla #T > 1 funkcja

2W istocie mozna to latwo wykazaé, powolujac sie na twierdzenia o calkach z parametrem. Jednakze nie jest to potrzebne: nasza sugestia,
oznaczajaca slaba rézniczkowalnoéé f, potwierdzi sie, gdy tylko wykazemy jego mocnq rézniczkowalno$é.

3Ten wzér na f'(x)h mozna wykoncypowadé, liczac pochodna kierunkowa: Vy, f(z) = dsle f |z + eh| = fO T |E O|z + eh|; przy tym
zauwazmy, ze EL |§ +en| =nsgné dla € # 0, gdyz |€ + en| = £(€ + en), gdzie £ = sgnf dla malych e.



= @/(0F) = Ikna.x(hk sgnxy) jest nieliniowa). Ad . Dla T = {j} weZmy § := m:jx|ack| < |zj| = |||; wtedy dla |[|A|| < (|.L‘j| - 8)
mamy Vk # j o |z 4+ by | < leel + ] < 25 = Il < |2 + hyl, wiee r(5) = f(+) = f() = hjsgnzj = |z; + hy| = |75 = hjsgne; = 0.

. Na przestrzeni X = C([0, 1]; R) z norma ||z|| := sup{|z(t)| : 0 < t < 1} okredlmy funkcje f: X — R wzorem

f(z) := ||z||. Sprawdzié, ze: (a) w punkcie Z € X, danym wzorem Z(t) := ¢, pochodna kierunkowa Vj, (&) istnieje
i jest réwna h(1), a wigc jest liniowa i ograniczona; (b) niemniej jednak f nie jest rézniczkowalna w punkcie z.

Uwaga. Mozna pokazal, ze funkcja f = || - || jest nierdzniczkowalna w kazdym punkcie przestrzeni X.

(a) Wystarczy wykazaé, ze V;tf(a?) = h(1), gdyz zawsze V, f(z) = —Vthf(z‘) Majac 0 # h € X okredlmy ¢(}) := SFP] [t-l— /\h(t)] ;
telo,1

wtedy |A| < 2||1h| = @(A) = f(&+ Ah), gdyz f(z) = max(supx,sup(—x)), a dla r = & + Ah mamy sup(—x) < 3 1< z(1) < supz;
zatem V’Tf(i‘) ¢'(0F). Ponadto ¢(0) = 1, wiec dla A > 0 mamy M = 51:p [ (t) = ] Wykazemy teraz, ze

Ve>0:36 >0:VA€]0,6[: s%pl[(t)——]gs%—h(l). (*)

telo,
Istotnie, dzieki ciagloéci h w ¢t =1, 3s = s(=) € [0,1]: [sup] h(t) gei -I-]h(l); zatem VA > 0 : st] h(t) — —] sup h(t) < e+ h(1);
8,1 t€[s,1
z kolei t;ﬁp] [h(t)— 1—] ||h||_ S e+ h(l)dlao< A< §:= W,to koriczy dowdd (*). Skoro VA > 0 : ﬂi);AQl =
sup [h(t) —wl%t] > h(1), to na mocy (*) mamy Ve > 0:35 € ]0,1[: VA € ]0,6[: 0 M — k(1) € &, a wige ¢’'(0F) = h(1).
¢

(b)Dla0o<e< = okreslmy he € X wzorem h,(t) := 2max(0 e—|t— 1+s|) ; wykres h jest lamana o wierzcholkach (0, 0), (1 — 2¢, 0),
(1—¢,2¢)1 (1,0)7 wiec ||he|| = 2¢ oraz Vj,_ f(& ) = he(1) = 0; skoro wykres & + h jest lamana o wierzcholkach (0,0), (1 —2e,1 — 2¢),
(1-e,14e)i(1,1),t0 f(Z+he)=1+¢e. Zatemr(z;he) = (1 +2) — 1 —0= e, wiec ”hl—zllr(if; he) = % nie dazy do zera.



