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î ê
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p, q
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p
�
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p, q
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ê ��é �Z�F}@y � y=�=}s�W�x�R�v�`y � ��r��v��rv�v�R� �R� ∼ (∼ p)⇐⇒ p �
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µB��½ é �Z�F}@y�rF� � ��r��v�vr��v�n���z�KyK�n��~n�R�K���x�O� ∼ (p ∧ q) ⇐⇒ (∼ p) ∨ (∼ q) � µOy w8��� ��y`���M�

ux��t � ��r��v�Gy`�M�KÁà�g��r � y`���x�v�n�R��� �Z�G�PÂ�~R�n�®���v� ¿`}�uxwZ�F}�� �e���K�à��y`�v����}@�s}#�G�xwZyK���v�$��y`�`����rv�n�
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ù ��é �Z�F}@ybrv� � ��r��v��rv�v�R� ����� � �����G�G���x�B� ∼ (p =⇒ q)⇐⇒ (p∧ ∼ q) �
ü ��é �Z�F}@y�w��Z�K�nu � yKr������x�O� (p =⇒ q)⇐⇒ (∼ q∧ ∼ p) �
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µB��½cb¨�K��rv�ny`�xÁ��Gy`�n��~n�n�K�8�x�B�
[(p ∧ q) ∧ r]⇐⇒ [p ∧ (q ∧ r)]

µO�À½db¨�K��rv�ny`�xÁl�G��wZ�����M�Ww8��}��À�
[(p ∨ q) ∨ r]⇐⇒ [p ∨ (q ∨ r)]

e ��é �Z�F}s���xy`rv�nr��������ny`�x�v�O�
µB��½b�Gy`�n��~R�n�K�8�x�¨}�r��`��t��n�v� �K��w��v���n�Gw8�®}��g�

(p ∧ q) ∨ r ⇐⇒ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r)µO�À½��K�¢wZ�����M�Gw8�®}��§}�r��`��t��n�v�Û�Gy`�n��~n�n�K�8�x�B�
(p ∨ q) ∧ r ⇐⇒ (p ∧ r) ∨ (q ∧ r)

ð j3kn²gö�»/f�ÔRkRö�¹MÄe»$¯ ì yKw8����rF� ç AGU	a CFHIEKJMLOAGSh^`N�å

• ì ���3�W�K�v�n���`y x rF�G�PÂny=�Rrv� φ(x)
�
∀
x
φ(x)

• g u0wZ�n�����x�dwP�G��� x ¿M���)rF�K�PÂny��nr�� ψ(x)
�
∃
x
ψ(x)

Ó�ÄWkIj3k�±¨¬ih ¹MÄGm$kn²!k¤±!¸¦k¤Ô¼j3kn²¼ö	»Df!Ônk=ö�¹MÄ þ j o
• ∼ ( ∀

x∈X
φ(x))⇐⇒ ∃

x∈X
(∼ φ(x))

Ó)ÄG¶`»¼Ô:ÍP¯ é y�}����v�nr����vÁG¿R�������n��� � �Z�F}��M�=¿R�v�d}�uxr���uxw��®���������vr��®�b�M�Gw�~n�Z�G���n�,uZ� � �K�xr���uxw��I�/�x�vu0w
w8��� u��K�l���ø¿��vy � ye}����v�nr�����ÁK¿F���à����u0wZ�n�����x�:wZ�K�W�#������rv�M�#�n�GwZ~n���K���n�R¿��Iw��`�Z���x�vu0w¨�n��� � �K�xr���uxwZ�M� �

• ∼ (∃
x
ψ(x))⇐⇒ ∀

x∈X
(∼ ψ(x))
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u���t��`y ∅ �«(¬®Z¯ts�]�LOAGU�<�a >	VGA�ugNPC�AGJM^Wa �n�Kr��®}s�K�l�ûr��n���`� � y`ux� �K�n�e���K���Ïu��Gy`©n�vr�y`�M������yK��Á§�����v���v�Iw��e} �
g ��y`�xÁ��v���v���v�IwZ��}¡r��n��yK��~(u��Gy`©n�vr�y`�n���`y

A
y`r��M�K�vrv�K�l�����G�Ky |A| ¿n��rF�Kux�v� w��v�

#A �«(¬®Z¯Rñz��}����l�K¿K����rv�n��y`�x�
A
�
B
uZ�3U�TGShJg<�}�wZ�v�=�D�=w8�����Gy�}�wZ�v�=�`¿`�`�=�3�W�K�v�=�3�v���v���v�Iwhr��n��y`�x~

A
�M�K���v���§�ny�rv�n��y`��~

B
�ª�W�K�v�R�§�v�����b���Iw�rv�n��y`��~

B
�M�K���������Ry�r��n��yK��~

A � ßp� � ��ux~W�x�v�l�bwZyDwP�G�À�

A = B ⇐⇒ ∀x(x ∈ A⇐⇒ x ∈ B).
«�¬��¯¨ß¼�n���K�

A
CFEKShLO<�U�E�>	L�v }¡r��n��yK��rv�

B
}�wZ���R�(�pw8�����Gy�}�w��v�R�K¿À�K�R���W�K�v�=�(�v�����b���Iw,r��n��yK��~

A�x�vu0w��x���n�ny��vrv�����n���§�v���v���v�IwZ����rv�n��y`��~
B �xw �®wZ~M�K�8�xtbwZ�K�W�øy`r��M�K��rF�K�l� A ⊂ B

¿��øyzr��n��yK��rv�
A�b��}����l�`¿`���h�x��uxw/QRAFHeC�]�LOAGUZ<�a�rv�R��y`�x~

B � ßp� � ��ux~W�x�v�l�Dw�y)wP�K�$� A ⊂ B ⇐⇒ (a ∈ A =⇒ a ∈ B) �� y �=ux~n�n���
A ⊂
B

Ó�ÄW¶`»pÔ:ÍÌkM±5¯ªß¼�n���`�#�����vr�� � �K��r��=u0w8���PÂ��x�vu0w � y��nrv�n��y`����� r��n��y`�x~(������rv�(�M�Gw�~n�Z�G���I���PÂ �z,�����IwZ�`�x� � ��y`u0wZ�)}d{¦�Kux�ny`�x�v�ª���R����~nr��x�fµOrF�F}����v�Z�G�n� �Du���tl½/rv�n��y`����})�
• ∀A : ∅ ⊂ A

µOr��n���`� � ~nuxw8�l�x��uxw � y=�nr��n��yK���v� �ny�}syK���n���`ybr��n��yK��~
A
½
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• ∀A : A ⊂ A
µO�W�K���R��r��n���`���x��uxwàux}@y`��� � y��nr��n��y`�x�v��½ �

«(¬®Z¯ � �v����� A ⊂ B
�
A 6= B

¿nw�y��b��}������`¿R���
A
�x��uxw�QRAFHeC�]�LOAGU�<�a SfÝBEGYvN�L|Sh^Waãr��n��y`�x~

B �Ó�»pöFkn²�³¦¬$o g ��� � y��nrv�R��y`�x�e}��b�3rv�n���`��u��Gy`©n�vr�y`�I� rF�F}������Z�e���K���
n
�v���v���v�IwZ��}�{}|�±ªÃ@¯

2n �«(¬®Z¯a~pÉ!´<�ã¶`Ê:³¦¹MÄ þ j A
�
B
�M�Kr��®}#�K���ârv�n���`�%w8���PÂ �v�����b���IwZ��})¿#�IwZ�`�x�Ö�M�K���v�F�ò�Ryû�vy

�M�e�x���n���8�¨�x�v�n�n���`y�r)w8���PÂørv�n��y`����} � ßp� � ��u�~e�x�v�l�bwZy����K�KyR�

A ∪B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B}.
� �����'�7�"�S�

A ∪ B«(¬®Z¯àÓ)ÄG¶I¬�º`³¦Å�º`³¦¬�´ Æ0³·¸¦¹ªº`¶`»p²�¬®´ È§rv�n��y`����}
A
�
B
�M�Kr��®}#�K��� r��n���`��w8���PÂ �������b���®w���})¿

�IwZ�`�x�3�M�K���v�F�b�ny�y`�n~�r��n��yK����} � µ é �xrv���v��t��v���3�M�Kr���}s�K�l�øwZ���(NPC�v�YvN�L·Ò(Sf>8QRTKØÙJÀÒG½ � ßp� � ��ux~W�x�v��� w�y
���K�KyR�

A ∩B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B}.
� �����'�7�"�S�

A ∩ B«(¬®Z¯ ý§þ ÞI²�³·º`Å%r��n��yK����} A
�
B
rv� � ��uxrv���l���x~n��w8�����Gy�}�r�y`�����Û�prv����~nu0wZ��~e�x�v�l�À�

A \B = {x : x ∈ A ∧ x 6∈ B}.
� �����'�7�"�S�

A \ B«(¬®Z¯dñz��}����l�K¿#�v��rv�R��y`�0�
A
�
B
uZ�ûÄW¹À¶RÍ7�Mº`¶I²!¬ }�wZ���R�â�dw8�����Gy¾}�w��v�R�K¿��`�R�â�R���Ö�b�e���

}�u � �`���I���PÂz�������b���®w���})¿RwZr�� � �`�R� A ∩B = ∅ � A ∩B = ∅«(¹MÃ5¬nÍ8²!³¦¬®²�³¦¬�rv�R��y`�x~p� ó �K�v�R�§rv�n���`� A ��y`���v�l�%~®}s�K�v�KÁlrv� � y=�Rrv�n���`�����K�®�����`y`�#}���t��®u�rv���`y
rv�n��y`��~

Ω
µ·}�wZ���R�

Ω
�M�Kr���}s�K�l�(²!kM±¨¶`Ê:³¦¹MÄW¬®´ r��n��y`�x~

A
½ �

«(¬®Z¯s«�¹$Ã5¬nÍÌ²�³¦¬®²�³¦¬®´ rv�n��y`��~
A
�ny�r��n��y`�x~

Ω
�M�Kr��®}s�K�l�÷r��n���`�

A′ = Ω \ A � µÌqsrv�Ku�����ny � �W{ �n�����n��� A y`r��M�K��rF��u���tdw��v�
AC

y��Ï���vy`� � �����b���Iwe�e½ �
«(¬®Z¯ ú ¸¦¹ªº`¶`»p²�¬®´ ÔRkRÄeö�¬®¶PëFk�W�Î�Ôª³¦´ rv�n��y`����}

A
�
B
�M�Gr��®}#�G�l��rv�R���`� � �K�ª~ � y`��rv�K�n�Ky�}s�K�I���PÂ

(a, b)
¿n�`�nr����

a ∈ A, b ∈ B �

A× B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}
Ó�ÄW¶`»pÔ�ÍP¯Hzà�����PÂ

x, y ∈ A = R � ÑâwZ���R�
(x, y)

á � �K��t5�����vr��)��rv���vr���}���uxw8���PÂ��byK�v�M�����Iw��v� � ����w�y�}#�KÁ
���K�KyD}�u � �={ ��r�tv�n�n� � ~n�R�®w�~z�M� � {|�Ku�r��vr������n��� �g£ �K�%}���tv� R× R wZy3QMÝBEG>�C�NPC�^�C�JÀE �

Ó�ÄW¶`»pÔ:ÍZ¯�zà�����PÂ
A
á,r��n���K�p�M�Gwv¿

B
á,rv�n���`�p�����8�xu��f�M�àß¼���v���$�P}�wZ���R�

A×B = {(data,miejsce)}á%rv�n���`��rv�M�G��rv��©øÂR��uxw�y`�x����rv�I���PÂ �
«(¬®Z¯ q �M�K��y`�`���vrv�R���3�n��pM�n��~W�x�v�l��³·¸¦¹ªº`¶`»p²¡ÔnkRÄeö�¬®¶PëFk�W�Î�Ôª³

n
r��n��y`�x��}

A1, A2, . . . , An
���K�Gy

rv�n���`�
n � �v��~ � y`�xrF�K�R�Ky�}#�G�®���PÂp�

A1 × A2 × · · · × An := {(a1, a2, . . . , an) : a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}
Ó�ÄW¶`»pÔ�ÍP¯�z��KuxrF� � ��r��vuxw���r��v©p¿$}¡�IwZ�K���������F�x�v���`¿nwZy

R3 �

-/.�� �(2G�����=9���2�������ld6�2Qmon��06�����l�2���� 6D6���� 2Y�/�,9Y�/�/�5�,6�9
ê � N = {1, 2, . . . } á%r��n���`��������rv�ÖJÀE`? è UxE`ØÙJM^IN�å � µZ���M�WwZ~n���K�8�e½
ï � Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} á§r��n���K��������rv��NZEGÝ·VGAGShL¦?¦^IN�å � µ��Fßp�KÂn���v�¨��½
ô � Q = {x : x = p

q
, p ∈ Z, q ∈ Z \ {0}, p, q á }�rv�`��tv�n�n��� � ���v�x}�uxrv� } á rv�n���`�§�����vr��Sh^WaDLO<�U�JM^`N�å � µ��&�®~nyKw����v�Iw��e½

ù � R á%rv�R���`�������vr��ÖUZC�<PNPC�^WShL >�?¦^IN�å%µZ���x�F�K�Ì�e½ �

ù



-/.2  �¡m����5���g609P¢Cn£��6��/�,ll2���� 6�6��o� 2Y�/�,9_���/�5�,609
Ç$¯`¤¨¯¦Ç Ó)ÄW¶I¬�±!¶I³¦kgÍB» ¹$mMÄWkn²!³Oº`¶I¹$²!¬
z,���v�PÂ

a, b ∈ R �
a < b �

ê � ]a, b[= {x ∈ R : a < x < b} µ � ��r��v�nr�� ��{!yK�n~nuxw���y`�R�n���)yKw8}s�K�xw8�M½
ï � [a, b[= {x ∈ R : a ¬ x < b}
ô � ]a, b] = {x ∈ R : a < x ¬ b}
ù � [a, b] = {x ∈ R : a ¬ x ¬ b} µ � ��r��v�nr�� ��{!y`�R~nuxw���y`�n�R���)�ny`���®�n��t�w8�$½

Ç$¯`¤¨¯¦¥ Ó)ÄW¶I¬�±!¶I³¦kgÍB» ²!³¦¬®¹ÀmMÄWkn²!³·º`¶I¹À²!¬
z,���v�PÂ

a ∈ R �
ê � ]a,∞[= {x ∈ R : a < x}
ï � [a,∞[= {x ∈ R : a ¬ x}
ô � ]−∞, a] = {x ∈ R : x < a}
ù � ]−∞, a] = {x ∈ R : x ¬ a}

§ ¨c©«ª��¬,®p"
«�¬��¯�¯ è JMVGNO[�ÒDµ·uxw�y`u�~W�x�)ux��t�w��v���M�Kr�}stbAFHKS�C�AGU�AGS/EKJMLO<�½:y`�®���v�x��y`�n�3�M�Drv�n��y`��r��

X
yD}#�K�0wZy`�x�v���K�PÂ

}¾rv�n��y`��r��
Y
�M�Kr��®}#�K��� � �xr�� � yK��rF�G�n�Ky�}s�K�n�����W�K���n�v�3~D�������b���®w�y�}�� x ∈ X �ny`�n{¦�K�R�n���!�x���n�n���`y

�v���v���v�IwZ~
y ∈ Y � x �M�Kr��®}s�K�l��EKUÌä è ab<�J$?B<�a�¿�rv�K� y á(S/EKU�?ÌAWYvN�L·Ò�¥¦~R�n�K�8�x� � ß¼�R���`� X �M�Kr��®}#�K���

HeC�LO<ZHeC�L|JÀÒø¥¦~n�n�G���x� � ßp� � ��u�~W�x���l�À� y = f(x) �sì ��� �x�v�n�ny��vr��vux�n�v�`y � y=�M�G�n� ��¥¦~n�n�K�8�x��µOu � y`uxy`�n~� ��r�� � y`�xrF�K�R�Ky�}#�G�n� ��½@y`���Kr)rv�n��y`����} X
�
Y � ��u�r��v�l�À� f : X → Y �i�jlknm$kp¯ ì y¤�n�&pM�R�����x��¥¦~n�R�K���x��w���rv���M� � y��M�KÁ�wZ�xr��÷��r��v��r��À� f ¿ X ¿ Y �5ì }����(¥¦~R�n�K�8�x�K� f :

X1 → Y1
yK�Z�Kr

f : X2 → Y2
¿��n� �z�Iw��`�x���PÂ¾u � y`u��`� � ��r�� � y`��rv�K�n�Gye}s�K�n��� f �x�vu0wDwP�K�W��uZ�G�%�R¿�K���

X1 6= X2
��~n�

Y1 6= Y2
¿@~I}s�K�F�K��� rv� U�T�c�Jg<�°1z �p� f : R → R : f(x) = x + 1

y`�Z�Kr
f : N→ N : f(x) = x+ 1

¿n~I}s�K�F�K���§rF�%U�T�c�Jg<v¿=�b���by����d�x�v�v� � wP� � �xr�� � y`��rv�K�n�Ky�}s�K�n���d�x��uxw#wZ�
uZ�K�b�o°

«(¬®Z¯I±	J�[�<�VGNO[�Ò��M�Gr��®}#�G�l�ây��R}�rvy`�xy�}#�K�R���Öyû}d{¦�Kux�ny`�x�v�B�
f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

�
µO���n�I�=���pu	{|y�}��`¿G�x��uxw�wZy�y=�=}�rvy`�xye}s�K�n���3U�T�c�JgAGS/EKU�?BAWYvN�LOAGS@<�½

²´³Cµ�¶�·�¸2¹�²´³Cµ9¶�·�¸�¹
«(¬®Z¯�º è U·[�<�VGNO[�Ò��M�Gr��®}#�G�l�%wZ�K�®���dy��R}�rvyK��y�}#�G�n���G¿R�v���W�K���R�

y ∈ Y �x��uxw�y`�n���Krv��� � ��}��R�v�`y
x ∈ X � ßp� � ��u�r��l��w�yz~n����}s�e���K�b�I}#�K�Iw8�\pM�W�Gw�y`����})� ∀

y∈Y
∃

x∈X
: y = f(x) � Ñ w8�=� � ��r�� � �G�n�®~

�b��}����l�bw��v�G¿M�v�
f
�x��uxwày��R}�rvy`�xy�}#�G�n����� ���M�M� �

²´³Cµ�¶�·�¸2¹ «(¬®Z¯¼»�L [�<�VGNO[�ÒÖ�M�Kr��®}s�K�l�Ëy��R}�rvyK��y�}#�G�n���G¿��®w��`���%�x��uxw3�x�v�n�Ry=��rv�v�x�n�������e�x�v�K�8���¾�
u�~n�|�x�v�G����� �

²´³Cµ�¶�·�¸2¹o½ ����.D#98��1�>��6$���>¾S�-�;�&�	�	:
f1, f2, f3

[
f1 : R → R, f1(x) := x2

J
f2 : R → R+ ∪ {0}, f2(x) := x2

J
f3 : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0}, f3(x) := x2 � f1

�;)3:>�	:�02�F)3�;)3:��&�	�2*M#9�;)Q0��;6¦�	:��&�	�2*�J
f2

�;)3:>�	:�02�I)'�9�	:��&�	�2*�A5#9%3:
�	:O0	�>0��;6`�	:��&�	�2*�J¿.56$:�0�����)3:

f3
�	:�02�>��#�6�EC.5�;�À)3�C�	:����Á�2*t�2#9�})�0��;6¦�	:����Á�2* �rÂ 6$�����-?`#�LÃ��:��=�����C#9���C�	:9A¿.��2#9�ÄL��;8����

ü



Å L�:�����L;�C�2*������IÆÈÇr02���&�;�;)3�P.4?S#&02�;��@���)�¾S�;�;���Á�	) Å )3�C�	:��&�	��.5�;��@�É9A&0��;6`�	:����	��.5�-�&@$ÉD)Ê�$� � Çr��#�%3:�8�*x��LG� Z )3��6$��A��-#Q���$E�6$���0$*Ë����6�:O@2%3�&�;: �
Ìs���x���K���x�ÏuZ� }s�K�v�M�â�®� �GuZ� y��R}�rvyK��y�}#�G©p¿d�`�R���ò��y`���M� �n��� �n���PÂ yK���x�v�x����Á�AFHKS�C�AGU�AGS/EKJMLO<

AFHKShU�AK?·Jg< �
«(¬®Z¯ � ������� f : X → Y

�x�vu0wd�n� �x�v�G�����R¿MwZyÖAFHKS�C�AGUZAGS/EKJMLO<�a AFHKShUZAK?¦JM^Wa �ny
f
µOy`r��M�K��rF�K�I���

���K�Ky
f−1)

�x�vu0why��R}�rvy`�xy�}#�K�R���
f−1 : Y → X

¿G�n��pM�n��ye}s�K�n��wZ�K�$� � �v�x��� y = f(x)
¿KwZy

f−1(y) = x �Ó�ÄW¶`»pÔ:ÍZ¯#ÑÏ�&�v�l�
f3

r � y�}����vuxrv���`y � ��r��=�n{|�K�n~ � ñz�K�l�÷wZ~ y = f(x) = x2 ¿5}���t�� x =
+
√
y = f−1(y) �«(¬®Z¯´Í�]�U�EeC�<�aËr��n��yK��~

A ⊂ X � ��r��Dy=�=}�rvy`�xye}s�K�n��~ f �M�Kr��®}s�K�l��r��n���`� B ⊂ Y
y`r��M�K��rF�K�I�

���K�Ky
B = f(A)

�¼y`�®���v�x��y`�I�l���K�Gy
B := ∪x∈Af(x)

«(¬®Z¯/Ú@U�C�<PN�L|S@AI]�UxEeC�<�a rv�n��y`��~
C ⊂ Y � ��r���y=�=}�rvy`�xye}s�K�n��~ f �n�Kr��®}s�K�l��rv�R���`�

E ⊂ X
¿

y`rv�n�K�vrv�K�I�l���K�Ky
E = f−1(C)

�py`�®��������yK�®�l���G�Ky

E = {x ∈ X : f(x) ∈ C}
²´³Cµ�¶�·�¸2¹�½ �&��.D#98��1�Ë¾S�;�;���Á�	

f1
�Q���C.5��8�0���:�(&�1�-6������-?`#�L��\[

f1 : R→ R, f1(x) := x2 ��Î #��1��[ f1([1, 2]) =

[1, 4]
A��O#�@

f−1([1, 4]) = [1, 2] ∪ [−2,−1]
�

«(¬®Z¯!Ú�A�C�LOAGaDLONZÒ � ~R�n�IwZ~ c ∈ Y �M�Kr���}s�K�l� � ��rv���v�¢}sy`�R�Z�Kr � ~n�R�®w�~ c ∈ Y �²´³Cµ�¶�·�¸2¹Q½ ����./#�8��Ë�M¾S�;�;���Á�	
g : R2 → R

A�����6$:�@�%3���-*t�2#9�&�;[
g(x, y) = x2 + y2 � 
d��:OL��9A5L�%+# c > 0

A
������)'�&�G)+��#����À� Z )3E�61�;�;�;���$EC.Ï��?`#�0��������������0���:B?S�;)+#C�2*������7TM6�EC.5�-#��;)3:9[

x2 + y2 = c
Ar.Ð�������Ñ6$�������&���-#9�	:��Ë�

6$EC.5�-#9�-)':PÒ�Ó9Ô�Õ×Ö9Ø1�P�;6��&�G)3:��;)3� √
c
��Ù %+#

c = 0
������)'�&�G)+��*D�	:O0	���;�-�;���

(0, 0)
A-#PL�%+#

c < 0 Ú � Z )3E�6D�;��0	�	� �� �K�Ky)�v��r��l��u�{ �v�Ü��rW{|y�}����v�W�R¿Ky��n�n���v���e���K����� rv�n�������ny�}#�G�M��}���tv�®u�r�y`��Á��Ày=�����v��}Ö�x�vuxw�S�C�U�AGVe¿
�n�����Rrv��}��R�v�`yn¿R�v�D{¦�Gw8}������#�ny`uxw���r��v�v���l�(���K�v�n���Ku � ���®w8��¥¦~R�n�K�8�x� � �GwZ�xrF�K���M���x����Sh^WV�UZ<�> �

«(¬®Z¯�×§^WV�UZ<�>v<�a çPè JMVGNO[PL
f : X → Y

�M�Kr���}s�K�l� �M�GuxwZt � ~W���K��� � y��nrv�R���`� G ����y��vr����®~
�W�K�xw��vr����G©nu��®�����`y

X × Y � G = {(x, f(x)) ∈ X × Y } �Ñ ux�®wZ~M�G�����K�PÂp¿:r%�IwZ�`�0���b�5wZ���Z�Kr§�Àtv�Rrv�����l���b���vÁ��ny���r����n�����n� �Ïµ·wZr�� � }����®����uZ�K���@¥¦~R�n�K�8�x�
��r��v�vr��®}���uxw8���PÂ�y��G���`~n���v�IwZ�K�PÂ÷��rv���vr���}���uxw8���PÂg½Z¿/}����®����u��x��uxw � y=�nr��n��yK���v� � {|�Ku�r��vr���r��®�K¿/w�rv� �
rv�n��y`����� � �K� (x, y) � z,�3y`u�� � y`r���y`�����/rv�Krv�n�K�vrv�K�l�(�K�x�`~n���v�Iw8� x ¿R�D�M�3y`u�� � ��y`�Rye}@���@}s�K�xw�y`�����¥¦~n�n�G���x�

y = f(x) �«(¬®Z¯�ÛzLO<O[Z>vNP<�a C�<�U�AGSh^Wa
x0
¥¦~n�n�G���x�

f
�M�Kr���}s�K�l� �G���`~n���v�Iw�wZ�K�®�B¿n���

f(x0) Ü î �Ý¨S/Eeä`E®X�Þ,����}s�e���K���ny � ���v�xy��vy(} � ��y�}s�K�nr�y`�n����wZ�v�x�b���ny`��y`�`���ª����}����l�K¿p�v��r��n��y`�x�v� �b�����xu��
rv����y�}����PÂz¥¦~n�n�G���x�

f
�x�vu0w�QRA�C�LOAWaDLONZE

f−1(0) �z��Ku0wZt � ~W���K�v�h}d{|�K������}@y`�����`¥¦~n�n�K�8�x�I��r��v�vr��®}���uxw8���PÂ�µ¦wZr�� � f : X → Y
¿F�`�nr����

X, Y
uZ� � y=�nr��n��yK�Z�K���

R
½/u�����rvt�uxwZy�}s�K�v�n�)}¡rv�Kuxw�y`u�y�}s�K�n���K�PÂ �
«(¬®Z¯�Û�AGJgAK?BAGJMLONPC�JgAWYv_ ¥¦~n�n�K�8�x�B�

• ß ~n�n�G���xt f : X → Y
�n�Kr��®}s�K�l�ÏU�AW>	JÀÒ®NZÒl�n�%rv�n��y`��r��

A ⊂ X ⇐⇒ ∀ x1, x2 ∈ A : x1 <
x2 =⇒ f(x1) < f(x2)

• ß ~n�n�G���xt f : X → Y
�M�Kr���}s�K�l�Öa�E`Ø¢<O[�Ò®NZÒ)�M��rv�n��y`��r��

A ⊂ X ⇐⇒ ∀ x1, x2 ∈ A : x1 <
x2 =⇒ f(x1) > f(x2)

• ß ~n�n�G���xt f : X → Y
�M�Kr��®}s�K�l��>�?BEGÝBÒl�n�%rv�n��y`��r��

A ⊂ X ⇐⇒ ∀ x1, x2 ∈ A : f(x1) =
f(x2)

«(¬®Z¯ ß ~R�n�K�8�xt f : X → Y
�n�Kr��®}s�K�l�§Q=EKU�C�^W>�?OÒ ⇐⇒ ∀ x ∈ D : f(x) = f(−x) �Ý¨S/Eeä`E®XnÑ¤���®����uà¥¦~R�n�K�8�x� � �K��r��=u0wZ�8�f�x�vu0w,u0���b��wZ�x����rv�I�(}�rv�`��tv�n��� y`u��

OY �

�



Ú@U�C�^WVFÝÌX ß ~n�n�G����� cos(x)
�x��uxw � �K�xr���uxwZ�b�M� R.«(¬®Z¯ ß ~R�n�K�8�xt f : X → Y
�n�Kr��®}s�K�l�ÖJMLO<0Q=EKU�C�^W>�?OÒ ⇐⇒ ∀ x ∈ D : f(x) = −f(−x) �Ý¨S/Eeä`E®XnÑ¤���®����uà¥¦~R�n�K�8�x� � �K��r��=u0wZ�8�f�x�vu0w,u0���b��wZ�x����rv�I�(}�rv�`��tv�n��� � ~n�n�Iw�~ (0, 0) �Ú@U�C�^WVFÝÌX ß ~n�n�G����� sin(x)

�x��uxw � �K�xr���uxwZ�b�M� R.«(¬®Z¯ ß ~R�n�K�8�xt f �M�Kr��®}#�K���¤APäGU�EKJMLONPC�AWJÀÒ3ClH®AWÝ è

⇐⇒ ∃m∈R : ∀x∈D : f(x)  m

«(¬®Z¯ ß ~R�n�K�8�xt f �M�Kr��®}#�K���¤APäGU�EKJMLONPC�AWJÀÒ3CdäITGU	^

⇐⇒ ∃M∈R : ∀x∈D : f(x) ¬M

«(¬®Z¯ ß ~n�n�G���xt f �M�Kr���}s�K�l�òAPäGUxEKJMLONPC�AGJÀÒ �x�v�x���n�x�vu0w/�x�v�R�ny=��rv�����n���3y`�`���K�n����rvy`�n��r��`�`�x� �!r
�ny={ ~ �

Ú@U�C�^WVFÝÌX ß ~n�n�G����� F1 : R+ 3 x → F1(x) := 1
x
∈ R �x�vuxw�y`�`���K�n���vrvyK�M�§r��ny={|~/�

F2 : R− 3
x→ F2(x) := 1

x
∈ R �x��uxw,y`�`�Z�G�n����rvy`�M�Dr��`�`�0���

F3 : R \ {0} 3 x → F3(x) := 1
x
∈ R �n���s�x�vu0w

y`�`���K�n����rvy`�n�o�n�3¥¦~n�n�G�����
F4 : R 3 x→ F4(x) := sin2(x) ∈ R �x��uxwày`�`���K�n����rvy`�n� �«(¬®Z¯ ß ~n�R�K����� f : X → Y � ��r��F�x�3~e�x�øJÀE�[PShL�v�VF>�CFÒ3}#�G�xwZyK��Á ymax ∈ Y

�n���
x0 ∈ X ⇐⇒

f(x0) = ymax
y`���Kr ∀x∈X : f(x) ¬ f(x0) �q �M�K��y`�`���vrv�R���

«(¬®Z¯ ß ~n�n�K�8��� f : X → Y � �xr��F�x�3~W�x�§JÀE�[PaDJMLO<O[Z>�CFÒl}s�K�xw�y`��Á ymin ∈ Y �n� �
x0 ∈ X ⇐⇒

f(x0) = ymin
y`���Kr ∀x∈X : f(x)  f(x0) �Ó�ÄW¶I¬IÔ¨Îv¶`ö�kÀÍ�º`¬®²�³¦kÖj�»pÔpÄW¬�ÎvÉâÌÉ!²!ÔgºZëF³�¯

• ºM^Wab<v?·U	L·ElS�CPäKØ`vZH®<�a AW>	L
OX

� é ��rv���®u�r�wZ��{|�v�e���K�à}��=�®�x�vu@¥¦~R�n�K�8�x� y = f(x) � ��r��vràux������wZ�x��t}�rv�K��tv�R�v� y`ux�
OX

¿RyKw���r����b�K�l�b}��=�®�x�vu,¥¦~R�n�K�8�x�
y = −f(x) �

• ºM^Wab<v?·U	L·E3S�CPäKØ`vZH®<�a AW>	L
OY

� é ��r��v�®u�r�wP��{ �F�e���K�,}��=�®�x�vu#¥¦~n�n�G���x� y = f(x) � �xrv�vr,ux������wZ�x��t}�rv�K��tv�R�v� y`ux�
OY

¿MyKw���r����b�K�l�b}��=�®�x�vu�¥¦~n�n�K�8�x�
y = f(−x) �

• ºM^Wab<v?·U	L·EÏS�CPäKØ`vZH®<�a Q è JMVe? è
(0, 0)

� é �xrv����uxr�wZ��{|�v�e���K�z}����®����u§¥¦~n�n�K�8�x� y = f(x) � �xrv��rux������w�����td}�r��`��t��n�v� � ~n�n�IwZ~ (0, 0)
¿nyKwZ�xr����b�K�l�%}����®����uà¥¦~R�n�K�8�x�

y = −f(−x) �

• Ú/U�C�<�> è JML�vPN�LO<5UZTGShJgAKØ¢<8äWÝÌ</Sh^WV�U�<�> è A,S@<�Ve?BAGU [a, b]
�FÑ }����n���®~ � ��r��vux~n�n��t��v���à�x�e}��Ry`�����={|���`y

}����®���vux~l¥¦~n�n�G���x�
y = f(x)

y�}s���IwZy`�
[a, b]

yKw���r��=�l~W�x�v�l��}����®����u�¥¦~n�R�K���x�
y = f(x−a)+b �

• ºMVWE`Ø¢AGS/EKJMLO<@}����®����u�~z¥¦~n�R�K���x�O�n}������x�vu0�
y = f(x)

y`�Z�Gr
y = Af(x) �

• ºM^Wab<v?·U	L·E÷S�CPäKØ`vZH®<�a Q$U�AW>�?B<O[
y = x

� é ��r��v�®u�r�wP��{ �F�e���G�¤} w��v� u � y`u��`�Ë}����®���vu ¥¦~n�n�G���x�
y = f(x)

yKwZ�xr����%�G�l�%}����®����u,¥¦~n�n�G���x�@AFHKShU�AK?·Jg<O[
y = f−1(x) �

à ¨c©«ª��¬,®p"áËâ���ª����,+ �§�à��+ �¼ã��:���¨�,+ �§�#+ ��"Gâ��� �v�¼ªD�l�tä¿ås+ �% ��"#�´ª�"
��.0- ætç��,7Y�-è®9é�06��,602���9
«�¬��¯G¯ è JMVGNO[�Ò�ØÙL|JMLOAGS/Òb�M�Kr��®}s�K�l��¥¦~n�n�G���xt

f : R → R
y`�®��������yK�M�ø}�rvyK���v�

f(x) = ax + b
¿

�`�nr����
a, b ∈ R �~¼ö	j ¯hÑ¤���®����u��v�æ¥¦~R�n�K�8�x�s�����n��y�}@���

f(x) = ax + b
�x�vu0w � �xy`uxwZ��yÖ����}��M�K�n��~ y = ax + b

¿
�M�K�PÂI����y`�n���Ryby`ux�

OX � y�� �W�Gw��v� α
wZ�K�®��� ¿n�v�

a = tgα �~¼ö	j ¯ ß ~n�n�G�����������n��y�}s�à�x�vuxwv� ê ���¦ë
e



• �xy`u��M�G�F� ⇐⇒ a > 0
¿

• �b�K���8���K�F� ⇐⇒ a < 0
¿

• u0wP��{|� ⇐⇒ a = 0 �
� �K� � ye}����v�nr�� �K�Ryn¿h}��=�®�x�vu���� ¥¦~n�R�K���x�,�����n��y�}@�����x��uxw � ��y`u0wP� �5é �GwZ�xrF�K���n��}�u�r���uxwZ�®���Ö�by`�����¢}s�
� ��yKuxwZ�h�n� � {¦�Kuxrv�vr��^�v�n���K¿F}����Rrv�����`¿v��� � yKuxwP�GÁ y = ax+b

yK�g�8�x�3~W�x� � ���F}����f}�u�r���uxwZ�®��� � �xr�� � �K�R���O¿
rf}��F���GwZ�®�����÷�x���n�n���p�®� �Ku0�àáàQ$U�AW>�?·^`N�åsQ$LOAGJgAGSh^`N�å ��q �®�d~®}�r��`��t��n�n��ÁfwP�K�®�v�fw�thux�®wZ~n�K���xtG¿��ny`�`y��n�n���
�x�vu0w � ��r��F���KÁ)y`�K�`���n�����xuxrF� � y`uxwZ�KÁ)����}��M�K© � ��yKuxwZ�8��¿$�D�b���K�ny�}��������

Ax +By + C = 0, A 6= 0 lubB 6= 0
ìãk=ÄGÉ!²¨Ôª³@Ä þ j�²!¹$¸·¬®mpÍ8¹ÀÿFº`³@j�»¼ÔpÄW¬=Î þ j BÉ�²¨ÔgºZëF³#¸¦³¦²�³¦¹=j�»¨º;V/o
• é ��yKuxwZ�lrF�K�M�G�n�,���K�Ky§}����®����ux�Ö¥¦~n�R�K���x�O� y = a1x + b1

y`�Z�Kr
y = a2x + b2

u��§����}��ny`���v�={ �
⇐⇒ a1 = a2

�

• é ��yKuxwZ��rF�K�n�K�n�l} � y`uxwZ�K�v�!y`�`�K���n�8� A1x + B1y + C1 = 0
y`�Z�Kr

A2x + B2y + C2 = 0
uZ�

����}��nyK���v��{|� ⇐⇒ A1B2 − A2B1 = 0 �

í ¯·Ç$¯¦Ç ý%þ j�²�kR²�³¦¬�¸¦³¦²�³¦¹�j3¬�¶�ëF¬�±!²��Ï²!³¦¬Ijb³¦kM±¨¹$´<�
«�¬��¯Qî#TGShJÀEKJMLO<�a ØÙL|JMLOAGSh^Wa C�[�<ZHKJÀÒ§JMLO<�ShL·EIH®AGa�Ò)�M�Kr��®}s�K�l�ø����}��M�K�R��� � y`u0wP�K��� ax + b = 0

¿
�`�nr����

a, b ∈ R �ñzy`�I�DrF�G�PÂny=�Rrv��Á)�M�GuxwZt � ~W���K����u0�®wZ~M�K�8�x���RyKw8���vrF�G�v����y`r�}�� �Krv�K���nyK���v�gwP�K�®�����`yD����}��M�G�n� �R� ê ���¦ë
• � ������� a 6= 0

¿=wZy�����}��M�K�R���)�%�3�Ry`�n{¦�K�n�R���@�x�v�R�nyb�xy`r�}����KrF�G�n���
x = − b

a
�

• � ������� a = 0
�
b = 0

¿Rw�yb�xy`r�}����KrF�K�R���v� ����}��M�K�R� �à�x�vu0wà�ny�}sy`���M��������rv�M�3�xrv���vr��®}���uxwP� �

• � ������� a = 0
�
b 6= 0

¿Rw�yb�x�e}��n�K�n�����R��� � y`u����K�M�D��y`r�}�� �Krv�K©

í ¯·Ç$¯¦¥ i§Ô:ÍÌkM±â±ªjbÉ�Ä þ jb²!k�Wâ¸¦³¦²�³¦¹�j�»ªº-Vâ¶ø±¨j�³¦¬®´Ïk�²�³¦¬Ij�³¦kM±!¹$´�»ª´¤³
z,���v�PÂ �gt��nrv�����M�K�I�(~n�n{¦�K� �R}�~ ����}��M�K© �����n��y�}����PÂ(r��R}������%�D�n����}����K�ny`�l�����

x, y
�

{
a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2

µ ê ½

ß¼�n�&pn�n��~W�x���g�

W =

∣∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2−a2b1; Wx =

∣∣∣∣∣
c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣ = c1b2−c2b1; Wy =

∣∣∣∣∣
a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣ = a1c2−c2b1

ñzy`�I�Drv�K�PÂny��nrv��Á��n�Kuxw�t � ~W���G�v�)ux�®wZ~n�K���x���nyKw8���vrv�K�v����y`r�}�� �Krv�K���Ry`�����¼~n�n{¦�G�n~òµ ê ½P�

• � ������� W 6= 0
¿nwZy�~n�n{¦�K� �b�3�ny`�n{¦�K�R�n���s�x�v�R�ny���y`r�}�� �Krv�K�n���G�

x = −Wx

W

¿
y = −Wy

W
� Þ,�n{|�K�

wP�G���¼�M�Kr��®}s�K�l� è VFÝBEIH®<�a A�C�JÀE®NPC�AGJM^Ga �

• � ������� W = 0 = Wx = Wy

¿5wZyû~R�M{|�K� µ ê ½ � y`u����K�M�¤�R���vux�Ky`©R�vrv���n���Ö}����v��� ��yKr�}�� �GrF�K©D�
��yKr�}�� �GrF�K�n���v�ò�x�vu0w¨�G�G�v�M� � �K���#�����vrv� x, y u � �e{|�n���e���K�v���Rye}@y`���n�h����}��M�K�R���f�M�G�n�v�`y�~n�n{|�K�n~ �Þ,�n{|�K��wP�K�®�ª�M�Kr��®}#�K��� è VFÝBEIH®<�a JMLO<PA�C�JÀE®NPC�AGJM^Wa �

• � ������� W = 0
�n�vy)�M�e�x���n�����M�x�v�R�v��r#}���rv�M�K��rv�n���K��}

Wx,Wy

�x�vu0w5���`���®�ly=��r��v�Z�=¿KwZy�~n�n{|�K�
�n��� � y`ux� �K�n�3��y`r�}�� �Krv�K© � Þà�M{|�K�(wP�K�®�ª�M�Kr��®}#�K��� è VFÝBEIH®<�a >8Q$U�C�<PNPC�JM^Wa � ïÈð �"�Êñ ê+òÁóõô3òö ê+ò×÷�ó`ø � òù�ú � ê+û`ü �"ýÁþ ó úð ú �Oëÿ � ü ë

�



��.7j ætç��,7Y�-è®9 7P��9_�tmn9´�=2���9
«�¬��¯x¯ è JMVGNO[�Ò%V�S/EIHKUxE`?ÌAGS/Ò�µ·w����W�x��� �K�R�v� �I}s�K�n�Z�WwZy�}����(½#�M�Kr��®}s�K�l�(¥¦~n�n�G���xtG�

f(x) = ax2 +
bx + c

¿n�K�nrv���
a, b, c ∈ R ¿ a 6= 0

¿
x ∈ R �Ñ¤���®����u��v� ¥¦~R�n�K�8�x�D�®}s�K�n���GwZy�}@���

f(x) = ax2 + bx + c
�x�vu0w�Q=EKU�E®]PAKØ Eûy�}����v��r��PÂny={ ��~

} � ~n�R�K�v��� p = (− b
2a ,− ∆

4a)
¿��`�nr����

∆ := b2 − 4ac
�M�Kr��®}s�K�l� Sh^WUZT�c�JML|V�LO<�a wZ�x�W�x�b���K�®~

�I}#�K�R�Z�Gw�ye}@�v�Ky �h ³¦¬	ë�ÎFº`k¤¶I¬IÄG¹�j3¬ ÌÉ!²!ÔgºZëF³#ÔpjlkM±ªÄGk=ö�¹=jl¬�ë �
ß ~R�n�K�8�����I}s�K�n�Z�WwZy�}#� f(x) = ax2 + bx + c

� �x��u �

• �b�3�R}s���x�`�v�n�)�����8�xu��F�Dr��v��y�}@�%µ � �����x}����Kuxw����¦½P� x1 = −b−
√

∆
2a

¿
x2 = −b+

√
∆

2a

¿M�`�R�
∆ > 0

�

• �b�à�x�v�n�Ryb�����8�xu��v��r��v�xye}@� x0 = − b
2a

¿n�`�=�
∆ = 0

�

• �n�����%�3�����8�xu���r��v��y�}����PÂp¿À�`�R� ∆ < 0 �
Ó�ÄW¶`»pÔ�ÍP¯�î#C è ?,Q$LOAGJgAGSh^IX@ß��������xux�F��rv�M�e�x�R~W���K�v���`yòux��t ï � �M�K� � y��g{|y`�`���xrv~n�v�K�l�÷} �`�`�xt
� �·{ �Kt�r � �xtv�n�Gy`����� � � y��vrv�GwZ�Gy�}#� 3m/s �Ré y����K�®��� �vrv�Ku���� � �·{ �G�3~ � �K�n�n�����M� � y��g{ y`�`t�{�ßp��{ y`����Á
}#�G�xwZyK��Á � ��r���u � ���vu�r��v�n���br����v��u��®���v�`y 10m/s2 �� Ò������ Ù 6$��(&#�.�6$�-�7T����	:�L��;��0	�7#C�	�;)3:1�;6�����02�;)3:O02��������� �&��6�:O@2%3����#x�	:�02�Y.5����6$:��I[

s(t) = at2/2 + v0t + s0
A(�L���)3:

a Ú �;6$����0��;)3:�0���:��-)':�A v0 Ú �;6$�L��&�&@$ÉP�������O*C�$���C.D#�A s0 Ú L�6$��(&#I.Ï�7T�.5)3%3)
t = 0

�oÂ ���$#9�Ë���#C�$:��IA��2#9��)3:	��7T�.5)3%3)�����#�0��
t0 Z �L;��)3:´��L;���C.5)+#�L-#�?`#Y.5��02�&����@�É s(t0) = 0

�-Î #��1�G.5)3O��6$EC.5�-#9�-)':�[
s(t) = −5t2 + 3t+ 2 = 0,

0��C*�LH[
∆ = 49,

√
∆ = 7, t1 = 1[s], t2 = −0.4[s]

�
	 #��¼.5)3��P�-)S?S�C#I�;�-#&L��;)3:P�-#F����L�?+�&(�G���a�;��?S��.5)': �
0�:����;�-L;� � Å�� ��:��Ë����L����C.5)+#�L;#1L�6$�;(�)��;)3:�6�.5)+#�02��:��

t2  Çé y`����w��v��rv�n��uZ�
Ód¹ÀÎ�ö�kMº`³@ÌÉ�²¨ÔgºZëF³sÔpjlkM±ªÄGk=ö�¹=jl¬�ëK�

• Ú#AW>�?OE®_�VWEKJgAGJMLONPC�JÀE`� y = a(x− p)2 + q
¿n�`�nr����

p = − b
2a

¿
q = −∆

4a
�

• Ú#AW>�?OE®_�L¦Ø¢A�NPC�^GJgAGS/E�� g u0wZ�n�����x� ⇐⇒ ∆  0 �¿� �v�����¼wP�G���x�vu0wF¿nwZyR�

? y = a(x− x0)2 �K�R� ∆ = 0
¿

? y = a(x− x1)(x− x2)
�`�R�

∆ > 0 �
ìã¶I¹MÄe»��(³��®öF¬�� kp�
� �R�%����}��M�K�R�����I}#�G�n�Z�Gw�y�}s�

ax2 + bx+ c = 0
�b� � �����x}�� �GuxwZ�®� x1, x2

¿Rw�y�rF�K�PÂny��nrv�D}�r�y`�x�
µ�������w���� ��½

x1 + x2 = − b

2a
, x1x2 =

c

a

��.�� ætç��,7Y�-è\�Ñ� n��Ü6��Dm������ ��2 �Ü254Qmn9"!I�
«�¬��¯ ß ~R�n�K�8�xt � y`uxwZ�K�v�O� f(x) = ax+b

cx+d

¿À�K�nrv���
c 6= 0

y`���Kr
ad− bc 6= 0

¿$�M�Kr��®}#�K���¤å=AGabAPäGUxE$#/Ò �
ì rv���v�nr����M�DÂnyK�by`�K�Z��pM�I�x�vu0w R \ {−d

c
} �Ñ¤���®����u��v�æ¥¦~R�n�K�8�x��Âny`��y`�`�Z�-pM�vr��n�����x�vu0w�åILÙQR<�Uv]PAKØ E`�!}����®����u�¥¦~n�R�K���x�

y = 1
x

y=� � y�}������n�n��y
� y � ��r��vu�~I}s�K�I�À�/z,� � ��uxrv�l�§����}��M�K�n���d¥¦~n�n�G���x�¨Âny`��y`�`����pM�vr��n�����

f(x) =
a

c

x + b
a

x+ d
c

= ... =
a

c
+
bc− ad
c2

1
x + d

c

%



ÑË���M�GÁK¿5��� y`�`�`���M��Âny`��y`�`�Z�-pMt
f(x) = ax+b

cx+d
� y�}�u0wP�e�x��r��&� uxwZ�K�n�M�K�x�ny�}s�8�'� y = 1

x
� ��r��vrG�s�·½

� ��r��vux~n�n��t��v��� � ��y`�ny�}s��y y0 = a
c

�g���·½ � ��r��vux~n�n��t��v��� � y`rv��y`�b�)y x0 = −d
c

�À�����¦½ � �xrv�vux�W�K��y�}s�K�n����y
�vr��=�R�n��� bc−ad

c2
�

é �xy`uxwZ�zµ � y`r���y`�b��½5y�����}��M�G�n��~ y = a
c

�M�Gr��®}#�G�l�¤EG>	^GadQÀ?BAK?BÒlQRA�C�LOAGa�ÒH� � ��y`u0wP�zµ � ��yK�ny�}#��½
y�����}��M�K�n��~

x = −d
c

�M�Kr��®}#�K����EG>	^GadQÀ?BAK?BÒ�QRA�C�LOAGa�Ò �

( ¨c©«ª��¬,®p"��ª�!�%���Àª(�� "#�ª�!�=¬s&Pª("
 à.0- ætç��,7Y�-è\���^mon�452Y��2 � �/�^monG���/���Ñ� �^m*)�èI7,+Y�¼6��.-�mR2Y�\�=2h7,+´���Ën��

½ ��0 	 6$�9�	�C#C�7#«�¬��¯�ºML|J è >v<�a÷�G�WwP��y`uxw������`y#}¤w����W�x�W�K����� � ��y`u0wZy`�W�Gw��®���¡�n�Kr��®}s�K�l��u0wZy`ux~n�n�v� � ��r�� � �xy`uxw�y`�W�GwZ�R���
� ��r��v����}������={|�8���n�K�n�v�l~ø�W�Gw�ye}��ª�Ry � ��rv���v�¢} � ��y`u0wZy`�W�Gw��n�����

sinα =
a

c
«�¬��¯MNPAW>	L|J è >v<�a÷�G�WwP�#y`u0wZ�����`y�}¤w����W�x�W�K����� � ��y`u0wZy`�W�Gw��®���¡�n�Kr��®}s�K�l��u0wZy`ux~n�n�v� � ��r�� � ��y`u0wZy`�W�Gw��n���
� ��r������v��{|���#�ny��M�K�n���`y��W�GwP�D�ny � ��r��v����} � �xy`uxw�y`�W�GwZ�n�8���

sinα =
b

c
«�¬��¯0/MEKJ=äI<�Jn>v<�aò�G�WwP�#y`u0wZ�����`y�}¤w����W�x�W�K����� � ��y`u0wZy`�W�Gw��®���¡�n�Kr��®}s�K�l��u0wZy`ux~n�n�v� � ��r�� � ��y`u0wZy`�W�Gw��n���
� ��r��v����}������={|�8���n�K�n�v�l~ø�W�Gw�ye}��ª�Ry � ��r�� � �xy`uxw�y`�W�GwZ�R��� � ��r������v�={ �����Ryb�M�G�n�v�`y��W�GwZ�R�

tgα =
a

b
«�¬��¯215AK?OEKJ=äI<�Jn>v<�a÷�G�WwP�#y`u0wZ�����`y#}Ïw����W�x�W�K����� � ��y`u0wZy`�W�Gw��®�����M�Kr��®}s�K�l��u0wZy`ux~n�n��� � ��r�� � ��y`u0wZy`�W�Gw��n���
� ��r������v��{|���#�ny��M�K�n���`y��W�GwP�D�ny � ��r�� � ��y`u0wZy`�W�Gw��n��� � ��r��v����}������={|�8���n�K�n�v�l~ø�W�Gw�ye}��O�

ctgα =
b

a
=

1
tg x

Ý¨S/Eeä`E®X$qsrv�Ku����ø¿M�PÂny�Á)��rv�K�n�KyR¿n~n���®}s�bux��tdwZ����¥¦~n�n�K�8�x�:>v<PNZEKJn>@�5NPAW>v<PNZEKJn> �rw �Dy`�R���n�&pM�R��y�}#�G�n�
���K�KyR�

secα = 1
sinα

¿
cosecα = 1

cosα
�

 à.7j 3 6�9Qmn9 ¢9çà752���9 7,+´�=9
«�¬��¯54zUxEIHKL·EKJûµ ê �Z�G�g½/�x��uxw�wZyz��� �G�Z�(�G�WwP�øy � �K�xw��v�`yø�M��{ ~n�®~p¿!�®w��`�����`y��g{ ~n�`y`�xÁ)�x��uxw3�x��}��M�
�g{|~R�`y`����� � ��yK�b���v�n���ly`�®��t��`~ �

ñ��K�l�b}���tv� � �xy`uxw��d}�rvy`�0�(�M�DrF�K��� �G�ntd��� �K�0�b�W�GwZ�3}¡uxw�y � �n���K�PÂ αs �M�D�b���K��t�{ ~n�Ky�}s� αr �

αr =
παs
180

, αs =
180αr
π

Ñ uxrv�vr��v�`�K���ny`�x�v�O�
180o = π

µ·�Z�K�À½C�
90o = π

2

�
60o = π

3

�
30o = π

6

µ � y��M�e���G�ø�W�Gw�}Û��������rv�
{|~n�Gy�}s�8��¿À��rvt�uxwZybu���t@�x~n�)�n��� � y=�n�e�x���v�#�x�vu0w,yK� ��������r�y`�I�%}¡���K�n���K�M�K�PÂg½ �

ê�î



 à.�� ætç��,7Y�-è\���^mon�452Y��2 � �/�^monG���/��� ��2��¤2Y�����ª452ã70+´�=9
ñ��e���K�hr��n�&pn�n��y�}s�K�n�h¥¦~n�n�G���x�hwZ�0�=�Ky`�ny`����w��x���vr��n�5�n� �s�Rye}@y`���n�v�`y��W�GwZ�

α ∈ [0, π2 [
¿G{¦�Ww8}sy���yKrvu�r��v�xr���Á

wZ� �n�&pn�n���8�x�z�M���ny�}sy`���I� ���n�I�¾�G�Ww �_y yK�n��u���t wZy�wP�K�$�_z,���v�PÂ α
�gt��nrv���ø�W�Gw��v� u��®���v��y�}s�K�I��� ß � wZ�0�=� � �ny�}~n�����vuxrv��rvy`�I��� } ~n�n{!}�u �p� wP�G�À¿M�����x���`y � y��vrv�GwZ�Gye}@�l���K����t � y`�®�x�®}s�bu���t)r��ny��M�Gw��n� � � �={|yKu�� �

OX
¿ª���Ky`©n��y�}��=� ���K�b���v�n���v�Ü�x�vu0w � �={ � ��y`u0wP�(y � y��vrv�GwZ�®~�} � ~n�R�K�v��� (0, 0) � z,� �Gy`©n�vy�}�����Z�K�������n��~b}��=�R���v���K�l���Rye}@y`���®� � ~n�n�Iw P = (x, y)

¿n�x�`�v�I��y�� � ~n�n�IwZ~ (0, 0) �
ß ~R�n�K�8�x��w��x���`y`�nyK�b��wZ�x����rv�n�)�W�GwP� α �n��pM�n��~W�x�v�l�%}¡u � y`ux�`�ø�n�Kuxw�t � ~W���G���À�

sinα =
y

r
, cosα =

x

r
,

�`�nr����
r
�x��uxwày=�R���v��{|y`�x�v� � � ~n�n�IwZ~ P y�� � ~n�n�IwZ~ (0, 0)

¿RrF�K�
r =
√
x2 + y2 �

tgα =
x

y
, x 6= 0,więc α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

ctgα =
y

x
, x 6= 0,więc α 6= kπ, k ∈ Z

¤¨¯ í ¯¦Ç °f²�k=Ôª³gBÉ�²¨ÔgºZëF³ÀövÄW»pmÀ¹$²!¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²¼»¨º;V(j Ã5¹gÎ�¶®º`¶I¬�m þ ¸¦²¼»¨º;V¡�Kj�³¦kRÄeöFÔnknº-V É!Ô�Í8kM±¨É
jbÎ�Ã þ ÍBÄG¶IÅ�±¨²¼»¨º;V

�
��Ñ � ���v�0}�u�r�����}�uxr���uxw�������u����Ry=�M�WwZ�n���K¿

Ñ �R��~n�`�����sw8�����Ky�u����®~nuv¿
Ñ w���r��v�v�����#wP�K�n�K�v�nu��ª�KyGwP�K�n�K�v�nu�¿
q }¡��r�}s�K�xw����à��y`u�����~Ru�� �

¤¨¯ í ¯¦¥ ì kRÄeö�¹ÀÿFº`³sÌÉ!²¨Ô¼ºZëv³söFÄe»ªm$¹$²�¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²g»¨º-V�±!¸¦kÏ²!³¦¬IÔpö þ Äe»¨º-V j3kRÄeö�¹ÀÿFº`³/Ô��Rö þ j o

α 0o 30o 45o 60o 90o

sinα
î 1

2
1√
2

√
3

2

ê
cosα

ê √
3

2
1√
2

1
2

î
tgα

î 1√
3

ê √
3

z g
ctgα

z g √3
ê 1√

3

î

6�7829;:;<>=�?�9@ 7BA :DC�EGFH <>9;IDJ ALK

¤¨¯ í ¯ í Ó�kRÄW¶`»¨Î�ö�¹Àÿ��(³s²!³¦¬®Ã�kRÄW¶`»¨Î�öF¹gÿ��øÌÉ!²!ÔgºZëF³#övÄW»pmÀ¹$²!¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²¼»¨º;V
• ß ~n�n�G����� f(x) = cos(x)

�x��uxw�Q=EKU�C�^W>�?OE`�
cos(−x) = cos(x) ∀x∈R

• ß ~n�n�G����� f(x) = sin(x)
�x��uxw)JMLO<0Q=EKU�C�^W>�?OE`�

sin(−x) = sin(x) ∀x∈R
• ß ~n�n�G����� f(x) = tg(x)

�x�vuxw)JMLO<0Q=EKU�C�^e>�?BE`�
tg(−x) = − tg(x) ∀x∈Df

• ß ~n�n�G����� f(x) = ctg(x)
�x��uxw�Q=EKU�C�^W>�?OE`�

ctg(−x) = ctg(x) ∀x∈Df

ê`ê



¤¨¯ í ¯S¤ |3ÔpÄW¬=Î�¹=j3¹Àÿ�� ÌÉ!²!ÔgºZëF³sövÄW»pmÀ¹$²!¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²¼»¨º;V
• í �®����u��v� � y=�nu0wP�F}@ye}���� ¥¦~n�n�K�8�x�

y = sin x
y`�Z�Kr

y = cos x
�x�vuxw

2π
�¼ßp�K�PÂny��nrv�O�

sin(x +
2kπ) = sin(x)

y`�Z�Gr
cos(x+ 2kπ) = cos(x) ∀x∈R, ∀k∈Z �

• í �®����u��v� � y��nuxwZ��}@y�}���� ¥¦~R�n�K�8�x�
y = tg x

yK�Z�Kr
y = ctg x

�x�vuxw
π
�Wßp�G�PÂny=�Rrv�B�

tg(x+kπ) =
tg(x)

y`���Kr
ctg(x + kπ) = ctg(x) ∀x∈Df , ∀k∈Z �

M2NPO;QSRSTVU�WBXZY\[^]`_ba Rdcfe�gLX
¤¨¯ í ¯ih °:j�³2�R¶`Ôª³bÃ5¹$´Ï³¦Å�±¨¶`» ÌÉ�²¨ÔgºZëFkn´¤³%öFÄe»ªm$¹$²�¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²g»ª´Ï³�ö�¬®m$¹ Î�kn´Ï¬®m$¹ Ôo�Rö�k2j

öF¶I²@¯!ö�¹$Þ®Îvkn´Ï¹ÀÿFº`³@öFÄe»ªm$¹À²!¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²!¬

• sin2 α + cos2 α = 1 ∀α∈R
á��x��uxw�wZyDwZr�} � [�<ZHK^GJMVWEb?·U	^FäIAGJgAGab<v?·U	^`NPC�JÀEH�

• tgα =
sinα
cosα

, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z �

• ctgα =
cosα
sinα

, α 6= kπ, k ∈ Z �

• tgα ctgα = 1, α 6= kπ
2 , k ∈ Z

é ��r���~n��������~)w8�=�PÂ)wZyK�vuZ�G�by`�x�v�Kw��x���`y`�Ry`�b��wZ�0�=��rv�I���PÂl��y`�v�n�#~n�ny�}sy��n�n��Áf}��������f���n�I�=�PÂ�á�rF�G���v���n���
y=� � yKwZ�xrv���®� �

¤¨¯ í ¯ik °:j�³2�R¶`Ôª³sÃ5¹$´Ï³¦Å�±!¶`» ÌÉ!²!ÔgºZëFkn´¤³#öFÄe»ªm$¹$²�¹$´Ï¬IöFÄe»¨º`¶I²g»ª´Ï³sÄ þ ÞI²¼»¨º;V Ôo�Rö þ j
ì � �3�Rye}@y`���®���PÂ��W�Gw���} α, β

rv�K�PÂny��nrF��r�}����Krv�®�B�

• sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β

• cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β
«�¹=j ¯

Ñ¤���n���G�����#rh�n���PÂp¿ � y � �xr��F�xtv����~ α = β
¿vr�}�� �Kr��®�`�M�#¥¦~n�n�G���x�hwZ�0�=�Ky`�ny`����w��x���vr��n� � y��R}@yW�xy`�n���`y

�W�GwP�
sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α

µ ï ½
y`�Z�Gr � y={ ��}��Ky�}s���`y%�W�GwZ�R�

sin
α

2
=

√
1− cosα

2
, cos

α

2
=

√
1 + cosα

2
µ ô ½

¤¨¯ í ¯ml ì ¶I¹MÄe»¾ÄW¬�±¨É!ÔgºK»IëF²!¬�²!kÏÎ�Ã�ÄW¹=jlkM±¨¶Ikn²�³¦¬�Ôo�Rö�k�±!¹¤Ã:³¦¬IÄej%Î�¶I¬�ëÄ�Kj�³¦kRÄeöFÔª³
í ���x�vuxye}@y`�xÁ,¥¦~n�n�G���x�MwZ�0���`y`�ny`����w��x���vr��I�=�PÂ%y`�Z�Kr#}�r�y`�x���n��ux~n�bt��W�Gw��e} � yKr�}s�K� �e����u � ��y�}s�K�nrv��Á
�ny�}syK���I�(�K�x�`~n���v�Iw�¥¦~n�n�G���x�ªwZ�0�=�Ky`�ny`����w��x���vr��n�����ny g � Á�}�� �G�xwZ�®� �Ó�ÄW¶`»pÔ:ÍZ¯

sin(270o + α) = sin 270o cosα+ cos 270o sinα = − cosα;

cos(180o − α) = cos 180o cos(−al)− sin 180o sin(−α) = − cos(−α) = − cosα

êeï



 à.2  ætç��,7Y�-è\� 2G��� mR2Q��������2onCç��,7Y�-è®6}�^mon#4/2Y�,2p� �/�^m�nG�/���ËnG���
ß3~®}s�K�`�K�M��y`�®���vuxy�}sy`�xÁ/¥¦~R�n�K�8�x�`wZ�x���`yK�ny`����wZ�0���vrv�I���PÂp¿IJMLO</abA�c�JÀEhrv�R�&pM�n��y�}#�KÁh¥¦~n�R�K���x�Ky=�R}��xyKwZ�I���PÂ
�ny§�n���PÂÖ�n� �(Sf>�C�^W>�?¦V�LON�å��K�x�`~n���v�IwZ��} � ß ~R�n�K�8�xtDy=�R}��xyKwZ�n�%�ny f ��y`���M�br��n�&pM�R��y�}#�GÁD�n� �bw8���PÂ�K���K~n�b���IwZ��})¿n�n�����Iw��`�x���PÂ

f
�x��uxw�}�rF���x�v���n���s�x�v�R�ny`rv�n�K�vr��M� �

ÑÏ�&�v�l�)¥¦~n�n�G���xt
f(x) = sin x

µ>qâr��n��yK�x�`¿ � y`����tv�Rr��)�IwZ�`�0���b� f �nr�� ��{|��½ �eé �GwZ�xrF�K�@�M�,}����®���vu
y = f(x) = sin x

¿G}����M�KÁG¿`�v�
f : X → Y

�x�vuxw5¥¦~n�R�K�����d}�rv�e�x�v���n�����x���n�ny`r��M�K��rv�M�R¿��x�������nrF��rv�R���`�
�K���K~n�b���IwZ��} }@�����b���v�l�

X = [−π
2 ,

π
2 ]
¿Irv�K�5rF�)rv�n���`�f}s�K�xw�y`�����

Y = [−1, 1] � ß ~n�R�K���xtày��R}���yKw��M�
sin−1(·) �nyz¥¦~n�n�G���x� sin(·) �M�Kr��®}#�K��� arcsin(·) �/�n�&pM�R��~W�x���l��á�rv�Ky=�n�R����r%�n��pM�n���8���ø¥¦~n�n�G���x�y=�=}���yKw��n���/á)���K�Kyn� � ������� y = sin(x)

¿nw�y
x = sin−1(y) = arcsin(y) �Ý¨S/Eeä`E���ÑÏrv�e�x�v���M�5�x���n�ny`r��M�K�vr��ny`�xÁ
sin : X → Y

�b���b�����xu����/wZ�K�®�v�/}û���n�I���PÂDux�®w�~M�K�����G�PÂp¿
� �p� Xns = [π2 ,

3π
2 ]
¿
Y = [−1, 1]

¿��`rv�R�&pM�n��y�}#�KÁh¥¦~n�R�K���xt
arcsinns : [−1, 1]→ [π2 ,

3π
2 ] ��w wP�K�n�n�K���ny�}s�~n��ye}s�D�b��}��O¿n�v�)rF�

X
�n������r���u���t

X = [−π
2 ,

π
2 ] �í u0wP�Gw��v��rv�n���bµO�K�I��y`u0}sy`��Á)r��x�`�v�I�����ª�nyKwP�G�����K���·½Z�

«(¬®Z¯ ì � �s¥¦~R�n�K�8�x� sin(·) � [−π
2 ,

π
2 ] sin→ [−1, 1]

�R�&pM�n��~W�x�v���dy��R}���yKw��M�#�ny��n�����g¥¦~n�n�G���xt
arcsin(·) �

[−1, 1] arcsin→ [−π
2 ,

π
2 ]
���G�Kyn� � ������� y = sin(x)

¿nw�y
x = arcsin(y) �µ·}���t��)� �p� arcsin(1) = π

2 , arcsin(1
2) = π

6

��w�� � ½ � Ñ������x�vuà¥¦~n�n�K�8�x� arcsin
á§rv�`y��n�n����r�yK�`�`���n�

�����`~g{¦��~nr���ux���¢}#�G�n� �¤}����®����u���} ¥¦~n�n�K�8�x��y��R}���yGwZ�I���PÂ á÷yKw���r����3~e�x�zu���tzr }��=�®�x�vu�~
sin � ��rv��r

rF�K��� �G�ntdy`ux�ª��~n�(����}��ny�}s�K�v�R��� � ��r��vr�ux������wZ�x��td}�r��`��t��n�v�Ûy`ux�
y = x � r¿�2� ê ë

sinú
arcsin

ì � �D���R�®���PÂ(¥¦~n�n�G���x�ªwZ�0�=�Ky`�ny`����w��x���vr��®���PÂz¥¦~R�n�K�8�x��y��R}���yGwZ�n���n��pM�n��~W�x�)u���ts���K�Gyn�
«(¬®Z¯ ì � � ¥¦~n�R�K���x�

cos(·) � [−[0, π] cos→ [−1, 1]
�n��pM�n��~W�x�v�l�¡y=�R}��xyKwZ�n�Ë�Ry �R�����z¥¦~n�n�G���xt

arccos(·) � [−1, 1] arcsin→ [0, π]
���K�KyR� � �v�x��� y = cos(x)

¿nwZy
x = arccos(y) �«(¬®Z¯ ì � �Ï¥¦~R�n�K�8�x� tg(·) � ] − π

2 ,
π
2 [

tg→] − ∞,∞[
�R�&pM�n��~W�x�v��� y��R}���yGwZ�M�ò�ny÷�n�����b¥¦~n�n�G���xt

arctg(·) � ]−∞,∞[
arctg→ ]− π

2 ,
π
2 [
���K�Kyn� � �v����� y = tg(x)

¿nwZy
x = arctg(y) �

¤¨¯`¤¨¯¦Ç s3³¦¬®m$É�²!¹=j�» É!Ô�Í8kM± jbÎ�Ã þ ÍÌÄW¶IÅ�±¨²¼»¨º;V
é ~n�n�Iw¨�M� � {¦�Gu�rv��r��^�v�R���5�byK�v�M�#rv�Krv�M�G�vr���ÁG¿Wrv�K�M�e���G� è VFÝBEIH�Sf>8QRTWÝ·U�C�vZHKJM^IN�å5� � ��u�rv�K�f}�u � �={ ��rvt��n�n�
� ~n�n�Iw�~ p

} w8��� ~n�n{¦�G�nrv���¤µ·uZ��wZyÖwZ����>	VFÝBEIH®AGS@<(S@<�Ve?BAGUxE ~OP
� ì y�}���rv�n�K�vr��v�n��� � y={|y`���v�n��� �����¦ë

� ~n�n�Iw�~ �n� � {¦�Kuxrv��r��^�v�n���)�by`���M�à�x�v�R�M�K�%~R����Á)���n�n���`yD~n�n{¦�G�n~�}�u � �={|�xrvtv�R�®���PÂ �,� ���v�v���prF�G�b���Kuxw
(x, y)

} � ��y�}#�G�nrv���l� r, φ � �xrv�vr

x = cosφ, y = sin φ

µO��~n�b�n��y��R}����Kwv�
r =
√
x2 + y2, φ = arctg y

x

½P¿IwZy��x�vuxw@wZy�����}��n���à�ny`�R�x��~n�n{¦�K��}�u � �={|�xrvt��n�I�=�PÂ
�vy

(x, y)
� ó �K�v�n���3~ � ~n�n�IwZy�}�� � {¦�Kuxrv��r���rv�I� y=� � y�}�� �K�n���Ry`�n{¦�K�n�R���l�x�v�n�n� � �G�Z��������rv� (r, φ)y`�Z�Gr��n�by��R}����Kwv� ó �K�v�n�8� � �K�xrv� (r, φ)

y�� � y�}�� �K�M�D�nyK�M{|�K�n�n�����x���n�v� � ~n�n�Iw � {¦�Kuxrv��r���rv�I� � µ �x�vu0w
�x�v�n��� Ñut �Vv�£xw/ó � � ~n�n�Iw (0, 0)

¿n�`�nr������W�Gw
φ
�n���@�x��uxwày`�®��������y`�I�$½ �

� �v�n�M�Ör%}���tv�®u�r����PÂ u�r�wZ~n��} �b�Gw��v�b�Gw8���v�Öµ·�1pMr��=���W½#�x��uxw��ny`�À�`�3y�� � y�}����v�R�n�����`y�~n�n{¦�G�n~
}�u � �={|�xrvt��n�I�=�PÂ � � �R� u���t��`yûy�� � y�}����v�n�n��y�µ·�nyûrF�K�`�K�n�n���v�n����½D�nyK�n������rv�G¿@w�y � ��y`�R���v� �vr�tvu0wZy
rv�M�G�vrv�R���)u���t�~ � �Z�Gu�rv��rF����~n�(�M�F}@��wàwZ�x�®}����K����rv~W�x� �

Ó�ÄW¶`»pÔ:ÍZ¯ y ��}��M�G�n���by`�®��tv�K~âµOy��x��y��n�®~Ï}
(0, 0)

� � ��y`�������n��~ R ½��b� }@�%}�u � �={ ��r�tv�n�I���PÂ�W�K�xw��vr����G©nu��®���PÂ � y`uxwZ�KÁ
x2 + y2 = R2

rF�K��}@��}�u � �={|�xrvtv�R�®���PÂÖ�n���v�`~R�ny�}��=�PÂ

r = R, φ− dowolne.

ê�ô



Ó�ÄW¶`»pÔ�ÍP¯ y y`r�}#�G�v�l�(�®��r��®}#�øµ0VWEKUxHKLOAGL·H\v�½

(x2 + y2 − ax)2 = a(x2 + y2), a > 0

q �M�G����rv�z}s�(}�u � �={ ��rvt��n�I���PÂ��W�K�xw��vr����G©nu��®���PÂ¼¿@�G�vrv�Gy`��}����v�û��y`�v����}s�R¿n�x�vuxwb�ny`�xÁ(~n�v���K�v����}s� � Ñ¤�
}�u � �={|�xrvt��n�I�=�PÂ �n�����`~n�ny�}����PÂ �n�K�M�K�n�����x�vu0w�yÖ}����v���ø{¦�Ww8}������xuxrv���#�®�xr��®}#����y`�v�M���n�K�x��u�y�}s�KÁ
��y�� �xtv�®�8� �

r = a(1 + cosφ)²´³Cµ�¶�·�¸2¹�½ �&��.D#98��1�P��6�����./* Å�ybz�{\|~}�� ÓP�P����� z Ô | ÒCØ y�y�}�z Ö�Ò�Ç
(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2), a > 0

Î �&8��-#��2*D.5����6�:O@2%3)+É�.�:r.�0���E�?+6$��OL������7T��C#96���:��	�2#9R�02��)+�7T�A�#��������&%3.5)':��o�	:�02������L���@�Éo�;67#������7T�?+�&�;�;: � 
:¿.�0���E�?S6����L������7T
Z )3:�(��;�;�C.5���7T>�>#1����#1�P.5)3:�%3:´L���(&��L��;)3:	�20���*1L��G#9�-#�%')3���Ë���&02�$#&É

r2 = 2a2 cos 2φ

�����¦ë
¤¨¯`¤¨¯¦¥ �/jb³¦¬IÄG±!¶I¬®²!³¦¬Öº`¹ÀÎv³¦²pÉ:Î þ j
y yKr � �Gw���r��l�DwZ�x�W�x�W�Gw/yl�Ày`�W�K�PÂ%�g{ ~n�`y`�x�v� a, b, c ¿®�`�nrv���,�W�Gw/����t��nr����Ày`�W�K��� a � b }��=�Ry`u�� α � ñ����V���m��b�����xux�v���M�Ku0wZt � ~W���K����~nyK�`�`���R���v�R���,w8}����v�x�nrv���n� � é ��wZ�K�`y`���KuZ�R¿Rr�}s�K�n��?·ShLO<�UxHeC�<�JMLO<�a NPAW>	L|J è >vTGS �

µO�vyKu����®~nux��}d½ � ßp�K�PÂny��nrv�O�
c2 = a2 + b2 − 2ab cosα.

«�¹=j ¯m�
¤¨¯`¤¨¯ í �/jb³¦¬IÄG±!¶I¬®²!³¦¬ÖÎv³¦²pÉ�Î þ j
y yKr � �Gw���r��l�lw����W�x�W�Gw5y��gyK�G�G�PÂ a, b, c y`�Z�Kr��W�GwZ�K�PÂp� α ál�M� � �xrv���v��}��gy`�®~

a
µ¦wZr�� � �W�Gw � y`����t��nr��

�gyK�G�G�b�
b
�
c
½C�
β
áz�M� � ��rv���v�¢}Ü�Ày`�®~

b
�
γ
áz�M� � �xrv���v��}ã�gyK��~

c � ñz��tv�nr��Ö�g{|~R�`y`����� �K���!�gy`�G��}
a, b, c

�D�W�GwP�G�b�
α, β, γ

rF�K�PÂRy=�nrv���n�Kuxw�t � ~W���G�v��r�}�� �Grv�®�B¿nr�}#�G�n�b?¦ShLO<�UxHeC�<�JMLO<�a >	L|J è >vTGS �
µOu����®~nu���}d½ � ßp�K�PÂRy=�nrv�D����}��ny`�x�v�B�

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R,

�`�nr����
R
á � �xy`�����v©�yK���xtv�`~ y � ��uZ�K�R�v�`y��M�3wZ�x�W�x�W�K�v��� �� c�N��
�>c`�fQ�N;g�]�TB��a��Va��L��Qda�O��dT��f�;ND�fW � �`�'¡mg~e�¢*£

ê ù



¤ ¥ ��"Gâ��l ���ÀªD�
×�LO<vØ¢AGaDL·EKJg<�a �x���n�n�8�àrv�������n�n����µ·w�~p�n�xrv�v��r��®}���u0wZ�8�	½��M�Kr��®}#�K���§¥¦~n�n�G���xt

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1 + a0, gdziean, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R, x ∈ R
¦ª���vr��I�

an, an−1, . . . , a1, a0
�M�Kr��®}s�K�l�ÖSf>8QRTWÝÌNPC�^WJMJML|VWEKaDLM}����v��y`��� �K�®~ �

� �v����� an 6= 0
¿=wZy�������rv�Àt

n
�M�Kr���}s�K�l��>�?BA�Q$JMLO<�a ShLO<vØ¢AGaDL·EKJ è �R�n���

W = n � µ����n�v�K���v�`�e½� �v����� ∀x∈RW (x) = 0
¿ew�y,}����v��yK�b���K���M�Kr���}s�K�l�lC�<�U�AGSh^Wa � ñz�,y`��}�u�r���u0wZ�®���#}�u � �={ �vr��=�R�n���®�

����}��n� rv����~ �/£ �G�����v�3~¾}�������y`��� �K�Rye}��@�n��� � �xr�� � ��ux~W�x�v���÷�F�K�n�R�v�`yòu0wZy � �n� � � µOñzy`���M�¤�3~¾wZ���
� ��r�� � ��u��KÁ)uxwZy � ����© −∞ ½ �«(¬®Z¯nñz��}����l�K¿I�v� ì }s��}�������y`��� �G�®� f(x)

¿
g(x)

rv�����v�R�n���f��r��v�vr��®}���uxw����@u����x�e}��R� ⇐⇒ �K�R�
� ��r��F�x�3~W���3wZ�)uZ�G�b�d}s�K�xw�y`�����¨�n� �%VWEecFH®<O[/}#�G�xwZyK���v�ªr��b���v�n�R��� x � f = g ⇐⇒ ∀x∈Rf(x) = g(x) �ñ��K�l� � ��y`u0wZ��@j ¯ ì }s�,}�������y`��� �K�I� f(x)

¿
g(x)

rv�������n�n�8�¨��r��v��r��®}���u0wZ���:u��,����}��n�,µOrv� � ��u�~W�x���l��wZyn� f ≡ g
½

}�wZ���R�§�Àw8�=���Ky3}�w��v�R�%�`�R�b�%�e��������}��n�d}�u � �={ �vr����n�R���®� � �xr��%w8���PÂ uZ�K���=�PÂ � yKw�tv�I�K�PÂ(r��b���v�n�n�8�
x � �@j ¯Rµ·yà�Rrv���������n��~�}����v��y`�b���K�n��}d½ � �v����� f(x)

¿
g(x)

uZ�#}����v��yK�b���K�M�K�����
g(x)

�n���À�x��uxwª}����v��yK�b���K�n�v�
rv����y�}����ø¿pw�y���uxw��n���8���%wP�K�®���l}�������y`��� �K�I�

q(x)
¿
r(x)

¿¼�v�
f(x) = q(x)g(x) + r(x)

¿ � �xr��Ö��r����
deg r < deg g � ÑË������y`��� �K�

q(x)
�n�Kr��®}s�K�l�ÖL¦Ø¢AGUxEeC�<�a }����v��y`�b���K�n��}

f
�
g
¿MrF�K��}�������y`��� �K�

r
á

U�<�>�Cv?BÒ)r)�nrv���v�����n� �
f � �xrv��r g �«(¬®Z¯ � �v����� r(x) ≡ 0

¿nw�y��b��}������`¿R����}����v��y`��� �K�
f
�x��uxw�QRAFHeC�LO<vØÙJM^ � �xrv�vr�}����v��yK�b���K� g �«(¬®Z¯nÚ/LO<�U	ShL·EG>�?·V�LO<�a }����v��y`��� �K�®~

f
�M�Gr��®}#�G�l�lwZ�K�W�,�����vr��gt/��r��v�vr��®}���uxwZ�

x0
¿W�v�

W (x0) = 0 ��@j ¯ y �vu�r�wP��r)�nrv���v�����n� �l}����v��y`�b���K�®~ W (x) � �xrv��r��=}�~n�b���K� x− a �x�vu0w,�x��}��M� W (a) �ìã²!³¦¹gÎ�¬®Ô Æ��@j ¯§sZ�®¶I¹$É!öKÈ � ¦ª����rv�M� a �x�vu0w � ���v�0}�� �Ku0wZ�®����� }����v��y`�b���K�®~
W (x)

}�w��v�R���Rw8�����Ky
}�wZ���R�`¿M�`�=�§}�������y`��� �K�

W (x)
�x�vu0w � y��nrv���v���®� � ��r��vr x− a �±	JMJÀE�QRAW>�?OE®_�CFE�Q$L > è X � �v�x��� a �x�vuxw � ���v�x}����Kuxw��®���v� }�������y`��� �K�®~

W (x)
¿nwZy���y`�v�M���`y�rF� � ��u��KÁ

} � y`u0wP�K���B� W (x) = p(x)(x − a)
¿:�`�nr����

p(x)
�x�vuxwl}����v��y`��� �K�n��� uxw�y � �n���øy ê �R���vuxrv���`yÖ�n���

W (x) �ó �G�v�R�,}����v��y`��� �K�,y#}�u � �={|��r����n�n���G�G�PÂl��r��v��r��®}���u0w8�=�PÂl�by`���M� � �xrv�v�RuxwP�F}���Á5} � y`uxwZ�K�v�`����y��vr��=�®~
}�������y`��� �K�R�e}Ëu0wZy � �n� �D�vy��M���0}��=�����à�R��~n�`���v�`y �

ó �G�v�R�§}����v��y`�b���K� ná®wZ���`y�uxwZy � �n� �D�b�3�vy��M�e�0}����v�8� n � �����x}����Kuxw��K��} �ó �G�v�R�§}����v��y`�b���K�§u0wZy � �R� �3�n��� � �K�xr���uxw��v�`yb�%�3��yb�n�e�x�b�R�����¨�x���n�v� � �����x}����Kuxw��v� �
«(¬®Z¯¨¦ª���vrv�Àt

a
�M�Kr��®}#�K���

k
á$V�U�AK?·JM^Wa�µ·�`�nrv���

k ∈ N ½ � �����x}����Kuxw������v� }����v��y`�b���K�®~
W (x)

⇐⇒ W (x)
�x�vu0w � y��nr����v���I� � �xrv��r (x− a)k

¿n�G�����R���/�x��uxw � y=�nr��������I� � ��r��vr (x− a)k+1 � ¦ª����rv�Àt k�M�Kr���}s�K�l�zV�UZAK?¦JgAWYvN�L·Ò � �����x}�� �GuxwZ�W� �

© ¨c©«ª��¬,®p"�+ �§ ��"#�xª("
«�¬��¯ ß ~n�n�K�8�xtK� f(x) = P (x)

Q(x)

¿5�`�nr����
P (x), Q(x)

uZ��}����v��y`��� �K�M�G�b�/�
Q(x) 6≡ 0

¿h�M�Kr��®}s�K�l�
çPè JMVGNO[�Ò�Sh^GaDLO<�U	JÀÒ �Rì rv�����nrv���M� Df

wZ�8�#¥¦~n�R�K���x�R�x��uxwàrv�n���`�
Df = {x ∈ R : Q(x) 6= 0} �

êeü



ª ¨c©«ª��¬,®ª� + �b�¬«K�¼ã«ª��&¬s&�� �<â����l���!�b�! �&¬s&Gª(�
 .0- ætç��,7Y�-è®9 � n#7�¢	9Y���,6��/�¼9
ß ~n�n�K�8�xtf}����M{|�K�n�n���vrv�à�n��pM�n��~W�x�hu���th�M�e�xuZ�G� � ���v�0}¤�R� �s}����n{¦�K�n�R���K��}Ï�M�GwZ~R�Z�K���®���PÂ �vì � �#�ny�}@y`���R�v�`y
a ∈ R y`�Z�Kr

n ∈ Ndb ��y`�v�M�3rv� � ��uZ�KÁG�

an = a · a . . . a (n
�Z�Gr��

)
µ ù ½

w wP�G� y��(�Z�Kr�~ }����n���W�R¿M�v�G�
an · am = an+m µ ü ½

y`�Z�Gr
(an)m = anm

µ � ½
é ��r��F�x�3~e�x�v�l�K¿M�v� a0 = 1 �Ý®[�<�aDJÀÒ�QRAK?7v8ä�v#�n��pM�n��~e�x�v�l�%��y`r�u�rv����rv�e���K�)rF�Ku��K�nt�µ ü ½ � ��r��vr)�ny � ~nu�r��vrv���n���G¿$�K�I� n,m �I�M{ �
�ny�}syK���I���b�p������rv�M�K���¼�v��{|�Gy�}���w8���b� � Ñ¤���v���g�

a−nan = a−n+n = a0 = 1

u��W�K�
a−n =

1
an

µ e ½
µOrv�K�n{¦�K�M�G�l�%w�~p¿M�v�

a 6= 0
½ �rw wP�K�(y��ø���Krv~(�b�K�l�

(
a

b

)n
=
an

bn
µ � ½

ì �&pn�n��~W�x���l�d�n�Kuxw�t � �n��� � yGwZtv�K� è ÝBEKaDVGAGS@< ��£ ~�rF�G�M{|�K�M�K���`¿v��� a > 0
µ·rF�K���Krfux��thy`�W�K���h�n� �K��rv���`y=½ �

í rv�M�K��rv�l�À�
b = a

1
n
� ñ��K���g�

bn =
(
a

1
n

)n
= a

1
n
·n = a1 = a

�vy�rv�n�K�vr��`¿$�v�
b = n
√
a
¿M�vr������

a
1
n = n
√
a.

µ % ½
ì y�}syK���M� � yKwZt��`t�}��=���������M�D�����vr��I� a �R�&pM�n��~W�x�v���§wZ���Z�Kr@���K�Gy

a
p
n = ( n

√
a)p

µ ê�î ½
�`�nr����

n ∈ N, p ∈ Zdb �ñ��K�l��w��v�K� � ������� a > 1
�
b > 0

¿nwZy
ab > 1

�O¿n} �KyK�nu����®}@�v�R���x�B¿®�x�v�����
c1 > c2

¿MwZy
ac1 > ac2 �µ ì ��� a < 1

r��M�K�®�IwZ��r��v�M�ày=�=}������v��Áe½ �F£ y � y`r�}#�K��� � ��r��vr/�v� �®�={ y`��Áhr��n�&pM�R��y�}#�GÁ ab �n���à�ny�}@y`���I���PÂ
a > 0

�
b ∈ R � ÑË���M�KÁdw��v�G¿À����¥¦~n�n�K�8����}����n{¦�K�R�n����rF���x�vuxw)abAGJgAK?BAGJMLONPC�JÀE�µO��yKu��M�K�v���R� �

a > 1
�

�%�G�������G�F�l�n���
a < 1

½ �
Ñ¤���®����ux�(¥¦~n�n�G���x�p}����n{¦�K�n�R���vr����à�R� �

a > 1
�
a < 1

}����`� �G�M�e���3wP�K�$� �`���m�
� �K�Kyû����¥¦~n�n�K�8���ò}��=�n{|�K�n�n���vrF� f(x) = ax

�x��uxw��xy`u��n�K�F�Ëµ·}@�����l�`¿s�n� �Ï~RuxwP�G���v�R� �Ï~I}s�K�`�B¿
a > 1

½�} �v��{|�8�Du0}sye�x�����nr������nrv���n���G¿�µO�nr������nrv���M�b�x�vuxw
R
�Örv�R��y`�x�v� }s�K�xw�y`�����

R+
½�wZy���uxwZ�R�����x�

¥¦~n�n�G�������ny��n���8��y��R}���yGwZ�M� � ßg}����v�l�)����Ø¢APä`EKU�^G?¦ab<�a �

ê��



 .7j ætç��,7Y�-è®9é�025459QmonË���Ü6��/����9
ßp�K�n{¦�K�n�K�l�`¿=�v�

a > 0
¿
a 6= 1 �«(¬®Z¯ ì � �b�n�K�I�=�PÂ a y`�Z�Kr y ¿K�x�v����� x �x�vu0w�wP�G�����K¿M��� ax = y

¿Mw�y
x
�M�Gr��®}#�G�l��Ø¢APä`EKU�^G?¦ab<�aÜy

� y��nu0wP�F}���� a r y �ny`r��M�K��rF�K�l�À� x = loga y
�Gì rv���v�nr����M����y`�I�K�0��w��3~à�x��uxw R+

¿I��rv�n��y`����� }s�K�xw�y`�����
R � Ñ¡{¦�Kux�ny`�����/µ ü ½/y�� � ye}����K�M�R�

loga(b · c) = loga b + loga c
yK�Z�Kr

loga

(
b

c

)
= loga b− loga c

µ ê`ê ½

�3}d{¦�Kux�ny`�����/µ � ½Z�
loga(b

c) = c loga b
µ êeï ½

Ñ uxrv��rv�v�K�`���nyK���v�
loga(

n
√
b) =

1
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