1 Funkcje i ich granice

Byto: Zbior argumentow; zbior wartos$ci; monotonicznosc; funkcja odwrotna; funkcja li-
niowa; kwadratowa; wielomiany; funkcje wymierne; funkcje trygonometryczne i ich od-
wrotnosci; funkcja wyktadnicza i logarytmiczna.

1.1 Funkcja wykltadnicza — kilka dopowiedzen
1.1.1 Warto$é funkcji wykladniczej dla argumentéw niewymiernych

Mowiac o funkcji wyktadniczej a®, wyktadowca przeslizgnat sie nad problemem definicji
tejze dla x niewymiernych (byto konsekwentnie powiedziane jedynie, jak sie liczy wartosé
a® dla z € Q). Teraz bedzie o tym dopowiedzenie. "Szkolny" sposob wprowadzenia potegi
a” dla x niewymiernych polegal zazwyczaj na zdefiniowaniu a” jako granicy nli_)rroloar", gdzie
{rn} byt jakim§ ciagiem monotonicznym liczb wymiernych zbieznym do x (np. ciagiem
przyblizen dziesietnych x). W wyktadzie szkolnym zazwyczaj nie dowodzito sie istnienia
granicy tego ciggu, poprzestajac na argumentach intuicyjnych. Uzbrojeni w twierdzenia
o granicach ciggoéw, mozemy tatwo pokazaé istnienie granicy nli_)ngoar": Otoz jesli {r,} jest
ciggiem monotonicznym, to taki jest tez ciag a’; jest to ponadto ciag ograniczony, wiec
zbiezny.

1.1.2 Funkcja wykladnicza o podstawie e

Okazuje sie dogodne (7 przyczyn, ktore stana sie jasne niedtugo) wzia¢ w definicji funkcji

wyktadniczej a = e. Funkcja odwrotna do e”, tzn. log, x, nazywa sie logarytmem natural-

nymt.

1.2 Granica funkcji w punkcie

Def. definicja Heinego Liczbe g nazywamy granicq funkcji f w punkcie a (co oznaczamy:
Ullrr}lf(a:) = g) jezeli dla kazdego ciagu {x,} zbieznego do a i o wyrazach réznych od a
zachodzi rownos¢:
lim f(2,) =g
Przykl. lin%(xz) = 0. Wezmy bowiem dowolny ciag {x,} zbiezny do zera; mamy:
2
nlirglo(:cn)2 = (Jngoxn> = 0.

Przykl. Rozwazmy funkcje sgn(z), definiowana jako
+1 dla >0

sgn(z) =< 0 dla z=0 (1)
—1 dla <0
Funkcja sgn(x) nie posiada granicy w punkcie z = 0. Wezmy bowiem: x, = %; mamy
nlingoatn = 0 oraz nlingosgn(xn) = 1. Wezmy teraz drugi ciag z, = —%; mamy nhnolox’n =0
oraz, Ain{}osgn(x;) = —1, tak wiec lirr(l]sgn(x) nie istnieje.

"Wprowadzono je w XVII w., a pierwsi zrobili to Napier i Bernoulli.



Mozna jednak mowi¢ tu o granicy jednostronnej w punkcie 0.

Def. Liczbe g nazywamy granica lewostronng (prawostronng) funkcji f w punkcie a,
jesli warunki: ,}Ln&ox" = a iz, < a (odpowiednio z,, > a) implikuja T}Lrgof(xn) =g.
Sytuacje te oznaczamy symbolami:

lim f(x) =¢g  granica lewostronna i lim f(z) =g¢  granica prawostronna. (2)

T—a— T—a4

W ten sposéb, mamy
Przykt. (c.d.)
lim sgn(z) = —1 1 lim sgn(z) = +1.

z—0_ z—04
Symbolu lim f(z) uzywamy réwniez na oznaczenie granicy niewtasciwej:
r—a
Rk 1 _ .
Przykl. Mamy: ;}clg(l) =5 = 00;
natomiast
Przykt. lir%% nie istnieje; natomiast:
Tr—

Przykl. Podobnie: lim tg(z) nie istnieje; natomiast:
SC—>§

lim tg(z) =—0c0 i lim tg(z) = +o0.
a—(5)_ +—(3),
Istnieja jednak funkcje, ktore nie posiadaja nawet jednostronnych granic (wlasciwych, ani

niewtasciwych). Nalezy do nich np. funkcja:

f(z) =sin (%) x # 0.

W punkcie z = 0 nie posiada ona jednostronnej granicy (ani lewo-, ani prawostronne;j).
Aby pokazaé nieistnienie granicy prawostronnej, wezmy dwa ciagi o wyrazach dodatnich:
{z,} = m, {2/} = m. Oba ciagi sa zbiezne do zera. Mamy

f(z,) =sin (x_ln) = sin (W) = sin (27m + g) =+1

i podobnie
3m

f(x]) = sin (%) = sin (27m + ?> =-1

n
Widzimy, 7e nie istnieje granica prawostronna w zerze (podobnie przekonujemy sie, 7e nie
istnieje tez granica lewostronna).
Procz granicy funkceji dla skonczonego a, rozwazamy tez granice w nieskoriczonosci.
Def. M6wimy, ze granica funkcji f(z) w nieskoriczonosci jest liczba g (ozn. lim f(z) =
9), jezeli dla kazdego ciagu {x,} takiego, ze T}Lrgox = 00 zachoduzi: T}Lrgof(xn) =g.

Przykl. Mamy:
1

lim— =0, lime®* =00, lim " =0. (3)

T—00 Tr—00 T——00

Przykl. Funkcje trygonometryczne: sin x, cos x, tgx nie posiadajg granic w £o00.



1.3 Dzialania na granicach

Tw. Przy zalozeniu, ze granice lim f(x) i lim g(z) istnieja i sg skonczone, zachodzg wzory:
r—a Tr—a

lim /() + ()] = lim f(2) + lim (2 (@
lim /() — ()] = lim f(x) — lim (o) o)
lim [ (r)g()] = im £(2) - imy g ©)
- flw)  dmfl)

glcli%g(x) = iligg(x)’ jezeli glcg)%g(x) # 0. (7)

Wzory te pozostaja tez prawdziwe, jesli a jest +oo, jak tez sa prawdziwe dla granic
jednostronnych.

Dow. Dowody sa takie same jak dla granic ciagdéw z poprzedniego rozdziatu.

Mamy tez analogony innych twierdzen dla granic ciagow:

Tw. Jesli granice lim f(z)i lim g(x) istnieja, to

nieréwnos¢ f(z) < g(z) implikuje lim f(z) < lim g(z); (8)

r—a

nierownosci f(x) < h(x) < g(z) wraz z rownoscia lim flz) = lim g(x)
implikuja, lim £(2) = lim A(z) = lim g(z). )

Jak poprzednio, wzory te sa tez prawdziwe dla a = 00 oraz dla granic jednostronnych.
Dowody sa analogiczne jak w przypadu granic ciggow.
CBDO

1.4 Kilka warunkéw dostatecznych istnienia granicy

Najsampierw przeniesmy definicje ciggu ograniczonego na funkcje:

Def. Mowimy, ze funkcja f(x) jest ograniczona z gory (dotu), jezeli istnieje taka stala
M, 7e dla kazdego z 7 dziedziny zachodzi: f(x) < M (odpowiednio f(x) > M). Wsrod
r6znych analogonéw na istnienie granic ciggoéw i funkeji, mamy nastepujacy odpowiednik
twierdzenia o zbieznosci ciaggéw monotonicznych ograniczonych:

Tw. Jedli funkcja jest niemalejaca i ograniczona z gory, to istnieje granica xlircr} f(x)
dla dowolnego a.

Uwaga. Niezbedne jest tu zalozenie o monotoniczno$ci funkcji. Dla funkcji niemonoto-

nicznych twierdzenie to nie zachodzi — przypomnijmy sobie przyklad funkeji f(z) = sin %

Ciag {a — %} jest rosnacy, a stad ciag {(a — l)} jest niemalejacy; a poniewaz jest tez

n
ograniczony, to jest zbiezny. Niech

limf<a—%>:g.

n—oo

Porzostaje pokazaé, 7ze przy narzuceniu warunkoéow: lim x,, = a oraz x, < a zachodzi

n—oo

lim f(z,) = g.

n—o0



Wezmy jakie$ € > 0. Istnieje wowczas N takie, ze g— f (a — %) < €. Majac to N bierzemy
takie k, zeby dla n > k zachodzila nieréwnosé¢ a — % < x,. Stad

fa= ) < S,
skad

N

Jednoczesénie: Poniewaz x, "— a, to dla kazdego n istnieje r, takie, 7e x, < a —
Mamy stad

9= fw) <g—f(a-)<e (10)

1

Ty

f)<f(a==)<g = 9= fw)>0 (1)

Tn
Z obu nieréwnosci: (10) i (11) mamy:

—e<0<g—flz,) <e = |g—f(zn)]<e = lim f(z,)=g.

n—~0o0

CBDO
W analogiczny sposob dowodzi sie twierdzen dla funkcji nierosnagcych oraz dla granic
prawostronnych. Mozna to podsumowa¢ jako

Tw. Jesli funkcja jest nierosnaca lub niemalejaca i ograniczona, to granice xlirgi f(x)
istniejag w kazdym punkcie a. Dla a = £oo, istnieje granica xl_l)rinoof(x)

CBDO

Zachodzi tez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne:

Tw. XX Jesli funkcja f nie posiada granicy skonczonej w punkcie a, to istnieje ciag
{z,} taki, 7e z,, # a, lim z = a oraz ciag {f(z,)} jest rozbiezny.

Bez dowodu. jednak TRZEBA dowodu! Ale wtedy trzeba jeszcze odpowied-
niego dowodu dla analogonu z ciaggéw. A dla cd. — jeszcze o superpozycji w
granicy.

Procz definicji Heinego, jest jeszcze jedna, inna ale rownowazna, i rownie wazna, defi-
nicja Cauchy’ego.

Def. Mowimy, ze funkcja f posiada w punkcie a granice g, jezeli

ve>0 3(5>0 Vm:0<|m—a|<5 : |f(ll') - g| <€

A oto obiecana rownowaznos$c:

Tw. XXX Obie definicje granicy funkcji w punkcie: Cauchy’ego i Heinego sa réwno-
wazne.

tzn. jesli funkcja w jakim§ punkcie ma granice w my$l def. Cauchy’ego, to ma ja tez zgodnie z def.
Heinego i na odwrét; a jesli nie ma w mysl def. Cauchy’ego to nie ma tez z def. Heinego i na odwro6t.

Dow. Przypu$émy najsampierw, ze warunek Cauchy’ego nie jest spetniony, tzn.

EIE>O \V/5>0 3x:0<\x—a\<5 : |f(I) - g| > €.
W szczegoblnodei, biorge § = %, wnioskujemy, ze istnieje ciag {x,} taki, ze

1
0< |z, —al < — 12
 —al < (12)



oraz
[f(zn) — gl > € (13)
Warunek (12) mowi, ze nlggoz" = a oraz x, # a. Gdyby wiec przypuscié¢, ze glﬂlirtll f(x) =g,
to musiataby by¢ spelniona rownosé lim f(z,) = g; ale ta rownosé jest sprzeczna z (13).
PokazaliSmy w ten sposob, ze Waﬁl_r)logk Cauchy’ego jest konieczny, aby funkcja posia-
data granice w mysl definicji Heinego.
Teraz pokazemy, ze jest on rowniez warunkiem wystarczajgcym.
Niech bedzie dane € > 0 i niech lim z = a oraz z,, # a. Poniewaz z zalozenia warunek

n—oo

Cauchy’ego jest spetniony, to istnieje § > 0 takie, ze nier6wnosé: 0 < |z, —a| < ¢ implikuje
|f(x,) — g| < e. Poniewaz spelniona jest rownosé lim z = a, to nier6wno$¢ |z, —al <6
zachodzi dla wszystkich dostatecznie duzych n (tzn. poczawszy od pewnego M € N). Dla
tych n mamy wiec nieréwnos¢ |f(x,) — g| < €, a to znaczy, ze nhﬁng0 flx,) = g — czyli
limf(z) = g.

W teorii ciggéw mieliémy warunek Cauchy’ego dla ciagéw, ktérego spetnienie gwaran-
towato zbieznosé ciagu. Przy granicy funkcji mamy analogiczne twierdzenie.

Tw. XXXX Warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie (skonczonej) granicy
funkcji f w punkcie a jest, aby dla dowolnego ¢ > 0 istnialo takie § > 0, ze dla x, 2’
spetiajacych:

O<|r—al<d, O0<|z'—al<d (14)

zachodzi: |f(z) — f(2)] < e
Dow. Pokazemy najsampierw konieczno$é tego warunku. Jesli lim f(z) = g, to dla

dowolnego zadanego € > 0 istnieje takie 6 > 0, ze warunek: 0 < |z — a| < ¢ implikuje
| f(z) — g] < 3e. Jedli wiec warunki (14) sa spelnione, to zachodza nieréwnosci:

7)ol < e i |FG) — ol < 56
i po dodaniu tychze pod znakiem wartosci bezwzglednej otrzymujemy |f(x) — f(2')| < e.
Jesli chodzi o dostateczno$é warunku, to przypusémy, ze granica funkcji f w punkcie
a nie 1stnieje, mimo iz sa spetnione zatozenia tw. XXXX. Istnieje wowczas na mocy tw.
XX taki ciag {z,} , ze nh_}ngoatn = a, T, # a oraz ze ciag {f(z,)} jest rozbiezny. Z
rownosci nh_)Irgoxn = a wynika, ze istnieje takie k, ze dla n > k mozna w nieréwnosciach
(14) podstawi¢ z = z,, i 2’ = x;. To implikuje, ze |f(z,) — f(kx)| < €. Z twierdzenia
Cauchy’ego dla ciagow wnioskujemy stad, ze ciag {f(z,)} jest zbiezny wbrew naszemu
przypuszczeniu.
CBDO
Powyzsze twierdzenia XXX i XXXX daja sie rozszerzy¢ na przypadek a = co. Brzmig
one wtedy nastepujaco:
Tw. XXX’. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby zachodzitla rownosé
lim f(x) = g jest, aby

r—00

VE>03TVZ‘>T : |f($) - g| <€

Tw. XXXX’. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby istniata granica (skon-
czona) mhngo f(z), jest, aby

ve>OE|rvgc,gc’>r : |f(flf) - f(:(f/)‘ <€

5



Dow. Dowody sg analogiczne jak twierdzen XXX i XXXX.
CBDO

2 Funkcje ciggle

Def. Mowimy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie a, jesli spelniony jest warunek

lim £(@) = f(a). (15)
Przypominajac sobie definicje granicy funkcji f w punkcie a mozna wiec powiedzieé, ze
dla funkcji f ciaglej w punkcie a mamy: Dla dowolnego ciagu {x,} takiego, 7e lim 2, =a
zachodzi

£(Jim ) = Jim (). (16)

n—~o0

Jesli w rownosci (15) zastapic granice przez granice jednostronna, to otrzymamy definicje
ciggtosci jednostronnes:
Def. Mowimy, 7e funkcja f jest prawostronnie (lewostronnie) ciagta w punkcie a, jesli

im @) = fl@) (, tim () = /(o))

Jesli funkcja f jst okreslona nie dla wszystkich x, dla ktérych okreslona jest granica, to w
powyzszych definicjach ograniczamy zakres zmiennosci x do zbioru argumentéw funkcji.
I tak np. jesli f jest okreslona na odcinku domknietym [a,b], to ciaglos¢ f w punkcie a
oznacza jedynie jej ciagltos¢ prawostronng, ciaggto$¢ w punkcie b cigglosé lewostronng.

Def. Funkcje ciggla dla kazdej wartosci argumentu ze zbioru X nazywamy funkcjg
ciggltg na X.

[ tak np. mowiac, ze funkcja f jest ciagla na odcinku domknietym [a,b] mamy na
my$li, ze jest prawostronnie ciggta w punkcie a, lewostronnie ciggta w punkcie b oraz
obustronnie ciagta w punktach wewnetrznych odcinka [a, b].

Def. Mowimy, ze funkcja f jest przedziatami ciggta na odcinku [a, b], jesli ten odcinek
mozna podzieli¢ za pomoca skonczonego uktadu punktow ag, a1, as, .. ., a, gdzie

a=q<ar<ay---<a,=>o

na podprzedzialy [ag_1,ar] (K = 1,2,...,n) w taki sposob, ze wewnatrz kazdego prze-
dzialu funkcja f jest ciagla i istnieja granice jednostronne lim  f(z)i lim f(z).
T—Ap—1,+ T—a, —
Innymi stowy, funkcja posiadajaca skonczong ilos¢ punktow nieciaglosci, w ktorych
istnieja obie granice jednostronne, jest funkcja przedzialami ciagla.
Przyktady.

1. Pokazaliémy niedawno, 7e lirr(l]xz = 0. Znaczy to, ze funkcja f(z) = 2? jest ciaglta w

punkcie z = 0 (jest tez ciagla na caltym zbiorze R, co niedtugo pokazemy).

2. Funkcja f(z) = [z] (wykres) jest nieciaglta w punktach catkowitych. Dokladniej,
w tych punktach jest ciggta prawostronnie, lecz nie lewostronnie. Poniewaz jednak
granice lewostronne istnieja, to jest przedziatami ciggta na dowolnym odcinku skon-
czonym.



3. Funkcja f(x) = sin (%) ma nieokreslong warto$¢ w punkcie x = 0. Dookreslmy ja
tam, definiujge: f(0) = 0. Nawet tak dookreslona funkcja jest nieciagla w = = 0,

poniewaz nie istnieja granice (lewo- ani prawostronne) w tym punkcie.

4. Funkcja Dirichleta jest nieciggta w kazdym punkcie.

2.1 Warunek ciggtosci Cauchy’ego

Twierdzenie ponizej moze by¢ przyjete jako definicja ciaglosci funkcji (definicja Cau-
chy’ego) Jest ona rownowazna definicji Heinego. Ta rownowaznosé jest konsekwencja twier-
dzenia o réwnowaznosci warunkow istnienia granic funkcji: Cauchy’ego i Heinego.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby funkcja f byta ciggta w punkcie a,
jest, aby
ve>036>0vx:\x—a\<5|f(x) - f(a)| <€

Mozna to wyrazi¢ bardziej obrazowo mowiac, ze dostatecznie maltym przyrostom zmiennej
niezaleznej odpowiadaja tak mate, jak tylko sie chce, przyrosty wartosci funkcji. Mozna
to zapisa¢ nastepujaco (po ostatnim kwantyfikatorze w wyrazeniu powyzej):

Warunek |h| < § implikuje: |f(a+ h) — f(a)| < e.

Rys.
Jeszeze inaczej: Funkcja f jest ciggla w punkcie a, jezeli
lim (f(z + h) = f(2)) = 0. (17)

Uwaga. Ciagtosé funkcji w punkcie jest wlasnoscia lokalng: Aby zbadaé, czy funkcja
jest ciagta w punkcie a, wystarczy znac¢ znac te funkcje w dowolnie matym otoczeniu a.

2.2 Ciaglo$é funkcji elementarnych

7 wzorow na dziatania na granicach funkcji wynika od razu, ze dziatania arytmetyczne
wykonywane na funkcjach ciggtych dajg w wyniku funkcje ciggte.

Innymi stowy: Jesli funkcje f, g sq cigglte w punkcie a, to ich suma, réznica, iloczyn,
iloraz (jesli g(a) # 0) sq rowniez ciggle w punkcie a.

Zrobmy teraz maly katalog funkcji ciggtych:

e Funkcja stata f(x) = const. i funkcja f(z) = z sa funkcjami ciaglymi, co wida¢ od
razu z definicji.

e Stad oraz z twierdzenia o ciggtosci iloczynu i sumy funkcji ciagglych wynika, ze
wielomiany sq¢ funkcjami cigglymia.

e Stad oraz z twierdzenia o ciaglodci ilorazu funkcji cigglych wynika, ze funkcje wy-
mierne f(z) = % sq funkcjami cigglymi w tych punktach, gdzie Q(x) # 0.

o (iggtosé funkcji wyktadniczej a®, a > 0. Najsampierw pokazemy, ze

lima® = 1.
x—0

Pamietamy bowiem granice dla ciagow:

lim a% = 1.

n—oo



Stad wynika, ze rowniez

.1 1
lima » = - = 1.
n—00 lim a»
n—oo

Dlatego tez, dla dowolnego € > 0 mozna znalez¢ wskaznik N taki, ze (dla a > 1)

1 1
l—e<a V<aV¥ <1l+4ce€
1

Jezeli teraz wezmiemy takie z, ze |z| < &,

(czyli -+ <z < %), to mamy

a

2|
2|

<ad’ <a

skad
l—e<a®"<l4+e=]a"—1|<e€

a to oznacza, ze lima” = 1.
z—0

Teraz! Wezmy dowolne z. Mamy: a**"—a® = a®(a"—1) oraz }llir%ah =1, skad }llir%a”h—
— —

a® = 0, co zgodnie z wersja warunku ciagtosci (17) oznacza, ze funkcja a” jest cigglta w
dowolnym punkcie z.

o (igglosé funkcji trygonometrycznych. Przypominajac sobie definicje funkcji sinx
(RYS) mamy nieréwnos¢ (dla x > 0):

0<sinz <z
Stad, na mocy twierdzenia o granicach trzech funkcji, wynika, ze

lim sinz = 0 (18)
z—0
(Scisle rzecz biorac, powyzsza granica jest granica prawostronng; ale z antysymetrii funkcji
sin wynika rowniez ta sama rowno$¢ dla granicy lewostronnej). Nieréwnosé¢ (18) znaczy
tez, ze funkcja sin x jest ciagta w x = 0.
Znajac granice (18) tatwo pokazemy, 7e

lim cosz = 1.
z—0

Mamy bowiem: 1 — cosz = 2sin2% < 2sing < x, co na mocy twierdzenia o granicach
trzech funkcji  oznacza, ze glﬂii%(l — cosz) = 0. Mamy tez w ten sposob ustanowiona
ciggtosé funkceji cosx w zerze.

Teraz pokazemy, ze funkcje: sinx i cos x sa wszedzie ciaggle, korzystajac tu z warunku
(17).

Mamy bowiem:

sin(z + h) —sinz = 25sin g cos (x + g)

i, korzystajac z nierownosci: | sinz| < |z| oraz | cos z| < 1, mamy
|sin(z + h) —sinz| < |h| = }lLiII(l)| sin(x + h) —sinz| =0

czyli
lim sin(x + h) —sinz = 0.

—0



Podobnie

| cos(z + h) — cosz| =2 < |h|

sin x+ﬁ
2

lin% cos(x 4+ h) — cosx = 0.

sin —| -
2

co daje

Whniosek. Funkcja tgx = 22 jest ciagla dla z # § + km, actgz  dlaz # kr (tu k € Z).
e Do kompletu funkcji elementarnych trzeba by jeszcze pokazaé ciagltosé logarytmu
oraz funkcji cyklometrycznych (odwrotnych do funkeji trygonometrycznych). Zrobimy to
za chwile, kiedy pokazemy ciggtosé funkcji odwrotnych do ciggtych.
Na razie za$ bedziemy potrzebowac:

Tw. Jesli imf(z) = A i lirgg(y) = B, to limg(f(z)) = B.
T—a y— r—a

Dow. Niech lim 0 I, = a; mamy wtedy lim f(a:n) A. Wezmy vy, = f(z,). Mamy
)

I
S

dim g, = A, satem hm g(yn) =B = nll_)rgog(f( )) a to znaczy, 7e hm( (x)
CBDO
Korzystajac z tego, pokazemy, ze superpozycja (ztozenie) dwdch funkcji ciggtych jest
funkcjg ciggtq. Doktadniej:
Tw. Jesli funkcja y = f(x) jest ciagla w punkcie z = a, za$ funkcja z = g(y) jest
ciagla w punkcie y = f(a), to funkcja g(f(x)) jest ciaglta w punkcie = = a.
Dow. Wezmy ciag {z,} taki, ze T}Lrgozn = a. Mamy wtedy T}Lrgof(xn) = f(a). Biorac

b= f(a)iy, = f(x,) mamy dim y, = b, skad  wykorzystujac z kolei cigglos¢ funkcji g:

lim g(yn) = g(b), tzn. lim g(f(zs)) = g(f(a)).

n—oo

CBDO
Przykt. Przywotywana tu kilkakrotnie funkcja sin ( ) jest ciagta we wszystkich punk-
tach poza z = 0.

2.3 Niektore ogélne wlasnosci funkcji cigglych

Def. Ciggtosé jednostajna Mowimy, ze funkcja f jest ciggla jednostajnie na zbiorze X,
jesli
vE>O EI5>0 vx,x’EX:\x—m’Ké : |f(.l’) - f(l'/)‘ < €. (19)
Uwaga 1. Zauwazmy, ze definicja ciaglosci zwyktej mowita o ciaglosci funkcji w punkcie,
natomiast definicja ciaglosci jednostajnej mowi o ciggtosci funkcji na zbiorze.
Uwaga 2. Poréwnujac to z definicja ciaggtosci funkeji f w punkcie z:

ve>0 3t5>0 \V/:c’:|:c—x’|<5 : |f($> - f(ZL'/)| <€

widaé nastepujace roznice: W definicji cigglosci zwyktej, delta mogta zalezeé od wybranego
€ oraz x. W definicji ciaggtosci jednostajnej, delta moze zaleze¢ tylko od e, musi zas byé
taka sama dla wszystkich v € X.

Przykt. Rozwazmy funkcje f(x) = 22 na zbiorze X; = [0, 1] i na zbiorze X5 = [0, oo|.
Na obu tych zbiorach jest oczywiscie ciaglta w zwyklym sensie. Co do ciaglosci jedno-
stajnej, to f(z) jest ciggla jednostajnie na X (wystarczy wzig¢ § = 5 przy sprawdzaniu
warunku (19)), natomiast nie jest ciagta jednostajnie na X5. Wezmy bowiem np. € = 1 i



jakiekolwiek 0. Wtedy 2’ = = + %5 i mamy: f(z)— f(2') = zd + i52, €O mozna uczyni¢
dowolnie duzym przez odpowiedni dobér x — tu wystarczy wziaé x = %.

Przykt. Funkcja fz = i jest ciagta na zbiorze X =|0, 1], natomiast nie jest tam
jednostajnie ciggta.

Nastepujace twierdzenie mowi o tym, ze taka sytuacja nie moze sie zdarzy¢ dla funkcji
ciagltych na odcinku domknietym.

Tw. o cigglosci jednostajnej Funkcja ciagta na odcinku domknietym [a, b] jest tez na
nim jednostajnie ciggta.

Dow. sie bedzie odbywal przez sprowadzenie do niedorzecznosci (tzn. przyjmijmy, ze
prawdziwe jest zaprzeczenie tezy, i jako konsekwencje otrzymamy sprzeczno$¢). Przyjmij-
my wiec, ze istnieje € > 0 takie, ze dla kazdego 0 > 0 istnieje para argumentow x, z’ takich
ze

|:L'—:E'|<5 i |f(x) = f(2)] > e

W szczegolnodei, biorae 6 = L, wnioskujemy, ze istnieja takie dwa ciagi {z,} i {2/,} ,

1
a<z, <b, a<al,<b |w, -z <—, |f(z)-f@)]>e (20)
n
Poniewaz ciag {x,} jest ograniczony, zatem — na podstawie tw. Bolzano-Weierstrassa —
zawiera podciag zbiezny {x,,,} . Oznaczmy jego granice jako c: lim 0 Ty = C. Z pierwszej
z nierownosci (20) mamy: a < ¢ < b. Funkcja f z zalozenia jest Clqgla wszedzie na [a, b],
wiec takze w punkcie ¢ € [a,b]. Mamy wiec: lim f(z,,,) = f(c). Ale teraz: Rozwazmy
n—oo

podciag ciagu {2’,,} o tych samych numerach, co podciag {x,,} , tzn. {2}, } . Z trzeciej

z nier6wnosci (20) wynika, ze rowniez {2}, } dazy do tej samej granicy: lim x;n = ¢,
bo nllngox . = nlinoloxmn. Ciaglosc¢ funkcji f jak poprzednio daje: nllngof( ) fle). A
zatem:

lim (f(x},,) = f(2m,)) = 0.

n—0o0

Ale to jest sprzeczne z ostatnia z nierownosci (20).

CBDO

Tw. (Weierstrassa). Funkcja f ciagla w przedziale domknietym [a, b] jest ograniczona,

a ponadto osigga tam swoje kresy: dolny m = ir[lfb]f(x) oraz gorny M = sup f(z).
z€la, z€[a,b)

Innymi stowy, istnieja w tym przedziale takie dwa punkty ci d, ze f(c) = m oraz f(d) =
M.

Dow. Pokazemy najsampierw, ze funkcja f jest ograniczona, tzn. 34 : Vaejap) @ | f(2)] <
A. Oto7 z poprzedniego twierdzenia (o ciaglosci jednostajnej) wnioskujemy, ze: Wziawszy
np. € = 1 istnieje takie § > 0, ze jesli punkty x,2’ naleza do przedzialu o diugosci
mniejszej o §, to f(x) — f(z') < 1. Wezmy n takie, aby zachodzita nieréwnosc: b_T“ < 0.
W ten sposob, jesli podzielimy przedziat [a,b] na n czesci, to dlugosé kazdego z nich jest
mniejsza od 0. Oznaczmy przez ag, aq, ..., a, konce tych przedzialow, przy czym ag = a,
a, = b.rys. W ten spos6b mamy:

dlaag <z <ap: [f(2) = fla)] <1, skad  [f(2)] <1+ [f(a1)];

i ogblnie, w k-tym przedziale:

dla gy <z <ag: |f(x) — flar)| <1, skad |f(2)] <1+ |f(ar)l

Oznaczmy przez A najwieksza z liczb ze zbioru {1+ |f(ax)|}, k € {1,2,...,n}. Mamy
w ten sposob: | f(z)] < A dla dowolnego x € [a, b].

10



W ten sposob pokazalismy, ze funkcja f jest ograniczona (tzn. zbior wartosci tej funkeji
jest ograniczony). Istnieja wiec kresy: gorny i dolny tego zbioru.

Pokazemy teraz przez sprowadzenie do niedorzeczno$ci ze M jest jedng z wartosci
funkcji, tzn. M = f(d) dla pewnego d € [a,b]. Przypusémy wiec, 7e jest to nieprawda,
tzan. Vocpap 1 M — f(x) # 0. Skoro tak, to funkcja

1

g(z) = m

jest okreslona na calym przedziale [a,b] i jest w tym przedziale ciagta. Jest to wiec
zgodnie z tym co pokazalismy przed chwila funkcja ograniczona. Istnieje wiec takie NV,
7€ Vacpap: 9(x) < N, czyli M — f(x) > %, lub w innej formie: f(x) < M — % Ale jest to
sprzeczne z zalozeniem, ze M jest kresem gornym zbioru wartosci funkeji f na [a, b].

Dla kresu dolnego dowdd jest analogiczny.

CBDO

Tw. (Wlasnos¢ Darboux). Funkcja ciagta w przedziale domknietym [a, b] przyjmuje
w tym przedziale wszystkie wartosci posrednie. Innymi stowy: Jesli f(a) <y < f(b) (lub
fla) >y > f(b)) to Jeefan : f(c) = y.

Dow. Zalozmy, ze f(a) <y < f(b) (gdy f(b) <y < f(a), dowdd jest analogiczny).
Przypusémy, ze twierdzenie jest falszywe, a w/ec, ze Voueop 1 ¥y — f(2) # 0. Zdefiniujmy
funkcje h(z) = \yTl(x)l; jest ona okreslona na catym [a, b], a ponadto namocy twierdzenia
Weierstrassa ograniczona. Niech h(x) < M, tzn.

1

ly = f@)l > 7 (21)

Podstawiajac w twierdzeniu OCJ? € = ﬁ wnioskujemy, ze istnieje & > 0 takie, ze dla

dowolnych punktow z, ' nalezacych do przedzialu o dlugosci mniejszej niz 0, zachodzi

1
x)— f(2)] < —.
7(x) — £ < 7
Niech n oznacza liczbe naturalng taka, ze =% < §. Podzielmy odcinek [a, b] na n réwnych
czesci. W oznaczeniach z poprzedniego twierdzenia mamy

1
| f(ak) — f(ak-1)] < dla k=1,2,...,n. (22)
Poniewaz f(ag) = f(a) <y < f(a,) = f(b), wiec wérowd liczb 1,2,...,n istnieje taka
najmniejsza liczba m, ze y < f(a,,). Mamy wiec m > 0 oraz

f(am—l) <y< f(am)7 Sk@d 0< Y= f(am—1> < f(am> o f(am—1> < %

(ostatnia nierowno$¢ wynika z (22)), co jednak przeczy (21).
CBDO
Zestawiajac dwa poprzednie twierdzenia, mozemy powiedzieé¢, ze zachodzi nastepujace
Tw. Funkcja ciagla w przedziale domknietym [a, b] przyjmuje wszystkie wartosci od
kresu dolnego m do kresu gérnego M, wlacznie z m i M. Innymi stowy, zbiorem wartosci
funkcji jest przedzial [m, M].

20 Cigglosci Jednostajnej

11



Uwaga. Wtasno$é Darbouz wdziecznie ilustruje sie rysunkowo. Jednak ciagtosé funkceji
nie jest warunkiem koniecznym, aby ta wtasno$¢ miala miejsce; zachodzi ona réwniez dla
niektorych funkcji nieciaggtych.

Przykt.

Przykt. Jak z wi. Darboux wynika istnienie pierwiastkow rzeczywistych réwnania:
22 o g gy = 0,

2.4 Ciaglosé funkcji odwrotnych

Niech XY  zbiory. Wiadomo, ze jesli f : X — Y jest bijekcja, to istnieje funkcja
odwrotna f~!:Y — X.

Pokazemy teraz, ze funkcja odwrotna do funkcji ciggtej jest ciggta. Dokladniej, zacho-
dzi nastepujace

Tw. Jesli funkcja f : [a,b] — [A, B] jest ciagla bijekcja, to funkcja odwrotna g = f~1:
[A, B] — [a, 1] tez jest ciagla.

Uwaga. 7 tw.Weierstrassa wiemy, ze A = m = ier[lfb] f(z) oraz B =M = 51[1p] f(z).

z€la, z€(a,b
Dow. Niech m < ¢ < M. Na mocy ostatniego Twierdzenia, funkcja f jest okreslona

w punkcie ¢. Niech ¢ = nh_)rgloyn, gdzie {y,} nalezy do przedziatu [m, M|, tzn. jest postaci
Yn = f(x,). Trzeba pokazaé, ze T}Lﬂéog(yn) = g(c).

Przeformutujmy to w nastepujacy sposob: Niech ¢ = f(d). Trzeba pokaza¢, ze warunek
T}Lrgof(xn) = f(d) pociaga za soba nll—>rgoxn =d (bo g(yn) = Tn,g(c) = d). Ciag {z,} jest
ograniczony, jako lezacy w przedziale [a,b]. Jesli tak, to mozna wybraé z niego podciag
zbiezny {xy,} . Niech Jl)rgoxkn = d'. Wykazemy, 7ze d' = d. 7 ciagglosci funkcji f wynika,

ze lim f(xy,) = f(d'). Poniewaz za$

Jim f(a,) = lim oy, = lim y, = lim f(z,) = f(d),
(w drugiej rownosci korzystaliSmy z twierdzenia, ze jesli ciag {a,} jest ograniczony i jesli
wszystkie jego podciagi zbiezne sa zbiezne do tej samej granicy G, to rOwniez sam ciag
{a,} jest zbiezny do G) wiec f(d') = f(d). Poniewaz za$ f jest wzajemnie jednoznaczna,
tod=d.

CBDO

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, pokazemy, ze

Tw. Kazda funkcja f, ciagta na odcinku [a, b], bedaca bijekcja, jest §cisle monotoniczna
(tzn. Scisle rosnaca badz cisle malejaca).

Dow. Z zatozenia f(a) # f(b). Zatozmy, ze f(a) < f(b) (gdy jest na odwrot, ro-
zumowanie jest analogiczne). Udowodnimy, ze wtedy f(x) jest w calym przedziale [a, b]
rosnaca. Niech x < 2’. Trzeba pokazaé, ze f(x) < f(2').

Zauwazmy najsampierw, ze warunki ¢ < z < b i f(a) < f(b) implikuja f(a) <
f(z) < f(b). Gdyby bowiem tak nie byto, to mieliby$my albo i) f(x) < f(a), albo i)
f(z) > f(b). W przypadku i) mielibysmy nierownosé: f(z) < f(a) < f(b) i, na mocy
wlasnosci Darboux, istniatlby w przedziale [z, b] punkt z” taki, ze f(2") = f(a); ale to
przeczy zatozeniu, ze f(x) jest roznowartosciowa (bo z” # a). W przypadku i) natomiast
istniatby w przedziale [a, x| punkt 2’ taki, ze f(2”") = f(b), co z kolei jest sprzeczne z
zalozeniem o réoznowartosciowosci funkeji f(x) (bo  podobnie jak uprzednio z" # b).

12



Pokazalismy wiec, ze f(a) < f(x) < f(b). Jednoczesnie wnioskujemy, ze warunki
r <z’ <bi f(x) < f(b) pociagaja za soba f(z) < f(z') < f(b). Tak wiec f(x) < f(2').
CBDO
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