
1 Funk
je i i
h grani
eByªo: Zbiór argumentów; zbiór warto±
i; monotoni
zno±¢; funk
ja odwrotna; funk
ja li-niowa; kwadratowa; wielomiany; funk
je wymierne; funk
je trygonometry
zne i i
h od-wrotno±
i; funk
ja wykªadni
za i logarytmi
zna.1.1 Funk
ja wykªadni
za � kilka dopowiedze«1.1.1 Warto±¢ funk
ji wykªadni
zej dla argumentów niewymierny
hMówi¡
 o funk
ji wykªadni
zej ax, wykªadow
a prze±lizgn¡ª si� nad problemem de�ni
jitej»e dla x niewymierny
h (byªo konsekwentnie powiedziane jedynie, jak si� li
zy warto±¢
ax dla x ∈ Q). Teraz b�dzie o tym dopowiedzenie. "Szkolny" sposób wprowadzenia pot�gi
ax dla x niewymierny
h polegaª zazwy
zaj na zde�niowaniu ax jako grani
y lim

n→∞
arn, gdzie

{rn} byª jakim± 
i¡giem monotoni
znym li
zb wymierny
h zbie»nym do x (np. 
i¡giemprzybli»e« dziesi�tny
h x). W wykªadzie szkolnym zazwy
zaj nie dowodziªo si� istnieniagrani
y tego 
i¡gu, poprzestaj¡
 na argumenta
h intui
yjny
h. Uzbrojeni w twierdzeniao grani
a
h 
i¡gów, mo»emy ªatwo pokaza¢ istnienie grani
y lim
n→∞
arn : Otó» je±li {rn} jest
i¡giem monotoni
znym, to taki jest te» 
i¡g arn; jest to ponadto 
i¡g ograni
zony, wi�
zbie»ny.1.1.2 Funk
ja wykªadni
za o podstawie eOkazuje si� dogodne (z przy
zyn, które stan¡ si� jasne niedªugo) wzi¡¢ w de�ni
ji funk
jiwykªadni
zej a = e. Funk
ja odwrotna do ex, tzn. loge x, nazywa si� logarytmem natural-nym1.1.2 Grani
a funk
ji w punk
ieDef. de�ni
ja Heinego Li
zb� g nazywamy grani
¡ funk
ji f w punk
ie a (
o ozna
zamy:

lim
x→a
f(x) = g) je»eli dla ka»dego 
i¡gu {xn} zbie»nego do a i o wyraza
h ró»ny
h od aza
hodzi równo±¢:

lim
n→∞
f(xn) = gPrzykª. lim

x→0
(x2) = 0. We¹my bowiem dowolny 
i¡g {xn} zbie»ny do zera; mamy:

lim
n→∞
(xn)

2 =
(

lim
n→∞
xn

)2

= 0.Przykª. Rozwa»my funk
j� sgn(x), de�niowan¡ jako
sgn(x) =











+1 dla x > 0
0 dla x = 0
−1 dla x < 0 (1)Funk
ja sgn(x) nie posiada grani
y w punk
ie x = 0. We¹my bowiem: xn = 1

n
; mamy

lim
n→∞
xn = 0 oraz lim

n→∞
sgn(xn) = 1. We¹my teraz drugi 
i¡g x′n = − 1n ; mamy lim

n→∞
x′n = 0oraz lim

n→∞
sgn(x′n) = −1, tak wi�
 lim

x→0
sgn(x) nie istnieje.1Wprowadzono je w XVII w., a pierwsi zrobili to Napier i Bernoulli.1



Mo»na jednak mówi¢ tu o grani
y jednostronnej w punk
ie 0.Def. Li
zb� g nazywamy grani
¡ lewostronn¡ (prawostronn¡) funk
ji f w punk
ie a,je±li warunki: lim
n→∞
xn = a i xn < a (odpowiednio xn > a) implikuj¡ lim

n→∞
f(xn) = g.Sytua
je te ozna
zamy symbolami:

lim
x→a−
f(x) = g � grani
a lewostronna i lim

x→a+
f(x) = g � grani
a prawostronna. (2)W ten sposób, mamyPrzykª. (
.d.)

lim
x→0−
sgn(x) = −1 i lim

x→0+
sgn(x) = +1.Symbolu lim

x→a
f(x) u»ywamy równie» na ozna
zenie grani
y niewªa±
iwej:Przykª. Mamy: lim

x→0

1
x2
=∞;natomiastPrzykª. lim

x→0

1
x
nie istnieje; natomiast:

lim
x→0−

1

x
= −∞ i lim

x→0+

1

x
= +∞.Przykª. Podobnie: lim

x→π
2

tg(x) nie istnieje; natomiast:
lim

x→(π2 )−
tg(x) = −∞ i lim

x→(π2 )+
tg(x) = +∞.Istniej¡ jednak funk
je, które nie posiadaj¡ nawet jednostronny
h grani
 (wªa±
iwy
h, aniniewªa±
iwy
h). Nale»y do ni
h np. funk
ja:

f(x) = sin
(

1

x

)

x 6= 0.W punk
ie x = 0 nie posiada ona jednostronnej grani
y (ani lewo-, ani prawostronnej).Aby pokaza¢ nieistnienie grani
y prawostronnej, we¹my dwa 
i¡gi o wyraza
h dodatni
h:
{xn} =

2
(4n+1)π

, {x′n} = 2
(4n+3)π

. Oba 
i¡gi s¡ zbie»ne do zera. Mamy
f(xn) = sin

(

1

xn

)

= sin

(

(4n+ 1)π

2

)

= sin
(

2πn+
π

2

)

= +1i podobnie
f(x′n) = sin

(

1

x′n

)

= sin
(

2πn+
3π

2

)

= −1Widzimy, »e nie istnieje grani
a prawostronna w zerze (podobnie przekonujemy si�, »e nieistnieje te» grani
a lewostronna).Pró
z grani
y funk
ji dla sko«
zonego a, rozwa»amy te» grani
� w niesko«
zono±
i.Def. Mówimy, »e grani
¡ funk
ji f(x) w niesko«
zono±
i jest li
zba g (ozn. lim
x→∞
f(x) =

g), je»eli dla ka»dego 
i¡gu {xn} takiego, »e lim
n→∞
x =∞ za
hodzi: lim

n→∞
f(xn) = g.Przykª. Mamy:

lim
x→∞

1

x
= 0, lim

x→∞
ex =∞, lim

x→−∞
ex = 0. (3)Przykª. Funk
je trygonometry
zne: sin x, cosx, tg x nie posiadaj¡ grani
 w ±∞.2



1.3 Dziaªania na grani
a
hTw. Przy zaªo»eniu, »e grani
e lim
x→a
f(x) i lim

x→a
g(x) istniej¡ i s¡ sko«
zone, za
hodz¡ wzory:

lim
x→a
[f(x) + g(x)] = lim

x→a
f(x) + lim

x→a
g(x); (4)

lim
x→a
[f(x)− g(x)] = lim

x→a
f(x)− lim

x→a
g(x); (5)

lim
x→a
[f(x)g(x)] = lim

x→a
f(x) · lim

x→a
g(x); (6)

lim
x→a

f(x)

g(x)
=
lim
x→a
f(x)

lim
x→a
g(x)
, je»eli lim

x→a
g(x) 6= 0. (7)Wzory te pozostaj¡ te» prawdziwe, je±li a jest ±∞, jak te» s¡ prawdziwe dla grani
jednostronny
h.Dow. Dowody s¡ takie same jak dla grani
 
i¡gów z poprzedniego rozdziaªu.Mamy te» analogony inny
h twierdze« dla grani
 
i¡gów:Tw. Je±li grani
e lim

x→a
f(x) i lim

x→a
g(x) istniej¡, tonierówno±¢ f(x) ¬ g(x) implikuje lim

x→a
f(x) ¬ lim

x→a
g(x); (8)nierówno±
i f(x) ¬ h(x) ¬ g(x) wraz z równo±
i¡ lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x)implikuj¡ lim

x→a
f(x) = lim

x→a
h(x) = lim

x→a
g(x). (9)Jak poprzednio, wzory te s¡ te» prawdziwe dla a = ±∞ oraz dla grani
 jednostronny
h.Dowody s¡ analogi
zne jak w przypadu grani
 
i¡gów. CBDO1.4 Kilka warunków dostate
zny
h istnienia grani
yNajsampierw przenie±my de�ni
j� 
i¡gu ograni
zonego na funk
je:Def. Mówimy, »e funk
ja f(x) jest ograni
zona z góry (doªu), je»eli istnieje taka staªa

M , »e dla ka»dego x z dziedziny za
hodzi: f(x) < M (odpowiednio f(x) > M). W±ródró»ny
h analogonów na istnienie grani
 
i¡gów i funk
ji, mamy nast�puj¡
y odpowiedniktwierdzenia o zbie»no±
i 
i¡gów monotoni
zny
h ograni
zony
h:Tw. Je±li funk
ja jest niemalej¡
a i ograni
zona z góry, to istnieje grani
a lim
x→a−
f(x)dla dowolnego a.Uwaga. Niezb�dne jest tu zaªo»enie o monotoni
zno±
i funk
ji. Dla funk
ji niemonoto-ni
zny
h twierdzenie to nie za
hodzi � przypomnijmy sobie przykªad funk
ji f(x) = sin 1
x
.Ci¡g {a− 1

n

} jest rosn¡
y, a st¡d 
i¡g {(a− 1
n

)} jest niemalej¡
y; a poniewa» jest te»ograni
zony, to jest zbie»ny. Nie
h
lim
n→∞
f

(

a−
1

n

)

= g.Pozostaje pokaza¢, »e przy narzu
eniu warunków: lim
n→∞
xn = a oraz xn < a za
hodzi

lim
n→∞
f(xn) = g.3



We¹my jakie± ǫ > 0. Istnieje wów
zas N takie, »e g−f (a− 1
N

)

< ǫ. Maj¡
 to N bierzemytakie k, »eby dla n > k za
hodziªa nierówno±¢ a− 1
N
< xn. St¡d

f

(

a−
1

N

)

< f(xn),sk¡d
g − f(xn) < g − f

(

a−
1

N

)

< ǫ. (10)Jedno
ze±nie: Poniewa» xn n→∞→ a, to dla ka»dego n istnieje rn takie, »e xn < a − 1
rn
.Mamy st¡d

f(xn) < f
(

a−
1

rn

)

¬ g =⇒ g − f(xn) > 0. (11)Z obu nierówno±
i: (10) i (11) mamy:
−ǫ < 0 < g − f(xn) < ǫ =⇒ |g − f(xn)| < ǫ =⇒ lim

n→∞
f(xn) = g. CBDOW analogi
zny sposób dowodzi si� twierdze« dla funk
ji nierosn¡
y
h oraz dla grani
prawostronny
h. Mo»na to podsumowa¢ jakoTw. Je±li funk
ja jest nierosn¡
a lub niemalej¡
a i ograni
zona, to grani
e lim

x→a±
f(x)istniej¡ w ka»dym punk
ie a. Dla a = ±∞, istnieje grani
a lim

x→±∞
f(x) CBDOZa
hodzi te» twierdzenie w pewnym sensie odwrotne:Tw. XX Je±li funk
ja f nie posiada grani
y sko«
zonej w punk
ie a, to istnieje 
i¡g

{xn} taki, »e xn 6= a, lim
n→∞
x = a oraz 
i¡g {f(xn)} jest rozbie»ny.Bez dowodu. jednak TRZEBA dowodu! Ale wtedy trzeba jesz
ze odpowied-niego dowodu dla analogonu z 
i¡gów. A dla 
d. � jesz
ze o superpozy
ji wgrani
y.Pró
z de�ni
ji Heinego, jest jesz
ze jedna, inna ale równowa»na, i równie wa»na, de�-ni
ja Cau
hy'ego.Def. Mówimy, »e funk
ja f posiada w punk
ie a grani
� g, je»eli
∀ǫ>0 ∃δ>0 ∀x:0<|x−a|<δ : |f(x)− g| < ǫ.A oto obie
ana równowa»no±¢:Tw. XXX Obie de�ni
je grani
y funk
ji w punk
ie: Cau
hy'ego i Heinego s¡ równo-wa»ne.tzn. je±li funk
ja w jakim± punk
ie ma grani
� w my±l def. Cau
hy'ego, to ma j¡ te» zgodnie z def.Heinego i na odwrót; a je±li nie ma w my±l def. Cau
hy'ego to nie ma te» z def. Heinego i na odwrót.Dow. Przypu±¢my najsampierw, »e warunek Cau
hy'ego nie jest speªniony, tzn.
∃ǫ>0 ∀δ>0 ∃x:0<|x−a|<δ : |f(x)− g| ­ ǫ.W sz
zególno±
i, bior¡
 δ = 1

n
, wnioskujemy, »e istnieje 
i¡g {xn} taki, »e

0 < |xn − a| <
1

n
(12)4



oraz
|f(xn)− g| ­ ǫ. (13)Warunek (12) mówi, »e lim

n→∞
xn = a oraz xn 6= a. Gdyby wi�
 przypu±
i¢, »e lim

x→a
f(x) = g,to musiaªaby by¢ speªniona równo±¢ lim

n→∞
f(xn) = g; ale ta równo±¢ jest sprze
zna z (13).Pokazali±my w ten sposób, »e warunek Cau
hy'ego jest konie
zny, aby funk
ja posia-daªa grani
� w my±l de�ni
ji Heinego.Teraz poka»emy, »e jest on równie» warunkiem wystar
zaj¡
ym.Nie
h b�dzie dane ǫ > 0 i nie
h lim

n→∞
x = a oraz xn 6= a. Poniewa» z zaªo»enia warunekCau
hy'ego jest speªniony, to istnieje δ > 0 takie, »e nierówno±¢: 0 < |xn−a| < δ implikuje

|f(xn) − g| < ǫ. Poniewa» speªniona jest równo±¢ lim
n→∞
x = a, to nierówno±¢ |xn − a| < δza
hodzi dla wszystki
h dostate
znie du»y
h n (tzn. po
z¡wszy od pewnego M ∈ N). Dlaty
h n mamy wi�
 nierówno±¢ |f(xn) − g| < ǫ, a to zna
zy, »e lim

n→∞
f(xn) = g � 
zyli

lim
x→
f(x) = g.W teorii 
i¡gów mieli±my warunek Cau
hy'ego dla 
i¡gów, którego speªnienie gwaran-towaªo zbie»no±¢ 
i¡gu. Przy grani
y funk
ji mamy analogi
zne twierdzenie.Tw. XXXX Warunkiem konie
znym i dostate
znym na istnienie (sko«
zonej) grani
yfunk
ji f w punk
ie a jest, aby dla dowolnego ǫ > 0 istniaªo takie δ > 0, »e dla x, x′speªniaj¡
y
h:

0 < |x− a| < δ, 0 < |x′ − a| < δ (14)za
hodzi: |f(x)− f(x′)| < ǫ.Dow. Poka»emy najsampierw konie
zno±¢ tego warunku. Je±li lim
x→a
f(x) = g, to dladowolnego zadanego ǫ > 0 istnieje takie δ > 0, »e warunek: 0 < |x − a| < δ implikuje

|f(x)− g| < 1
2
ǫ. Je±li wi�
 warunki (14) s¡ speªnione, to za
hodz¡ nierówno±
i:

|f(x)− g| <
1

2
ǫ i |f(x′)− g| <

1

2
ǫ,i po dodaniu ty
h»e pod znakiem warto±
i bezwzgl�dnej otrzymujemy |f(x)− f(x′)| < ǫ.Je±li 
hodzi o dostate
zno±¢ warunku, to przypu±¢my, »e grani
a funk
ji f w punk
ie

a nie istnieje, mimo i» s¡ speªnione zaªo»enia tw. XXXX. Istnieje wów
zas na mo
y tw.XX taki 
i¡g {xn} , »e lim
n→∞
xn = a, xn 6= a oraz »e 
i¡g {f(xn)} jest rozbie»ny. Zrówno±
i lim

n→∞
xn = a wynika, »e istnieje takie k, »e dla n ­ k mo»na w nierówno±
ia
h(14) podstawi¢ x = xn i x′ = xk. To implikuje, »e |f(xn) − f(kk)| < ǫ. Z twierdzeniaCau
hy'ego dla 
i¡gów wnioskujemy st¡d, »e 
i¡g {f(xn)} jest zbie»ny � wbrew naszemuprzypusz
zeniu. CBDOPowy»sze twierdzenia XXX i XXXX daj¡ si� rozszerzy¢ na przypadek a =∞. Brzmi¡one wtedy nast�puj¡
o:Tw. XXX'. Warunkiem konie
znym i dostate
znym na to, aby za
hodziªa równo±¢

lim
x→∞
f(x) = g jest, aby

∀ǫ>0∃r∀x>r : |f(x)− g| < ǫ.Tw. XXXX'. Warunkiem konie
znym i dostate
znym na to, aby istniaªa grani
a (sko«-
zona) lim
x→∞
f(x), jest, aby

∀ǫ>0∃r∀x,x′>r : |f(x)− f(x
′)| < ǫ.5



Dow. Dowody s¡ analogi
zne jak twierdze« XXX i XXXX. CBDO2 Funk
je 
i¡gªeDef. Mówimy, »e funk
ja f jest 
i¡gªa w punk
ie a, je±li speªniony jest warunek
lim
x→a
f(x) = f(a). (15)Przypominaj¡
 sobie de�ni
j� grani
y funk
ji f w punk
ie a mo»na wi�
 powiedzie¢, »edla funk
ji f 
i¡gªej w punk
ie a mamy: Dla dowolnego 
i¡gu {xn} takiego, »e lim

n→∞
xn = aza
hodzi

f( lim
n→∞
xn) = lim

n→∞
f(xn). (16)Je±li w równo±
i (15) zast¡pi
 grani
� przez grani
� jednostronn¡, to otrzymamy de�ni
j�
i¡gªo±
i jednostronnej:Def. Mówimy, »e funk
ja f jest prawostronnie (lewostronnie) 
i¡gªa w punk
ie a, je±li

lim
x→a→0+

f(x) = f(a)
(

lim
x→a→0−

f(x) = f(a)
)Je±li funk
ja f jst okre±lona nie dla wszystki
h x, dla który
h okre±lona jest grani
a, to wpowy»szy
h de�ni
ja
h ograni
zamy zakres zmienno±
i x do zbioru argumentów funk
ji.I tak np. je±li f jest okre±lona na od
inku domkni�tym [a, b], to 
i¡gªo±¢ f w punk
ie aozna
za jedynie jej 
i¡gªo±¢ prawostronn¡, 
i¡gªo±¢ w punk
ie b � 
i¡gªo±¢ lewostronn¡.Def. Funk
j� 
i¡gª¡ dla ka»dej warto±
i argumentu ze zbioru X nazywamy funk
j¡
i¡gª¡ na X.I tak np. mówi¡
, »e funk
ja f jest 
i¡gªa na od
inku domkni�tym [a, b] mamy namy±li, »e jest prawostronnie 
i¡gªa w punk
ie a, lewostronnie 
i¡gªa w punk
ie b orazobustronnie 
i¡gªa w punkta
h wewn�trzny
h od
inka [a, b].Def. Mówimy, »e funk
ja f jest przedziaªami 
i¡gªa na od
inku [a, b], je±li ten od
inekmo»na podzieli¢ za pomo
¡ sko«
zonego ukªadu punktów a0, a1, a2, . . . , an gdzie

a = a0 < a1 < a2 · · · < an = bna podprzedziaªy [ak−1, ak] (k = 1, 2, . . . , n) w taki sposób, »e wewn¡trz ka»dego prze-dziaªu funk
ja f jest 
i¡gªa i istniej¡ grani
e jednostronne lim
x→ak−1,+

f(x) i lim
x→ak,−

f(x).Innymi sªowy, funk
ja posiadaj¡
a sko«
zon¡ ilo±¢ punktów nie
i¡gªo±
i, w który
histniej¡ obie grani
e jednostronne, jest funk
j¡ przedziaªami 
i¡gª¡.Przykªady.1. Pokazali±my niedawno, »e lim
x→0
x2 = 0. Zna
zy to, »e funk
ja f(x) = x2 jest 
i¡gªa wpunk
ie x = 0 (jest te» 
i¡gªa na 
aªym zbiorze R, 
o niedªugo poka»emy).2. Funk
ja f(x) = [x] (wykres) jest nie
i¡gªa w punkta
h 
aªkowity
h. Dokªadniej,w ty
h punkta
h jest 
i¡gªa prawostronnie, le
z nie lewostronnie. Poniewa» jednakgrani
e lewostronne istniej¡, to jest przedziaªami 
i¡gªa na dowolnym od
inku sko«-
zonym. 6



3. Funk
ja f(x) = sin ( 1
x

) ma nieokre±lon¡ warto±¢ w punk
ie x = 0. Dookre±lmy j¡tam, de�niuj¡
: f(0) = 0. Nawet tak dookre±lona funk
ja jest nie
i¡gªa w x = 0,poniewa» nie istniej¡ grani
e (lewo- ani prawostronne) w tym punk
ie.4. Funk
ja Diri
hleta jest nie
i¡gªa w ka»dym punk
ie.2.1 Warunek 
i¡gªo±
i Cau
hy'egoTwierdzenie poni»ej mo»e by¢ przyj�te jako de�ni
ja 
i¡gªo±
i funk
ji (de�ni
ja Cau-
hy'ego) Jest ona równowa»na de�ni
ji Heinego. Ta równowa»no±¢ jest konsekwen
j¡ twier-dzenia o równowa»no±
i warunków istnienia grani
 funk
ji: Cau
hy'ego i Heinego.Warunkiem konie
znym i dostate
znym na to, aby funk
ja f byªa 
i¡gªa w punk
ie a,jest, aby
∀ǫ>0∃δ>0∀x:|x−a|<δ|f(x)− f(a)| < ǫ.Mo»na to wyrazi¢ bardziej obrazowo mówi¡
, »e dostate
znie maªym przyrostom zmiennejniezale»nej odpowiadaj¡ tak maªe, jak tylko si� 
h
e, przyrosty warto±
i funk
ji. Mo»nato zapisa¢ nast�puj¡
o (po ostatnim kwanty�katorze w wyra»eniu powy»ej):Warunek |h| < δ implikuje: |f(a+ h)− f(a)| < ǫ.Rys.Jesz
ze ina
zej: Funk
ja f jest 
i¡gªa w punk
ie a, je»eli
lim
x→h
(f(x+ h)− f(x)) = 0. (17)Uwaga. Ci¡gªo±¢ funk
ji w punk
ie jest wªasno±
i¡ lokaln¡: Aby zbada¢, 
zy funk
jajest 
i¡gªa w punk
ie a, wystar
zy zna¢ zna¢ t� funk
j� w dowolnie maªym oto
zeniu a.2.2 Ci¡gªo±¢ funk
ji elementarny
hZ wzorów na dziaªania na grani
a
h funk
ji wynika od razu, »e dziaªania arytmety
znewykonywane na funk
ja
h 
i¡gªy
h daj¡ w wyniku funk
je 
i¡gªe.Innymi sªowy: Je±li funk
je f , g s¡ 
i¡gªe w punk
ie a, to i
h suma, ró»ni
a, ilo
zyn,iloraz (je±li g(a) 6= 0) s¡ równie» 
i¡gªe w punk
ie a.Zróbmy teraz maªy katalog funk
ji 
i¡gªy
h:

• Funk
ja staªa f(x) = const. i funk
ja f(x) = x s¡ funk
jami 
i¡gªymi, 
o wida¢ odrazu z de�ni
ji.
• St¡d oraz z twierdzenia o 
i¡gªo±
i ilo
zynu i sumy funk
ji 
i¡gªy
h wynika, »ewielomiany s¡ funk
jami 
i¡gªymi.
• St¡d oraz z twierdzenia o 
i¡gªo±
i ilorazu funk
ji 
i¡gªy
h wynika, »e funk
je wy-mierne f(x) = P (x)

Q(x)
s¡ funk
jami 
i¡gªymi w ty
h punkta
h, gdzie Q(x) 6= 0.

• Ci¡gªo±¢ funk
ji wykªadni
zej ax, a > 0. Najsampierw poka»emy, »e
lim
x→0
ax = 1.Pami�tamy bowiem grani
� dla 
i¡gów:

lim
n→∞
a
1

n = 1.7



St¡d wynika, »e równie»
lim
n→∞
a−

1

n =
1

lim
n→∞
a
1

n

= 1.Dlatego te», dla dowolnego ǫ > 0 mo»na znale¹¢ wska¹nik N taki, »e (dla a > 1)
1− ǫ < a−

1

N < a
1

N < 1 + ǫJe»eli teraz we¹miemy takie x, »e |x| < 1
N
, (
zyli − 1

N
< x < 1

N
), to mamy

a−
1

N < ax < a
1

Nsk¡d
1− ǫ < ax < 1 + ǫ =⇒ |ax − 1| < ǫa to ozna
za, »e lim

x→0
ax = 1.Teraz! We¹my dowolne x. Mamy: ax+h−ax = ax(ah−1) oraz lim

h→0
ah = 1, sk¡d lim

h→0
ax+h−

ax = 0, 
o zgodnie z wersj¡ warunku 
i¡gªo±
i (17) ozna
za, »e funk
ja ax jest 
i¡gªa wdowolnym punk
ie x.
• Ci¡gªo±¢ funk
ji trygonometry
zny
h. Przypominaj¡
 sobie de�ni
j� funk
ji sin x(RYS) mamy nierówno±¢ (dla x > 0):

0 < sin x < xSt¡d, na mo
y twierdzenia o grani
a
h trze
h funk
ji, wynika, »e
lim
x→0
sin x = 0 (18)(±
i±le rze
z bior¡
, powy»sza grani
a jest grani
¡ prawostronn¡; ale z antysymetrii funk
jisin wynika równie» ta sama równo±¢ dla grani
y lewostronnej). Nierówno±¢ (18) zna
zyte», »e funk
ja sin x jest 
i¡gªa w x = 0.Znaj¡
 grani
� (18) ªatwo poka»emy, »e

lim
x→0
cosx = 1.Mamy bowiem: 1 − cosx = 2 sin2 x

2
< 2 sin x

2
< x, 
o � na mo
y twierdzenia o grani
a
htrze
h funk
ji � ozna
za, »e lim

x→0
(1 − cosx) = 0. Mamy te» w ten sposób ustanowion¡
i¡gªo±¢ funk
ji cosx w zerze.Teraz poka»emy, »e funk
je: sin x i cosx s¡ wsz�dzie 
i¡gªe, korzystaj¡
 tu z warunku(17).Mamy bowiem:

sin(x+ h)− sin x = 2 sin
h

2
cos

(

x+
h

2

)i, korzystaj¡
 z nierówno±
i: | sin x| ¬ |x| oraz | cosx| ¬ 1, mamy
| sin(x+ h)− sin x| ¬ |h| =⇒ lim

h→0
| sin(x+ h)− sin x| = 0
zyli

lim
h→0
sin(x+ h)− sin x = 0.8



Podobnie
| cos(x+ h)− cosx| = 2

∣

∣

∣

∣

∣

sin
h

2

∣

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

sin

(

x+
h

2

)∣

∣

∣

∣

∣

¬ |h|
o daje
lim
h→0
cos(x+ h)− cosx = 0.Wniosek. Funk
ja tg x = sinx

cos x
jest 
i¡gªa dla x 6= π

2
+ kπ, a ctg x � dla x 6= kπ (tu k ∈ Z).

• Do kompletu funk
ji elementarny
h trzeba by jesz
ze pokaza¢ 
i¡gªo±¢ logarytmuoraz funk
ji 
yklometry
zny
h (odwrotny
h do funk
ji trygonometry
zny
h). Zrobimy toza 
hwil�, kiedy poka»emy 
i¡gªo±¢ funk
ji odwrotny
h do 
i¡gªy
h.Na razie za± b�dziemy potrzebowa¢:Tw. Je±li lim
x→a
f(x) = A i lim

y→A
g(y) = B, to lim

x→a
g(f(x)) = B.Dow. Nie
h lim

n→∞
xn = a; mamy wtedy lim

n→∞
f(xn) = A. We¹my yn = f(xn). Mamy

lim
n→∞
yn = A, zatem lim

n→∞
g(yn) = B = lim

n→∞
g(f(xn)), a to zna
zy, »e lim

x→g
(f(x)) = B.CBDOKorzystaj¡
 z tego, poka»emy, »e superpozy
ja (zªo»enie) dwó
h funk
ji 
i¡gªy
h jestfunk
j¡ 
i¡gª¡. Dokªadniej:Tw. Je±li funk
ja y = f(x) jest 
i¡gªa w punk
ie x = a, za± funk
ja z = g(y) jest
i¡gªa w punk
ie y = f(a), to funk
ja g(f(x)) jest 
i¡gªa w punk
ie x = a.Dow. We¹my 
i¡g {xn} taki, »e lim

n→∞
xn = a. Mamy wtedy lim

n→∞
f(xn) = f(a). Bior¡


b = f(a) i yn = f(xn) mamy lim
n→∞
yn = b, sk¡d � wykorzystuj¡
 z kolei 
i¡gªo±¢ funk
ji g:

lim
n→∞
g(yn) = g(b), tzn. lim

n→∞
g(f(xn)) = g(f(a)). CBDOPrzykª. Przywoªywana tu kilkakrotnie funk
ja sin ( 1

x

) jest 
i¡gªa we wszystki
h punk-ta
h poza x = 0.2.3 Niektóre ogólne wªasno±
i funk
ji 
i¡gªy
hDef. Ci¡gªo±¢ jednostajna Mówimy, »e funk
ja f jest 
i¡gªa jednostajnie na zbiorze X,je±li
∀ǫ>0 ∃δ>0 ∀x,x′∈X:|x−x′|<δ : |f(x)− f(x

′)| < ǫ. (19)Uwaga 1. Zauwa»my, »e de�ni
ja 
i¡gªo±
i zwykªej mówiªa o 
i¡gªo±
i funk
ji w punk
ie,natomiast de�ni
ja 
i¡gªo±
i jednostajnej mówi o 
i¡gªo±
i funk
ji na zbiorze.Uwaga 2. Porównuj¡
 to z de�ni
j¡ 
i¡gªo±
i funk
ji f w punk
ie x:
∀ǫ>0 ∃δ>0 ∀x′:|x−x′|<δ : |f(x)− f(x

′)| < ǫ.wida¢ nast�puj¡
e ró»ni
e: W de�ni
ji 
i¡gªo±
i zwykªej, delta mogªa zale»e¢ od wybranego
ǫ oraz x. W de�ni
ji 
i¡gªo±
i jednostajnej, delta mo»e zale»e¢ tylko od ǫ, musi za± by¢taka sama dla wszystki
h x ∈ X.Przykª. Rozwa»my funk
j� f(x) = x2 na zbiorze X1 = [0, 1] i na zbiorze X2 = [0,∞[.Na obu ty
h zbiora
h jest o
zywi±
ie 
i¡gªa w zwykªym sensie. Co do 
i¡gªo±
i jedno-stajnej, to f(x) jest 
i¡gªa jednostajnie na X1 (wystar
zy wzi¡¢ δ = ǫ

3
przy sprawdzaniuwarunku (19)), natomiast nie jest 
i¡gªa jednostajnie na X2. We¹my bowiem np. ǫ = 1 i9



jakiekolwiek δ. Wtedy x′ = x + 1
2
δ i mamy: f(x) − f(x′) = xδ + 1

4
δ2, 
o mo»na u
zyni¢dowolnie du»ym przez odpowiedni dobór x � tu wystar
zy wzi¡¢ x = 1
δ
.Przykª. Funk
ja fx = 1

x
jest 
i¡gªa na zbiorze X =]0, 1], natomiast nie jest tamjednostajnie 
i¡gªa.Nast�puj¡
e twierdzenie mówi o tym, »e taka sytua
ja nie mo»e si� zdarzy¢ dla funk
ji
i¡gªy
h na od
inku domkni�tym.Tw. o 
i¡gªo±
i jednostajnej Funk
ja 
i¡gªa na od
inku domkni�tym [a, b] jest te» nanim jednostajnie 
i¡gªa.Dow. si� b�dzie odbywaª przez sprowadzenie do niedorze
zno±
i (tzn. przyjmijmy, »eprawdziwe jest zaprze
zenie tezy, i jako konsekwen
j� otrzymamy sprze
zno±¢). Przyjmij-my wi�
, »e istnieje ǫ > 0 takie, »e dla ka»dego δ > 0 istnieje para argumentów x, x′ taki
h»e

|x− x′| < δ i |f(x)− f(x′)| > ǫ.W sz
zególno±
i, bior¡
 δ = 1
n
, wnioskujemy, »e istniej¡ takie dwa 
i¡gi {xn} i {x′n} , »e

a ¬ xn ¬ b, a ¬ x
′
n ¬ b, |xn − x

′
n| <
1

n
, |f(x)− f(x′)| ­ ǫ. (20)Poniewa» 
i¡g {xn} jest ograni
zony, zatem � na podstawie tw. Bolzano-Weierstrassa �zawiera pod
i¡g zbie»ny {xmn} . Ozna
zmy jego grani
� jako c: lim

n→∞
xmn = c. Z pierwszejz nierówno±
i (20) mamy: a ¬ c ¬ b. Funk
ja f z zaªo»enia jest 
i¡gªa wsz�dzie na [a, b],wi�
 tak»e w punk
ie c ∈ [a, b]. Mamy wi�
: lim

n→∞
f(xmn) = f(c). Ale teraz: Rozwa»mypod
i¡g 
i¡gu {x′n} o ty
h samy
h numera
h, 
o pod
i¡g {xmn} , tzn. {x′mn} . Z trze
iejz nierówno±
i (20) wynika, »e równie» {x′mn} d¡»y do tej samej grani
y: lim

n→∞
x′mn = c,bo lim

n→∞
x′mn = limn→∞

xmn . Ci¡gªo±¢ funk
ji f jak poprzednio daje: lim
n→∞
f(x′mn) = f(c). Azatem:

lim
n→∞
(f(x′mn)− f(xmn)) = 0.Ale to jest sprze
zne z ostatni¡ z nierówno±
i (20). CBDOTw. (Weierstrassa). Funk
ja f 
i¡gªa w przedziale domkni�tym [a, b] jest ograni
zona,a ponadto osi¡ga tam swoje kresy: dolny m = inf

x∈[a,b]
f(x) oraz górny M = sup

x∈[a,b]
f(x).Innymi sªowy, istniej¡ w tym przedziale takie dwa punkty c i d, »e f(c) = m oraz f(d) =

M .Dow. Poka»emy najsampierw, »e funk
ja f jest ograni
zona, tzn. ∃A : ∀x∈[a,b] : |f(x)| <
A. Otó» z poprzedniego twierdzenia (o 
i¡gªo±
i jednostajnej) wnioskujemy, »e: Wzi¡wszynp. ǫ = 1 istnieje takie δ > 0, »e je±li punkty x, x′ nale»¡ do przedziaªu o dªugo±
imniejszej o δ, to f(x) − f(x′) < 1. We¹my n takie, aby za
hodziªa nierówno±¢: b−a

n
< δ.W ten sposób, je±li podzielimy przedziaª [a, b] na n 
z�±
i, to dªugo±¢ ka»dego z ni
h jestmniejsza od δ. Ozna
zmy przez a0, a1, . . . , an ko«
e ty
h przedziaªów, przy 
zym a0 = a,

an = b.rys. W ten sposób mamy:dla a0 ¬ x ¬ a1: |f(x)− f(a1)| < 1, sk¡d |f(x)| ¬ 1 + |f(a1)|;i ogólnie, w k-tym przedziale:dla ak−1 ¬ x ¬ ak: |f(x)− f(ak)| < 1, sk¡d |f(x)| ¬ 1 + |f(ak)|.Ozna
zmy przez A najwi�ksz¡ z li
zb ze zbioru {1+ |f(ak)|}, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Mamyw ten sposób: |f(x)| < A dla dowolnego x ∈ [a, b].10



W ten sposób pokazali±my, »e funk
ja f jest ograni
zona (tzn. zbiór warto±
i tej funk
jijest ograni
zony). Istniej¡ wi�
 kresy: górny i dolny tego zbioru.Poka»emy teraz � przez sprowadzenie do niedorze
zno±
i � »e M jest jedn¡ z warto±
ifunk
ji, tzn. M = f(d) dla pewnego d ∈ [a, b]. Przypu±¢my wi�
, »e jest to nieprawda,tzn. ∀x∈[a,b] :M − f(x) 6= 0. Skoro tak, to funk
ja
g(x) =

1

M − f(x)jest okre±lona na 
aªym przedziale [a, b] i jest w tym przedziale 
i¡gªa. Jest to wi�
 �zgodnie z tym 
o pokazali±my przed 
hwil¡ � funk
ja ograni
zona. Istnieje wi�
 takie N ,»e ∀x∈[a,b]: g(x) < N , 
zyli M − f(x) > 1
N
, lub w innej formie: f(x) < M − 1

N
. Ale jest tosprze
zne z zaªo»eniem, »e M jest kresem górnym zbioru warto±
i funk
ji f na [a, b].Dla kresu dolnego dowód jest analogi
zny. CBDOTw. (Wªasno±¢ Darboux). Funk
ja 
i¡gªa w przedziale domkni�tym [a, b] przyjmujew tym przedziale wszystkie warto±
i po±rednie. Innymi sªowy: Je±li f(a) < y < f(b) (lub

f(a) > y > f(b)) to ∃c∈[a,b] : f(c) = y.Dow. Zaªó»my, »e f(a) < y < f(b) (gdy f(b) < y < f(a), dowód jest analogi
zny).Przypu±¢my, »e twierdzenie jest faªszywe, a w/e
, »e ∀x∈[a,b] : y − f(x) 6= 0. Zde�niujmyfunk
j� h(x) = 1
|y−f(x)|

; jest ona okre±lona na 
aªym [a, b], a ponadto � na mo
y twierdzeniaWeierstrassa � ograni
zona. Nie
h h(x) < M , tzn.
|y − f(x)| >

1

M
(21)Podstawiaj¡
 w twierdzeniu OCJ2 ǫ = 1

M
wnioskujemy, »e istnieje δ > 0 takie, »e dladowolny
h punktów x, x′ nale»¡
y
h do przedziaªu o dªugo±
i mniejszej ni» δ, za
hodzi

|f(x)− f(x′)| <
1

M
.Nie
h n ozna
za li
zb� naturaln¡ tak¡, »e b−a

n
< δ. Podzielmy od
inek [a, b] na n równy
h
z�±
i. W ozna
zenia
h z poprzedniego twierdzenia mamy

|f(ak)− f(ak−1)| <
1

M
dla k = 1, 2, . . . , n. (22)Poniewa» f(a0) = f(a) < y < f(an) = f(b), wi�
 w±rówd li
zb 1, 2, . . . , n istnieje takanajmniejsza li
zba m, »e y < f(am). Mamy wi�
 m > 0 oraz

f(am−1) < y < f(am), skąd 0 < y − f(am−1) < f(am)− f(am−1) <
1

M(ostatnia nierówno±¢ wynika z (22)), 
o jednak prze
zy (21). CBDOZestawiaj¡
 dwa poprzednie twierdzenia, mo»emy powiedzie¢, »e za
hodzi nast�puj¡
eTw. Funk
ja 
i¡gªa w przedziale domkni�tym [a, b] przyjmuje wszystkie warto±
i odkresu dolnego m do kresu górnego M , wª¡
znie z m i M . Innymi sªowy, zbiorem warto±
ifunk
ji jest przedziaª [m,M ].2O Ci¡gªo±
i Jednostajnej 11



Uwaga. Wªasno±¢ Darbou¹ wdzi�
znie ilustruje si� rysunkowo. Jednak 
i¡gªo±¢ funk
jinie jest warunkiem konie
znym, aby ta wªasno±¢ miaªa miejs
e; za
hodzi ona równie» dlaniektóry
h funk
ji nie
i¡gªy
h.Przykª.Przykª. Jak z wª. Darboux wynika istnienie pierwiastków rze
zywisty
h równania:
x2k+1 + a2kx

2k + · · ·+ a0 = 0.2.4 Ci¡gªo±¢ funk
ji odwrotny
hNie
h X, Y � zbiory. Wiadomo, »e je±li f : X → Y jest bijek
j¡, to istnieje funk
jaodwrotna f−1 : Y → X.Poka»emy teraz, »e funk
ja odwrotna do funk
ji 
i¡gªej jest 
i¡gªa. Dokªadniej, za
ho-dzi nast�puj¡
eTw. Je±li funk
ja f : [a, b]→ [A,B] jest 
i¡gª¡ bijek
j¡, to funk
ja odwrotna g ≡ f−1 :
[A,B]→ [a, b] te» jest 
i¡gªa.Uwaga. Z tw.Weierstrassa wiemy, »e A = m = inf

x∈[a,b]
f(x) oraz B =M = sup

x∈[a,b]
f(x).Dow. Nie
h m ¬ c ¬ M . Na mo
y ostatniego Twierdzenia, funk
ja f jest okre±lonaw punk
ie c. Nie
h c = lim

n→∞
yn, gdzie {yn} nale»y do przedziaªu [m,M ], tzn. jest posta
i

yn = f(xn). Trzeba pokaza¢, »e lim
n→∞
g(yn) = g(c).Przeformuªujmy to w nast�puj¡
y sposób: Nie
h c = f(d). Trzeba pokaza¢, »e warunek

lim
n→∞
f(xn) = f(d) po
i¡ga za sob¡ lim

n→∞
xn = d (bo g(yn) = xn, g(c) = d). Ci¡g {xn} jestograni
zony, jako le»¡
y w przedziale [a, b]. Je±li tak, to mo»na wybra¢ z niego pod
i¡gzbie»ny {xkn} . Nie
h limn→∞xkn = d′. Wyka»emy, »e d′ = d. Z 
i¡gªo±
i funk
ji f wynika,»e lim

n→∞
f(xkn) = f(d

′). Poniewa» za±
lim
n→∞
f(xkn) = limn→∞

ykn = limn→∞
yn = lim

n→∞
f(xn) = f(d),(w drugiej równo±
i korzystali±my z twierdzenia, »e je±li 
i¡g {an} jest ograni
zony i je±liwszystkie jego pod
i¡gi zbie»ne s¡ zbie»ne do tej samej grani
y G, to równie» sam 
i¡g

{an} jest zbie»ny do G) wi�
 f(d′) = f(d). Poniewa» za± f jest wzajemnie jednozna
zna,to d = d′. CBDOKorzystaj¡
 z powy»szego twierdzenia, poka»emy, »eTw.Ka»da funk
ja f , 
i¡gªa na od
inku [a, b], b�d¡
a bijek
j¡, jest ±
i±le monotoni
zna(tzn. ±
i±le rosn¡
a b¡d¹ ±
i±le malej¡
a).Dow. Z zaªo»enia f(a) 6= f(b). Zaªó»my, »e f(a) < f(b) (gdy jest na odwrót, ro-zumowanie jest analogi
zne). Udowodnimy, »e wtedy f(x) jest w 
aªym przedziale [a, b]rosn¡
a. Nie
h x < x′. Trzeba pokaza¢, »e f(x) < f(x′).Zauwa»my najsampierw, »e warunki a ¬ x ¬ b i f(a) < f(b) implikuj¡ f(a) ¬
f(x) ¬ f(b). Gdyby bowiem tak nie byªo, to mieliby±my albo i) f(x) < f(a), albo ii)
f(x) > f(b). W przypadku i) mieliby±my nierówno±¢: f(x) < f(a) < f(b) i, na mo
ywªasno±
i Darboux, istniaªby w przedziale [x, b] punkt x′′ taki, »e f(x′′) = f(a); ale toprze
zy zaªo»eniu, »e f(x) jest ró»nowarto±
iowa (bo x′′ 6= a). W przypadku ii) natomiastistniaªby w przedziale [a, x] punkt x′′′ taki, »e f(x′′′) = f(b), 
o z kolei jest sprze
zne zzaªo»eniem o ró»nowarto±
iowo±
i funk
ji f(x) (bo � podobnie jak uprzednio � x′′′ 6= b).12



Pokazali±my wi�
, »e f(a) ¬ f(x) ¬ f(b). Jedno
ze±nie wnioskujemy, »e warunki
x ¬ x′ ¬ b i f(x) < f(b) po
i¡gaj¡ za sob¡ f(x) ¬ f(x′) ¬ f(b). Tak wi�
 f(x) < f(x′).CBDO
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