
Matematyka I

Zad. 1. Rozstrzygn¡¢, czy podane zdania logiczne s¡ prawdziwe, czy faª-
szywe.
a. ((2 + 2 = 4) ∧ (7− 5 = 4))⇒ ((2 + 2 = 4)⇒ (7− 5 = 4))
b. Nieprawda, »e je»eli Warszawa jest stolic¡ Polski, to Londyn jest stolic¡
Francji.

Zad. 2. Rozstrzygn¡¢, czy podane formuªy logiczne s¡ tautologiami.
a. (p ∧ ¬p)⇒ ¬p
b. (p⇒ q)⇒ ((q ⇒ p)⇒ (p⇔ q))
c. ((p⇒ r) ∨ (q ⇒ r))⇒ ((p ∨ q)⇒ r)

Zad. 3. Prawdziwe jest zdanie: �Nieprawda, »e je»eli Platon zaªo»yª Aka-
demi¦, to je»eli Arystoteles byª uczniem Platona, to Arystoteles nie ucz¦szczaª
do Akademii�. Czy informacja ta wystarcza, by udzieli¢ odpowiedzi na podane
pytania? Je±li tak, to jakie s¡ te odpowiedzi?
a. Czy Platon byª zaªo»ycielem Akademii?
b. Czy Arystoteles byª uczniem Platona?
c. Czy Arystoteles ucz¦szczaª do Akademii?

Zad. 4. Stefan zawsze kªamie w poniedziaªki, a w pozostaªe dni mówi
prawd¦. Marcin zawsze kªamie w czwartki, a w pozostaªe dni mówi prawd¦.
Pewnego dnia jeden z nich (nie wiadomo który) powiedziaª �Jutro b¦dzie wto-
rek�, a drugi odpowiedziaª �Jutro b¦d¦ kªamaª�. Czy mo»na stwierdzi¢, jakiego
dnia tygodnia to si¦ wydarzyªo, a je±li tak, to jaki to dzie«?

Zad. 5. Stefan zawsze kªamie w poniedziaªki, a w pozostaªe dni mówi
prawd¦. Marcin zawsze kªamie w czwartki, a w pozostaªe dni mówi prawd¦.
Pewnego dnia jeden z nich (nie wiadomo który) powiedziaª �Jutro b¦dzie wto-
rek�, po czym dodaª �Jutro b¦d¦ kªamaª�. Czy mo»na stwierdzi¢, jakiego dnia
tygodnia to si¦ wydarzyªo, a je±li tak, to jaki to dzie«?

Zad. 6. Zapisa¢ za pomoc¡ notacji matematycznej zdania:
a. Wszystkie liczby caªkowite s¡ liczbami wymiernymi.
b. Istnieje liczba wymierna nie b¦d¡ca liczb¡ caªkowit¡.
c. Dla ka»dej liczby wymiernej istniej¡ liczby caªkowite takie, »e ta liczba wy-
mierna jest ich ilorazem.
d. Dla ka»dych dwóch ró»nych liczb wymiernych istnieje liczba niewymierna
wi¦ksza od jednej z nich i mniejsza od drugiej z nich.

Zad. 7. Zapisa¢ za pomoc¡ notacji matematycznej zbiory:
a. Zbiór wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych ani przez 3, ani przez 4.
b. Cz¦±¢ wspólna zbioru wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich ze zbiorem
wszystkich liczb wymiernych, których kwadrat jest wi¦kszy od 2.
c. Zbiór wszystkich podzbiorów liczb rzeczywistych zawieraj¡cych liczb¦ 0.
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d. Zbiór wszystkich podzbiorów liczb rzeczywistych zawieraj¡cych przynajmniej
jedn¡ liczb¦ caªkowit¡.
e. Zbiór wszystkich par liczb naturalnych dla których pierwsza z nich jest nie
wi¦ksza od drugiej.

Zad. 8. Niech A b¦dzie zbiorem punktów na pªaszczy¹nie z ustalonym
ukªadem wspóªrz¦dnych kartezja«skich, których wspóªrz¦dne (x, y) speªniaj¡
warunek x2 + y2 < 1. Niech B b¦dzie zbiorem punktów dla których x ≤ 2.
Niech C b¦dzie zbiorem punktów dla których (x − 1)2 + y2 > 1. Znale¹¢ i na-
szkicowa¢ zbiory A ∪B, A ∪ C, B ∩ C, A \ C, C \A, A ∩B ∩ C, (B \A) ∪ C.

Zad. 9. Korzystaj¡c z de�nicji relacji zawierania si¦ zbiorów oraz de�nicji
dziaªa« na zbiorach, udowodni¢, »e:
a.
(
(B ⊂ A1) ∨ (B ⊂ A2)

)
⇒ (B ⊂ A1 ∪A2)

b.
(
(B ⊂ A1) ∧ (B ⊂ A2)

)
⇔ (B ⊂ A1 ∩A2)

c. A \ (B1 ∩B2) = (A \B1) ∪ (A \B2)
d. A \ (B1 ∪B2) = (A \B1) ∩ (A \B2)

Zad. 10. Udowodni¢, »e
a.
(
[1, 3] × [−2, 2]

)
∪
(
[3, 4] × [−2, 0]

)
=
(
[1, 3] × [0, 2]

)
∪
(
[1, 4] × [−2, 0]

)
=(

[1, 4]× [−2, 2]
)
\
(
]3, 4]×]0, 2]

)
b.
⋃
y∈R[|y|,∞[×{y} =

⋃
x∈[0,∞[{x} × [−x, x]

Zad. 11. Niech f(x) = x
x+2 , g(x) = f(x−23 ). Upro±ci¢ g(x) i znale¹¢ naj-

wi¦kszy podzbiór R który mo»e by¢ dziedzin¡ funkcji g.

Zad. 12. Niech F : R → R, f(x) = x2 + 3, g : [1,∞[→ R, g(x) =
√
x− 1.

Znale¹¢ wzory na f(g(x)), g(f(x)) oraz znale¹¢ dziedzin¦ i zbiór warto±ci obu
tych funkcji zªo»onych.

Zad. 13. Znale¹¢ zbiór warto±ci funkcji f . Czy funkcja f jest injek-
cj¡/surjekcj¡/bijekcj¡? Je±li jest bijekcj¡, znale¹¢ wzór na funkcj¦ odwrotn¡.

a. f : R→ R, f(x) = x2−2
x2+2

b. f : R+ →]− 1, 1[, f(x) = x2−2
x2+2

c. f : [1,∞[→ R+ ∪ {0}, f(x) = (x2 − 1)2

Zad. 14. Zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie zbiory A = {(x, y) ∈ R2 : |x+1|+ |y+
2| < 4}, B = {(x, y) ∈ R2 : |x2 − x| ≤ |y + 2|}

Zad. 15. Rozwi¡za¢ równania/nierówno±ci:
a. |x+ 1|+ |x+ 2| = 7
b. ||||x+ 1| − 2|+ 3|+ 4| ≥ 8
c. x2 − |5x+ 6| = 0

d.
∣∣∣ 1
x+2

∣∣∣ < ∣∣∣ 2
x−1

∣∣∣
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Zad. 16. Rozwi¡za¢ ukªady równa«:

a.

{
|x| − |y| = 1
|x− 1|+ |y + 2| = 4

b.

{
y = |x2 − 4|
|y − 3| = 5− x

Zad. 17. Zaznaczy¢ na pªaszczy¹nie zbiory
a. {(x, y) ∈ R2 : x−2x+1 ≤ y ≤ 2− x}
b. {(x, y) ∈ R2 : (x(y − 1) > 3) ∧ (y ≥ x(x+ 3))}
c. {(x, y) ∈ R2 : (y ≤ x+ 1) ∧ (x ≥ y2 + 2y − 3)}

Zad. 18. Niech x1 i x2 v¦d¡ pierwiastkiami równania 3x2 + 8x − 7 = 0.
Korzystaj¡c ze wzorów Viète'a i nie obliczajac tych pierwiastków jawnie znale¹¢
a. 1

x1
+ 1

x2

b. (x1 − 1)(x2 − 1)
c. x1

x2
+ x2

x1

Zad. 19. Rozwi¡za¢ równania:
a. cosx = 1
b. cosx = 0
c. sinx = 1

2

d. tg x = −
√
3

e. cos 2x =
√
3
2

Zad. 20. Rozwi¡za¢ nierówno±ci:
a. 2 cosx < 1
b. ctg2x ≥ 3

Zad. 21. Upro±ci¢ wyra»enia do postaci w której argumentem funkcji try-
gonometrycznej jest po prostu x: a. cos(π − x)
b. cos(π2 + x)
c. sin( 3π2 − x)
d. tg( 5π2 + x)

Zad. 22. Rozwi¡za¢ równanie

sin(x+ π) cos(x+
π

2
)ctg(x− π) = 1

2

Zad. 23. Znale¹¢ warto±ci cos π8 i sin π
8 .

Zad 24. Wyprowadzi¢ wzory
a. tgx2 = 1−cos x

sin x = sin x
1+cos x

b. sinx =
2tg x2

1+tg2 x
2

b. cosx =
1−tg2 x

2

1+tg2 x
2
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b. tg x =
2tg x2

1−tg2 x
2

Zad 25. Rozstrzygn¡¢, dla jakich x zachodzi
a. sin(arcsinx) = x
b. arcsin(sinx) = x

Zad. 26. Niech fk(x) = x2 + (2− k)x+ 1. Znale¹¢
{k ∈ R|∀x ∈ R : fk(x) > 0} oraz {k ∈ R|∀x > 0 : fk(x) > 0}.

Zad 27. Rozwi¡za¢ nierówno±¢

(x− 1)5(x2 − x+ 1)(x2 − 2)(x+ 1)6

x2 − 2x− 1
≥ 0

Zad. 28. Znale¹¢ wynik dzielenia i reszt¦ z dzielenia wielomianu x5 + x3 +
2x2 + 2 przez wielomian x3 + 1.

Zad. 29. Znale¹¢ reszt¦ z dzielenia wielomianu x2020 + x8 + x + 1 przez
wielomian x2 − 1.

Zad. 30. Rozstrzygn¡¢, czy log√3(729
log27 81) jest liczb¡ caªkowit¡.

Zad. 31. Rozstrzygn¡¢, dla jakich warto±ci parametru a ∈ R równanie
9x − 3x+1 + a = 0 ma dwa ró»ne rozwi¡zania.

Zad. 32. Rozwi¡za¢ nierówno±ci
a. log 1

2
(log 1

4
x) ≥ 1

b. log2(x− 2) + 2 log4(x+ 2) > 5
c. 1

1+log2 x
> 1
−2+2 log2 x

Zad. 33. Udowodni¢, »e dla dowolnego naturalnego n

n∑
k=0

(
n
k

)
= 2n,

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
= 0

Wskazówka: rozwa»y¢ wielomian (1 + x)n.

Zad. 34. Korzystaj¡c z indukcji matematycznej, udowodni¢, »e dla dowol-
nego naturalnego n

a. 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

b. 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)2

c. 4n + 15n− 1 jest podzielne przez 9
d. n7 − n jest podzielne przez 7
e. wielomian (n+ 1)xn+2 − (n+ 2)xn+1 + 1 jest podzielny przez x2 − 2x+ 1

f. (ci¡g Fibonnacciego) Je±li F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, ϕ = 1+
√
5

2 , to

Fn =
1√
5
(ϕn − (−ϕ)−n)
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Zad. 35. Udowodni¢, »e kresami górnym i dolnym zbioru liczb postaci√
n+ 1−

√
n, n ∈ N \ {0} s¡ odpowiednio

√
2− 1 oraz 0.

Zad. 36. Udowodni¢, »e 1
2 jest kresem górnym zbioru { x2

1+x4 : x ∈ R}.

Zad. 37. Pokaza¢ z de�nicji »e ci¡g an = qn jest zbie»ny do 0 dla |q| < 1,
zbie»ny do 1 dla q = 1 i nie zbie»ny dla q = −1 lub |q| > 1.

Zad. 38. Pokaza¢ z de�nicji, »e limn→∞
n+1
n+2 = 1, limn→∞

3n2+1
5n2−1 = 3

5 ,

limn→∞
n2+1
n+1 =∞

Zad. 39. Pokaza¢, »e ci¡g an = n+1
n+3 cos

2πn
3 nie jest zbie»ny. (Wystarczy

pokaza¢ istnienie podci¡gów zbie»nych do ró»nych granic.)

Zad. 40. Wyznaczy¢ granice ci¡gów: a. an = 5n2+3n+2
n2+2 , b. an = 4n3−3n

2n2+4 ,

c. an =
(

2n−5
3n+7

)2
, d. an = 4n2+3n

3n3−1 , e. an = 2n3

2n2+3 + 1−5n2

5n+1 , f. an =
√
n2+4n

3√8n3−3n2
,

g. an = n2(n−
√
n2 + 1), h. an =

√
3n2 + 2n+ 5− n

√
3, i. an =

√
n4 + n3 −

n2 −
√
n2 + n, j. an = 3

√
n3 + n2 − n, k. an = n( 3

√
n3 + 1 −

√
n2 + 1), l.

an = 1+2+···+n
n2+1

. Zad. 41. Wyznaczy¢ granice ci¡gów: a. an = 9log3 n

4log2 n
, b. an =

log2(n
2 + 4n + 1) − log2(8n

2 + 3n + 4), c. an = log3(n
2)

log9 n
, d. an = sin

(
3πn
2n+1

)
,

e. an = sin(π
√
n2 + 1), f. an = arctg 2n

n+
√
n2+1

, g. an = sin(π
√
n2 + 1), h.

an = 10−3·22n+2

5·4n+3 , i. an = 3n+2−4n+1

3n+1+4n+2 , j. an =
√
2n+1

3
√
3n+1

Zad. 42. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach, wyznaczy¢ granice

ci¡gów: a. an = n
√
3 + sinn, b. an = 2n2+sin(n!)

4n2+coslogn
, c. an = n

√
3n+5n

2n+7n

Zad. 43. W zale»no±ci od warto±ci parametru k ∈ R znale¹¢ granic¦ ci¡gu

a. an = kn2

(k−1)n2+n , b. an = (k−2)n+1

(k2−2k−3)n−2 .

Zad. 44. Pokaza¢, »e ci¡

an =
1

1 · 2
+

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
=

n∑
k=1

1

k(k + 1)

jest zbie»ny i znale¹¢ jego granic¦.

Zad. 45. Przez porównanie z ci¡giem z poprzedniego zadania, pokaza¢, »e
ci¡g

an =

n∑
k=1

1

2k(2k + 1)
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jest zbie»ny.

Zad. 46. Niech an = 0, an+1 = 1
3 (an+4). Pokaza¢ »e ten ci¡g jest zbie»ny

(przez pokazanie, »e jest rosn¡cy i ograniczony), oraz znale¹¢ jego granic¦.

Zad. 47. Niech c > 0, an = 0, an+1 = 1
1+an

. Pokaza¢ »e ten ci¡g jest
zbie»ny, oraz znale¹¢ jego granic¦. (Wskazówka: rozwa»y¢ osobno podci¡gi zªo-
»one z wyrazów o indeksach parzystych i nieparzystych.)

Zad. 48. Niech c > 0, an = 1, an+1 = 1
2 (an+

c
an

). Pokaza¢ »e ten ci¡g jest
zbie»ny, oraz znale¹¢ jego granic¦.

Zad. 49.Znale¹¢ granice ci¡gów a. (1− 3
n )
n, b.

(
n
n+1

)n
, c.

(
3n+1
3n+2

)6n
, d.(

n2−1
n2

)2n2+3

, e.
(

n3

n3+n2+n+1

)n2+n+1

, f. n (log2(n+ 2)− log2 n), g.
2n+1

n3(lnn−2 ln(n+1)+ln(n+2)) ,

h. lnn
n , i. n

2n , j.
n!
nn , k.

10n

n!
Zad. 50. Korzystaj¡c z de�nicji Heine'go (ci¡gowej) granicy funkcji zbada¢

istnienie granicy limx→0 sin
2 π
x .

Zad. 51. Korzystaj¡c z de�nicji Cauchy'ego granicy funkcji zbada¢ istnie-
nie granicy limx→0 x sin

1
x .

Zad. 52. Niech

f(x) =

{
1−cos x
x2 dla x 6= 0

a dla x = 0

Rozstrzygn¡¢, dla jakiej warto±ci a funkcja f jest ci¡gªa w x = 0.

Zad 53. Korzystajac z de�nicji ciagªo±ci jednostajnej pokaza¢, ze funkcja
f(x) = x2 jest ci¡gªa jednostajnie na przedziale ]0, 2[.

Zad 54. Korzystajac z de�nicji ciagªo±ci jednostajnej pokaza¢, ze funkcja
f(x) = x2 nie jest ci¡gªa jednostajnie na przedziale ]0,∞[.

Zad 55. Obliczy¢ granice a. limx→1
x4+3x2−4

x+1 , b. limx→0

√
1+x+x2−1

x , c.

limx→0 xctgx, d. limx→0
3
√
1+x−1
x , e. limx→1

1− 5
√
x

1− 3
√
x
, f. limx→π

4

cos 2x
sin x−cos x , g.

limx→0

√
1−cos x
sin x

Zad 56. Obliczy¢ (je±li istniej¡) granice lewo- i prawostronne a. limx→0± e−
1
x ,

b. limx→1±
x2−x+|x−1|

x−1 , c. limx→1± arctg 1
1−x , d. limx→0±(x sin

1
x − cosx), e.

limx→π
2

sin2 x−cos2 x
|x−π2

Zad 57. Obliczy¢ z de�nicji pochodne funkcji po zmiennej x: a. ax2+bx+c,
b.
√
x2 + 1, c. 1

x2
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Zad 58. Obliczy¢ pochodne funkcji po zmiennej x: a. (x2 − 1)5, b.

sin(ax + b), c. ln sinx, d. x2ex, e.
√
x + 3
√
x, f. 1+ 3

√
x

1− 3
√
x
, g. xx, h. ln tgx, i.

ln(x+
√
x2 + 1), j. arcsin 1−x

1+x , k. arccos
√
1− x2, l. arctg x

1−x2 , m. (x2+1)x+
1
x ,

n. sinh x
x , o. arctg(tghx)

Zad 59. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x) = arcsin(sinx).

Zad 60. Znale¹¢ wzory ogólne na n-te pochodne funkcji a. ax, b. ln(1+x),
c. (1 + x)a, d. x lnx

Zad 61. Dobra¢ parametry a,b,c tak aby funkcja f byªa ró»niczkowalna na
R:
a.

f(x) =

{ √
x2 + a2 dla x ≤ 0

ax2 + bx+ c dla x > 0

b.

f(x) =

{
ax+ 1 dla x ≤ π
sinx+ b dla x > π

Zad 62. Niech f(x) = x2, g(x) = x2 − 4x + 6. Pokaza¢ »e wykresy tych
funkcji maj¡ tylko jeden punkt przeci¦cia. Znale¹¢ równania prostych stycznych
do tych wykresów w punkcie ich przeci¦cia. Znale¹¢ równanie prostej stycznej
do obu wykresów.

Zad 63. Znale¹¢ pole powierzchni trójk¡ta odci¦tego z pierwszej ¢wiartki
pªaszczyzny przez prost¡ styczn¡ do wykresu funkcji f(x) = 1

x w punkcie x = 2.

Zad 64. Znale¹¢ równanie prostej prostopadªej do wykresu funkcji f(x) =
x3 − 3x2 + 2x− 1 w punkcie w którym f ′′(x) = 0.

Zad 65. Zbada¢ przebieg i naszkicowa¢ wykresy funkcji: a. x3

x2−1 , b.
√

x3

x−1 ,

c.
(
x− 3

x

)
e−

2
x , d. x3 − 6x2 + 4, e. x2e−x, f. e−x

1−x , g.
ln x√
x
, h. xarctgx

Zad 66. Dany jest okr¡g o promieniu R. Rozwa»y¢ trójk¡ty równoramienne,
których jeden wierzchoªek znajduje si¦ w ±rodku okr¦gu, a dwa pozostaªe lez¡ na
okr¦gu. Rozstrzygn¡¢, które z nich maj¡ najwi¦ksze pole powierzcni, i znale¹¢
to pole.

Zad 67. W zale»no±ci od warto±ci parametru a znale¹¢ punkt paraboli b¦-
d¡cej wykresem funkcji f(x) = x2 najbli»szy punktowi o wspóªrz¦dnych (0, a).

Zad 69. Korzystaj¡c z reguªy de l'Hospitala wyznaczy¢ granice a. limx→0
ex−1−x
ex2−1

,

b. limx→0

(
1
x −

1
sin x

)
, c. limx→1

ln x−x+1
1+cos(πx) , d. limx→∞

(
π
2 − arctgx

) 1
ln x , e.
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limx→0

(
1
x2

)tgx
, f. limx→0

3
√

cos(3x)− 4
√

cos(4x)

1−cos(5x) , g. limx→0
ex−
√
1+2x

ln(cos x)

Zad 70. Znale¹¢ punkty przegi¦cia funkcji f(x) = (1+2x2)e−x
2

i równania
prostych stycznych do jej wykresu w punktach przegi¦cia.

Zad 71. Obliczaj¡c kolejne pochodne, znale¹¢ rozwini¦cia Taylora poda-
nych funkcji wokóª zera do czwartego nieznikaj¡cego wyrazu:
a. ex, b. cosx, c. sinx d. ln(1 + x), e. (1 + x)a, a ∈ R

Zad 72. Wykorzystuj¡c rozwini¦cia Taylora z poprzedniego zadania, znale¹¢
rozwini¦cia Taylora podanych funkcji wokóª zera do czwartego nieznikaj¡cego
wyrazu. Porówna¢ z rozwini¦ciami otrzymanymi za pomoc¡ liczenia pochod-
nych.
a. sin(2x), b. ln(1− x2), c. ex sinx, d.

√
1 + x+ x2

Zad 73. Znale¹¢ rozwini¦cie Taylora funkcji f(x) = x lnx wokóª jej mini-
mum do trzeciego nieznikaj¡cego wyrazu.

Zad 74. Wykorzystuj¡c rozwini¦cie Taylora, znale¹¢ granice

a. limx→0

3√1+x2−1
x sin x , b. limx→0

e−x cos(x2)−cos(x3)
log(1+x4) , c. limx→0

x2−sin(x2)

(1+x2)e−x2−1

Zad 75. Sprawdzaj¡c warunek konieczny rozbie»no±ci szeregu, pokaza¢, »e
podane szeregi s¡ rozbie»ne:
a.
∑∞
n=1

1
n
√
n
, b.

∑∞
n=1 cos(sin

1
n ), c.

∑∞
n=1 n(

√
n2 + 1−

√
n2 − 1)

Zad 76. Stosuj¡c kryterium porównawcze, zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:

a.
∑∞
n=1(
√
n+ 1 −

√
n− 1), b.

∑∞
n=1

√
n+1−

√
n−1

n , c.
∑∞
n=1

1
n ln(1 + 1

n ),
d.

∑∞
n=1 sin

1
n , e.

∑∞
n=1

1
nα sin 1

n w zale»no±ci od α ∈ R, f.
∑∞
n=1 tg

π
4n , g.∑∞

n=1

√
log n3+1

n3 , h.
∑∞
n=1

(
1
n − log n+1

n

)
Zad 77. Stosuj¡c kryterium d'Alemberta lub Cauchy'ego, zbada¢ zbie»no±¢

szeregów:

a.
∑∞
n=1

10n

n! , b.
∑∞
n=1

(n!)2

(2n)! , c.
∑∞
n=1

n!
nn , d.

∑∞
n=1

n2

(2− 1
n )n

, e.
∑∞
n=1

1
(ln(n+1))n

Zad 78. Stosuj¡c kryterium zag¦szczeniowe, zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
a.
∑∞
n=1

1
n(lnn)α , α ∈ R b.

∑∞
n=1

1
n(lnn)(ln lnn)α , α ∈ R

Zad 79. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów naprzemiennych:

a.
∑∞
n=1(−1)n

2n+100
3n+1 , b.

∑∞
n=1(−1)n

√
n

n+100 , c.
∑∞
n=2

(−1)n
n2+(−1)n

Zad 80. Stosuj¡c odpowiednie kryteria, rozstrzygn¡¢ zbie»no±¢ szeregów
a.
∑∞
n=1

1
(3n−2)(2n+1) , b.

∑∞
n=1

(√
2n+ 5− 2

√
2n+ 3 +

√
2n+ 1

)
, c.

∑∞
n=1

1
n
√
n
,

d.
∑∞
n=1

(n−1) 3√n4+2

n2+ 3√n7+n2
, e.

∑∞
n=1(
√
n+ 1− 4

√
n2 + n+ 1)α, α ∈ R, f.

∑∞
n=1

√
n cosn
n2+1 ,
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g.
∑∞
n=1

qnn!
nn , q ∈ R, h.

∑∞
n=1

4·6·····(2n+2)
2·5·····(3n−1) , i.

∑∞
n=1

1
ln(n!) , j.

∑∞
n=1

1
(lnn)n , k.∑∞

n=1
1

nlnn , l.
∑∞
n=2

(−1)n
n+(−1)n , m.

∑∞
n=1

n
√
n−1
nα , α ∈ R

Zad 81. Znale¹¢ obszary zbie»no±ci szeregów

a.
∑∞
n=1

nnx2n+1

n! , b.
∑∞
n=1 2

2n(3x−4)2n+1, c.
∑∞
n=1

(2x+3)2n−1

n2+1 , d.
∑∞
n=2 ne

−nx

Zad 82. Znale¹¢/odgadn¡¢ funkcje pierwotne (czyli funkcje F takie, ze
F ′(x) = f(x)) do funkcji f :
a. x3 + 3x2 − 7x + 1, b. 3

x2 − x, c. 1
x+1 , d.

1
2x+3 + 1

4−x , e.
1

(2x+3)(4−x) , f.

e2x+3, g. sin(2x), h. 1
cos2(2x+1) , i.

1
(x−1)2+1 , j.

1√
2x
, k. 1√

2x−x2
= 1√

1−(1−x)2

Zad 83. Obliczy¢ caªki nieoznaczone (w niektórych caªkach nale»y u»y¢
podstawienia):

a.
∫

dx
x2+2x−3 , b.

∫ (x+1)(x2−3)
x2 dx, c.

∫ (ex+1)(e2x−3)
e2x dx, d.

∫
x

x2+1dx, e.∫
x+1
x2−4dx, f.

∫
x+1
x2+4dx, g.

∫
1

x3−1dx, h.
∫

6x3−7x2+8x−2
2x−3x2 dx, i.

∫ √2arctgx−2
x2+1 dx,

j.
∫

1
x4+1dx =

∫
1

(x2−
√
2x+1)(x2+

√
2x+1)

dx, k.
∫ √

x
x2+1dx, l.

∫
ex

3ex+4dx, m.∫
1

x ln xdx, n.
∫

1
sin x , o.

∫
1

2−cos xdx, p.
∫
tgxdx, r.

∫
ln2 x
x dx

Zad 84. Obliczy¢ caªki nieoznaczone (u»y¢ caªkowania przez cz¦±ci):
a.
∫
x2exdx, b.

∫
x3 lnx dx, c.

∫
(x2+3) sin(2x)dx, d.

∫
x2exdx, e.

∫
sin(2x)e−xdx,

f.
∫
arcsinxdx (=

∫
1 · arcsinxdx), g.

∫
xarctgxdx, h.

∫
x

cos2 xdx, i.
∫

ln2 x
x3 dx,

j.
∫

ln x
(x+1)2 dx, k.

∫
sin4 xdx,

Do caªek
∫
R(x, n

√
αx+β
γx+δ )dx stosuje si¦ podstawienie t = n

√
αx+β
γx+δ .

Zad 85. Obliczy¢ caªki

a.
∫

1
x+3

√
1+x
1−xdx, b.

∫
dx

4
√
x(x+2)3

=
∫

4

√
x+2
x

dx
x+2

Podstawienia Eulera dla caªek
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx :

pierwsze, gdy a > 0:
√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax

drugie, gdy c > 0:
√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c

trzecie, gdy ax2 + bx+ c = a(x− λ)(x− µ):
√
a(x− λ)(x− µ) = t(x− λ)

Zad 86. Obliczy¢ caªk¦ ∫
dx√

x2 − 5x+ 4

na trzy sposoby (u»ywaj¡c ka»dego z podstawie« Eulera) i pokaza¢, »e wyniki
s¡ równowa»ne.

Zad 87. Licz¡c granic¦ sumy wypunktowanej, obliczy¢ caªk¦ Riemanna
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∫ a
0
sinxdx. Skorzysta¢ w tym celu z równo±ci

sinα+ sin 2α+ · · ·+ sinnα =
cos α2 − cos

(
(n+ 1

2 )α
)

2 sin α
2

Zad 88. Obliczy¢ pole powierzchni koªa za pomoc¡ caªki
∫ √

1− x2dx.

Zad 89. Obliczy¢ pole �gury pªaskiej ograniczonej
a. krzywymi o równaniach y2 − x2 = 4 oraz (y + 1)2 − 5x2 = 1
b. sinusoid¡ y = sinx oraz stycznymi do tej sinusoidy w punktach A = (π6 ,

1
2 ) i

B = (π2 , 1)

Zad 90. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku paraboli o równaniu y = 1
2x

2 zawartego
pomi¦dzy prostymi x = −1 oraz x = 2.

Zad 91. Obliczy¢ caªki oznaczone

a. In =
∫ 1

0
xn lnxdx, n ∈ N

b. In =
∫ π
0
sinn xdx, n ∈ N

Zad 92. Zbada¢ zbie»no±¢ caªek niewªa±ciwych
a.
∫∞
1

x√
x2+1· 3

√
x2+x+1

dx

b.
∫∞
1

(π2 − arctg x)dx

c.
∫ π/2
0

√
1 + (sinx)αdx, α ∈ R

d.
∫∞
0

xα

1+xdx, α ∈ R

Zad 93. Obliczy¢ caªki

In =

∫ ∞
0

xne−xdx, n ∈ N

Twierdzienie o warto±ci ±redniej caªki:

Je±li f ,g s¡ ci¡gªe na [a, b] i g ≥ 0, to ∃ξ ∈ [a, b] takie, ze∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx

Zad 94. Wykorzystuj¡c tw. o warto±ci ±redniej dla caªki∫ π/6

0

sinxdx

z

f(x) =
sinx

x

Pokaza¢, »e

6

√
2−
√
3 ≤ π ≤ 24− 12

√
3
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