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Zad. 1. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji

f(z) =
1

z2 + 1

w szereg Laurenta wokóª punktu z0 = 0, we wszystkich mo»ªiwych pier±cie-

niach.

Odpowied¹: Dla |z| < 1, f(z) =
∑∞
n=0

in(1+(−1)n)
2 zn =

∑∞
k=0(−1)kz2k; dla

|z| > 1, f(z) =
∑−1
n=−∞

i−n(−1−(−1)n)
2 zn =

∑−1
k=−∞(−1)k+1z2k.

Zad. 2. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji

f(z) =
z

z2 − 1

w szereg Laurenta wokóª punktu z0 = 1, we wszystkich mo»ªiwych pier±cie-

niach.

Odpowied¹: Dla 0 < |z − 1| < 2, f(z) = 1
2(z−1) +

∑∞
n=0

(−1)n
2n+2 (z − 1)n; dla

|z − 1| > 2, f(z) = 1
z−1 +

∑−2
n=−∞

(−1)n+1

2n+2 (z − 1)n.

Zad. 3. Znale¹¢ rozwini¦cie funkcji

f(z) =
z + 1

z2 − z

w szereg Laurenta wokóª punktu z0 = −1, we wszystkich mo»ªiwych pier±cie-

niach.

Odpowied¹: Dla |z+1| < 1, f(z) =
∑∞
n=0(1− 2−n)(z+1)n; dla 1 < |z+1| < 2,

f(z) = −
∑∞
n=0 2

−n(z + 1)n −
∑−1
n=−∞(z + 1)n; dla |z + 1| > 2, f(z) =∑−1

n=−∞(2−n − 1)(z + 1)n.

Zad. 4. Znale¹¢ residua funkcji f(z) = 1
z4−1 we wszystkich izolowanych punk-

tach osobliwych oraz w niesko«czono±ci.

Odpowied¹: Res1f = 1
4 , Resif = − i

4 , Res−1f = − 1
4 , Res−if = i

4 , Res∞f = 0

Zad. 5. Znale¹¢ residua funkcji f(z) = z3

z2+1 we wszystkich izolowanych punk-

tach osobliwych oraz w niesko«czono±ci.

Odpowied¹: Resif = − 1
2 , Res−if = − 1

2 , Res∞f = 1

Zad. 6. Znale¹¢ residua funkcji f(z) = z3

(z2−1)2 we wszystkich izolowanych

punktach osobliwych oraz w niesko«czono±ci.

Odpowied¹: Res1f = 1
2 , Res−1f = 1

2 , Res∞f = −1

Zad. 7. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫ 2π

0
1

(3+cosϕ)2 dϕ

1



Odpowied¹: 3π
8
√
2
.

Zad. 8. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫ 2π

0
sin2 ϕ

2−cosϕdϕ

Odpowied¹: (4− 2
√
3)π.

Zad. 9.Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej, ob-

liczy¢
∫∞
−∞

x2

x4+1dx
Odpowied¹: π√

2
.

Zad. 10. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫∞
−∞

x2

(x2+1)2 dx

Odpowied¹: π
2 .

Zad. 11. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫∞
−∞

cos x
x2+1dx

Odpowied¹: π
e .

Zad. 12. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫∞
−∞

x sin x
(x2+4)2 dx

Odpowied¹: π
4e2 .

Zad. 13. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫∞
0

4
√
x

x2+1dx
Odpowied¹: π

2 cos π8
.

Zad 14. Wykorzystuj¡c caªkowanie po konturze na pªaszczy¹nie zespolonej,

obliczy¢
∫∞
0

x
x3+1dx

Odpowied¹: 2π
3
√
3
.

2


