
Matematyka III 2019/20Z
Caªki krzywoliniowe

Zad. 1. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej otrzymanej z przeci¦cia powierzchni
a. S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1} i S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 1}
b. S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z2} i S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ z = 1}
c. S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} i S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y+ z = 0}
Odpowied¹: a. ~r(ϕ) = (cosϕ, sinϕ, 1 − cosϕ − sinϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π; b. ~r(t) =

( 1−t2
2 , t, 1+t

2

2 ), t ∈ R; c. ~r(ϕ) = ( cosϕ√
1+(cosφ+sinφ)2

, sinϕ√
1+(cosφ+sinφ)2

, − cosϕ−sinϕ√
1+(cosφ+sinφ)2

),

0 ≤ ϕ ≤ 2π

Zad. 2. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej w R3 powstaªej z przeci¦cia pªaszczy-
zny z = 0 z prostymi stycznymi do helisy ~r(t) = (cos t, sin t, t), t ∈ R.
Odpowied¹: ~p(u) = (cosu+ u sinu, sinu− u cosu, 0), u ∈ R

Zad. 3. Znale¹¢ dªugo±¢ spirali logarytmicznej zadanej parametryzacj¡ ~r(u) =
(eu cosu, eu sinu) dla u ∈ (−∞, 0].
Odpowied¹:

√
2

Zad. 4. Znale¹¢ caªkowit¡ mas¦ i caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ cienkiego,
jednorodnego sznura o g¦sto±ci liniowej λ zwisaj¡cego w ksztaªcie krzywej o
równaniu y = 1

k cosh(kx), x ∈ [−a, a], k > 0 w jednorodnym polu grawitacyj-
nym o potencjale φ(~r) = gy.

Odpowied¹: m = 2λ
k sinh(ka), E = λg

k (a+ sinh(2ka)
2k )

Zad. 5. Obliczy¢ caªk¦
∫
γ
x
√
x2 − y2ds gdzie γ jest poªow¡ lemniskaty Berno-

ulliego zadan¡ przez (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2), x ≥ 0.

Odpowied¹: 4
√
2

3 a3

Zad. 6. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej zakre±lanej przez punkt le»¡cy na
obwodzie koªa o promieniu 1 tocz¡cego si¦ bez po±lizgu po prostej y = 0 (cyklo-
ida). Wykorzystuj¡c znalezion¡ parametryzacj¦, znale¹¢ dªugo±¢ ªuku cykloidy
i pole powierzchni pod ªukiem (licz¡c caªk¦

∫
γ
ydx).

Odpowied¹: (x, y) = (t− sin t, 1− cos t), t ∈ R; L = 8, S = 3π

Zad. 7. Wyznaczy¢ bezpo±rednim rachunkiem caªk¦
∫
γ
ω dla ω = (y − x)dx+

xdy oraz krzywej γ b¦d¡cego póªokr¦giem {(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0} (wy-
bra¢ jedn¡ z orientacji). Obliczy¢ t¡ sam¡ caªk¦ dla K b¦d¡cego póªokr¦giem
{(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≤ 0} oraz odcinkiem [−1, 1]× {0}.
Odpowied¹: we wszystkich przypadkach

∫
γ
ω = 0

Zad. 8. Obliczy¢ caªk¦
∫
γ
xdy dla krzywej γ b¦d¡cej brzegiem trójk¡ta utwo-

rzonego przez osie ukªadu wspóªrz¦dnych i prost¡ x
a + y

b = 1, a, b > 0.
Odpowied¹: 1

2ab.

1



Zad. 9. Znale¹¢ potencjaªy dla 1-form (je±li istniej¡): ω1 = 3x2ydx + x3dy,

ω2 = xdx+ydy
x2+y2 , ω3 = −ydx+xdy

x2+y2 , ω4 = 2x(1−ey)
(1+x2)2 dx+ ( ey

1+x2 + 1)dy

Odpowied¹: Np. ω1 = d(x3y), ω2 = d( 1
2 ln(x2 + y2)), ω3 = d(arctan y

x ),

ω4 = d( 1−ey
1+x2 + y).

Caªki powierzchniowe

Zad. 10. Obliczy¢ pole powierzchni czaszy kulistej D = {(x, y, z) ∈ R3 :
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ a}, a ∈ (−R,R).
Odpowied¹: 4πR(R− a)

Zad. 11. Obliczy¢ pole powierzchni wyci¦te ze sfery x2 + y2 + z2 = R2 walcem
x2 + y2 = Rx (tzw. powierzchnia Vivianieniego).
Odpowied¹: 2R2(π − 2)

Zad. 12. Obliczy¢ pole powierzchni wyci¦te z walca x2 + y2 = Rx sfer¡
x2 + y2 + z2 = R2 (powierzchnia boczna bryªy Vivianieniego).
Odpowied¹: 4R2

Zad. 13. Znale¹¢ wzór na pole powierzchni powierzchni otrzymanej przez ob-
rót wykresu funkcji y = f(x), x ∈ [a, b] wokóª osi x. (Mo»na zaªo»y¢ f(x) ≥ 0.)

Odpowied¹: 2π
∫ b
a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx

Zad. 14. Niech powierzchnia D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0}
b¦dzie zorientowana 'na zewn¡trz'. Obliczy¢

∫∫
zdx ∧ dy.

Odpowied¹: 2
3πR

3

Zad. 15. Obliczy¢ strumie« pól ~V1 = x~ex + y~ey + z~ez, ~V2 = x2~ex + y2~ey + z2~ez
przez powierzchni¦ D = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = a, x, y, z ≥ 0}, a > 0 zo-
rientowan¡ tak, »e wektor normalny ma dodatnie skªadowe w kierunkach x,y,z.
Odpowied¹:

∫∫
~V1 · ~dS = 1

2a
3,
∫∫

~V2 · ~dS = 1
4a

4

Zad. 16. Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzi¢ wzór Greena dla jednoformy
ω = dx

1+y+xdy caªkowanej po brzegu trójk¡ta o werzchoªkach (0, 0), (2, 0) i (2, 1).

Zad. 17. Korzystaj¡c ze wzoru Greena, znale¹¢ pole powierzchni p¦tli li±cia
Kartezjusza, tj. obszaru w R2 ograniczonego krzyw¡ wyznaczon¡ równaniem
x3 + y3 = 3axy. (Wskazówka: po podstawieniu do równania y = tx mo»emy

znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej (x, y) = ( 3at
1+t3 ,

3at2

1+t3 ); fragment krzywej ograni-
czaj¡cy powierzchni¦ jest dany przez 0 ≤ t < ∞. Pole powierzchni najªatwiej
liczy si¦ ze wzoru S = 1

2

∮
K

(xdy − ydx))

Zad 18. Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzi¢ wzór Stokesa dla jednoformy
ω = zdx + xdy + ydz caªkowanej po brzegu powierzchni D = {(x, y, z) ∈ R3 :
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z = 2xy, x2 + y2 ≤ R2}, R > 0.

Zad 19. Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzi¢ wzór Gaussa dla strumienia pola
~A = xz ~ex + yz ~ey + ~ez przez peªn¡ powierzchnia sto»ka Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤
z ≤ 1−

√
x2 + y2}.

Odpowied¹: Obie caªki maj¡ warto±¢ π
6

Potencjaª wektorowy

Zad 20. Znale¹¢, je±li istnieje, przykªadowy potencjaª wektorowy dla pola
~A = xy2 ~ex + (3yz2 − y3)~ey + (2y2z − z3)~ez.

Odpowied¹: Np. ~A = ~∇× ((yz3 − y3z) ~ex − xy2z ~ey)

Krzywoliniowe ukªady wspóªrz¦dnych

Wzory: dla ~ta = ∂~r
∂ua , ~A = Aa~ta, gab = ~ta · ~tb mamy

~∇f = ~tag
ab ∂f

∂ub

~∇× ~A = ~ta
1√

det g
εabc

∂

∂ub
(gcdA

d)

~∇ · ~A =
1√

det g

∂

∂ua
(
√

det gAa)

∆f =
1√

det g

∂

∂ua
(
√

det ggab
∂f

∂ub
)

Zad 21. Wykorzystuj¡c wzór na gradient i rotacj¦ w sferycznym ukªadzie wspóª-
rz¦dnych, rozstrzygn¡¢ kiedy pole wektorowe ~A = cos θ

r3
~tr +Aθ(r, θ)~tθ ma poten-

cjaª skalarny i znale¹¢ ten potencjaª kiedy istnieje.
Odpowied¹: Potrzeba Aθ(r, θ) = sin θ

2r4 ; wtedy ~A = ~∇(− cos θ
2r2 )

Zad 22. Wykorzystuj¡c wzór na dywergencj¦ i rotacj¦ w sferycznym ukªadzie
wspóªrz¦dnych, rozstrzygn¡¢ kiedy pole wektorowe ~A = f(r)~tr ma potencjaª
wektorowy, i znale¹¢ przykªadowy potencjaª wektorowy kiedy istnieje.
Odpowied¹: Potrzeba, by f(r) = c

r2 . Wtedy np. ~A = ~∇× (− cos θ
r2 sin2 θ

~tϕ)

Zad 23. Znale¹¢ wzory na laplasjan w cylindrycznym i sferycznym ukªadzie
wspóªrz¦dnych.

Zad 24. Znale¹¢ wzór na laplasjan w ukªadzie wspóªrz¦dnych danym przez
x = 2uv cosϕ, y = 2uv sinϕ, z = u2 − v2.
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Funkcje zmiennej zespolonej

Uwaga: w ka»dym zadaniu przyj¡¢, »e funkcje ln z i zα, α /∈ Z maj¡ nieci¡-

gªo±¢ tam gdzie arg z ma nieci¡gªo±¢.

Zad 25. Znale¹¢ zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji f(z) = (ln z)
3
2 Porówna¢

przypadki gdy arg z ∈ [0, 2π) oraz arg z ∈ (−π, π]. Znale¹¢ granic¦ funkcji po
obu stronach linii nieci¡gªo±ci.

Zad 26. Znale¹¢ zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji f(z) = (z2− 1)
1
2 Porówna¢

przypadki gdy arg z ∈ [0, 2π) oraz arg z ∈ (−π, π]. Znale¹¢ granic¦ funkcji po
obu stronach linii nieci¡gªo±ci.

Zad 27. Porówna¢ wynik poprzedniego zadania z sytuacj¡, gdy funkcja f jest

zde�niowana jako f(z) = (z − 1)
(
z+1
z−1

) 1
2

Zad 28. Sprawdzi¢ z de�nicji, czy podane funkcje s¡ ró»niczkowalne w sensie
zespolonym w punkcie z0 = 0 i poza nim:

• f(x+ iy) = x2 + y2

• f(x+ iy) = x2 − y2 + 2xyi

Zad 29. Sprawdzi¢ z twierdzenia Cauchy'ego-Riemanna, czy podane funkcje
s¡ ró»niczkowalne w sensie zespolonym, znale¹¢ pochodn¡, je±li istnieje:

• f(x+ iy) = (x2 + 3xy2) + i(2xy + y3)

• f(x+ iy) = (x2 − y2 + y) + i(2xy − x)

• f(x+ iy) = sinhx cos y + i coshx sin y

Zad 30. Sprawdzi¢ poprzez liczenie lapalsjanu czy podane funkcje mog¡ by¢
cz¦±ci¡ rzeczywist¡ jekiej± funkcji holomor�cznej, je±li tak, znale¹¢ t¡ funkcj¦
poprzez wykorzystanie warunków Cauchy'ego-Riemanna:

• P (x, y) = y − x

• P (x, y) = xy − x

• P (x, y) = sinx− sin y

• P (x, y) = x
x2+(y+1)2

Zad 31. Policzy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ z danej funkcji zespolonej, po danej
krzywej:

• f(z) = z2, γ(t) = eit, t ∈ [0, π]

• f(z) = z3, krzywa jest brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach 0, 1 i 1 + i
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• f(z) = 1
z2 , krzywa jest zªo»ona z póªprostej (−∞,−1] × {0}, póªokr¦gu

od z = −1 do z = 1 l¦»acego w górnej cz¦±ci pªaszczyzny zespolonej i
póªprostej [1,∞)× {0}

Wzory Cauchy'ego, szereg Taylora i Laurenta

Zad. 32. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego, policzy¢ caªki

• I =
∮
K

z5

z2−1dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 2 i promieniu 2.

• I =
∮
K

ez

z2+1dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 2.

• I =
∮
K
z tan(πz) dz, K: brzeg prostok¡ta [0, n]× [−1, 1], n ∈ N

Zad. 33. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego dla pochodnych, policzy¢ caªki

• I =
∮
K

z5

(z−1)3 dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 2 i promieniu 2.

• I =
∮
K

cos z
(z2+1)2 dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 2.

• I =
∮
K

e2z

z sin zdz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 4.

Zad. 34. Rozwin¡¢ podan¡ funkcj¦ w szereg Taylora wokóª podanego punktu
i znale¹¢ jego promie« zbie»no±ci. Zaznaczy¢ obszar zbie»no±ci na pªaszczy¹nie
zespolonej.

• f(z) = 1
z , z0 = 3 + 2i

• f(z) = 1
(z−2i)2 , z0 = 1− i

• f(z) = log z, z0 = i

• f(z) =
√
z + 1, z0 = i

Zad. 35. Znale¹¢ obszar zbie»no±ci szeregów Laurenta

•
∑∞
n=−∞ qn(z − z0)n w zale»no±ci od q

•
∑∞
n=−∞ q|n|(z − z0)n w zale»no±ci od q

•
∑∞
n=−∞

1
coshnz

n

Zad. 36. Dla funkcji f(z) = 1
z(z−1)(z−2) znale¹¢ rozwini¦cie w szereg Laurenta

• wokóª z0 = 0 dla 0 < |z| < 1

• wokóª z0 = 0 dla 1 < |z| < 2

• wokóª z0 = 0 dla 2 < |z|

• wokóª z0 = 1 dla 0 < |z − 1| < 1

• wokóª z0 = 1 dla 1 < |z − 1|
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Residua

Zad. 37. Znale¹¢ residua podanych funkcji w podanym punkcie.

• f(z) = 1
z(z−1)(z−2) , z0 = 0, z1 = 1, z2 = 2, z3 =∞

• f(z) = 1
(z20−1)(z−3) , z0 = 3, z1 =∞

• f(z) = 1
sin z , z0 = nπ

• f(z) = tan z, (z0 = n+ 1
2 )π

• f(z) = z
1−cos z , z0 = 0

• f(z) = 1
z2(z−1) , z0 = 0, z1 = 1, z2 =∞

• f(z) = 1
(z2+1)2 , z0 = i, z1 = −i

• f(z) = 1
z(1−cos z) , z0 = 0

• f(z) = 1

1− z2

2 −cos z
, z0 = 0

• f(z) = 1
(ez−1)3 , z0 = 0

Zastosowania do liczenia caªek rzeczywistych

Zad. 38. Licz¡c caªk¦
∮
γ

e−az
2

dz, a > 0 po konturze naszkicowanym poni»ej,

znale¹¢ warto±¢ caªki
∫∞
−∞ e−ax

2

cos(2bx)dx = 1
2

∫∞
−∞ e−ax

2−2ibxdx

x

y

i ba

R

Zad. 39. Licz¡c caªk¦
∮
γ

e−z
2

dz po konturze naszkicowanym poni»ej, znale¹¢

warto±¢ caªki
∫∞
0

cos(x2)dx

x

y

R
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Zad. 40. Licz¡c caªk¦
∮
γ

eiz

z dz po konturze naszkicowanym poni»ej, znale¹¢

warto±¢ caªki
∫∞
−∞

sin x
x dx

x

y

r R

Zad. 41. Licz¡c caªk¦
∮
γ

eaz

1+ez dz po konturze naszkicowanym poni»ej, znale¹¢

warto±¢ caªki
∫∞
−∞

eax

1+ex dx

x

y

i2π

R

Zad. 42. Wykorzystuj¡c caªk¦ zespolon¡ po okr¦gu, policzy¢ caªki

•
∫ 2π

0
1

a+b sinϕdϕ, |a| > |b|

•
∫ 2π

0
cosφ

1−2p cosϕ+p2 dϕ, |p| < 1

•
∫ 2π

0
1

( 5
4+cosϕ)2

dϕ

Zad. 43. Wykorzystuj¡c caªk¦ zespolon¡ po póªkolu, policzy¢ caªki

•
∫∞
−∞

1
x2+x+1dx

•
∫∞
−∞

1
x4+1dx

•
∫∞
−∞

1
(x2+a2)(x2+b2)dx, a, b ∈ R, |a| 6= |b|

•
∫∞
−∞

1
(x2+a2)2 dx, a ∈ R

•
∫∞
−∞

cos(kx)
x2+a2 dx, a, k ∈ R

•
∫∞
−∞

sin(πx)
x2+x+1dx

Zad. 44. Wykorzystuj¡c caªk¦ zespolon¡ po 'dziurce od klucza', policzy¢ caªki
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•
∫∞
0

1
4
√
x(x+4)

dx

•
∫∞
0

√
x

x2+1dx

•
∫∞
0

3
√
x

x2+3x+2dx

•
∫∞
0

1
(x+1)(x+2)(x+3)dx

•
∫∞
0

x
(x2+1)2(x+2)dx

•
∫∞
0

x2−1
(x2+1)2 dx

Analiza fourierowska

Zad. 45. De�nicje podanych funkcji nale»y traktowa¢ jako zadanie funkcji
okresowej z okresem 2π. Znale¹¢ rozwini¦cie tych funkcji w szereg Fouriera w
postaci wykªadniczej i w postaci trygonometrycznej. Czy szereg Fouriera jest
wsz¦dzie zbie»ny do podanej funkcji?

• f(x) = x dla x ∈ (−π, π), f(π) = f(−π) = 0

• f(x) = x dla x ∈ [0, 2π)

• f(x) = |x| dla x ∈ [−π, π]

• f(x) = x dla x ∈ [0, π], f(x) = π dla x ∈ (π, 2π)

• f(x) = eαx, α ∈ R dla x ∈ [−π, π)

• f(x) = | sinx| dla x ∈ [−π, π]

Zad. 46. Wykorzystuj¡c szereg Fouriera funkcji f(x) = sgnx dla x ∈ (−π, π),

f(π) = f(−π) = 0 w punkcie x0 = π
2 , policzy¢ szereg

∑∞
n=0

(−1)n
2n+1 .

Zad. 47. Wykorzystuj¡c szereg Fouriera funkcji f(x) = |x| dla x ∈ [−π, π] w
punkcie x0 = π, policzy¢ szereg

∑∞
n=0

1
(2n+1)2 .

Zad. 48. Wykorzystuj¡c szereg Fouriera funkcji f(x) = | sinx| dla x ∈ [−π, π]

w punkcie x0 = π
2 , policzy¢ szereg

∑∞
n=0

(−1)n
4n2−1 .

Zad. 49. Wykorzystuj¡c wzór Parsevala dla funkcji f(x) = eαx, α ∈ R dla
x ∈ [−π, π), policzy¢ szereg

∑∞
n=0

1
n2+α2 .

Zad. 50. Wykorzystuj¡c wzór Parsevala dla funkcji f(x) = x(x − π)(x + π),
α ∈ R dla x ∈ [−π, π], policzy¢ szereg

∑∞
n=0

1
n6 .

Zad. 51. Znale¹¢ transformat¦ Fouriera funkcji

• f(x) = 1 dla |x| < a, f(x) = 0 dla |x| > a
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• f(x) = 1− |x| dla |x| ≤ 1, f(x) = 0 dla |x| > 1

• f(x) = cosx dla x ∈ [−π2 ,
π
2 ]

• f(x) = e−ax dla x > 0, f(x) = 0 dla x < 0; a > 0

• f(x) = e−a|x|, a > 0

• f(x) = e−ax dla x > 0, f(x) = −eax dla x < 0; a > 0

• f(x) = e−ax
2

, a > 0 - mo»na skorzysta¢ z wyniku zad 37.

• f(x) = xe−ax
2

, a > 0

• f(x) = 1
cosh(ax) - trzeba u»y¢ podstawienia t = eax i skorzysta¢ z caªki po

dziurce od klucza

Zad. 52. Zapisa¢ za pomoc¡ dystrybucji δ(x), pochodnych δ(x) i θ(x) podane
funkcjonaªy liniowe i znale¹¢ ich transformaty Fouriera.

• T : f 7→
∑N
n=−N f(n), N ∈ N

• T : f 7→
∑N
n=0 f

(n)(0), N ∈ N

• T : f 7→
∫ b
a
f(x)dx, a, b ∈ R

Zad. 53. Obliczy¢ caªki ∫ ∞
−∞

δ(ex −
√

3)
1

coshx
dx∫ ∞

−∞
θ(ex −

√
3)

1

coshx
dx∫ ∞

−∞
θ(1− x2)

1

1 + x2
dx∫ ∞

−∞
δ(1− x2)

1

1 + x2
dx∫ ∞

−∞
δ′(1− x2)

1

1 + x2
dx∫∫

R2

δ(y2 − yx)
x2 + xy

(1 + x2 + y2)2
dxdy

Zad. 54. Pokaza¢, »e dla dowolnej funkcji gªadkiej g zachodzi

g(x)δ′(x) = g(0)δ′(x)− g′(0)δ(x)

Zad. 55. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania

f ′(x) + af(x) = δ(x)

Zad. 56. Znale¹¢, jakie relacje musz¡ speªnia¢ parametry A1, A2, B, λ1, λ2, λ3
aby funkcja f(x) =

(
A1eλ1x +A2eλ2x

)
θ(−x) +Beλ3xθ(x) speªniaªa równanie

−f ′′(x) + θ(x)f(x) = Ef(x), E > 1
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