Matematyka IIT 2019/20Z
Calki krzywoliniowe

Zad. 1. Znale7¢ parametryzacje krzywej otrzymanej z przeciecia powierzchni
a. 81 ={(z,y,2) eER3: 22 + 2 =1}i S = {(z,y,2) eR® 12+ y+ 2 =1}

b. S1={(z,y,2) eER3: 22 +y?2 =22} i Sy = {(z,y,2) ER®: 2z + 2 =1}

c. S1={(z,y,2) eER3: 2?2+ 9> +22=1}i S = {(z,9,2) ER®: 2 +y+2 =0}
Odpowiedz: a. 7(p) = (cosp,sinp,1 —cosp —siny), 0 < ¢ < 27; b, 7(t) =

(1Et2,t, 1451:2 )7 teR; ¢ ’F(‘P) _ ( cos sin ¢ — cos p—sin ¢

0<p<2rm

Zad. 2. Znalez¢ parametryzacje krzywej w R® powstatej z przeciecia plaszczy-
zny z = 0 z prostymi stycznymi do helisy 7(¢t) = (cost,sint, t), t € R.
Odpowiedz: p(u) = (cosu + usinu,sinu — ucosu,0), u € R

Zad. 3. Znalez¢ dlugosé spirali logarytmicznej zadanej parametryzacja 7(u) =
(e* cosu,e"sinu) dla u € (—oo, 0].
Odpowieds: V2

Zad. 4. Znalezé¢ calkowita mase i catkowita energie potencjalng cienkiego,
jednorodnego sznura o gestos$ci liniowej A zwisajacego w ksztalcie krzywej o
réwnaniu y = %cosh(kx), x € [—a,a], k > 0 w jednorodnym polu grawitacyj-
nym o potencjale ¢(7) = gy.

Odpowieds: m = 22 sinh(ka), E = %(a + %)

Zad. 5. Obliczy¢ calke fv x+/ 22 — y2ds gdzie ~ jest potowa lemniskaty Berno-
ulliego zadana przez (z2 + y?)? = 2a?(2? — y?), z > 0.

OdpowiedZ: %aia

Zad. 6. Znalez¢ parametryzacje krzywej zakreslanej przez punkt lezacy na
obwodzie kota o promieniu 1 toczacego sie bez poslizgu po prostej y = 0 (cyklo-
ida). Wykorzystujac znaleziong parametryzacje, znalez¢ dtugosé¢ tuku cykloidy
i pole powierzchni pod tukiem (liczac catke fv ydx).

Odpowied: (x,y) = (t —sint,1 —cost), t e R; L=8, S =37

Zad. 7. Wyznaczy¢ bezpos$rednim rachunkiem catke fv wdlaw=(y—z)dz+
xdy oraz krzywej v bedacego polokregiem {(z,y) : 2% +y? = 1,y > 0} (wy-
bra¢ jedna z orientacji). Obliczy¢ ta sama calke dla K bedacego polokregiem
{(z,y) : 2 + y*> = 1,y < 0} oraz odcinkiem [—1,1] x {0}.

Odpowiedz: we wszystkich przypadkach f,y w=20

Zad. 8. Obliczy¢ catke f7 xdy dla krzywej v bedacej brzegiem trojkata utwo-
rzonego przez osie uktadu wspétrzednych i prosta £ 4% =1, a,b > 0.
OdpowiedZ: %ab.

\/1+(cos ¢+sin ¢)2 ’ \/1+(cos ¢+sin )2 ’ \/l-i-(cos ¢+sin ¢)?

)7



Zad. 9. Znalez¢ potencjaly dla 1-form (jesli istnieja): w; = 3x%ydx + 23dy,
_ _eY P

w2 = %a w3 = %—&;dg) Wwq = Q(Qi(_:x;)z)dx + (1_7_;2 +1)dy

Odpowiedz: Np. w; = d(z%y), wo = d(3In(z? + ¢?)), w3 = d(arctan ),

wq = d(% +y).

Calki powierzchniowe

Zad. 10. Obliczy¢ pole powierzchni czaszy kulistej D = {(z,y,2) € R? :
2 +y?+22=R%*2>a},ac (—R,R).
Odpowiedz: AmrR(R — a)

Zad. 11. Obliczy¢ pole powierzchni wyciete ze sfery 2 + y? + 22 = R? walcem
2?2 + y? = Rz (tzw. powierzchnia Vivianieniego).
Odpowied?: 2R* (7 — 2)

Zad. 12. Obliczy¢ pole powierzchni wyciete z walca z? + y2 = Rz sferg
22 4+ y? + 22 = R? (powierzchnia boczna bryty Vivianieniego).
Odpowieds: 4R?

Zad. 13. Znalez¢ wzér na pole powierzchni powierzchni otrzymanej przez ob-
rot wykresu funkcji y = f(z), © € [a, b] wokot osi z. (Mozna zatozy¢ f(z) > 0.)

Odpowieds: 2r [* f(z)\/1+ (f'(2))2dz

Zad. 14. Niech powierzchnia D = {(z,y,2) € R® : 2% + y? + 22 = R% 2 > 0}
bedzie zorientowana 'na zewnatrz’. Obliczy¢ [[ zda A dy.
OdpowiedZ: %T(R3

Zad. 15. Obliczy¢ strumien pol V} = 2€y +yéy + z€, ‘72 = 22e, + y2€y + 22%¢e,
przez powierzchnie D = {(x,9,2) € R® : o +y+ 2 = a,z,y,2 > 0}, a > 0 zo-
rientowang tak, ze wektor normalny ma dodatnie sktadowe w kierunkach x,y,z.
Odpowiedz: [[ Vi-dS = 3a’, ffi_/é -dS = sat

Zad. 16. Bezposrednim rachunkiem sprawdzi¢ wzér Greena dla jednoformy
w= %—i—xdy catkowanej po brzegu trojkata o werzchotkach (0,0), (2,0)1(2,1).
Zad. 17. Korzystajac ze wzoru Greena, znalezé pole powierzchni petli liScia
Kartezjusza, tj. obszaru w R? ograniczonego krzywa wyznaczona réwnaniem
23 + y? = 3azy. (Wskazéowka: po podstawieniu do réwnania y = txr mozemy
znalezé parametryzacje krzywej (z,y) = (12‘_’;53 , fi—t;), fragment krzywej ograni-
czajacy powierzchnie jest dany przez 0 < t < oo. Pole powierzchni najtatwiej
liczy sie ze wzoru S = £ ¢, (vdy — ydx))

Zad 18. Bezposrednim rachunkiem sprawdzié¢ wzér Stokesa dla jednoformy
w = zdx + 2dy + ydz catkowanej po brzegu powierzchni D = {(z,y,z) € R? :



z=2xy, 22 +y?> < R?}, R > 0.

Zad 19. Bezpo$rednim rachunkiem sprawdzi¢ wzér Gaussa dla strumienia pola
A=uxzé, + yz€, + €. przez pelng powierzchnia stozka Q = {(z,y,2) e R*: 0 <

2 <1—y/z2+y3}.
Odpowiedz: Obie catki majqg warto$é
Potencjal wektorowy

Zad 20. Znalezé, Jesh istnieje, przyktadowy potencjal wektorowy dla pola
A = zy?e, + (Syz -y e, + (2y%z — 23)e,.
Odpowiedz: Np. A =V x ((yz —y32)6 — xy?z€;)

Krzywoliniowe uklady wspoélrzednych

Wzory: dla t, = 8ua’ A = Ae ta, Gab = tq - ty, mamy

- of
_ ab
V=t o5
- o o~ 1
VxA=t wve O (g0

1 13} a Of
Af= \/detgau’l( det gg 8ub)

Zad 21. Wykorzystujac wzor na gradient i rotacje w sferycznym uktadzie wspot-
rzednych, rozstrzygnaé kiedy pole wektorowe A= Coiet: + A%(r, H)t; ma, poten-
cjal skalarny i znalez¢ ten potencjal kiedy istnieje.

Odpowieds: Potrzeba A% (r,0) = S22 wtedy A=V(—=f)

272

Zad 22. Wykorzystujac wzér na dywergencje i rotacje w sferycznym uktadzie
wspoélrzednych, rozstrzygnaé kiedy pole wektorowe A = f(r )t ma potencjat
wektorowy, i znalez¢ przykladowy potencjal wektorowy kiedy istnieje.
Odpowiedz: Potrzeba, by f(r) = -5. Wtedy np. A=V x (- %t )

Zad 23. Znalez¢ wzory na laplasjan w cylindrycznym i sferycznym ukladzie
wspoélrzednych.

Zad 24. Znalez¢ wzoér na laplasjan w ukladzie wspolrzednych danym przez

r =2uvcosy, y = 2uvsing, z = u? — v2.



Funkcje zmiennej zespolonej

Uwaga: w kazdym zadaniu przyjeé, ze funkcje lnz i 2%, o ¢ Z majq niecig-
gtosé tam gdzie arg z ma niecigglosé.
Zad 25. Znalez¢ zbiér punktow niecigglosci funkeji f(z) = (Inz)2 Poréwnac
przypadki gdy argz € [0,27) oraz argz € (—m,w|. Znalez¢ granice funkcji po
obu stronach linii nieciagtosci.

Zad 26. Znalez¢ zbiér punktow nieciaglosci funkeji f(z) = (22 —1)2 Poréwnac
przypadki gdy argz € [0,27) oraz argz € (—m,w|. Znalez¢ granice funkcji po
obu stronach linii nieciagtosci.

Zad 27. Poréwnaé¢ wynik poprzedniego zadania z sytuacja, gdy funkcja f jest

1

zdefiniowana jako f(z) = (z — 1) (&)E

z—1

Zad 28. Sprawdzi¢ z definicji, czy podane funkcje sg rézniczkowalne w sensie
zespolonym w punkcie zy = 0 i poza nim:

o flz+iy) =2 +y°
o flz+iy) =a® —y® + 2zyi

Zad 29. Sprawdzi¢ z twierdzenia Cauchy’ego-Riemanna, czy podane funkcje
sg rézniczkowalne w sensie zespolonym, znalez¢ pochodna, jesli istnieje:

o f(z+iy) = (22 + 3zy?) +i(2zy + y°)
o flz+iy) = (2? —y* +y) +i(2zy — )
e f(x+iy) =sinhzcosy +icoshzsiny

Zad 30. Sprawdzi¢ poprzez liczenie lapalsjanu czy podane funkcje mogg by¢
czescig rzeczywista jekiejs funkcji holomorficznej, jesli tak, znalezé ta funkcje
poprzez wykorzystanie warunkéw Cauchy’ego-Riemanna:

o Pley)=y—2
e Plx,y)=xy—x

e P(x,y) =sinz —siny
R p—

Zad 31. Policzy¢ catke krzywoliniowag z danej funkcji zespolonej, po danej
krzywej:

o f(2) =2 () =€ t€[0,7]

o f(z) = 23, krzywa jest brzegiem trojkata o wierzchotkach 0, 11 1 +1



e f(z) = %, krzywa jest zlozona z polprostej (—oo, —1] x {0}, p6tokregu
od z = —1 do z = 1 lezacego w gornej czesci plaszczyzny zespolonej i
potprostej [1,00) x {0}

Wzory Cauchy’ego, szereg Taylora i Laurenta
Zad. 32. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego, policzy¢ catki
o | = fK %dz, K: okrag o §rodku w punkcie zy = 2 i promieniu 2.
o [ = fK 2+1dz K: okrag o §rodku w punkcie zg = 0 i promieniu 2.
o I = ¢, ztan(mz)dz, K: brzeg prostokata [0,n] x [-1,1], n € N
Zad. 33. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego dla pochodnych, policzy¢ catki
o I=¢, ﬁdz, K: okrag o §rodku w punkcie zg = 2 i promieniu 2.

o [ = fK ‘;‘ff dz, K: okrag o §rodku w punkcie zg = 0 i promieniu 2.

° —<—dz, K: okrag o $rodku w punkcie zy = 0 i promieniu 4.

fK zsin z

Zad. 34. Rozwinaé¢ podana funkcje w szereg Taylora wokél podanego punktu
i znalez¢ jego promien zbiezno$ci. Zaznaczy¢ obszar zbieznodci na plaszczyznie
zespolonej.

o flz2)=1,2=3+2i
f(z) =

f(z)=logz, z =i

f2)=Vz+T1, 2 =1

Zad. 35. Znalez¢ obszar zbieznosci szeregéw Laurenta

= 21272021—1

o > q"(z— 2)™ w zaleznosci od ¢
o >0 qI"l(z = 2)" w zaleznosci od ¢

o] 1 n
d Zn:—oo coshnz

Zad. 36. Dla funkcji f(z) =

m znalez¢ rozwiniecie w szereg Laurenta
o wokol zp =0dla0 < |z] <1

e wokol zp =0dlal<|z| <2

e wokol zgp =0 dla 2 < ||

o wokol zp=1dla0< |z —1] <1

e wokol zg =1dlal < |z —1]



Residua
Zad. 37. Znalez¢ residua podanych funkcji w podanym punkcie.
[ f(Z):m,ZOZO,lel, 22:2, zZ3 = OO

o f(2) = gy 20 =3, 21 =

1
* f Z) = Sinz’ Z0 = nm

.fz):%,ZOZO,lel,ZQZOO
'f(@zﬁ,zo:i,h:—i
‘f(@zm,zo:o

of(Z)=+ 2’0:0

)
1-2-—cosz

. f(2>=ﬁ720=0
Zastosowania do liczenia calek rzeczywistych

Zad. 38. Liczac caltke f,y e—a?’ dz, a > 0 po konturze naszkicowanym ponizej,

) 42 . [0 _gqx? 0 _qx2-9i
znalez¢ warto$¢ catki [*_e™%" cos(2bx)dw = § [T emr ~2Hbrdy

)

Zad. 39. Liczac caltke 35’7 e dz po konturze naszkicowanym ponizej, znalezé
wartosé catki [ cos(2?)da




Zad. 40. Liczac galkq fv e;dz po konturze naszkicowanym ponizej, znalezé
wartosé catki [70 SLEdy

%%

14e*

Zad. 41. Liczac catke fv

;2 . oo az
wartos¢ catld [° Szdx

dz po konturze naszkicowanym ponizej, znalezé

_______________________

Zad. 42. Wykorzystujac catke zespolona po okregu, policzy¢ calki

2m

1
® Jo a-‘rbsingad(p’ |CL| > |b|
2m cos ¢
* 0 1—2pcosp+p? d(ﬂ, |p| <1
2m 1
* Jo Treoprd®

Zad. 43. Wykorzystujac catke zespolona po poétkolu, policzyé catki
. S
o [T,
. ffooo
« S
. S
b ffooo xr24x+1

Zad. 44. Wykorzystujac calke zespolona po ’dziurce od klucza’, policzy¢ calki

1
x24x+1 dz

1
ey dx

1

Wdl’, (Z,b c R, |a| 7é |b‘

md.’l), a€eR

cos(kx)
z2+4a?

sin(wz)

dx

dz, a,

keR



o I mdx

* fo y;ldx

° fv 2+31+2d33

* b e
o [7 wrrede
oI5 geeda

Analiza fourierowska

Zad. 45. Definicje podanych funkcji nalezy traktowaé jako zadanie funkcji
okresowej z okresem 2m. Znale7¢ rozwiniecie tych funkcji w szereg Fouriera w
postaci wyktadniczej i w postaci trygonometrycznej. Czy szereg Fouriera jest
wszedzie zbiezny do podanej funkcji?

f(z) =2 dla @ € (—m,m), f(x) = f(—7) =0

z) =z dla z € [0,2n)

z dlaz €0,7], f(x) =x dla x € (7, 27)

T

i
I
i
I

o aeRdlazxe|[—m,mn)

)
)
z) = |z dla z € [, 7]
)
) =
)=

flx

Zad. 46. Wykorzystujac szereg Fouriera funkcji f(z) = sgnz dla © € (—m, 7),

f(ﬂ') = f(*ﬂ') = 0 w punkCie o = 27 pOhCZyC Szereg Zn 0 (2712:

|sinz| dla z € [—m, 7]

Zad. 47. Wykorzystujac szereg Fouriera funkCJl flx) =|z|dlax € [-m, 7] w
punkcie zo = 7, policzy¢ szereg Y W

Zad. 48. Wykorzystuj@c szereg Fouriera funkcji f(z) = |sinz| dla « € [—7, 7]

‘ 1yn
w punkcie zo = 5, policzy¢ szereg >_° £n2 ) I

Zad. 49. Wykorzystujac wzér Parsevala dla funkcji f(z) = ¢**, « € R dla

z € [—m, ), policzy¢ szereg > ° m

Zad. 50. Wykorzystujac wzor Parsevala dla funkcji f(z) = x(z — 7)(x + 7),

o € R dla x € [—, 7], policzy¢ szereg > | 5.

Zad. 51. Znalez¢ transformate Fouriera funkcji

o flz)=1dla|z|<a, f(z)=0dla |z| >a



=1—|z|dla|z| <1, f(z)=0dla|z|>1

3]

o
=e “dlax>0, f(zx)=0dlax <0;a>0

=e ™ dlax >0, f(x) =—e** dlaxz <0;a>0

—ax

2, a > 0 - mozna skorzysta¢ z wyniku zad 37.
= xe_ax2, a>0

o f(x)= m - trzeba uzy¢ podstawienia t = e** i skorzystaé z calki po
dziurce od klucza

Zad. 52. Zapisa¢ za pomoca dystrybucji §(x), pochodnych é(x) i 8(x) podane
funkcjonaly liniowe i znalez¢ ich transformaty Fouriera.

e T:f YN L f(n), NeN
o T:f> 30 o f™(0), NeN

o T:f»—>fabf(x)dx, a,beR
Zad. 53. Obliczy¢ calki

o0 N 1
/_OO oe” = \/g)coshz .
/00 0(e® —V/3) ! x

. coshz
/00 0(1— xQ)idx
_ 1+ a2

> 1
— 27
/_005(1 :c)1+x2dx
/00(5'(1—332) ! dx
e 1+ 22

2
+ xy
5y —yr)— T _4ad
Zad. 54. Pokaza¢, ze dla dowolnej funkcji gladkiej g zachodzi
g(x)d’(x) = g(0)d'(x) — ¢'(0)d(x)
Zad. 55. Znalez¢ rozwigzanie réwnania
f'(@) +af(x) =d(x)

Zad. 56. Znale7¢, jakie relacje musza spelnia¢ parametry A, Ao, B, A1, Aa, A3
aby funkcja f(z) = (A1eM® + Aye*2™)f(—x) + Be*3(x) spelniala rownanie

—f"(x) +0(x)f(z) = Ef(z), E>1




