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Korzystaj¡c z reguªy Leibniza obliczy¢ f ′(x), je±li

f(x) =

∫ x

x2

e−xtdt, dla 0 < x < 1.

Uzasadni¢, dlaczego mo»na skorzysta¢ z tej reguªy.
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Korzystaj¡c z wzoru Greena obliczy¢ caªke krzywoliniow¡ skierowan¡∮
C

x2ydy − x2dx,

gdzie C jest krzyw¡ zamkni¦t¡ zªo»on¡ z wykresu funkcji x = ln y, x = 0 oraz
linii prostej y = e zorientowan¡ zgodnie z ruchem wskazówek zegara.
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Obliczy¢ strumie« pola wektorowego ~A(x, y, z) = (x, 0, z) przez powierzchni¦
trójk¡ta wyci¦tego pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych w pªaszczy¹nie x +
y + z = 1. Wektor normalny do powierzchni trójk¡ta ma dodatni¡ warto±¢
skªadowej y.
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Obliczy¢ dªugo±¢ spirali Nielsena zadanej parametrycznie jako

R>0 → R2 : t 7→
(
α lim
M→∞

∫ t

M

ds
cos s

s
, α lim

M→∞

∫ t

M

ds
sin s

s

)
, α ∈ R>0

pomi¦dzy punktami odpowiadaj¡cymi warto±ciom parametru t = 1 i t = t0 > 1
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Obliczy¢ moment bezwªadno±ci wzgl¦dem osiOz jednorodnej bryªy, której punkty
s¡ ograniczone powierzchni¡ x2 +y2 +z2 = 2az, (a > 0) oraz speªniaj¡ warunek
x2 + y2 ≤ z2.
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Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa w R3 na przykªadzie 2-formy

ω = x2dy ∧ dz + y2dx ∧ dz + z2dx ∧ dy

i obszaru s = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤
√
x2 + y2}.
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a) Obliczy¢ strumie« pola wektorowego

~F = (xy2, yz2, zx2)

po powierzchni walca x2 + y2 = 4 dla z ∈ [−2, 2] za pomoc¡ caªki powierzch-
niowej.

b) Zrobi¢ to samo, u»ywaj¡c twierdzenia Gaussa.
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Obliczy¢ pole powierzchni sto»ka x2 + y2 = z2 zawartej w pierwszym oktancie
(tzn. {(x, y, z) : x > 0 ∧ y > 0 ∧ z > 0}) i ograniczonej pªaszczyzn¡ y + z = a.
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Znale¹¢ wzory na gradient, rotacj¦, dywergencj¦ i laplasjan w ukªadach wspóª-
rz¦dnych

a) x = sinhu cos t cosφ, y = sinhu cos t sinφ, z = coshu sin t, u ∈ (0,∞),
t ∈ (−π2 ,

π
2 ), φ ∈ (0, 2π)

b) x = coshu cos t cosφ, y = coshu cos t sinφ, z = sinhu sin t, u ∈ (0,∞),
t ∈ (−π2 ,

π
2 ), φ ∈ (0, 2π)
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Przy odwzorowaniu C \ {0} 3 z 7→ 1
2

(
z + 1

z

)
∈ C znale¹¢ obrazy:

a) okr¦gów CR(0) := {z ∈ C : |z| = R},

b) póªprostych La := {(x, ax) : x > 0}, (aR).
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Sprawdzi¢, »e w podanym obszarze Ω = {R2} funkcja u(x, y) jest harmoniczna
i znale¹¢ funkcje harmonicznie sprz¦»one:

a) Ω = R2, u(x, y) = x2 − y2 + xy

b) Ω = R2, u(x, y) = ex(x cos y − y sin y)

c) Ω = R2 \ {(0, 0)}, u(x, y) = x2−y2
(x2+y2)2
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