. Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi:
a‘) (y—x)2+y2 = ]-7
b) 42 — 102 —25=0iy%+ 62 —9=0.

. Obliczy¢ moment bezwladnosci jednorodnej plyty o gestosci powierzch-
niowej p ograniczonej krzywymi y = 22 i y = 2 + 2 wzgledem osi y = 4.
. Obliczy¢ f'(zx) jesli:

CcOos T

flx) = V17 dt,

sinx

. Za pomocg rozniczkowania wzgledem parametru obliczy¢ calke:
oo
/ t2e Pt dt, (p>0).
0

. Obliczy¢ nieskierowana catke krzywoliniowa:
ds . . )
fc Nrrwervk gdzie C-odcinek aczacy punkty O(0,0) i A(1,2),

. Obliczy¢ catke krzywoliniows skierowana:

Jo (2R —y) dz + x dy, gdzie C jest tukiem cykloidy
x = R(t —sint)
y = R(1 — cost)

dla ¢ € [0, 27].

. Korzystajac ze wzoru Greena obliczyé catki po dodatnio skierowanych
krzywych:

a) $o(y — %) dy + (¢ +y?) da,

gdzie C jest brzegiem obszaru D = {(z,y) : 2* + y* < a*,z > 0,y > 0}.
Odp..—3a®

b) $o zy* dr — y* dy,

gdzie C' jest krzywa zamknieta ztozona z wykresu funkcji y = Inz, y =0
oraz linii prostej x = e.

Odp.:(1 — €?)/4.

Obliczy¢ calke niezalezna od drogi catkowania:
(2,m) 2
/ (1—y2cosy> dx—#(sing—i—gcosg) dy
(170) X x X X X

(w obszarze x # 0).
Odp.: 1 + 7.



10.

11.

12.

13.

14.

Wyznaczyé¢ @ jesli:
a) d® = (1—e*"Y+4cosz)dx + (€Y + cosy) dy,

Odp.: =2 —€e* Y +sinz +siny + C.

b) d® = (shz + chy) dz + (zshy + 1) dy,
Odp.: ® = chz + zchy +y + C.

Obliczy¢ pole powierzchni czesci plaszczyzny = + y + z = a zawartej we
wnetrzu walca 22 + y? = R2.
Odp.: V3T R2.

Obliczy¢ catke powierzchniowa zorientowana:

[ (4y® + 4z — 52%) dy dz,

D
gdzie S — wewnetrzna strona powierzchni y? = 4z odcieta ptaszczyznami
r=4,2=0i1iz=3.
Odp.: 280.
Korzystajac z twierdzenia Gaussa obliczy¢ strumien pola F(z,y,z) =

(3x, —2y, z) przez dodatnio zorientowany brzeg obszaru ograniczonego po-
wierzchniami: 22 + 22 =4,y =0oraz x +y + z = 3.

Odp.: 247.

Obliczy¢ catke

[ (' —yhdydz + (2* — z*)deda + (y* — 2*) dzdy

D
po powierzchni polsfery z2 + 4% + 22 = R?, z > 0 zorientowanej na ze-
wnatrz.
Wsk.: Skorzystaé z twierdzenia Gaussa.
Odp.: 0.

Dane sg pola wektorowe /T(;z:,y,z) = (x —y,x + y,2) oraz ﬁ(x,y,z) =
(z,y,z). Obliczy¢
P=V-(AxR).

Odp.: P =2z.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Niech A'i B - stale wektory w R3. Wyznaczyé
V- (F x A),
jesli wiadomo, ze V x F=B.

Odp.: A-B.
Obliczy¢
%(x—l—y)dx—i—(%c—z)dy—i— (y + 2) dz,
c
gdzie C - obwod trojkata o wierzchotkach w (2,0, 0),(0, 3,0),(0, 0, 6) zorien-

towany zgodnie z ruchem wskazéwek zegara z punktu widzenia poczatku
uktadu.

Odp.: 21.

Korzystajac z tw. Stokesa obliczy¢
f e’sinydx + (e® cosy — z) dy + y dz,
oS+

gdzie S jest czeScig powierzchni stozka 22 = 22 + 92, dla ktérej 1 < z < 2,
zorientowang dodatnio.

Odp.:0.

— X
Dane jest pole wektorowe F' = ie} + —

VEVE]

VxF tego pola. Czy jest to pole potencjalne?

> = 1 x z \ . 1 Y Yy o\ o 2 .
dp: Vx F=>( %2 Ve, -~ (J%+ Y )e - Za.,
Odp % 2 < Yy z\/E) 9 ( T + z\/§> y \/56 e

Wykazaé, ze pole wektorowe

€y + /xye,. Obliczy¢ rotacje

—

F=zyRe+y+2)e; +az(x + 2y + 2)€, + 2y(z + y + 22)€,.

jest potencjalne i podaé jego potencjal.
Odp. ® =z2yz(z+y+2)+C.
Zweryfikowa¢ tw. Stokesa dla pola F = yzé, dla czesci powierzchni sfery

2% +y? + 22 = 4 znajdujacej sie na zewnatrz cylindra 22 + y? = 1 zorien-
towanej dodatnio.

a) Dla jakich wartosci z funkcja e* przyjmuje wartosci rzeczywiste 7
b) Pokaza¢, ze: sinz = —ishiz, sin®z+ cos®z = 1.

Poda¢ obszar, w ktérym istnieje pochodna zespolona funkcji i podaé¢ wy-
razenie na pochodna:

2241
z—1"

a) f(z)=2% b) f(z)=




23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Znalez¢ funkcje analityczng f(z) = u + iv na dla z € C jesli

u=2x?—y?+2x, zwarunkiem f(i)= —1+ 2i.

ez3+22
%722 — ldz,

gdzie C jest dodatnio zorienotwang krzywa dana rownaniem |z — 1| = 1.

Obliczy¢

Obliczy¢ catki wzdtuz dodatnio zorientowanych krzywych:

e sin z
——dz, b ——dx.
@) ﬁz|_2 2241 * ) %Z|_2 22(2z —17) N

Okresli¢ typ osobliwosci w punkcie z = 0 nastepujacych funkcji:

z + 328

N = _1_ 3
(1= 22)’ b) (e —1—2)ctg’z.

a)
Poda¢ rozwiniecie w szereg Laurenta wzgledem z i okresli¢ obszar zbiez-
nosci tego szeregu dla nastepujacych funkcji:

) 1 . b) sin z 1
a) ———, 20=/1, —, %0 = —T,

(B+2) (z — im)3 074

Na podstawie twierdzenia o residuach obliczyé¢ catki wzdtuz dodatnio zo-
rientowanego okregu jednostkowego:

423 d d
a) % M’ b) -7{ @
|z|=1 T+ 4z |z|=1 S 2z
Obliczy¢ nastepujace caltki za pomoca catki konturowe;j:
2) /Oo cos T d. b) /27r (?osxdac , 0 /OO z2 .
o (1422 o Sinz+2 oo (14 22)2

Rozwina¢ funkcje f(x) w szereg Fouriera w przedziale (—1,1):

f(ac):{ 1+2 dla —-1<z<0

l—2z dla 0<z<1

Znalezé szereg Fouriera funkcji okresowej, ktora w przedziale (—m, ) za-
dana jest przez

2¢ dla —7m<xz<0
flx)y=< 0 dla =0
6x dia O<z<m



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Znalez¢ szereg Fouriera funkcji okresowej, ktora w przedziale (—m, w) za-
dana jest przez

f(x) =z cos(x)
Znalez¢ szereg Fouriera funkcji okresowej, ktora w przedziale (0, 7) zadana
jest przez

1—2% dla 0<xz<2h

f(””):{ 0 dla 2h<z<m

Na podstawie tozsamosdci Parsevala dla funkcji f(z) = L? — 22 okre$lonej
na przedziale (—L, L) wykazaé, ze

i 90
Obliczy¢ transformate Fouriera funkcji

xeam

f(m):m7

0<a<l,

catkujac odpowiednig funkcje po prostokacie, ktorego dolng podstawa jest
odcinek (—R, R) osi z, a gorna taki sam odcinek na odpowiedniej wyso-
kosci osi urojone;j.
Odp:

d T

FIR) = i Sntrta — k)

Obliczy¢ transformate Fouriera funkcji

)@= G &
i) J() =g 2
i) @) = o ag)l(xQ e b0 3)
) f(z) = m (4)
Obliczy¢ odwrotna transformate Fouriera do:
0= s

Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji

fi) = eitelt,



39. Znalez¢ transformate Fouriera funkcji

arw={ " PTE 0=t

dla|z| > a
i sprawdzi¢ wzor Parsevala.

40. Pokazaé, ze

2 - ~
/dmf*(x)% (x):/%ka*(k)f(k),

2

gdzie f(k) jest transformata Fouriera funkcji f(z).

41. Znalez¢ funkcje wlasne i odpowiadajace im wartosci wlasne nastepujacych
operatorow

d? d
_ a2 7
i) A=(1-=z )de xda:’ (5)
d2
oA L
1) el (6)
i) A=al (7)
- e
. d? d



