
1. Obliczy¢ pole �gury ograniczonej krzywymi:

a) (y − x)2 + y2 = 1,

b) y2 − 10x− 25 = 0 i y2 + 6x− 9 = 0.

2. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci jednorodnej pªyty o g¦sto±ci powierzch-
niowej ρ ograniczonej krzywymi y = x2 i y = x+ 2 wzgl¦dem osi y = 4.

3. Obliczy¢ f ′(x) je±li:

f(x) =

∫ cos x

sin x

ex
√
1−t2 dt,

4. Za pomoc¡ ró»niczkowania wzgl¦dem parametru obliczy¢ caªk¦:∫ ∞
0

t2e−pt dt, (p > 0).

5. Obliczy¢ nieskierowan¡ caªk¦ krzywoliniow¡:∫
C

ds√
x2+y2+4

, gdzie C-odcinek ª¡cz¡cy punkty O(0, 0) i A(1, 2),

6. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ skierowan¡:∫
C

(2R− y) dx+ x dy, gdzie C jest ªukiem cykloidy{
x = R(t− sin t)
y = R(1− cos t)

dla t ∈ [0, 2π].

7. Korzystaj¡c ze wzoru Greena obliczy¢ caªki po dodatnio skierowanych
krzywych:

a)
∮
C

(y − x2) dy + (x+ y2) dx,

gdzie C jest brzegiem obszaru D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0
}
.

Odp.:− 4
3a

3

b)
∮
C
xy2 dx− y2 dy,

gdzie C jest krzyw¡ zamkni¦t¡ zªo»on¡ z wykresu funkcji y = lnx, y = 0
oraz linii prostej x = e.
Odp.:(1− e2)/4.

8. Obliczy¢ caªk¦ niezale»n¡ od drogi caªkowania:∫ (2,π)

(1,0)

(
1− y2

x2
cos

y

x

)
dx+

(
sin

y

x
+
y

x
cos

y

x

)
dy

(w obszarze x 6= 0).
Odp.: 1 + π.



9. Wyznaczy¢ Φ je±li:

a) dΦ = (1− ex−y + cosx)dx+ (ex−y + cos y) dy,

Odp.: Φ = x− ex−y + sinx+ sin y + C.

b) dΦ = (shx+ chy)dx+ (xshy + 1) dy,
Odp.: Φ = chx+ xchy + y + C.

10. Obliczy¢ pole powierzchni cz¦±ci pªaszczyzny x + y + z = a zawartej we
wn¦trzu walca x2 + y2 = R2.

Odp.:
√

3πR2.

11. Obliczy¢ caªk¦ powierzchniow¡ zorientowan¡:∫∫
D

(4y2 + 4x− 5z2) dy dz,

gdzie S � wewn¦trzna strona powierzchni y2 = 4x odci¦ta pªaszczyznami
x = 4, z = 0 i z = 3.

Odp.: 280.

12. Korzystaj¡c z twierdzenia Gaussa obliczy¢ strumie« pola F(x, y, z) =
(3x,−2y, z) przez dodatnio zorientowany brzeg obszaru ograniczonego po-
wierzchniami: x2 + z2 = 4, y = 0 oraz x+ y + z = 3.

Odp.: 24π.

13. Obliczy¢ caªk¦∫∫
D

(z4 − y4)dy dz + (x4 − z4) dz dx+ (y4 − x4) dx dy

po powierzchni póªsfery x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0 zorientowanej na ze-
wn¡trz.

Wsk.: Skorzysta¢ z twierdzenia Gaussa.

Odp.: 0.

14. Dane s¡ pola wektorowe ~A(x, y, z) = (x − y, x + y, z) oraz ~R(x, y, z) =
(x, y, z). Obliczy¢

P = ~∇ · ( ~A× ~R).

Odp.: P = 2z.

2



15. Niech ~A i ~B - staªe wektory w R3. Wyznaczy¢

~∇ · (~F × ~A),

je±li wiadomo, »e ~∇× ~F = ~B.

Odp.: ~A · ~B.

16. Obliczy¢ ∮
C

(x+ y)dx+ (2x− z)dy + (y + z) dz,

gdzie C - obwód trójk¡ta o wierzchoªkach w (2, 0, 0),(0, 3, 0),(0, 0, 6) zorien-
towany zgodnie z ruchem wskazówek zegara z punktu widzenia pocz¡tku
ukªadu.

Odp.: 21.

17. Korzystaj¡c z tw. Stokesa obliczy¢∮
∂S+

ex sin y dx+ (ex cos y − z)dy + y dz,

gdzie S jest cz¦±ci¡ powierzchni sto»ka z2 = x2 + y2, dla której 1 ≤ z ≤ 2,
zorientowan¡ dodatnio.

Odp.:0.

18. Dane jest pole wektorowe ~F =
y√
z
~ex +

x√
z
~ey +

√
xy~ez. Obliczy¢ rotacj¦

~∇× ~F tego pola. Czy jest to pole potencjalne?

Odp: ~∇× ~F =
1

2

(√
x

y
− x

z
√
z

)
~ex −

1

2

(√
y

x
+

y

z
√
z

)
~ey −

2√
z
~ez. , nie

19. Wykaza¢, »e pole wektorowe

~F = zy(2x+ y + z)~ex + xz(x+ 2y + z)~ey + xy(x+ y + 2z)~ez.

jest potencjalne i poda¢ jego potencjaª.

Odp. Φ = xyz(x+ y + z) + C.

20. Zwery�kowa¢ tw. Stokesa dla pola ~F = yz~ex dla cz¦±ci powierzchni sfery
x2 + y2 + z2 = 4 znajduj¡cej si¦ na zewn¡trz cylindra x2 + y2 = 1 zorien-
towanej dodatnio.

21. a) Dla jakich warto±ci z funkcja ez przyjmuje warto±ci rzeczywiste ?
b) Pokaza¢, »e: sin z = −ish iz, sin2 z + cos2 z = 1.

22. Poda¢ obszar, w którym istnieje pochodna zespolona funkcji i poda¢ wy-
ra»enie na pochodn¡:

a) f(z) = z3, b) f(z) =
z2 + 1

z − 1
.
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23. Znale¹¢ funkcj¦ analityczn¡ f(z) = u+ iv na dla z ∈ C je±li

u = x2 − y2 + 2x, z warunkiem f(i) = −1 + 2i.

24. Obliczy¢ ∮
ez

3+2z

z2 − 1
dz,

gdzie C jest dodatnio zorienotwan¡ krzyw¡ dan¡ równaniem |z − 1| = 1.

25. Obliczy¢ caªki wzdªu» dodatnio zorientowanych krzywych:

a)

∮
|z|=2

eπz

z2 + 1
dz, b)

∮
|z|=2

sin z

z2(2z − i)
dz.

26. Okre±li¢ typ osobliwo±ci w punkcie z = 0 nast¦puj¡cych funkcji:

a)
z + 3z3

ln(1− 2z)
, b) (ez − 1− z)ctg3z.

27. Poda¢ rozwini¦cie w szereg Laurenta wzgl¦dem z0 i okre±li¢ obszar zbie»-
no±ci tego szeregu dla nast¦puj¡cych funkcji:

a)
1

(z3 + z)
, z0 = i, b)

sin z

(z − 1
4π)3

, z0 =
1

4
π,

28. Na podstawie twierdzenia o residuach obliczy¢ caªki wzdªu» dodatnio zo-
rientowanego okr¦gu jednostkowego:

a)

∮
|z|=1

(4z3 + 8) dz

π + 4z
, b)

∮
|z|=1

dz

sin z
,

29. Obliczy¢ nast¦puj¡ce caªki za pomoc¡ caªki konturowej:

a)

∫ ∞
0

cosx

(1 + x2)
dx, b)

∫ 2π

0

cosx dx

sinx+ 2
, c)

∫ ∞
−∞

x2

(1 + x2)2
dx.

30. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(x) w szereg Fouriera w przedziale (−1, 1):

f(x) =

{
1 + x dla −1 ≤ x < 0
1− x dla 0 ≤ x ≤ 1

31. Znale¹¢ szereg Fouriera funkcji okresowej, która w przedziale 〈−π, π〉 za-
dana jest przez

f(x) =

 2x dla − π < x < 0
0 dla x = 0
6x dla 0 < x < π

4



32. Znale¹¢ szereg Fouriera funkcji okresowej, która w przedziale 〈−π, π〉 za-
dana jest przez

f(x) = x cos(x)

33. Znale¹¢ szereg Fouriera funkcji okresowej, która w przedziale 〈0, π〉 zadana
jest przez

f(x) =

{
1− x

2h dla 0 < x ≤ 2h
0 dla 2h < x < π

34. Na podstawie to»samo±ci Parsevala dla funkcji f(x) = L2 − x2 okre±lonej
na przedziale (−L,L) wykaza¢, »e

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90

35. Obliczy¢ transformat¦ Fouriera funkcji

f(x) =
xeax

1 + ex
, 0 < a < 1,

caªkuj¡c odpowiedni¡ funkcj¦ po prostok¡cie, którego doln¡ podstaw¡ jest
odcinek (−R,R) osi x, a górn¡ taki sam odcinek na odpowiedniej wyso-
ko±ci osi urojonej.

Odp:

Ff(k) = i
d

dk

π

sin(π(a− ik))

36. Obliczy¢ transformat¦ Fouriera funkcji

i) f(x) =
1

(1 + x2)2
, (1)

ii) f(x) =
cosx

1 + x2
, (2)

iii) f(x) =
1

(x2 + a2)(x2 + b2)
, a, b > 0, (3)

iv) f(x) =
1

1 + x2 + x4
. (4)

37. Obliczy¢ odwrotn¡ transformat¦ Fouriera do:

f̂(k) =
1

k2 + 4k + 8
.

38. Wyznaczy¢ transformat¦ Fouriera funkcji

f(t) = e2ite−|t|.
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39. Znale¹¢ transformat¦ Fouriera funkcji

a) f(x) =

{
a− |x| dla |x| < a,
0 dla |x| > a

b) f(x) =
1

x2 + a2

i sprawdzi¢ wzór Parsevala.

40. Pokaza¢, »e ∫
dx f∗(x)

d2

dx2
f(x) =

∫
dk

2π
k2 f̃∗(k) f̃(k),

gdzie f̃(k) jest transformat¡ Fouriera funkcji f(x).

41. Znale¹¢ funkcje wªasne i odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne nast¦puj¡cych
operatorów

i) A = (1− x2)
d2

dx2
− x d

dx
, (5)

ii) A =
d2

dx2
, (6)

iii) A = x
d

dx
, (7)

iv) A =
d2

dx2
− 2x

d

dx
. (8)
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