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Przypomnienie i oznaczenia

Notatki prof. Kami«skiego z poprzedniego semestru
Oznaczenia: ± i ∓ oznacza dwie mo»liwo±ci + lub −, na zasadzie albo znaki górne albo

dolne. Suma i iloczyn wielokrotny∑
j

xj = x1 + x2 + ...+ xj + ...,
∏
j

xj = x1x2 · · ·xj · · ·

sumujemy b¡d¹ mno»ymy wszystkie xj których j (zwykle liczba naturalna) speªnia okre±lone
warunki (dopisywane przy znaku sumy/iloczynu).

Granica
lim
n→∞

xn = x

je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje N takie dla ka»dego n > N mamy |xn − x| < ε. Zapisujemy
skrótowo xn → x. Przedziaª domkni¦ty jest zbiorem zwartym, tj. ka»dy ci¡g ma podci¡g o
granicy w tym zbiorze (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa). Granica niesko«czona

lim
n→∞

xn =∞

je±li dla ka»dego R istnieje N takie dla ka»dego n > N mamy xn > R. (−∞: xn < R)
Granica funkcji

lim
x→z

f(x) = y

je±li (A) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 tak»e »e je±li |x − z| < δ to |f(x) − y| < ε lub
(B) dla ka»dego ci¡gu xn → z f(xn) → y. Uwaga, przewa»nie zakªada si¦ xn 6= z, bo np.
funkcja mo»e nie by¢ zde�niowana dla z. Piszemy f(x→ z)→ y. Funkcja jest ci¡gªa w z je±li
f(x → z) = f(z), rosn¡ca, je±li dla x < y mamy f(x) < f(y) (malej¡ca odwrotnie). Mo»e
by¢ ograniczona f(x) < C, ró»nowarto±ciowa, je±li dla x 6= y mamyf(x) 6= f(y). Na przedziale
domkni¦tym funkcja ci¡gªa osi¡ga warto±¢ maksymaln¡ M (tj. zawsze f(x) ≤M) i minimaln¡
m (f(x) ≥ m) i caªy przedziaª warto±ci [m,M ].

Granica niesko«czona
lim
x→∞

f(x) = y

je±li (A) dla ka»dego ε > 0 istnieje R tak»e »e je±li x > R to |f(x)− y| < ε lub (B) dla ka»dego
ci¡gu xn →∞, f(xn)→ y (dla −∞: x < R lub xn → −∞)

Pochodna (ró»niczkowanie):

f ′ = f ′(x) =
df(x)

dx
=
df

dx
= lim

y→x

f(y)− f(x)

y − x
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Bardzo cz¦sto pomocniczo uªamek df/dx formalnie rozdzielamy na df i dx na których pro-
wadzimy dziaªania arytmetyczne. Twierdzenie o warto±ci ±redniej: Je±li f(a) = f(b) i f to
istnieje pochodna w ]a, b[ to istnieje c ∈]a, b[ »e f ′(c) = 0 (c odpowiada punktowi maksimum
albo minimum funkcji). Wa»ne uogólnienie: f ′(c) = (f(b)− f(a))/(b− a) (rysunek). Pochodne
wielokrotne (f ′)′ = f ′′ = d2f/dx2, itd. (f ′′′ = f (3))

Je±li funkcja ma pochodn¡ (jest ró»niczkowalna) to jest ci¡gªa. Je±li f ′ > 0 to funkcja jest
rosn¡ca (< malej¡ca), f ′′ > 0 wypukªa(< wkl¦sªa , �wypukªa do góry�)

Caªka nieoznaczona � funkcja pierwotna:
ˆ
f(x)dx = F (x)

je±li F ′(x) = f(x) (funkcja pierwotna F jest okre±lona z dokªadno±ci¡ do staªej tj. F (x) + C
jest funkcj¡ pierwotn¡ dla ka»dej staªej C, tj. C jest takie samo dla ka»dego x). Uwaga: dx
trzeba zwyczajowo wpisywa¢ (wyj¡tki: zapis przez formy ró»niczkowe), ale mo»na traktowa¢
jak dowoln¡ staª¡ która mno»y f byle pod caªk¡.
Caªka oznaczona, Riemanna:
dla funkcji ci¡gªej f(x) dla x ∈ [a, b].

ˆ b

a

f(x)dx = lim
P→∞

∑
j

∆xjf(xj) = F (b)− F (a)

gdzie P oznaczaj¡ drobniej¡ce podziaªy odcinka [a, b] (rysunek), a F (x) jest funkcj¡ pierwotn¡

od f .
Wiele wymiarów: pary liczb rzeczywistych oznaczamy ~r = (x, y) ∈ R2, n−tki ~r = (x1, ...xn) ∈

Rn.
Odlegªo±¢

d(~ra, ~rb) =
√

(xa − xb)2 + (ya − yb)2 =

√∑
j

(xaj − xbj)2
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Granica wielowymiarowa:
lim
n→∞

~rn = ~R

je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje N »e dla wszystkich n > N , d(~r, ~R) < ε
Funkcje wielu zmiennych, np. f(x, y) = z to trójka (x, y, z) (tak»e jednoznacznie, tj. nie

ma par (x, y, z1) i (x, y, z2) dla ró»nych z1 i z2, podobnie dla wi¦cej zmiennych. Granica funkcji
wielu zmiennych

lim
~r→~R

f(~r) = w

je±li (A) dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 »e je±li d(~r, ~R) < δ to |f(~r)− w| < ε (B) dla ka»dego
ci¡gu ~rn → ~R mamy f(~rn)→ w.

Pochodna cz¡stkowa (zapis zale»y od kontekstu)

∂xf = ∂xf(x, y) =
∂f(x, y)

∂x
=

(
∂f

∂x

)
y

jest to pochodna zwykªa df/dx przy zaªo»eniu »e y jest staª¡ (dla wi¦cej zmiennych inne tak»e).
Przy nast¦pnych pochodnych mo»liwe s¡ ró»niczkowania po wszystkich kombinacjach zmien-
nych (liczba mo»liwo±ci ro±nie pot¦gowo). Figury/bryªy/obszary: spójna � znajdziemy ci¡g
punktów pomi¦dzy dwoma wyznaczonymi, tak »e utworz¡ zbiór dowolnie bliskich punktów (w
sensie maªej odlegªo±ci); ograniczona, je±li mie±ci si¦ w jakim± kole/kuli; brzeg � punkty dowol-
nie blisko punktów nale»¡cych i nie nale»¡cych do �gury), cz¦sto uto»samiany brzeg z �gur¡
(np. koªo/kul¦ z okr¦giem/sfer¡, kwadrat, prostok¡t, itp.).

Caªkowanie dla wielu zmiennych: Caªka iteracyjna (Riemanna/Darboux): je±li f ci¡gªa

ˆ b

a

dx

ˆ d(x)

c(x)

f(x, y)dy

Obliczamy kolejno caªki pojedyncze. Twierdzenie Fubiniego (o zamianie kolejno±ci)

ˆ b

a

dx

ˆ d

c

f(x, y)dy =

ˆ d

c

dy

ˆ b

a

f(x, y)dx

Caªki wielu zmiennych mo»na rozszerza¢ na dowolny obszar (rysunki poni»ej), w razie potrzeby
do celów obliczeniowych dziel¡c na kawaªki (rysunki), lub de�niuj¡c przez podziaª obszaru
wielowymiarowego (o ci¡gªych granicach), piszemy skrótowo

´
D
f(x, y)dxdy, itp.
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Minimum/maksimum (ekstremum) f(x, y) wymaga aby ∂xf = ∂yf = 0 (itd.). Uwaga: cza-
sem dla ostatecznego rozstrzygni¦cia trzeba sprawdza¢ dodatnio±¢/ujemno±¢ macierzy drugich
pochodnych (Hesjan), jest to zadanie cz¦±ciowo z algebry. Je±li jednak mamy pewno±¢ »e to
minimum/maksimum na mocy innych argumentów, to nie musimy sprawdza¢.

Minimum/maksimum warunkowe. Je±li szukamy ekstremum przy warunku g(x, y) = 0 to
f1 = f − λg dla staªej λ (mno»nik Lagrange'a) i ∂f1 = 0. Przy dwóch warunkach g = h = 0,
f1 = f − λg − µh dla staªych λ, µ, itd. ( Z Hesjanem troch¦ inaczej)

Wymagana wiedza z algebry: wektory, macierze, wyznaczniki, dodatnio±¢ macierzy.
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Caªkowa reguªa Leibniza � caªki z parametrem

Funkcje de�niowane przez caªki, np.

φ(x) =

ˆ d

c

f(x, t)dt

Czy mo»emy j¡ zró»niczkowa¢ wchodz¡c z pochodn¡ pod caªk¦?

φ′(x)
?
=

ˆ d

c

∂xf(x, t)dt

(∂xf = ∂f/∂x pochodna cz¡stkowa dla ustalonego t)
Przykªad 1:

φ(x) =

ˆ 1

0

txdt = (x+ 1)−1, dla x > −1, φ′(x) = −(x+ 1)−2

Tymczasem
ˆ 1

0

∂xt
xdt =

ˆ 1

0

tx ln tdt = (x+ 1)−1tx+1 ln t|10 − (x+ 1)−1

ˆ
txdt = −(x+ 1)−2

bo tx+1 ln t ma warto±¢ 0 dla t = 0, 1 (po uci¡gleniu w t = 0). Zatem zgadza si¦.
Twierdzenie 1 (caªkowa reguªa Leibniza):

Je±li f(x, t) jest ci¡gªa i ma ci¡gª¡ pochodn¡ ∂xf(x, t) w prostok¡cie [a, b]× [c, d], to dla g(x) =´ d
c
f(x, t)dt i h(x) =

´ d
c
∂xf(x, t)dt istnieje g′(x) dla x ∈ (a, b) i g′(x) = h(x).

Dowód: Tez¦ poka»emy dla x = 0 (bez straty ogólno±ci). We¹my dowolny ci¡g (niezerowy)
xn → 0. Dla ustalonego n dokonujemy podziaªu przedziaªu [c, d] na kn rozª¡cznych cz¦±ci (jak
w de�nicji caªki Riemanna), z punktami podziaªu tjn, j = 0, 1, ..., kn (dla uªatwienia niech te
podziaªy b¦d¡ zwi¦kszane ze wzrostem n poprzez dodawanie nowych punktów) tak aby∣∣∣∣∣∑

j

∆tjn(f(xn, tjn)− f(0, tjn))− g(xn) + g(0)

∣∣∣∣∣ < |xn|ε
dla dowolnego ε > 0. Z twierdzenia o warto±ci ±redniej wynika »e istnieje yjn pomi¦dzy 0 i xn
(rysunek) takie »e

f(xn, tjn)− f(0, tjn) = xn∂xf(yjn, tjn)

Z drugiej strony ∑
k

∆tjn(∂xf(yjn, tjn)− ∂xf(0, tjn))

zbiega do 0 ze wzrostem podziaªów. Wynika to z oszacowania przez maksimum (d−c)|∂xf(yjn, tjn)−
∂xf(0, tjn)| a takie maksimum musi zbiega¢ do zera z ci¡gªo±ci ∂xf i zwarto±ci [c, d] (twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa: ka»dy ci¡g w przedziale domkni¦tym ma podci¡g zbie»ny i jego granic¦
w tym przedziale). Tymczasem ∑

k

∆tjn∂xf(0, tjn)→ h(x)

5



a zatem |(g(xn) − g(0))/xn − h(0)| jest, dla dostatecznie du»ych n, mniejsze od ε. Jako »e ε
mo»e by¢ dowolne, otrzymujemy tez¦.

Przykªad 2:

f(x, t) =

{
sin(xt)/t dla t 6= 0

x dla t = 0

oraz φ(x) =
´ π/2

0
f(x, t)dt (nie da si¦ scaªkowa¢ elementarnie). Ci¡gªo±¢ (w t = 0) wynika z

granicy sin s/s→ 1 dla s→ 0 po podstawieniu s = xt. Pochodna ∂xf = cos(xt) dla t 6= 0. Dla
t = 0 mo»na przej±¢ do granicy, korzystaj¡c z twierdzenia o warto±ci ±redniej, czyli 1 dla t = 0.
Zatem ∂xf jest ci¡gªa. Z reguªy Leibniza

φ′(x) =

ˆ π/2

0

∂xf(x, t)dt =

ˆ π/2

0

cos(xt)dt = x−1 sin(xt)|π/20 = sin(xπ/2)//x

Przykªad 3:
Upraszczanie oblicze« caªek, np.

I =

ˆ 1

0

du

(u2 + 1)2

We¹my

φ(x) =

ˆ 1

0

du

u2 + x2

Z jednej strony po podstawieniu u = xs

φ(x) = x−1

ˆ 1/x

0

ds

s2 + 1
= x−1 arctan(1/x(

a z drugiej

φ′(x) =

ˆ 1

0

du
∂

∂x

1

u2 + x2
= −2x

ˆ 1

0

du

(u2 + x2)2

czyli I = −φ′(1)/2 = (arctan 1 + (1 + 1)−1)/2 = π/8 + 1/4.
Przykªad 4:

Obliczanie caªek nieoznaczonych (powoªujemy si¦ na podstawowe twierdzenie rachunku caªko-
wego)

F (a, x) =

ˆ
cos(ax)dx = sin(ax)/a+ C(a)

ma pochodn¡ ∂aF (a, x) = x cos(ax)/a− sin(ax)/a2 + C ′(a) a drugiej strony

∂aF (a, x) =

ˆ
∂a cos(ax)dx =

ˆ
x sin(ax)dx

Twierdzenie 1a (rozszerzenie reguªy Leibniza): Przy zaªo»eniach twierdzenia 1, Funkcja

g(x) =

ˆ d(x)

c(x)

f(x, t)dt
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ma pochodn¡

g′(x) =

ˆ d(x)

c(x)

∂xf(x, t)dt+ d′(x)f(x, d)− c′(x)f(x, c)

o ile pochodne c′(x) i d′(x) istniej¡.
Dowód : Wi¦kszo±¢ dowodu przebiega jak dla Twierdzenia 1. Tak samo bierzemy x = 0. Dla
ci¡gu xn → 0 mamy

g(xn)− g(0) =

ˆ d(xn)

c(xn)

f(x, t)dt−
ˆ d(0)

c(0)

f(0, t)dt =

ˆ d(xn)

d(0)

f(xn, t)dt−
ˆ c(xn)

c(0)

f(xn, t)dt+

ˆ d(0)

c(0)

(f(xn, t)− f(0, t))dt

Do ostatniej caªki stosujemy identyczne rozwa»anie jak w Twierdzeniu 1. Do pierwszych caªek
stosujemy twierdzenie o warto±ci ±redniej

ˆ d(xn)

d(0)

f(xn, t)dt = (d(xn)− d(0))f(xn, tn)

gdzie tn ∈ (d(0), d(xn)). Z ci¡gªo±ci wynika »e f(xn, tn) → f(0, d(0)) a z de�nicji pochodnej
(d(xn)− d(0))/xn → d′(0). Tak samo dla c. St¡d teza.

Przykªad 5:

φ(x) =

ˆ x2

0

arctan(t/x2)dt dla x > 0

φ′(x) = 2x arctan(x2/x2) +

ˆ x2

0

∂x arctan(t/x2)dt = πx/2 +

ˆ x2

0

(−2t/x3)(1 + t2/x4)−1dt

Zamieniaj¡c zmienne u = t2/x4, du = 2tdt/x4

= xπ/2− x
ˆ 1

0

du

1 + u
= x(π/2− ln 2)

De�nicja 1: Caªk¦ niewªa±ciw¡ de�niujemy jako
ˆ d

c

f(t)dt := lim
s→d

ˆ s

c

f(t)dt

Tutaj d mo»e by¢ niesko«czono±ci¡, f(d) mo»e nie istnie¢ (np. biec do niesko«czono±ci). Tak»e
c mo»na de�niowa¢ jako granic¦.

Przypomnienie: zbie»no±¢ bezwzgl¦dna. Je±li f i g ci¡gªe na [c, d[, 0 ≤ |f(t)| ≤ g(t) i´ d
c
g(t)dt zbie»na, wtedy

´ d
c
f(t)dt jest zbiezna i∣∣∣∣ˆ d

c

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ˆ d

c

g(t)dt

Przykªad 6:
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ˆ ∞
1

sin t

t3/2
dt

Skoro | sin t/t3/2| ≤ t−3/2 i
´∞

1
dx/x3/2 = 2 (zbie»na) to pierwsza caªka tak»e jest zbie»na

De�nicja 2: Zbie»no±¢ jednostajn¡ funkcji F (x, t) na zbiorze x ∈ [a, b] oraz t ∈ T = [c, d[)
de�niujemy: Dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka »e dla |t− d| < δ zachodzi

|F (x, t)− F (x, d)| < ε

dla wszystkich x (rysunek).

Przykªad 7: F (x, t) = xt na [0, 1]× [1,∞[ zbiega do 0 dla t→∞ poza x = 1 gdzie zbiega
do 1. Nie jest jednostajnie zbie»na, bo dowolnie blisko x → ma warto±ci np. > 1/2. Granica
tak»e nie jest ci¡gªa.

Twierdzenie 2: Uogólnienie tw. 1 na caªki niewªa±ciwe. Je±li φ(x) =
´ d
c
f(x, t)dt oraz

ψ(x) =
´ d
c
∂xf(x, t)dt s¡ jednostajnie zbie»ne (ze wzgl¦du na d) i f(x, t) oraz ∂xf(x, t) s¡ ci¡gªe

w [a, b]× [c, d[ to φ′(x) istnieje i jest równe ψ(x) (a φ(x) jest ci¡gªe).
Antydowód : Dowodu nie mo»na przeprowadzi¢ tak jak w twierdzeniu 1, bo d nie nale»y

do obszaru ci¡gªo±ci f i ∂xf . Nie dziaªa zatem argument o zwarto±ci i twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa. Dla funkcji ciagªych, zbie»nych, ale nie jednostajnie, kontrprzykªadem s¡ np.
diabelskie schody � funkcja Cantora jako φ.

Dowód : Ze twierdzenia o warto±ci ±redniej wynika, »e

φ(x)− φ(0) = xφ′(y)

gdzie y jest mi¦dzy 0 i x. Z twierdzenia 1 wynika »e φ′(y) = ψ(y), a ze zbie»no±ci jednostajnej
wynika »e ta równo±¢ (i ci¡gªo±¢) prze»ywa w jednoczesnej granicy d i y → 0. Trzeba wtedy
zbiega¢ tak aby

|φe(x)− φd(x)| ≤ |x|ε

dla e→ d i tak samo dla x = 0 dla dowolnie maªego ε.
Przykªad 8:

φ(x) =

ˆ ∞
0

e−xtdt

Niech

F (x, s) =

ˆ s

0

=

ˆ s

0

e−xtdt = (1− e−xs)/x

wtedy
∂xF = (xse−xs + e−xs − 1)/x2
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dla t→∞ mamy F (x, s)→ 1/x, ∂xF → −1/x2. Sprawdzenie zbie»no±ci jednostajnej

|F (x, s)− 1/x| = e−xs/x ≤ e−As/A dla x ≥ A

|∂xF + 1/x2| = e−xs(1 + xs)/x2 ≤ e−As(1 + As)/A2 dla x ≥ A

zatem φ′(x) =
´∞

0
te−txdt = −1/x2

Zastosowanie: Funkcja Gamma Eulera

Γ(x) =

ˆ ∞
0

tx−1e−tdt dla x > 0

Wªasno±ci, Γ(1) = 1, Γ(x+ 1) = xΓ(x) czyli Γ(n+ 1) = n! (silnia n! = 1 · 2 · 3 · · ·n). Caªka jest
dobrze okre±lona, zbie»na (punktowo) i sko«czona dla ka»dego x (np. dlatego »e jest funkcja
podcaªkowa jest dodatnia ograniczona przez tx−1 dla maªych t i e−t/2 dla dostatecznie du»ych
t z zachowania w niesko«czono±ci funkcji wykªadniczych i pot¦gowych). Aby wykaza¢ ci¡gªo±¢
i ró»niczkowalno±¢ musimy skorzysta¢ wªa±nie ze zbie»no±ci jednostajnej. Faktycznie tx−1e−t

zbiega do 0 dla t → ∞, z górnym oszacowaniem odchylenia przez najwi¦ksz¡ warto±¢ x, dla
x > 1 i najmniejsz¡ dla x < 1. Podobnie jest dla pochodnej, tx−1e−t ln t, (tu trzeba tak»e
przedyskutowa¢ doln¡ granic¦, ale mimo wyst¦puj¡cego ln t caªka jest zbie»na jednostajnie, co
ªatwo pokazujemy z wªasno±ci logarytmu dla t→ 0). Reguªa Leibniza dla pochodnej daje

Γ′(x) =

ˆ ∞
0

tx−1e−t ln tdt = Γ(x)ψ(x)

gdzie ψ(x) to tzw. funkcja digamma.
Kryterium zbie»no±ci jednostajnej:

Je±li |f(x, t)| ≤ g(t) dla g ci¡gªej na [c, d[ i istnieje
´ d
c
g(t)dt.

Przykªad 9:

φ(x) =

ˆ ∞
0

e−t sin(xt)dt

jest jednostajnie zbie»na bo e−t| sin(xt)| ≤ e−t a
´∞

0
e−tdt = 1. Tak samo

|∂x(e−t sin(xt))| = |t cos(xt)e−t| ≤ te−t

ale
´∞

0
te−tdt = 2. Caªkuj¡c przez cz¦±ci mo»na pokaza¢ »e φ(x) = x/(1 + x2).

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-10 -5  0  5  10

sin x/x
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Zastosowanie: Caªka Dirichleta
Spróbujmy zastosowa¢ reguª¦ Leibniza do caªki

D(a) =

ˆ ∞
0

sin(at)

t
dt

(w zerze funkcja podcaªkowa dla ci¡gªo±ci jest równa a patrz rysunek).
Spróbujmy policzy¢ pochodn¡ po a z reguªy Leibniza

D′(a) =

ˆ ∞
0

cos(at)dt

Taka nie jest zbie»na caªka, reguªa nie dziaªa. Nawiasem mówi¡c, z prostej zamiany zmiennych
y = at wynika, »e D(a > 0) = D(1) = −D(−1) = D(a < 0) oraz D(0) = 0. Zamiast tego
rozpatrzymy inn¡ caªk¦

D(a, b) =

ˆ ∞
0

e−bt sin(at)dt/t

Wida¢ »e D(a) = D(a, b→ 0) i jest to przej±cie ciagªe (ªatwo to pokaza¢, analizuj¡c zachowanie
funkcji podcaªkowych dla t→∞). Z zamiany zmiennych mo»na te» wywnioskowa¢ »eD(a, b) =
f(a/b) gdzie f jest (pewn¡) funkcj¡ jednej zmiennej. Dla b > 0 reguªa Leibniza ju» dziaªa i

∂aD(a, b) =

ˆ ∞
0

e−bt cos(at)dt = b/(b2 + a2)

Ostatni¡ caªk¦ mo»na policzy¢ np. przez cz¦±ci. Z kolei
ˆ

bda

b2 + a2
= arctan(a/b) + C(b)

po podstawieniu a = sb. Jednak dla a = 0 mamyD(a, b) = 0 czyli C = 0 iD(a, b) = arctan(a/b)
Przechodz¡c do granicy b→ 0 otrzymujemy wynik

D(a) =


π/2 dla a > 0

0 dla a = 0
−π/2 dla a < 0

Komentarz: Reguª¦ Lebniza uogólnia si¦ oczywi±cie na wiele zmiennych
´
f(x, y, z, ..., t)dt

Elementy analizy wektorowej

Przypomnienie: Dla wektorów trójwymiarowych ~A = (Ax, Ay, Az) de�niujemy iloczyn ska-
larny ~A · ~B = AxBx+AyBy+AzBz (ogólniej dla ~A = (A1, A2, ...) jest ~A · ~B =

∑
iAiBi), dªugo±¢

wektora | ~A| =
√
~A · ~A =

√
A2
x + A2

y + A2
z i wektorowy ~C = ~A× ~B = − ~B × ~A,

~C = det

~ex ~ey ~ez
Ax Ay Az
Bx By Bz

 = (AyBz − AzBy, AzBx − AxBz, AxBy − AyBx)

10



dla wektorów jednostkowych (wersorów) ~ex = (1, 0, 0), ~ey = (0, 1, 0), ~ez = (0, 0, 1), zawsze ~e
oznacza wektor taki »e |~e| = 1). Iloczyn mieszany (skalarno-wektorowy)

[ ~A, ~B, ~C] = ~A · ( ~B × ~C) = [ ~B, ~C, ~A] = −[~C, ~B, ~A]

= det( ~A, ~B, ~C) =

Ax Ay Az
Bx By Bz

Cx Cy Cz


| ~A × ~B| jest polem równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach ~A i ~B (lub 2-krotnym polem
trójk¡ta). Wektory ~A i ~B s¡ prostopadªe ( ~A ⊥ ~B) gdy iloczyn skalarny znika, ~A · ~B = 0, a
równolegªe ( ~A ‖ ~B) gdy wektorowy znika, ~A× ~B = 0.

Przypomnienie: wspóªrz¦dne biegunowe na pªaszczy¹nie x = r cosφ, y = r sinφ, r ≥ 0,
φ ∈ [0, 2π], walcowe x = % cosφ, y = % sinφ, z = z, ρ ≥ 0, sferyczne x = r sin θ cosφ,
y = sin θ sinφ, z = r cos θ, θ ∈ [0, π]. Przeliczanie miary caªkowania dxdy = rdrdφ, dxdydz =
%d%dφdz = r2 sin θdrdθdφ, wynika to z jakobianów (o tym za chwil¦).

Przypomnienie: Funkcje wielu zmiennych, np. f(x1, x2, . . . ), maj¡ pochodne cz¡stkowe

∂f

∂xi

oznaczaj¡ce pochodn¡ (zwykª¡) po xi przy ustalonych xj dla j 6= i (peªni¡ rol¦ parametrów).
Je±li x s¡ funkcjami kolejnych zmiennych, np. x1(y1, y2, ...), x2(y1, y2, ...) itd. to mo»na zde�-
niowa¢ f(y1, y2, ...) = f(x1(y1, y2, ...), x2(y1, y2, ...), ...) to mamy uogólnienie pochodnej funkcji
zªo»onej, reguª¦ ªa«cuchow¡

∂f

∂yi
=
∑
i

∂f

∂xj

∂xj
∂yi

Wzór ten pozwala na u»ywanie formalizmu macierzowego, bo macierze (Jacobiego) o elementach
ij, ∂xi/∂yj mo»na, przechodz¡c do kolejnego zestawu zmiennych,np. zk mno»y¢ macierzowo tj.

∂xi
∂zk

=
∑
j

∂xi
∂yj

∂yj
∂zk

Przydatny jest tak»e wyznacznik Jacobiego � jakobian J(x → y) = det(∂xi/∂xj) (tj.
wyznacznik macierzy pochodnych), pomocnych przy caªkach wielokrotnych, bo dx1dx2 · · · =
J(x→ y)dy1dy2 · · · . Uwaga: reguªa ªa«cuchowa wymaga albo istnienia pochodnej zupeªnej, tj.

lim
~r→0

|f(~r)−
∑

i xi∂if
′(0)|

|~r|
= 0

dla ~r = (x1, x2, ...). Granica oznacza »e dla dowolnego ε > 0 isnieje δ > 0 taka »e prawa
strona jest < ε dla dwolonego ~r takiego, »e |~r| < δ. Pochodna zupeªna istnieje je±li pochodne
cz¡stkowe s¡ ci¡gªe.

Drugie pochodne:
∂

∂xi

∂f

∂xj
=

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
=

∂

∂xj

∂f

∂xi

11



�rodkowa równo±¢ oznacza »e kolejno±¢ ró»niczkowania jest dowolna (albo najpierw po
xj a potem po xi albo odwrotnie). Ten fakt b¦dziemy cz¦sto wykorzystywa¢, wymaga on
zaªo»enia ci¡gªo±ci 2. pochodnych lub itnienia drugiej pochodnej zupeªnej (analogicznie jak 1.
tylko dokªadamy wyrazy xixj∂2

ij i dzielimy przez |~r|2)// Uwaga: ci¡gªo±¢ jest konieczna, np.
xy(x2 − y2)/(x2 + y2) dla x lub y 6= 0 i 0 w x = y = 0 jest ci¡gªa i ma ci¡gªe pochodne, ale ju»
nie drugie w zerze (nie ma te» 2. pochodnej zupeªnej) i równo±ci nie ma.

Cz¦sto b¦dziemy skrótowo oznacza¢ pochodne, np.

∂f

∂x
= ∂xf,

∂f

∂xi
= ∂if

tak»e drugie
∂2f

∂x∂y
= ∂2

xyf,
∂2f

∂xi∂xj
= ∂2

ijf

je±li jest to jednoznaczne. Cz¦sto nie piszemy f (tj. piszemy tylko np. ∂x je±li konkretna posta¢
f nie jest istotna). Inne uproszczenia, ∂2

xx = ∂2
x lub ∂2

ii = ∂2
i . Wszystko prosto uogólnia si¦

na wy»sze pochodne np. ∂4
xxyz oznacza 4. pochodn¡ dwukrotnie po x, raz po y i po z, ale

praktycznie nie b¦dziemy tego potrzebowa¢.
Caªki krzywoliniowe w R2, R3.
De�nicja 3: Krzywa - ci¡gªa funkcja R → R3, ~r(u) ≡ (x(u), y(u), z(u)) (parametryzacja

przez u) dla u ∈ [a, b], A = ~r(a) � pocz¡tek, B = ~r(b) � koniec. Krzywa zorientowana: je±li
zamienimy A ↔ B to mamy przeciwn¡ orientacj¦ (s¡ tylko 2 mo»liwe). Krzywa mo»e mie¢
wiele parametryzacji. Krzywa zamkni¦ta � p¦tla, je±li A = B. �uk: u → ~r jednoznaczne,
gªadki, gdy ~r(u) ró»niczkowalne (na razie przynajmniej ci¡gªa pochodna). Cz¦sto krzywe s¡
gªadkie, ale odcinkami, tj. mo»emy podzieli¢ [a, b] na mniejsze rozª¡czne przedziaªy tak aby w
ka»dym byª ªuk gªadki. Wektor styczny ~t = d~r/du. Je±li

|~t| =
√
~t · ~t =

√
(dx/du)2 + (dy/du)2 + (dz/du)2 6= 0

to parametryzacja jest regularna. Dªugo±¢ krzywej

L =

ˆ b

a

|~t|du

lub dla x = u, y(x),z(x)

L =

ˆ b

a

√
1 + (y′)2 + (z′)2dx

Przykªad 10:

~r(u) = (cosu, sinu, 0) dla u ∈ [0, π]

De�nicja 4:
Caªka krzywoliniowa skierowana. Dla krzywej K sparametryzownej u ∈ [a, b] oraz ci¡gªe P (~r),
Q(~r), R(~r) (R jest niepotrzebne w 2 wymiarach)

ˆ
K

Pdx+Qdy +Rdz :=

ˆ b

a

(P (~r(u))x′(u) +Q(~r(u))y′(u) +R(~r(u))z′(u))du

12



lub równowa»nie dla ~F = (P,Q,R)

ˆ
K

~F · d~r :=

ˆ b

a

du~F (u) · d~r(u)/du

Interpretacja: praca siªy wzdªu» drogi d~r = (dx, dy, dz).
Przykªad 11:

Praca siªy ~F = (x − y, x + y) wzdªu» póªelipsy K, x = a cosu, y = b sinu, u ∈ [0, π]. Wtedy
~t = (−a sinu, b cosu) i

ˆ
K

~F · d~r =

ˆ π

0

[(a cosu− b sinu)(−a sinu) + (a cosu+ b sinu)b cosu]du

=

ˆ π

0

[ab− (a2 − b2) sin 2u/2]du = πab

De�nicja 5:
Caªka krzywoliniowa niezorientowana. Zaªo»enia jak dla caªki skierowanej, tym razem mamy
ci¡gªe f(~r) ˆ

K

fds =

ˆ b

a

f(~r)|~t(u)|du

co wynika z przyj¦cia elementu dªugo±ci ds = |~t|du.
Caªk¦ zorientowan¡ mo»na wyrazi¢ przez niezorientowan¡

ˆ
K

~F · d~r =

ˆ
(~F · ~et)ds

gdzie ~et = ~t/|~t| (albo ~t = |~t|~et) jest wersorem kierunku stycznego, niezale»nym od parametry-
zacji, ale od orientacji.

Przykªad 12:´
K
xy3ds dla K � odcinek A = (−1, 2), B = (1, 2). Parametryzacja x = u, y = 2u, u ∈ [−1, 1]

ˆ
K

xy3ds =

ˆ 1

−1

u · 8u3
√

1 + 4du =
√

5

ˆ 1

−1

8u4du = 16/
√

5

Wªa±ciwo±ci caªek skierowanych i niezorientowanych. Caªki s¡ liniowe, tj. dla kombinacji
liniowej ~F lub f caªka jest tak»e kombinacja liniow¡, i nie zale»¡ od parametryzacji tylko
od samej krzywej. Je±li K̃ jest krzyw¡ K o przeciwnej orientacji to

´
K

= −
´
K̃

dla caªek
zorientowanych oraz

´
K

=
´
K̃
dla niezorientowanych. Je±li K = K1 +K2 (skªadanie krzywych,

jak na rysunku), to
´
K

=
´
K1

+
´
K2
. Je±li K le»y w pªaszczy¹nie xy to R = Fz mo»emy

pomin¡¢.
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Pole wektorowe: R3 → R3, ~F (~r)
Przykªady: elektryczne, magnetyczne, grawitacyjne. Dla odró»nienia φ(~r) ∈ R to pole ska-
larne.

De�nicja 6:
Gradient, ∇ jest operatorem tworz¡cym (zwyczajowo) pole wektorowe s pola skalarnego

~F (~r) = gradφ := ∇φ(~r) := (∂xφ(~r), ∂yφ(~r), ∂zφ(~r))

Zwi¡zek z pochodn¡ kierunkow¡: ∇~tφ = ~t · ∇φ.
UWAGA: Gradient uogólnia si¦ jako abstrakcyjn¡ operacj¦ wektorow¡, mo»e dziaªa¢ nie tylko
na pola skalarne, ale dowolne, zachowuj¡c reguªy notacji wektorowej, z tym »e na ogóª u»ywamy
wtedy innej nazwy np. dywergencja, rotacja, itp. o czym b¦dzie pó¹niej.

De�nicja 7:
Pole wektorowe (ci¡gªe) ~F jest potencjalne je±li istnieje pole skalarne φ, takie »e ~F = ∇φ.
Najcz¦±ciej jest to statyczne pole elektryczne albo grawitacyjne, czasem magnetyczne.

Przykªad 13:
Siªa przyci¡gania ªadunków

~F =
kQq~r

r3
= ∇φ

dla r = |~r| i φ = −kQq/r (kQq � staªe).
Twierdzenie 3:

Dla pola potencjalnego ~F caªka skierowana
ˆ
K

~F · d~r

zale»y tylko od punktów pocz¡tkowych A i ko«cowych B i jest równa φ(B)−φ(A) dla ∇φ = ~F
Dowód :
Przy parametryzacji a→ A i b→ B

ˆ
K

~F · d~r =

ˆ b

a

∇φ · (d~r/du)du =

ˆ b

a

(dφ/du)du = φ(b)− φ(a)

Tutaj φ traktujemy jako funkcj¦ zªo»on¡ φ(~r(u)) i stosujemy wzór na pochodn¡ funkcji zªo»onej
wielu zmiennych. Je±li K jest p¦tl¡, to A = B i caªka jest zerem.
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Twierdzenie 3a: (odwrotne do 3) Je±li caªka z twierdzenia 3 zale»y tylko od punktów
ko«cowych to pole (ci¡gªe) jest potencjalne.
Dowód :
Przez konstrukcj¦. We¹my np. φ(0) = 0 oraz

φ(~w) =

ˆ
K

~F · d~r

gdzie K ma punkt pocz¡tkowy w 0 a ko«cowy w ~w. Fakt, »e ∇φ = ~F wynika ze specjalnego wy-
boru drogi, kawaªkami równolegªej do osi (rysunek). Korzystamy wtedy wprost z podstawowego
twierdzenia rachunku caªkowego dla okre±lonego kierunku.

Forma ró»niczkowa Pole wektorowe ~F cz¦sto zapisuje si¦ jako (jedno-)form¦ ró»niczkow¡
(Pfa�a)

ω = ~F · d~r

i wtedy caªk¦ skierowan¡ zapisujemy
´
K
ω. (Zero-)formami s¡ pola skalarne i warunek poten-

cjalno±ci zapisujemy
ω = dφ := ∇φ · d~r

Tu φ jest tzw. form¡ pierwotn¡.
Przykªad 14: Czy ω = (2x+ 3y)dx+ (3x− 2y)dy jest form¡ zupeªn¡ i ewentualnie znale¹¢

form¦ pierwotn¡.
Szukamy φ takiego »e

∂xφ = 2x+ 3y ⇒ φ = x2 + 3yx+ c(y)

bo funkcji c(y) nie mo»emy jeszcze wyznaczy¢. Z drugiej strony

∂yφ = 3x+ c′(y) = 3x− 2y

czyli c′(y) = −2y i c(y) = −y2 +C. Ostatecznie jest wi¦c forma zupeªna o pierwotnej φ(x, y) =
x2 + 3xy − y2 + C
UWAGA: φ zawsze jest okre±lone z dokªadno±ci¡ do staªej C tak jak caªki nieoznaczone.
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Warunek konieczny potencjalno±ci
Z równo±ci pochodnych krzy»owych (przy zaªo»eniu »e s¡ ci¡gªe lub przynajmniej zupeªne)

∂2φ

∂x∂y
=

∂2φ

∂y∂x

wynika »e ∂xFy = ∂yFx, ∂yFz = ∂zFy, ∂zFx = ∂xFz.
Nie jest to warunek dostateczny. Np.

~F =
(−y, x)

x2 + y2

poza (x, y) = (0, 0) speªnia

∂xFy = ∂yFx =
y2 − x2

(x2 + y2)2

a tymczasem caªka po p¦tli wokóª (0, 0), sparametryzowana k¡tem φ, tj. x = r(φ) cosφ, y =
r(φ) sinφ daje ˆ

K

~F · d~r =

ˆ 2π

0

dφ = 2π 6= 0

Problemem jest punkt (0, 0) tam pole nie istnieje. Obszar istnienia pola bez tego punktu
nie jest jednospójny. Warunek dostateczny zastrzega jednospójno±¢ czyli brak dziur w obszarze
istnienia, ±ci±le, »e ka»d¡ p¦tl¦ w zbiorze mo»na deformowa¢ w sposób ci¡gªy aby zmniejszy¢
j¡ do punktu. Innym sposobem na obej±cie tego warunku jest przyj¦cie wieloznaczno±ci φ (nie
jest to ju» tradycyjna funkcja, bo ma wiele warto±ci), np. w przykªadzie wyst¦puj¡ skoki o 2π
i mo»na je dopu±ci¢ w tym sensie.

Poziomice, powierzchnie ekwipotencjalne s¡ zadane warunkiem staªego φ. Np. siªa poten-
cjalna na takiej powierzchni nie wykonuje pracy. ~F · d~r = 0 czyli ~F ⊥ d~r (~F jest prostopadªe
do d~r). W przykªadzie 14 jest to rodzina krzywych x2 + 3xy − y2 = C.

Wzór Greena na pªaszczy¹nie

George Green (1973-1841, Anglia) esej o zastosowaniu analizy do elektryczno±ci i magne-
tyzmu (funkcje Greena). We¹my krzyw¡ skierowan¡ K do A = (a, 0) do B = (0, b) jak na
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rysunku i pole wektorowe (2-wymiarowe) ~F . Caªka skierowana mo»e by¢ parametryzowana
zarówno przez y(x) jak i x(y) (tutaj monotoniczne). Z liniowo±ci wynika

ˆ
K

~F · d~r =

ˆ b

0

Fy(x(y), y)dy −
ˆ a

0

Fx(x, y(x))dx

(minus ze wzgl¦du na przeciwn¡ orientacj¦). Z kolei

Fy(x(y), y) =

ˆ x(y)

0

∂xFy(x, y)dx+ F (0, y), Fx(x, y(x)) =

ˆ y(x)

0

∂yFx(x, y)dx+ Fx(x, 0)

Zatem
ˆ
K

~F ·d~r−
ˆ b

0

dyFy(0, y)dy+

ˆ a

0

Fx(x, 0)dx =

ˆ b

0

dy

ˆ x(y)

0

dx∂xFy(x, y)−
ˆ a

0

dx

ˆ y(x)

0

dy∂yFx(x, y)

Caªki po prawej stronie s¡ w istocie po tym samym obszarze � powierzchni mi¦dzy krzywymi
i osiami, natomiast dodatkowe czªony po lewej stronie mo»na wª¡czy¢ do caªki skierowanej
de�niuj¡c krzyw¡ jako p¦tl¦, doª¡czaj¡c fragmenty osi (rysunek). Oznaczaj¡c ten obszar przez
D a petl¦ przez C (C = ∂D � oznaczenie brzegu obszaru, o orientacji przeciwnej do wskazówek
zegara), mo»emy napisa¢

˛
C

~F · d~r =

˛
∂D

~F · d~r =

ˆ
D

dxdy(∂xFy − ∂yFx)

(kóªko na znaku caªki podkre±la p¦tl¦)

Twierdzenie 4(wzór Greena):
Niech D � dowolny obszar w pªaszczy¹nie xy o brzegu kawaªkami gªadkim (liczba kawaªków
powinna by¢ sko«czona, a przynajmniej przeliczalna tj. numerowana liczbami naturalnymi) a
~F pole wektorowe o ci¡gªych pochodnych to

˛
∂D

~F · d~r =

ˆ
D

dxdy(∂xFy − ∂yFx)
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Brzeg orientujemy jak na rysunku

Dowód : Dzielimy obszar na mniejsze kawaªki (rysunek), na których mo»emy zastosowa¢
omówione wcze±niej rozumowanie. Z liniowo±ci i sumowalno±ci (wa»ne: wkªady od linii ci¦¢ si¦
wzajemnie kasuj¡, bo s¡ przeciwnie zorientowane!) otrzymujemy tez¦.

Przykªad 15:

Pole powierzchni �gury D.

A =

ˆ
D

dxdy =

˛
∂D

xdy = −
˛
∂D

ydx =

˛
∂D

(xdy − ydx)/2

We wspóªrz¦dnych biegunowych x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ, xdy − ydx = r2(φ)dφ czyli
A =

¸
∂D
r2dφ/2 a ogólniej A =

¸
∂D
~r× d~r/2 (zakªadaj¡c umowny tylko kierunek z dla iloczynu

wektorowego)
Zastosowanie: Planimetr (biegunowy) skªada si¦ z dwóch sztywnych ramion (w pªasz-

czy¹nie xy), poª¡czonych przegubem. Koniec jednego ramienia jest unieruchomiony (biegun)
a na drugim jest kóªko, które obraca si¦ prostopadle do ramienia. Kóªko ±lizga si¦ przy ruchu
poprzecznym (tj. wzdªu» ramienia) a obraca bez po±lizgu poprzecznie do ramienia. Ko«cem
drugiego ramienia jedziemy po krzywej ograniczaj¡cej szukany obszar (rysunek). Ramiona
maj¡ dªugo±ci R i L a kóªko ma promie« r i znajduje si¦ na ramieniu L w odlegªo±ciach a i b
od ko«ców (L = a + b). Poªo»enie wodzika oznaczmy przez ~r a przegubu przez ~r′. Przy ruchu
wodzika o d~r i jednoczesnym ruchu przegubu (wymuszonym!) o d~r′ kóªko obraca si¦ o

dN = (~b× d~r − ~a× d~r′)/2πrL = ~L× (bd~r + ad~r′)/2πrL2
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obrotów. Z kolei ~L = ~r − ~r′. Caªkowita liczba obrotów kóªka to N . Mamy wi¦c zwi¡zek

2πrL2N = L

˛
~r × d~r/2− L

˛
~r′ × d~r′/2 + (b− a)

˛
~L× d~L/2 + L

˛
(~r × d~r′ − ~r′ × d~r)/2

Ostatnia caªka zawiera form¦ ~r × d~r′ − ~r′ × d~r = d(~r × ~r′) i je±li (co zwykle si¦ zakªada)
wodzik i przegub wracaj¡ do swoich punktów pocz¡tkowych to ta caªka znika. Caªka z L liczy
pole zakre±lone przez samo rami¦ z wodzikiem. Musi to by¢ naturalna wielokrotno±¢ πL2,
a przewa»nie te» jest zerem. Z kolei caªka z r′ jest polem zakre±lonym przez przegub czyli
wielokrotno±ci¡ πR2 tak»e zwykle zero, wtedy otrzymujemy pole A, tj.

2πrLN = A

en.wikipedia.org/wiki/Planimeter
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Przykªady liczenia pól ograniczonych krzywymi:
Kardioida (rysunek) r = a(1−cosφ) dla φ ∈ [0, 2π] lub równowa»nie (x2+y2+ax)2 = a2(x2+y2)
Przecina osie w punktach (0, 0), (0,±a) i (−2a, 0).

A =

ˆ 2π

0

r2dφ/2 = a2

ˆ 2π

0

(1− cosφ)2dφ/2 = 3πa2/2

Krzywa |x|2/3 + |y|2/3 = 1 (rysunek). Parametryzacja x = cos3 φ, y = sin3 φ, φ ∈ [0, 2π]

A =

ˆ 2π

0

3 cos2 φ sin2 φdφ/2 = 3π/8

Zwi¡zek z kryterium potencjalno±ci:
Z twierdzenia Greena wynika, »e gdy ∂xFy = ∂yFx na obszarze D to caªka

¸
∂D

~F · d~r znika.
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Skoro caªka po p¦tlach znika to ogólniej nie zale»y od drogi, tylko punktów pocz¡tkowych. W
druga stron¦ oczywi±cie gdy ~F = ∇φ to

∂xFy = ∂2
xyφ = ∂2

yxφ = ∂yFx

Dywergencja i rotacja:
Operacj¦ ∇, która pierwotnie jest gradientem, mo»na rozszerzy¢ na dziaªanie na pola wek-
torowe. Chc¡c zachowa¢ naturaln¡ struktur¦ wektorow¡, robi si¦ to posiªkuj¡c si¦ iloczynem
skalarnym i wektorowym. Wsz¦dzie tu zakªadamy, »e ~F ma ci¡gªe pochodne.

De�nicja 8: Dywergencja:

φ = div ~F := ∇ · ~F = ∂xFx + ∂yFy + ∂xFz

De�nicja 9: Rotacja:

~E = rot~F := ∇× ~F = (∂yFz − ∂zFy, ∂zFx − ∂xFz, ∂xFy − ∂yFx)
De�nicja 10: Operator Laplace'a, laplasjan:

∆ ≡ ∇ · ∇ = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z

(tu np. ∂2
x = ∂2

xx = ∂x∂x). Laplasjan mo»e dziaªa¢ na pole skalarne ψ = div gradφ = ∆φ

(wynikiem jest te» pole skalarne) lub na wektorowe ~E = ∆~F (wynik te» wektorowe).

Dla uproszczenia zapisów wprowadzimy kilka konwencji notacyjnych. ∂xφ ≡ φ,x, ∂xFx ≡
Fx,x, ∂xFy = Fy,x itd. r1 ≡ x, r2 ≡ y, r3 ≡ z, Fri ≡ Fi, ∂i ≡ ∂/∂ri, i = 1, 2, 3, ∂iφ ≡ φ,i,
∂iFi ≡ Fi,i, ∂iFj ≡ Fi,j. ∂iφ,j = φ,ji = φ,ij = ∂jφ,i, ∂iFk,j = Fk,ji = Fk,ij = ∂jFk,i, itd. Przecinek
oddziela indeks skªadowej pola od kierunków pochodnych.

Ponadto wprowadzimy delt¦ Kroneckera

δij =

{
1 dla i = j
0 dla i 6= j

symetryczny, δij = δji oraz tensor caªkowicie antysymetryczny Levi-Civita

εijk =


+1 dla ijk = 123, 231, 312
−1 dla ijk = 321, 213, 132

0 dla ijk = aab, aba, baa, aaa

gdzie a, b = 1, 2, 3. Tensor jest caªkowicie antysymetryczny, tj. εijk = −εjik = −εkji, co zreszt¡
zast¦puje jego de�nicje (uzupeªniaj¡c o warunek ε123 = +1). Mamy tak»e εijk = εkij. Inn¡
wa»n¡ wªasno±ci¡ jest

εijkεlmn = det

 δil δjl δkl
δim δjm δkm
δin δjn δkn


Oprócz tego wygodna jest konwencja sumacyjna (Einsteina)∑

i

AiBi ≡ AiBi
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Po prostu nie piszemy znaku sumowania (ale musimy wiedzie¢ np. »e i = 1, 2, 3). Umawiamy
si¦, »e sumujemy zawsze po wska¹niku wyst¦puj¡cym dwukrotnie (aby ustrzec si¦ kolizji ozna-
cze« trzeba unika¢ wielokrotnych powtórze« wska¹ników). Wa»ne przykªady:

δijAj = Ai, δii = 3, δijδjk = δik, δijδij = 3

iloczyn skalarny ~A · ~B = AiBi, wektorowy ( ~A× ~B)i = εijkAjBk i bardzo przydatny wzór

εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl

a nawet εijkεijl = 2δkl, εijkεijk = 6.
Wtedy mo»na zapisa¢ gradient, dywergencj¦ i rotacj¦ w zwarty sposób

(∇φ)i = φ,i, ∇ · ~F = ∂iFi = Fi,i, (∇× ~F )i = εijk∂jFk = εijkFk,j

Wa»ne wªasno±ci:
div rot~F = ∇ · (∇× ~F ) = εijkFk,ji = 0

wynika to z antysymetrii εijk = −εjik i symetrii Fk,ij = Fk,ji

(rot gradφ)i = (∇×∇φ)i = εijkφ,ij = 0

analogicznie. Z kolei

(rot rot~F )i = (∇× (∇× ~F )i = εijkεklmFm,lj = (δilδjm − δimδjl)Fm,lj = Fj,ij − Fi,jj

Zatem
rot rot~F = (∇× (∇× ~F ) = ∇(∇ · ~F )−∆~F

(ewentualnie zapisuj¡c ∇(∇ · ~F ) = grad div ~F ). Zwró¢my jeszcze uwag¦, »e warunek po-
tencjalno±ci pola wektorowego w istocie sprowadza si¦ do rot~F = 0 (patrz tak»e to»samo±¢
rot gradφ = 0).

Potencjaª wektorowy:
Wiemy ju» »e je±li ~F = ∇ × ~A = rot ~A to ∇ · ~F = div ~F = 0. Czy jest zatem odwrotnie,
podobnie jak przy potencjale skalarnym, je±li ∇· ~F = 0 to istnieje ~A, takie, »e ~F = ∇× ~A? Jest
to prawd¡, ale dla obszarów typu kula, sze±cian (wszelkie ci¡gªe deformacje kuli, tzw. zbiór
±ci¡galny, nie wystarczy jednospójny). Najprostsza konstrukcja ~A to przyj¦cie Az = 0, a wtedy
∂zAx = Fy caªkujemy po x,

Ax =

ˆ
dzFy + C(x, y)

ze staª¡ zale»n¡ od C(x, y) a −∂zAy = Fx po y,

Ay = −
ˆ
dzFx

Po posdstawienu ∂xAy − ∂yAx = Fz otrzymamy równanie pochodn¡ ∂yC, któr¡ ostatecznie
odcaªkowujemy, bo nie zale»y od z. Niezale»no±¢ od z wynika z ∇ · ~F = 0 bo

∂z(Fz − ∂xAy + ∂yAx) = ∂zFz − ∂x(∂zAy) + ∂y(∂zAx) = ∂zFz + ∂xFx + ∂yFy
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Nie jest to jedyny sposób znalezienia ~A (jeszcze do tego wrócimy), które zreszt¡ nie jest jedno-
znaczne, bo dziaªa ka»de rozwi¡zanie ~A+∇φ (czyli dodanie dowolnego gradientu) i ka»de dwa
rozwi¡zania ró»ni¡ si¦ o ∇φ dla pewnego φ.

Przykªad:

~F = (−3x2z2 − y2 − 2xyz, 2xz + 3yz2 + xy, 3x2 + yz2 + 2xz3 − 2xy − y − xz − z3)

Sprawdzamy »e ∇ · ~F = 0. Teraz

Fy = 2xz + 3yz2 + xy = ∂zAx, Ax = xz2 + yz3 + xyz

Fx = −3x2z2 − y2 − 2xyz = −∂zAy, Ay = x2z3 + y2z + xyz2 + C(x, y)

z ∂xAy − ∂yAx = Fz dostajemy

2xz3 + yz2 + ∂xC − z3 − xz = 3x2 + yz2 + 2xz3 − 2xy − y − xz − z3

czyli
∂xC = 3x2 − 2xy − y, C = x3 − x2y − yx

Twierdzenie Helmholtza:
Ka»de pole wektorowe ~F w caªym R3, ale zanikaj¡cym szybciej ni» 1/r, mo»na przedstawi¢
jako sum¦ gradientu i rotacji

~F = ∇φ+∇× ~A

gdzie

φ(~r) = −
ˆ
∇′ · ~F (~r′)dV ′

4π|~r − ~r′|

~A(~r) =

ˆ
∇′ × ~F (~r′)dV ′

4π|~r − ~r′|

gdzie dV ′ jest elementem obj¦to±ci dla wektorów ~r′ (podobnie ∇′). Najbardziej przejrzysty
dowód opiera si¦ na transformacie Fouriera, do której wrócimy.

Zwi¡zek z formami ró»niczkowymi:
Formalnie mo»na zapisywa¢

dφ = gradφ · d~r

a tak»e dla
d(~F · d~r) = (rot~F )xdy ∧ dz + (rot~F )ydz ∧ dx+ (rot~F )zdx ∧ dy

Tutaj dx ∧ dy = −dy ∧ dx jest antysymetryczn¡ 2-form¡ (czytamy tak jak dxdy ale pilnujemy
kolejno±ci caªkowania, np.

´ a
0
dx
´ b

0
dy =

´
dx ∧ dy = −

´
dy ∧ dx =

´ 0

b
dy
´ a

0
dx). Z kolei

d(Fxdy ∧ dz + Fydz ∧ dx+ Fzdx ∧ dy) = div ~Fdx ∧ dy ∧ dz

gdzie dx∧dy∧dz jest 3-form¡ (tak»e antysymetryczn¡). Jest to cz¦±¢ bardzo ogólnej teorii form
ró»niczkowych, gdzie mo»na szeroko uogólnia¢ program caªek i pochodnych pól wektorowych.

Caªki krzywoliniowe wektorowe
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Do tej pory rozwa»yli±my caªki krzywoliniowe skalarne tj. niezorientowane
ˆ
K

φ(~r)ds =

ˆ
K

φ(~t)|d~r/du|du

np. dªugo±¢ φ = 1 lub masa (φ g¦sto±¢ liniowa) i zorientowane
ˆ
K

~F (~r) · d~r

np. praca siªy. Mo»na tak»e wprowadzi¢ caªki których wynik jest wektorem (par¡ w R2 i trójk¡
liczb w R3) ˆ

K

~F (~r)ds =

ˆ
K

~F (~r)|d~r/du|du

oraz ˆ
K

~F (~r)× d~r

Pami¦tajmy te», »e d~r/du = ~t = |~t|~et, wektor styczny. Obie caªki s¡ w istocie parami lub
trójkami caªek skalarnych, ale wyró»niamy, poniewa» struktura wektorowa, symetrie (np. nie-
zmienniczo±¢ przy obrotach wektorów) odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ w �zyce. Zauwa»my, »e druga
caªka w 2 wymiarach (~F i ~r) jest faktycznie skalarn¡ z 3 kierunkiem tylko umownie (aby zde�-
niowa¢ iloczyn wektorowy).

Caªki powierzchniowe:
Opis powierzchni w R3

1. wykresy funkcji z = f(x, y), tak»e w formie równania z−f(x, y) = 0, np. z =
√

1− x2 − y2

2. rozwi¡zania równania f(x, y, z) = 0, np. x2 + y2 + z2 − 1 to sfera o promieniu 1

3. powierzchnia zadana parametrycznie D obszar (jednospójny, tj. bez dziur) o brzegu
(kawaªkami) gªadkim w R2,

D 3 (u, v)→ P = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ R3

klasy C2(D) (ci¡gªe 2. pochodne w D � to »e a» 2. oka»e si¦ wa»ne)

Komentarz: Najogólniej powierzchnie de�niuj¡ równania f(x, y, z) = 0 ale cz¦sto s¡ niewy-
godne w u»yciu. Opis parametryczny jest wygodny, ale cz¦sto tra�amy na niejednoznaczno±ci,
np. sfera x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ reprezentuje punkt (0, 0, 1) przez θ = 0 i
dowolne φ. Mo»na oczywi±cie wybiera¢ sobie do±¢ dowolnie parametryzacj¦, ale wymaga to
ostro»no±ci.
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Przypomnienie: Jakobian de�niujemy dla przeksztaªcenia (a, b, c, ..., d) → (x, y, ..., t) o tej
samej liczbie zmiennych

∂(x, y, z, ..., t)

∂(a, b, c, ..., d)
= det



∂x

∂a

∂x

∂b

∂x

∂c
· · · ∂x

∂d
∂y

∂a

∂y

∂b

∂y

∂c
· · · ∂y

∂d
∂z

∂a

∂z

∂b

∂z

∂c
· · · ∂z

∂d
...

...
...

. . .
...

∂t

∂a

∂t

∂b

∂t

∂c
· · · ∂t

∂d


W dwóch wymiarach

∂(x, y)

∂(a, b)
=
∂x

∂a

∂y

∂b
− ∂y

∂a

∂x

∂b

Jakobiany mo»na "skraca¢", tj.

∂(x, y, z, ..., t)

∂(a, b, c, ...d)

∂(a, b, c, ..., d)

∂(p, q, r, ..., s)
=
∂(x, y, z, ..., t)

∂(p, q, r, ..., s)

wynika to z macierzowego skªadania pochodnych dla funkcji wielu zmiennych i wªasno±ci wy-
znaczników detAB = detA detB. Jakobiany wykorzystuje si¦ np. przy zamianie zmiennych w
caªkowaniu wielokrotnym

dxdydz · · · dt =
∂(x, y, z, ..., t)

∂(a, b, c, ...d)
dadbdc · · · dd

Dla wspóªrz¦dnych biegunowych ∂(x, y)/∂(r, φ) = r, sferycznych ∂(x, y, z)/∂(r, θ, φ) = r2 sin θ.
Je±li dla powierzchni zadanej parametrycznie jakobiany

Jz =
∂(x, y)

∂(u, v)
, Jx =

∂(y, z)

∂(u, v)
, Jy =

∂(z, x)

∂(u, v)

s¡ niezerowe to P (D) nazywamy pªatem regularnym w R3.
Przykªad: Póªsfera

x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ

dla φ ∈ [0, 2π] i θ ∈ [0, π/2].
Na pªacie mo»na wykre±li¢ linie staªego u i v (jak poªudniki i równole»niki), i okre±li¢

wzdªu» nich wektory styczne ~tu = ∂~r/∂u = (∂x/∂u, ∂y/∂u, ∂z/∂u), ~tv = ∂~r/∂v (rysunek).
Cz¦sto wygodnie jest u»ywa¢ tych wektorów jako kierunkowych ~eu = ~tu/|~t|u
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Element powierzchni niezorientowany (umownie du, dv dodatnie)

dS = |~tu × ~tv|dudv

i zorientowany
d~S = ~tu × ~tvdudv = ~Ndudv

prostopadªy do powierzchni. Zauwa»my te» »e

~N = ~tu × ~tv = (Jx, Jy, Jz)

wektor ~eN = ~n = ~N/| ~N | ma dªugo±¢ 1 (jednostkowy) i jest normalny (tj. prostopadªy) do
powierzchni.

Pole powierzchni pªata S(D) (caªka niezorientowana)

A =

ˆ
S

dS =

ˆ
D

| ~N |dudv =

ˆ
D

√
J2
x + J2

y + J2
z dudv

Inne caªki, skalarna (np. masa dla g¦sto±ci powierzchniowej φ)ˆ
S

φ(~r)dS =

ˆ
D

φ(~r)| ~N |dudv

i wektorowa (np. wypadkowa siªa)ˆ
S

~F (~r)dS =

ˆ
D

~F (~r)| ~N |dudv

Warto±ci takich caªek nie zale»¡ od parametryzacji co wynika z wªasno±ci Jakobianów, np.

Jxdudv =
∂(y, z)

∂(u, v)
dudv =

∂(y, z)

∂(u, v)

∂(u, v)

∂(a, b)
dadb =

∂(y, z)

∂(a, b)
dadb = J ′xdadb
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Przykªad 16a:
D koªo x2 + y2 ≤ R2. Parametryzacja póªsfery

~r = (x, y,
√
R2 − x2 − y2)

Wektory styczne
~tx = (1, 0,−x/z), ~ty = (0, 1,−y/z)

normalny
~N = ~tx × ~ty = (x/z, y/z, 1)

i | ~N | = R/z. Powierzchnia

A =

ˆ
D

| ~N |dxdy =

ˆ
D

Rdxdy/z =

ˆ R

−R
dx

ˆ √R2−x2

−
√
R2−x2

Rdy√
R2 − x2 − y2

podstawiaj¡c t = y/
√
R2 − x2 dostajemy

ˆ R

−R
dx

ˆ 1

−1

Rdt√
1− t2

= 2R2 arcsin t|1−1 = 2πR2

bo arcsin(±1) = ±π/2

Przykªad 16b:
Torus (rysunek), powstaje z koªa o promieniu a i w pªaszczy¹nie xz i ±rodku w (b, 0, 0) obraca-
j¡cego sie wokóª osi z. W takiej naturalnej parametryzacji

x = (a+ b cos v) cosu, y = (a+ b cos v) sinu, z = b sin v

Wektory styczne
~tu = (−(a+ b cos v) sinu, (a+ b cos v) cosu, b cos v)

~tv = (−b sin v cosu,−b sin v sinu, b cos v)

normalny | ~N | = (a+ b cos v)b i powierzchnia

A =

ˆ 2π

0

du

ˆ 2π

0

dv(a+ cos v)b = 4πab
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Powierzchnie orientowalne: Je±li mo»na tak wybra¢ wektor normalny do powierzchni ~N ,
aby nigdzie nie byª zerowy a jednocze±nie byª wsz¦dzie ci¡gªy i jednoznaczny (przesuwaj¡c po
powierzchni), to powierzchnia jest orientowalna, np. pªat regularny. Powierzchni¦ orientowaln¡
mo»na w sposób ci¡gªy pomalowa¢ dwoma ró»nymi kolorami po obu stronach. Sa zawsze
mo»liwe dwie orientacje (rysunek). Orientacja powierzchni indukuje orientacj¦ jej brzegu na
mocy umowy : orientacja brzegu pªata jest dodatnia je±li dla wektora stycznego do brzegu ~t i
wektora ~N blisko brzegu ~N × ~t wskazuje wn¦trze powierzchni (rysunek).

Przykªady powierzchni nieorientowalnych: wst¦ga Möbiusa i butelka Kleina (uwaga: za-
mkni¦te, tj. bez brzegu, powierzchnie nieprzecinaj¡ce si¦ s¡ w R3 zawsze orientowalne, bo
decyduje o tym podziaª przestrzeni dokonany przez powierzchni¦)
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pl.wikipedia.org/wiki/wst¦ga_Möbiusa

pl.wikipedia.org/wiki/Butelka_Kleina
Caªka powierzchniowa zorientowana:

Zorientowany element powierzchni d~S = ~eNdS = ~Ndudv. Strumie« pola wektorowego

29

http://pl.wikipedia.org/wiki/Wst%C4%99ga_M%C3%B6biusa
http://pl.wikipedia.org/wiki/Butelka_Kleina


(ci¡gªego) ~F przez pªat P (równowa»nie skalarnego F⊥ = ~F · ~eN)ˆ
P

~F · d~S =

ˆ
P

~F · ~Ndudv =

ˆ
P

(Fxdydz + Fydzdx+ Fzdxdz)

gdzie wykorzystali±my wªasno±¢ transformacji elementu powierzchni dxdy = Jzdudv. UWAGA:
W ostatniej caªce trzeba zachowa¢ zgodno±¢ granic caªkowania z orientacj¡. �ci±le rzecz bior¡c
zamiast dxdy trzeba u»y¢ 2-formy dx ∧ dy która pami¦ta o orientacji.

Przykªad 17:

Strumie« pola ~F = (0, 0, z2) przez górn¡ póªelispoid¦

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1, z > 0

Mamy ˆ
P

z2dxdy, z =
√
c2(1− x2/a2 − y2/b2), x2/a2 + y2/b2 ≤ 1

oraz
~tx = (1, 0,−c2x/za2), ~ty = (0, 1,−c2y/zb2), ~N = (c2x/za2, c2y/zb2, 1)

Wprowadzaj¡c wspóªrz¦dne x = ar cosφ, y = br sinφ, r ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π] dostajemy
∂(x, y)/∂(r, φ) = abr czyli dxdy = abrdrdφ i ostatecznie

φ =

ˆ 2π

0

dφ

ˆ 1

0

rdrabc2(1− r2) = πabc2/2

Wzór/twierdzenie 5: Gaussa
Rozpatrzmy bryª¦ w W ⊂ R3 ograniczon¡ powierzchni¡ (zawsze jest orientowalna) ∂W ,

(kawaªkami) gªadk¡ i pole wektorowe ~F klasy C1 (ci¡gªe pochodne). Bryª¦ najcz¦±ciej de�niuje
si¦ pewn¡ nierówno±ci¡ f(x, y, z) ≤ 0 a jej powierzchni¦ f(x, y, z) = 0, niemniej f mo»e by¢
bardzo skomplikowana. Wtedyˆ

W

∇ · ~FdV =

ˆ
W

div ~Fdxdydz =

˛
∂W

~F · d~S

przy czym orientacja caªki powierzchniowej jest taka, »e d~S (i ~N) wskazuje na zewn¡trz bryªy,
a miara obj¦to±ci bryªy jest dV = dxdydz (w tej kolejno±ci!). Kóªko na caªce oznacza si¦
powierzchnia jest zamkni¦ta � nie ma brzegu. Zakªadamy te» ci¡gªo±¢ pochodnych ~F .
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Dowód : Najpierw przeprowadzimy dowód dla obszaru jak na rysunku, tj. w "naro»niku",
tak »e W jest ograniczone pªaszczyznami xy, yz, zx, punktami (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c) i wªa-
±ciw¡ powierzchni¡, któr¡ mo»emy okre±la¢ na trzy sposoby, z(x, y), x(y, z), y(z, x) (zakªadamy,
»e wszystkie pochodne cz¡stkowe maj¡ staªe znaki). Dzielimy caªk¦ powierzchniow¡ na kierunki

ˆ
∂W

FxdSx +

ˆ
∂W

FydSy +

ˆ
∂W

FzdSz

Wka»dym kierunku wybieramy inn¡ parametryzacj¦, dla dSx, dSy, dSz wybieramy odpowiednio
yz, zx i xy, czyli mamy

ˆ
∂W

Fxdydz +

ˆ
∂W

Fydzdx+

ˆ
∂W

Fzdxdy =

ˆ
W

∂xFxdxdydz +

ˆ
W

Fydydzdx+

ˆ
W

Fzdzdxdy+

ˆ
∂W

F (0, y, z)dydz +

ˆ
∂W

F (x, 0, z)dzdx+

ˆ
∂W

F (x, y, 0)dxdy

Korzystamy tu z podstawowego twierdzenia rachunku caªkowego, np. F (x, y, z)− F (0, y, z) =´ x
0
F (x′, y, z)dx′. Ostatnie caªki uwzgl¦dniamy w twierdzeniu jako wkªady do powierzchni w

pªaszczyznach yz, zx i xy. Zauwa»my, »e te cz¦±ci wchodz¡ z przeciwnym znakiem, bo s¡ "od
doªu" (przeciwna orientacja).

Nast¦pnie tniemy dowoln¡ ju» bryª¦ na kawaªki, tak aby zastosowa¢ powy»sze rozumowanie
dla ka»dego kawaªka (rysunek). Sumujemy, pami¦taj¡c »e wkªady od pªaszczyzn ci¦cia si¦
wzajemnie kasuj¡, bo s¡ przeciwnie zorientowane.

31



Inny sposób dowodzenia polega na poci¦ciu na kawaªki typu prostopadªo±cian (równolegªo-
±cian), ale nie musz¡ by¢ idealne (mog¡ by¢ powyginane, rysunek). Wtedy parametryzujemy
kawaªek dokªadnym prostopadªo±cianem, tj. ~r(t, u, v) tak »e t ∈ [0, a], u ∈ [0, b], v ∈ [0, c].
Zawsze jest to mo»liwe (dla gªadkich bryª). Ka»d¡ ±cian¦ parametryzujemy przez odpowiedni¡
par¦ zmiennych, np. uv tam gdzie t jest staªe. Ró»nic¦ wkªadów od ±cian ze staªym t (równym
a lub 0) zapisujemy
ˆ

[(FxJx +FyJy +FzJz)t=c− (FxJx +FyJy +FzJz)t=0]dudv =

ˆ
∂t(FxJx +FyJy +FzJz)dtdudv

Zauwa»my te», »e z reguªy Leibniza ∂tFxJx = Jx∂tFx + Fx∂tJx a z pochodnej funkcji zªo»onej
(wielu zmiennych)

∂t = ∂tx∂x + ∂ty∂y + ∂tz∂z

Zauwa»my tak»e, »e

∂tJx = ∂t
∂(y, z)

∂(u, v)
= ∂2

uty∂vz + ∂2
vtz∂uy − ∂2

utz∂vy − ∂2
vty∂uz

Pami¦tajmy, »e zostaªy nam jeszcze wkªady od pozostaªych 2 par ±cian (staªe u lub v). Wkªady
od nich wygl¡daj¡ analogicznie, wystarczy dokona¢ cyklicznego przesuni¦cie t → u → v → t.
�atwo zobaczy¢, »e wtedy

∂t
∂(y, z)

∂(u, v)
+ ∂u

∂(y, z)

∂(v, t)
+ ∂v

∂(y, z)

∂(t, u)
= 0

bo rozkªadaj¡c t¦ sum¦ na 12 skªadników, kasuj¡ si¦ w parach. Z kolei

∂tx
∂(y, z)

∂(u, v)
+ ∂ux

∂(y, z)

∂(v, t)
+ ∂vx

∂(y, z)

∂(t, u)
=
∂(x, y, z)

∂(t, u, v)
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ale np.

∂ty
∂(y, z)

∂(u, v)
+ ∂uy

∂(y, z)

∂(v, t)
+ ∂vy

∂(y, z)

∂(t, u)
=
∂(y, y, z)

∂(t, u, v)
= 0

Zatem ostatecznie zostaj¡ tylko pochodne typu ∂xFx i mamy
˛
∂W

~F · d~S =

ˆ
W

(∇ · ~F )
∂(x, y, z)

∂(t, u, v)
dtdudv =

ˆ
W

(∇ · ~F )dV

bo jakobian wª¡cza si¦ automatycznie do miary obj¦to±ci.
Najbardziej elegancki dowód wynika z twierdzenia Stokesa i opiera si¦ na formach ró»nicz-

kowych, odsyªam do wykªadu Katarzyny Grabowskiej z KMMF
Przykªad 18:

Dla ~F = ~r/r3, mamy ∇ · ~F = 0, a jednak caªka po sferze jednostkowej r = 1 daje we wspóª-
rz¦dnych sferycznych x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ,

~tθ = (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ),

~tφ = (− sin θ sinφ, sin θ sinφ, 0)

~N = (sin2 θ cosφ, sin2 θ sinφ, sin θ cos θ)

wtedy ˛
~F · d~S =

ˆ 2φ

0

dφ

ˆ π

0

sin θdθ = 4π

Nie wyszªo wi¦c zero, wbrew twierdzeniu Gaussa. Wynika to z faktu, »e ~F jest niesko«czone
w zerze ("¹ródªo" pola). Tak naprawd¦ dywergencja jest wªa±nie w zerze niezerowa, a nawet
niesko«czona, tak »e daje odpowiednia warto±¢ w caªce. Jednak do uwzgl¦dnienia tego trzeba
wprowadzi¢ poj¦cie dystrybucji (lub poprawi¢ ~F aby byª zawsze sko«czone). Do tego jeszcze
wrócimy.

Je±li bryªa jest bardzo maªa, to wykorzystuj¡c twierdzenie o warto±ci ±redniej mo»na zapisa¢
dywergencj¦ w formie caªkowej

∇ · ~F = lim
V→0

˛
∂W

~F · d~S/V

gdzie W = |W | jest obj¦to±ci¡ bryªy. Oczywi±cie W musi mie¢ regularny ksztaªt, mo»na np.
za»¡da¢, aby mie±ciªo si¦ w dowolnie maªej kuli b¡d¹ sze±cianie.

Wa»na konsekwencja twierdzenia Gaussa: Je±li ~F jest ma ci¡gªe pochodne i caªka ze stru-
mienia znika po dowolnej powierzchni zamkni¦tej to ∇ · ~F = 0 (i na odwrót). W przykªadzie
18 oczywi±cie ~F nie jest ci¡gªe w zerze.
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Przykªad 19: Obliczanie obj¦to±ci, Bior¡c ~F = ~r mamy div~r = 3 czyli
ˆ
∂W

~r · d~S = 3V (W )

(V (W ) obj¦to±¢ bryªy W ). Np. wycinek kuli (rysunek), 0 ≤ r ≤ R, θ ∈ [0, α] (we wspóªrz¦d-
nych sferycznych). d~S = ~erR

2 sin θdθdφ dla czaszy, ~r = ~err prostopadªy do powierzchni bocznej
(~r ⊥ d~Sboczna), wi¦c wkªad jest tylko od czaszy a nie powierzchni bocznej sto»ka. St¡d

V =

ˆ 2π

0

ˆ α

0

sinαdθR3/3 = 2π(1− cosα)R3

Twierdzenie Gaussa mo»na wykorzystywa¢ tak»e dla nieco innych caªek (pochodz¡c bardziej
abstrakcyjnie do struktury wektorowej)

ˆ
W

∇φdV =

˛
∂W

φ · d~S

ˆ
W

∇× ~AdV =

ˆ
W

rot ~AdV =

˛
∂W

d~S × ~A

wystarczy podstawi¢ ~Fx = (φ, 0, 0), ~Fy = (0, φ, 0), ~Fz = (0, 0, φ) (to nie s¡ skªadowe ~F ale
trzy osobne pola, ª¡cznie maj¡ 9 skªadowych!) albo ~Fx = (0, Ay,−Az), ~Fy = (−Ax, 0, Az),
~Fz = (Ax,−Ay, 0).

Twierdzenie 6: Stokesa
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W ostatnim przypadku warto przyjrze¢ si¦ interesuj¡cej granicy. Je±li spªaszczymy W tak,
aby staªo si¦ cienkie, ale miaªo np. staª¡ niewielk¡ grubo±¢ h (rysunek, grubo±¢ odmierzamy
prostopadle do gªównej powierzchni S, W ∼ h× S). Je±li wektor normalny ma (prawie) staªy
kierunek do gªównej powierzchni to mo»emy napisa¢

(∇× ~A) · ~n = lim
S→0

˛
[d~S, ~A,~n]/h|S| = lim

S→0

~A · (~n× d~S)/h|S|

Gdzie |S| jest miar¡ powierzchni S i wykorzystali±my iloczyn mieszany [·, ·, ·]. Na gªównej
powierzchni ~N jest równolegªe do d~S wi¦c ta cz¦±¢ prawej strony znika. Niezerowy wkªad
pochodzi od paska bocznego a tam z kolei ~eN × d~S = d~rdh gdzie idziemy po pasku zgodnie
z wprowadzonymi konwencjami dotycz¡cymi orientacji. Poniewa» na maªej grubo±ci nic si¦
zmienia, otrzymujemy (pasek redukuje si¦ do brzegu powierzchni)

(∇× ~A) · ~eN = lim
S→0

˛
∂S

~A · d~r/|S|

Je±li mamy powierzchni¦, któr¡ mo»emy podzieli¢ na pªaskie kawaªki, to daje nam to ogólniejszy
wzór ˆ

(∇× ~A) · d~S =

˛
∂S

~A · d~r

poniewa» linie zszycia kasuj¡ si¦, maj¡c przeciwne orientacje (rysunek).

Z kolei ka»d¡ gªadk¡ powierzchni¦ mo»emy przybli»a¢ powierzchni¡ kawaªkami pªask¡, st¡d
wzór rozci¡ga si¦ na dowoln¡ (kawaªkami gªadk¡) powierzchni¦.

Mo»na te» uciec si¦ wprost do parametryzacji, zakªadaj¡c jednak ci¡gªo±¢ 2. pochodnych
powierzchni po parametrach i 1. pochodnych ~A. Potnijmy powierzchni¦ na kawaªki zbli»one
do prostok¡ta (równolegªoboku), podobnie jak to zrobili±my w twierdzeniu Gaussa (rysunek).
Jeden kawaªek parametryzujemy prawdziwym prostok¡tem u ∈ [0, a], v ∈ [0, b]. Zapiszmy
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caªk¦ powierzchniow¡ wykorzystuj¡c symbol Levi-Civita i konwencj¦ sumacyjn¡. Zauwa»my,
»e z wªasno±ci jakobianów

dSi = εijk
∂rj
∂u

∂rk
∂v

dudv

Zatem

(∇× ~A) · d~S = εilm(∂lAm)εijk
∂rj
∂u

∂rk
∂v

dudv =

(∂jAk − ∂kAj)
∂rj
∂u

∂rk
∂v

dudv = (∂uAk∂vrk − ∂vAk∂urk)dudv

Skorzystali±my z reguªy ªa«cuchowej (pochodna funkcji zªo»onej) (∂uri)∂i = ∂u a w ostatnim
czªonie zamienili±my j → k.

Zauwa»my, »e
∂uAk∂vrk − ∂vAk∂urk = ∂u(Ak∂vrk)− ∂v(Ak∂urk)

gdy» wyrazy z pochodnej iloczynu, Ak∂2
uvrk wzajemnie si¦ kasuj¡. Teraz mo»na wykona¢ caªk¦

pierwszego wyrazu po u a drugiego po v, korzystaj¡c z podstawowego twierdzenia rachunku
caªkowego. Otrzymujemy

ˆ b

0

Ak∂vrk|u=a
u=0dv −

ˆ a

0

Ak∂urk|v=b
v=0du =

ˆ
∂S

Akdrk

gdzie skorzystali±my z faktu, »e wynik jest wªa±nie sum¡ czterech wkªadów od boków prostok¡ta,
z odpowiednimi znakami, zgodnie z nasz¡ umow¡ co do orientacji. To ko«czy dowód (caªa
powierzchnia to suma kawaªków). UWAGA: W dowodzie wykorzystywali±my drug¡ pochodn¡
cz¡stkow¡, czyli fakt »e powierzchnia ma ci¡gªe 2. pochodne w postaci parametrycznej.

Zauwa»my te», »e w 2 wymiarach twierdzenie Stokesa redukuje si¦ do twierdzenia Greena.
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Przykªad 20:
Sprawdzenie twierdzenia Stokesa na póªsferze S (rysunek) o promieniu 2, tj. z =

√
4− x2 − y2

dla ~A = (−y, x, 1). Wtedy ∂S jest okr¦giem w pªaszczy¹nie xy o promieniu 2. Mamy rot ~A =
(0, 0, 2), ~tx = (1, 0,−x/z), ~ty = (0, 1,−y/z),

~N = (x/z, y/z, 1) = ~r/z

Zatem ˆ
S

rot ~A · d~S =

ˆ
S

2(z/z)dxdy = 2

ˆ
S

dxdy = 8π

Z kolei dla ∂S mamy ~r = 2(cosφ, sinφ, 0) i d~r = 2(− sinφ, cosφ, 0) a wi¦c
ˆ
∂S

~A · d~r =

ˆ 2π

0

(4 sin2 φ+ 4 cos2 φ) = 8π

Równania Maxwella:

Twierdzenia Gaussa i Stokesa maj¡ ogromne znaczenie w elektrodynamice, dla równa« pola
elektrycznego i magnetycznego.
Prawo Gaussa ∇ · ~E = ρ(~r)/ε0 (zakªadamy pró»ni¦) albo równowa»nie˛

∂W

~E · d~S =

ˆ
W

ρ(~r)dV/ε0 = QW/ε0
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gdzie QW jest caªkowitym ªadunkiem elektrycznym w W , ρ jego g¦sto±ci¡, ~E pole elektryczne,
ε0 przenikalnos¢ (elektryczna) pró»ni. Dla ªadunku punktowego Q w zerze, pole ~E musi by¢
sferycznie symetryczne tj. ~E = f(r)~r. Z prawa Gaussa wynika, »e caªka z ~E po ∂W jako sferze
o promieniu r i ±rodku w zerze ˛

∂W

~E · d~S = 4πf(r)r3

czyli ~E = Q~r/4πε0r
3 (prawo Coulomba).

Uwaga: W 2 wymiarach sfer¦ zamieniamy na okr¡g i dostajemy ~E = Q~r/2πε0r
2.

Prawo Ampere'a
∇× ~B = µ0

~j(~r)

lub ˆ
∂S

~B · d~r = µ0IS

gdzie IS jest caªkowitym pr¡dem elektrycznym pªyn¡cym przez S, ~j jego g¦sto±ci¡, ~B polem
magnetycznym, a µ0 przenikalno±ci¡ (magnetyczn¡).

Dla przewodnika prostoliniowego na osi z (rysunek) mamy z symetrii osiowej ~B = f(%)~eφ,
a wi¦c 2π%f = µ0I czyli ~Bµ0I~eφ/2π%

Gradient, dywergencja i rotacja z u»yciem tensora metrycznego
Uogólniona konwencja sumacyjna (Einsteina), rozró»nienie indeksów górnych i dolnych

AiBi ≡
∑
i

AiBi.

Standardowy wektor ma indeksy górne ~A = (A1, A2
, ...). Delta Kroneckera musi jedynie uwzgl¦d-
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ni¢ ró»ne poziomy wska¹ników.

δij =


1 dla i = j,

0 dla i 6= j.

Wªasno±ci δijA
j = Ai, δijAi = Aj.

Punkty w przestrzeni s¡ opisywane przez zmienne ri lub ui. Pierwsze mog¡ by¢ kartezja«skie,
a drugie sferyczne lub inne krzywoliniowe. Mo»na te» traktowa¢ oba zestawy zmiennych jako
krzywoliniowe. Tak robi si¦ zwªaszcza w ogólnej teorii wzgl¦dno±ci. Pochodne:

∂

∂ri
≡ ∂i,

∂

∂ui
≡ ∂̄i.

Uwaga, pochodne maj¡ standardowo indeks dolny, np. ∇ = (∂1, ∂2, ...). Wªasno±ci: ∂irj = δji .
Tensor metryczny G = gijdr

i ⊗ drj ≡ ḡijdu
i ⊗ duj.

Symetryczny gij = gji,
ḡij = tl iglkt

k
j,

gdzie macierz wektorów kierunkowych

tij =
∂ri

∂uj
, (t−1)ij =

∂ui

∂rj
,

poniewa» dri = tijdu
j (t−1 jest macierz¡ odwrotn¡ do t). Uwaga: przesuni¦cie wska¹ników jest

celowe, aby tu górny byª przed dolnym. Wtedy tak»e z symetrii g wynika symetria ḡ.
Skrócony zapis ḡij = (tTgt)ij (T � transpozycja). Tensor odwrotny G−1 = gij∂j⊗∂i ≡ ḡij ∂̄j⊗∂̄j.
Z de�nicji

gijgjk = gjkg
ki = δij (macierze wzajemnie odwrotne) .

Transformacja
ḡij = (t−1)ikg

kl(t−1)jl.

St¡d wynika, »e ḡ zachowuje si¦ tak samo jak g. Opuszczanie (podnoszenie) wska¹nika oraz
iloczyn skalarny

Ai = gijA
j, Ai = gijAj, ~A · ~B = AiBi = AiB

i = AigijB
j = Aig

ijBj.

Transformacja pomi¦dzy ukªadami wspóªrz¦dnych

Ai = tijĀ
j, Āi = tjiAj (wa»na kolejno±¢ wska¹ników!).

Jest to zgodne z ró»niczkow¡ transformacj¡ dla dri oraz ∂i. St¡d wynika tak»e AiBi = ĀiB̄i.

Gradient, dywergencj¦ i rotacj¦ chcemy tak zde�niowa¢, aby sam wzór byª niezale»ny od
wspóªrz¦dnych. Wtedy mo»emy swobodnie zamienia¢ zmienne r ↔ u. Oczywi±cie zmianie
ulegnie tensor metryczny, ale zwykle ªatwo to obliczy¢.

Gradient: operacja ró»niczkowa f → Ai. Nie mo»e to by¢ ∂if poniewa» wska¹nik ma by¢ u
góry. Jedyny wybór

(∇f)i := ∂if = gij∂jf.
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Wzór ten jest niezale»ny od ukªadu wspóªrz¦dnych, co wynika z wy»ej podanych wzorów.

Dywergencja: operacja ró»niczkowa Ai → f . Wªa±ciwe wydawaªoby si¦ ∂iAi ale A transfor-
muje si¦ pod pochodn¡ co komplikuje wzór:

∇ · A :=
1√

det g
∂i(
√

det gAi).

Tutaj wyst¦puje wyznacznik det g macierzy gij (a nie gij!). Je±li jest ujemny mo»na dopisa¢
minus. Wyka»emy, »e podana forma dywergencji nie zale»y od wspóªrz¦dnych. W tym celu
potrzebujemy kilka faktów:

∂̄it
j
k = ∂̄2

ikr
j = ∂̄kt

j
i

co wynika z równo±ci 2. pochodnych krzy»owych ∂2
ik = ∂2

ki i analogicznie ∂i(t
−1)jk = ∂k(t

−1)ji.
Ponadto ró»niczkowanie wyznacznika uªatwia wzór Jacobiego

∂ det t = det tTrt−1∂t = det t(t−1)ij∂t
j
i.

(±lad macierzy TrA = Aii). Wynika on wprost ze de�nicji wyznacznika przez rozwini¦cie La-
place'a i wzoru na macierz odwrotn¡ z u»yciem minorów. Zauwa»my, »e skoro ḡ = tTgt to
det ḡ = det g(det t)2. Dywergencja w nowych zmiennych ma wi¦c posta¢

det t√
ḡ

(t−1)ji∂̄j(
√

det ḡtikĀ
k/ det t)

=
1√
ḡ

(t−1)jit
i
k∂̄j(

√
det ḡĀk) + det tĀk(t−1)ji∂̄j(t

i
k/ det t).

Pierwszy czªon jest szukanym wynikiem, bo (t−1)jit
i
k = δjk. Poka»emy, »e drugi si¦ zeruje.

Rozpiszemy ten drugi czªon

Āk(t−1)ji∂̄jt
i
k −

Āk

det t
(t−1)jit

i
k∂̄j det t

= Āk(t−1)ji∂̄kt
i
j −

Āk

det t
δjk∂̄j det t

= Āk(t−1)ji∂̄kt
i
j −

Āk

det t
∂̄k det t.

W ±rodkowej cz¦±ci skorzystali±my z wyprowadzonej wcze±niej to»samo±ci na bazie pochodnych
krzy»owych. Ostatnie wyra»enia kasuj¡ si¦ na mocy wzoru Jacobiego, co ko«czy dowód.

Alternatywny dowód polega na zapisaniu caªki obj¦to±ciowej. Forma obj¦to±ci
∧
dr =

dr1 ∧ dr2 ∧ · · · drn nie jest niezmiennicza, gdy»
∧
dr = det t

∧
du. St¡d niezmienicz¡ form¡ jest√

det g
∧
dr. Caªka niezmienicza z kombinacji gradientu i pola wektorowego ma wi¦c posta¢

ˆ ∧
dr
√

det gAi∂if = −
ˆ ∧

dr f∂i(
√

det gAi),

gdzie wykorzystali±my caªkowanie przez cz¦±ci zakªadaj¡c znikanie funkcji podcaªkowych na
granicy obszaru. To uzasadnia wzór na dywergencj¦ (musimy jeszcze "odzyska¢"

√
det g).
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Laplasjan: Zªo»enie dywergencji i gradientu

∆f := ∇ · ∇f =
1√

det g
∂i(
√

det ggij∂jf).

Podobnie obj¦to±ciowo
ˆ ∧

dr
√

det g∂if∂
ih = −

ˆ ∧
dr h∂i(

√
det g∂if).

Rotacja: Ograniczamy si¦ teraz do trzech wymiarów. Wykorzystujemy symbol Levi-
Civita ε (standardowo ma wska¹niki górne, a opuszczane za pomoc¡ g) oraz ε = ε/

√
g . Wªa-

sno±¢ niezmienniczo±¢

(t−1)ni(t
−1)mk (t−1)pjε

ijk = εnpm det(t−1) = ε̄npm

Wynika to wprost z permutacyjnej de�nicji wyznacznika i faktu, »e εijk jest w istocie znakiem
permutacji 123 → ijk, a przypadku gdy 2 wska¹niki spo±ród npm si¦ powtarzaj¡ mo»na u»y¢
argumentu antysymetrii ε. Rotacja to operacja ró»niczkowa Ai → Bi. Nie mo»e to by¢ ∂jAi ani
∂jAi, bo chcemy wróci¢ do jednowska¹nikowego pola, nie korzystaj¡c z pola "pomocniczego".
Z pomoc¡ ε mogliby±my zapisa¢ εijk∂j(gklAl), ale znów transformujemy pod pochodn¡:

Bi = (∇× A)i := εijk∂j(gklA
l).

Wyka»emy, »e wynik jednak nie zale»y od wspóªrz¦dnych. Uwaga: tym razem zastrzegamy
zgodno±¢ orientacji czyli det t > 0. Tak jak dla dywergencji mamy

B̄n = det t(t−1)ni ε̄
ijk∂j((t

−1)mk ḡmlĀ
l).

Przy ró»niczkowaniu pojawia si¦ wyraz proporcjonalny do

ε̄ijk∂j(t
−1)mk = ε̄ijk∂k(t

−1)mj = ε̄ikj∂j(t
−1)mk .

Jednak z antysymetrii ε skrajne wyra»enia miaªyby przeciwne znaki, a wi¦c musz¡ si¦ zerowa¢.
Mo»emy zatem wyci¡gn¡¢ (t−1)mk przed pochodn¡

B̄n = det t(t−1)ni(t
−1)mk ε̄

ijk∂j(ḡmlĀ
l)

= det t(t−1)ni(t
−1)mk (t−1)pj ε̄

ijk∂̄p(ḡmlĀ
l),

co daje »¡dany wynik na mocy niezmienniczo±ci ε.

Podobnie jak dywergencj¦, rotacj¦ mo»na tak»e uzasadni¢ wzorem caªkowym. Caªka nie-
zmiennicza ma posta¢ ˆ ∧

dx
√

det g εijkCi∂jAk,

jednak niezmienniczo±¢ wymaga powoªania si¦ równie» na antysymetryczno±¢.

Przykªady tensorów metrycznych:
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• skalarny (kartezja«ski) gij = 1 dla i = j, pozostaªe elementy 0

• relatywistyczny (Minkowskiego, pªaski) g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1, pozostaªe 0

• walcowy x = % cosφ, y = % sinφ, g%% = 1, gφφ = %2 (gzz = 1), pozostaªe 0

• sferyczny % = r sin θ (x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ), z = r cos θ, grr = 1, gθθ = r2,
gφφ = r2 sin2 θ, pozostaªe 0

Je±li tensor jest diagonalny, mówimy »e wspóªrz¦dne s¡ ortogonalne i defniujemy wspóª-
czynniki metryczne hi =

√
gii. Maj¡ one sens skalowania dªugo±ci wzdªu» wspóªrz¦dnych

krzywoliniowych o hi, np. element dªugo±ci (rysunek)

(ds)2 = |d~r|2 =
∑
i

gii(du
i)2 =

∑
i

h2
i (du

i)2

Wtedy (zwykªe sumowanie zamiast konwencji Einsteina!)

∇f =
∑
i

h−2
i ∂if, ∇ · A = J−1∂i(JA

i),

∆f =
∑
i

J−1∂i(Jh
−2
i ∂if), (∇× A)i =

∑
jk

J−1εijk∂j(h
2
kA

k),

gdzie J =
√

det g =
∏

i hi (jakobian) a pochodne ∂i = ∂/∂ui. We wspóªrz¦dnych kartezja«skich
J = 1, walcowych J = %, sferycznych J = r2 sin θ (relatywistycznie de�niuje si¦ J =

√
− det g

bo g ma ujemny wyznacznik, i wtedy J = 1, w pªaskiej czasoprzestrzeni). Uwaga: W �zyce
cz¦±ciej piszemy pola w bazie ortonormalnej ~A =

∑
j ~eja

j gdzie ~ej = ~tj/|~tj| a (~tj)
i = tij, czyli

ai = hiA
i. Wtedy

∇f =
∑
i

h−1
i ∂if, ∇ · a = J−1∂i(Ja

i/hi),
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(∇× a)i = J−1hi
∑
jk

εijk∂j(hka
k).

Laplasjan we wspóªrz¦dnych walcowych i sferycznych

%−1∂%(%∂%) + %−2∂2
φφ + ∂2

zz

r−2∂r(r
2∂r) +

1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θ) +

1

r2 sin2 θ
∂2
φφ

Przykªad:
Staªe pole wektorowe ~F = (0, 0, F ) we wspóªrz¦dnych sferycznych rozkªada si¦

~F = F r∂r~r + F θ∂θ~r + F φ∂φ~r

sk¡d dostajemy F φ = 0, F r = F cos θ, F θ = −F sin θ/r Ma to znaczenie np. w konstrukcji
~A takiego, »e ∇ × ~A = ~F je±li ∇ · ~F = 0 we wspóªrz¦dnych sferycznych. Wybierzmy bowiem
tak o± z aby pokrywaªa si¦ z ~F (0) (dla uproszczenia, bo nie jest to konieczne), i zaªó»my, »e
Ar = 0. Wtedy rotacja daje równania

r2 sin θF φ = ∂r(r
2Aθ), r2 sin θF θ = −∂r(r2 sin2 θAφ)

oraz
r2 sin θF r = ∂θ(r

2 sin2 θAφ)− ∂φ(r2Aθ)

Dwa pierwsze równania caªkujemy od zera po r i dla maªych r, Aθ ∼ r a Aφ d¡»y do staªej.
Zatem | ~A| ∼ r a wi¦c b¦dzie ci¡gªe w zerze. Pomimo, »e równania dopuszczaj¡ staªe C(θ, φ) to
dawaªyby one dodatek 1/r2 a wtedy straciliby±my ci¡gªo±¢, wi¦c ich nie mo»e by¢, co zreszt¡
mo»na pokaza¢, bior¡c trzecie równanie bez Aθ a ze staªym Aφ i dodaj¡c C/r2 b¡d¹ D/r2 sin2 θ,
bo wtedy

r2 sin θ cos θF = ∂θD + 2 sin θ cos θr2 − ∂φC

co daje ∂θD = ∂φC, którego naturalnym rozwi¡zaniem jest C = D = 0. W ten sposób znaj-
dujemy potencjaª wektorowy na dowolnym zbiorze gwia¹dzistym (tj. caªkuj¡c po promieniu).
Je±li b¦dziemy �wygina¢ ±miaªo� i ortogonalnie wspóªrz¦dzne sferyczne, konstrukcja przechodzi
na dowolny zbiór ±ci¡galny.
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Funkcje zespolone

Przypomnienie:
Liczby zespolone C to uporz¡dkowane pary liczb rzeczywistych z = (x, y) ≡ x + iy, które

mo»na dodawa¢ (x+ iy) + (a+ ib) = (x+ a) + i(y+ b) i mno»y¢ (x+ iy)(a+ ib) = (xa− yb) +
i(xb + ya), ª¡cznie, przemiennie i rozdzielnie (i wyznacza¢ odwrotno±ci wzgl¦dem dodawania i
mno»enia), tak »e tworz¡ matematycznie ciaªo (zero (0, 0) = 0+i0 = 0 i jedynka (1, 0) = 1+i0 =
1). W praktyce wystarczy pami¦ta¢, »e i2 = −1. Podzbiór wªa±ciwych liczb rzeczywistych to
liczby (x, 0) = x+i0 = x (w oznaczeniu maksymalnie upraszczamy, je±li jest to jednoznaczne) a
urojonych (0, y) = 0 + iy = iy. Cz¦±¢ rzeczywista x = Rez i urojona (ale tak»e reprezentowana
przez liczb¦ rzeczywist¡!) y = Imz. Sprz¦»enie (kreska lub gwiazdka!) z̄ = z∗ = x − iy,
moduª |z| =

√
zz∗ =

√
x2 + y2 jednocze±nie odlegªo±¢ od zera, rzeczywista nieujemna. Mamy

wªasno±ci (z∗)∗ = z, |z∗| = |z| i |zw| = |z||w|, |z/w| = |z|/|w|, ||z|| = |z|, |1| = 1, |0| = 0,
a tak»e (z + w)∗ = z∗ + w∗, (zw)∗, 2Re z = z + z∗, 2iIm z = z − z∗. Nierówno±¢ trójk¡ta
|z1 +z2| ≤ |z1|+ |z2|. Liczby zespolone bardzo cz¦sto przedstawia si¦ na pªaszczy¹nie zespolonej
z = reiφ, gdzie r = |z|, eiφ = cosφ + i sinφ, x = r cosφ, y = r sinφ (rysunek), argument
φ = argz. Uwaga: Albo zapis eiφ albo funkcje sin i cos i ich wªasno±ci trzeba uprzednio
zde�niowa¢. �ci±le zrobimy to pó¹niej, ju» korzystaj¡c z funkcji zespolonych. Wtedy tak»e
((r1e

iφ1)(r2e
iφ2) = (r1r2)ei(φ1+φ2)) oraz z∗ = re−iφ, co wynika z wªasno±ci trygonometrycznych

sin(α + β) = sinα cos β + sin β cosα, cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β

cos(−α) = cosα, sin(−α) = − sinα

Argument φ nie jest okre±lony jednoznacznie, φ + 2π jest równowa»ny. Uwaga: do ±cisªych
wªasno±ci funkcji trygonometrycznych i de�nicji liczby π wrócimy pó¹niej.

Poniewa» liczba zespolona jest w istocie par¡ liczb rzeczywistych, obrazujemy j¡ na pªasz-
czy¹nie, przenosz¡c wszystkie poj¦cia znane dla pªaszczyzny, takie jak krzywa (tak»e zorien-
towane), obszar, brzeg obszaru, spójno±¢, jednospójno±¢ (brak dziur) przenosz¡ si¦ na C, np.
krzywa (x(t), y(t)) ≡ x(t) + iy(t) dla rzeczywistego t,

Motywacja funkcji zespolonych:

f(x) =
1

1 + x2

jest okre±lona dla dowolnego x rzeczywistego, ale rozwijaj¡c wokóª x = 0, np. korzystaj¡c z
szeregu geometrycznego

f(x) = 1− x2 + x4 − x6 + ...
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Szereg jest zbie»ny ma gdy |an+1/an|
n→∞→ q < 1, czyli q = x2 < 1 (a nie jest zbie»ny dla x2 ≥ 1.

Dlaczego? Gdyby zast¡pi¢ x → z, to (1 + z2)−1 nie istnieje dla z = ±i a wi¦c w odlegªo±ci 1
od zera.

Okazuje si¦, »e analiza funkcji zmiennej zespolonej jest jedn¡ z najbogatzych dziedzin ma-
tematyki stosowanej. Maj¡ szczególne wªasno±ci

• Je±li f(z) ma w pewnym obszarze pierwsz¡ pochodn¡ to ma ich niesko«czenie wiele

• Je±li f(z) ma pochodn¡ na krzywej zamkni¦tej (p¦tli) to warto±ci f(z) wewn¡trz p¦tli
wyra»aj¡ si¦ przez f(z) na tej krzywej.

Krzywa/kontur mo»e si¦ przecina¢. Je±li si¦ nie przecina to jest kontur prosty lub krzywa
Jordana. Kontur jest gªadki je±li x(t) oraz y(t) (czyli z(t)) s¡ maj¡ ci¡gªe pochodne.

De�nicja Funkcja zmiennej zespolonej, f : C→ C, ewentualnie f : D ⊂ C→ C. Uwaga:
czasem dopuszczamy kilka a nawet wiele warto±ci f(z), tzw. funkcja wieloznaczna (n-znaczna
dla n warto±ci), w odró»nieniu od tradycyjnego jednowarto±ciowego rozumienia funkcji � jed-
noznacznych. Zwyczajowo zapisujemy f = u + iv gdzie u(z) = u(x, y) i v(z) sa rzeczywiste,
czyli u = Ref , v = Imf . Cz¦sto dla funkcji wieloznacznych zmieniamy topologi¦ pªaszczyzny
zespolonej wprowadzaj¡c trzeci wymiar oprócz z = x + iy, który rozró»nia warto±ci. Wtedy
mówimy o powierzchni Riemanna, a jej gªadkie kawaªki to pªaty Riemanna

Przykªady:
z2 jest jednoznaczna, ale

√
z jest dwuznaczna, np. 2 i −2 dla z = 4 a ogólniej

√
z = z1/2 = r1/2eiφ/2 albo − r1/2eiφ/2

De�nicja:
f(z) jest odwracalna w sposób jednoznaczny tak jak ka»da funkcja czyli ka»da warto±¢ jest
przypisana tylko jednemu z. Wtedy, je±li w = f(z) to z = f−1(w). Analogicznie de�niujemy
odwracalno±¢ n- i wieloznaczn¡.

Przykªad:

f(z) = z2 = (x+ iy)2 = x2 − y2 + 2ixy

Spróbujmy odwróci¢ t¦ funkcj¦. Niech f(z) = u+ iv. Zatem u = x2 − y2, v = 2xy. Je±li v 6= 0
to x 6= 0 i y = v/2x i u = x2 − v2/4x2 co daje równanie kwadratowe

x4 − ux2 − v2/4

na x2, czyli 2x2 = u±
√
u2 + v2. Znak musi by¢ dodatni bo lewa strona jest dodatnia czyli

x−±
√
u/2 +

√
u2 + v2/2

I mamy dwa rozwi¡zania. Je±li v = 0 to dla u ≥ 0, x = ±
√
u, y = 0 a dla u < 0 mamy x = 0,

y = ±
√
u. Linie staªego u i v pokazane s¡ na rysunku. Istnienie dwóch rozwi¡za« (pierwiastków)

oznacza »e f odwraca si¦ do funkcji dwuwarto±ciowej. Chc¡c wróci¢ do tradycyjnej funkcji
jednoznacznej musimy naªo»y¢ ograniczenie np. Re z = x ≥ 0 co skutkuje ci¦ciem (tam brak
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ci¡gªo±ci!) w pªaszczy¹nie uv (nast¦pny rysunek). Podobnie b¦dzie przy logarytmie, o tym

pó¹niej.

Mo»emy jeszcze inaczej spojrze¢ na funkcj¦
√
z. Je±li z = reiφ, r = |z|, eiφ = cosφ+ i sinφ

(ψ rzeczywiste) to
√
z = z1/2 = |z|1/2eiφ/2. Mo»na jednak wybra¢ φ + 2π (bo cos i sin taki

maj¡ okres, wtedy z1/2 = |z|eiφ/2+iπ = −|z|eiφ/2 S¡ wi¦c mo»liwe dwie warto±ci o przeciwnych
znakach. Np.

√
−i = (1− i)/

√
2 lub (i−1)/

√
2. Aby funkcj¦ ujednoznaczni¢ trzeba ograniczy¢

zakres φ. Dla φ ∈ [−π, π] ci¦cie jest jak na rysunku (ujemna póªo± rzeczywista), a dla φ ∈ [0, 2π[
dodatnia póªo± rzeczywista.

Rozwa»aj¡c funkcje zespolone, przydatny cz¦sto jest obraz krzywej tj. je±li znamy K =
{z(t) : t ∈ [a, b]} to czym jest K ′ = {f(z(t)) : t ∈ [a, b]}

Homogra�a, funkcja homogra�czna, funkcja Möbiusa i sfera Riemanna:

Przyjrzyjmy si¦ funkcji

f(z) =
1

z
=

1

x+ iy
=

x− iy
x2 + y2

=
z∗

|z|2

Jest sama dla siebie funkcja odwrotn¡, cz¦sto nazywa si¦ j¡ inwersj¡. Zobaczymy, »e taka
funkcja przeksztaªca okr¦gi i proste na okr¦gi i proste (ale mo»e np. okr¡g przeksztaªci¢ na
prost¡ i na odwrót). Przykªad na rysunku: okr¡g jednostkowy (kreska przerywana) |z| = 1 o
±rodku w zerze i promieniu 1 nie zmienia si¦, natomiast prosta Re z = x = C (staªa) przechodzi
na okr¡g o ±rodku w (1/2C, 0) i promieniu 1/2C (np. C daje ±rodek w (1/4, 0) i promie« 1/4).
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Równanie prostej i okr¦gu na pªaszczy¹nie mo»na ª¡cznie napisa¢

α(x2 + y2) + 2βx+ 2γy + δ = 0

gdzie α, β, γ, δ i oczywi±cie x, y s¡ rzeczywiste i nakªadamy warunek β2 + γ2 ≥ δα. Prost¡
mamy dla α = 0 a okr¡g dla α 6= 0 z przeksztaªcenia

α[(x+ β/α)2 + (y + γ/α)2] + δ − (β2 + γ2)/α = 0

�rodek (−β/α,−γ/α), promie« r =
√

(β2 + γ2)/α2 − δ/α. Mo»na to równowa»nie zapisa¢ ju»
w liczbach zespolonych

α|z|2 + zq∗ + z∗q + δ = α(|z − z0|2 − r2) = 0

dla q = β + iγ a z0 = −q/α.
Dla naszej funkcji w = f = u+ iv

u =
x

x2 + y2
, v = − y

x2 + y2

i na odwrót
x =

u

u2 + v2
, y = − v

u2 + v2

Wstawiaj¡c do równania z = 1/w (albo równowa»nie wyra»aj¡c x i y przez u i v mamy

α/|w|2 + q∗/w + q/w∗ + δ = 0

Mno»¡c równanie stronami przez |w|2 dostajemy

α + qw + q∗w∗ + δ|w|2 = 0

Jest to znów równanie okr¦gu/prostej, ale z zamian¡ α↔ δ i q → q∗.
Zauwa»my tak»e »e f(z) = eiφz obraca caª¡ pªaszczyzn¦, f(z) = qz dla rzeczywistego q

j¡ skaluje (jednokªadno±¢) a f(z) = z + z0 przesuwa o z0. Wszystkie te funkcje oczywi±cie
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pozostawiaj¡ ksztaªt okr¦gów i prostych (nie zamieniaj¡ nawet okr¦gów na proste). Mo»na to
potwierdzi¢ wstawiaj¡c z = aw + b (w = z/a− b/a) dla liczb zespolonych a 6= 0,b do równania
okr¦gu/prostej

α|az + b|2 + q∗(az + b) + q(a∗z∗ + b∗) + δ =

α|a|2|w|2 + z(aq∗ + aαb∗) + z∗(a∗q + a∗αb) + δ + α|b|2 + q∗b+ qb∗ = 0

Wracamy do równania prostej/okr¦gu przy α→ α|a|2, q → qa∗+a∗αb, δ → δ+α|b|2 +2Re(q∗b).
Dodatkowo, wygodnie jest zde�niowa¢ sfer¦ Riemanna, uwzgl¦dniaj¡c i uzwarcaj¡c (kom-

pakty�kuj¡c) pªaszczyzn¦ (zespolon¡). Chodzi o to, aby niesko«czono±¢ byªa konkretnym
punktem a nie granic¡ (niesko«czono±¢ zawsze mo»na umownie okre±li¢ jako jaki± punkt, ale
nam chodzi to spójno±¢ z intuicj¡ odlegªo±ci). Punkty na pªaszczy¹nie odwzorowujemy jedno-
znacznie na sferze w R3 oo ±rodku (0, 0, 0) i promieniu 1 czyli {(X, Y, Z) ∈ R3 : X2 +Y 2 +Z2 =
1}. Jest to oczywi±cie zbiór zwarty, bior¡c de�nicj¦ odlegªo±ci |~r| w R3 (po przeniesieniu na
pªaszczyzn¦ nazwywamy metryk¡ Riemanna). Punkt na sferze o wspóªrz¦dnych (X, Y, Z) od-
powiada liczbie zespolonej

z = x+ iy =
X + iY

1− Z
= eiφ cot(θ/2)

(u»ywaj¡c k¡tów sferycznych θ, φ). przy czym punkt z = ∞ = ∞∗ (oznaczenie punktu nie-
sko«czono±¢!) odpowiada (0, 0, 1) na sferze Riemanna. Geometrycznie otrzymujemy to odwzo-
rowanie, bior¡c przeci¦cie prostej przechodz¡cej przez punkt (0, 0, 1) i identy�kuj¡c punkty,
w których ta prosta przecina sfer¦ (poza Z = 1, z wyj¡tkiem ∞) i pªaszczyzn¦ xy (Z = 0),
patrz rysunek. Takie odwzorowanie jest knoforemny, tj. zachowuje k¡ty powi¦dzy krzywymi,
przeprowadza okr¦gi na sferze Riemanna na proste i okr¦gi na pªaszczy¹nie zespolonej

Wiele funkcji zespolonych mo»na uzupeªni¢, wykorzystuj¡c punkt ∞, np. dla f(z) = z2

mamy f(∞) = ∞ natomiast dla f(z) = 1/z mamy f(0) = ∞ i f(∞) = 0 zachowuj¡ wtedy
ci¡gªo±¢ w sensie odlegªo±ci na sferze Riemanna. Stosujemy oznaczenie C̄ = C∪∞. Arytmetyka
nieskonczono±ci, zakªadamy z 6=∞ a w 6= 0,∞

z +∞ =∞+ z =∞+∞ =∞, w/0 = w∞ =∞w =∞∞ =∞, z/∞ = 0, ∞/z =∞

Z kolei dziaªania 0/0, ∞/∞ i ∞−∞ nadal pozostaj¡ nieoznaczone.
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Ogólniej homogra�e de�niujemy jako odwzorowania

f(z) =
az + b

cz + d
=
a

c
+

bc− ad
c2(z + d/c)

, f(−d/c) =∞, f(∞) = a/c

dla zespolonych a, b, c, d, z tym »e je±li c = 0 to zakªadamy d 6= 0 i f(∞) = ∞. Je±li ad =
bc to homogra�a degeneruje si¦ do staªej a/c, ewentualnie jest nieoznaczona dla x = −c/d.
Dodatkowo do homogra�i mo»na zaliczy¢ ich �bli¹niaki� f ∗(z) (uwaga: f(z) = z∗ jest odbiciem
wzgl¦dem osi x) Dla a = c = 1, b = d = 0 otrzymujemy 1/z, a dla c = 0 obroty, przesuni¦cia
(izometrii)i skalowanie/jednokªadno±¢. Zªo»enie dwóch homogra�i (a, b, c, d) i a′, b′, c′, d′) jest
te» homogra�¡

f(z) =
a(a′z + b′)/(c′z + d′) + b

c(a′z + b′)/(c′z + d′) + d
=

(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)

jak równie» funkcja odwrotna (a wi¦c homogra�a jest ró»nowarto±ciowa), bo

w =
az + b

cz + d
⇒ w(cz + d) = az + b⇒ z(wc− a) = b− dw ⇒ z =

b− dw
cw − a

Ka»d¡ homogra�¦ mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie inwersji, izometrii i skalowania, bo

w =
az + b

cz + d
= a/c+

b− da/c
cz + d

Skªadamy tu cz + d, 1/z i a/c + (b − da/c)z (dla c = 0 nic nie robimy). Zauwa»my te» »e
(a, b, c, d) → λ(a, b, c, d) nie zmienia homogra�i o ile λ 6= 0. Ka»da z tych funkcji zamienia
okr¦gi i proste na okr¦gi i proste, wi¦c ich zªo»enie tak»e. Homogra�e tworz¡ grup¦ ze wzgl¦du
na skªadanie, element neutralny f(z) = z.

Lemat: Dla trzech ró»nych punktów z1, z2, z3 a wi¦c okr¦gu/prostej przez nie okre±lonego/j
istnieje dokªadnie jedna homogra�a przeksztaªcaj¡ca je na w1, w2, w3 (ró»ne, tak»e okre±laj¡ce
okr¡g/prost¡). Homogra�a

Z(z) =
z − z1

z − z3

z2 − z3

z2 − z1

ma wªasno±¢ Z(z1) = 0, Z(z2) = 1, Z(z3) = ∞ czyli przenosi (z1, z2, z3) → (0, 1,∞). Je±li
który± punkt jest ∞ to zawieraj¡cy go stosunek zast¦pujemy 1. Szukana homogra�a to

W−1(Z(z))

gdzie W−1 jest odwrotn¡ do W . Z drugiej strony wystarczy pokaza¢, »e jedyna homogra�a o
wªasno±ci f(0) = 0, f(1), f(∞) = ∞ ma posta¢ f(z) = z. Z kolejnych równo±ci otrzymamy
b = 0, a+ b = c+ d, c = 0, czyli a = c i st¡d teza.

Przykªad: Odwzorowanie osi rzeczywistej Im z = 0 w koªo jednostkowe |w| = 1. We¹my
z1 = −1, z2 = 0, z3 = 1 oraz w1 = −1, w2 = −i, w3 = 1 Mamy zatem równanie

w + 1

w − 1

−i− 1

−i+ 1
=
z + 1

z − 1

−1

1
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Rozwi¡zuj¡c dostajemy

w =
z − i
1− iz

, z =
i+ w

1 + iw

mo»na sprawdzi¢, »e speªnia warunki. Ponadto sprawdzamy »e póªpªaszczyzna Im z > 0
przechodzi na wn¦trze koªa |w| < 1.

Mo»na te» wykaza¢, »e jedyn¡ klas¡ funkcji w C z∞, zamieniaj¡cych zawsze okr¦gi i proste
na okr¦gi i proste s¡ wªa±nie homogra�e. Uwaga: musimy zaªo»y¢, »e w obrazem f jest caªe
C̄ i f jest ró»nowarto±ciowa, a wi¦c odwracalna, a tak»e, »e funkcja odwrotna tak»e zamienia
okr¦gi i proste na okr¦gi i proste (inaczej s¡ �zdegenerowane� kontrprzykªady). Wrócimy do
tych zaªo»e« po de�nicji funkcji holomor�cznej. Dowód na ko«cu skryptu

Metryka i granica:

W zbiorze liczb zespolonych zde�niujemy odlegªo±¢ (metryk¦):

d(z1, z2) = |z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

co jest naturalnym przeniesieniem z pªaszczyzny (odlegªo±¢ jest rzeczywista). Kula o promieniu
rzeczywistym k(z0, R) = {z : d(z, z0) < R} (domkni¦ta gdy ≤).

Ci¡g zbie»ny i granica:
(zn) zbiega do z0 gdy dla ka»dego ε rzeczywistego dodatniego istniejeM takie »e dla wszystkich
n > M zachodzi d(zn, z0) = |zn − z0| < ε.

Punktem skupienia zbioru jest z0, je±li dla ka»dego ε dodatniego rzeczywistego w zbiorze
jest punkt zn taki »e d(z0, zn) < ε. Przewa»nie zakªadamy tak»e »e zn 6= z0. Zbiór domkni¦ty
zawiera swoje wszystkie punkty skupienia. Punkt wewn¦trzny zbioru D to takie z0 , »e istnieje
R > 0 takie »e k(z0, R) ⊂ D.

Granica funkcji f(z → z0)→ w (punktowa):

w = lim
z→z0

f(z)

je±li dla ka»dego ε rzeczywistego dodatniego istnieje δ rzeczywista dodatnia, takie »e dla wszyst-
kich z 6= z0 takich, »e |z − z0| < δ mamy |f(z) − w| < ε. Innymi sªowy lim |f(z) − w| = 0.
Uwaga, z → z0 z dowolnego kierunku.
Funkcja jest ci¡gªa z z0 je±li limz→z0 f(z) = f(z0)

Przykªad

lim
z→0

z∗

z
= lim

x2 − y2 − 2ixy

x2 + y2
=


+1 na osi x

−1 na osi y

granica nie istnieje.
Granica niesko«czona, analogia do sfery Riemanna. Przyjmujemy

lim
z→z0

f(z) =∞

je±li dla ka»dego R > 0 istnieje δ > 0 taka »e dla wszystkich z takich »e |z − z0| < δ mamy
|f(z)| > R. Przykªad:

f(z) =
1

z − z0
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ma granic¦ ∞ z z0. Mo»emy wtedy rozszerzy¢ poj¦cie ci¡gªo±ci, dopuszczaj¡c f(z) =∞.
Odwrotnie, funkcja mo»e mie¢ granic¦ w niesko«czono±ci, tj.

w = lim
z→∞

f(z)

je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje R > 0 takie »e dla wszystkich z takich »e |z| > R mamy
|f(z)− w| < ε.
Przykªad

f(z) =
az

z − z0

ma granic¦ a dla z → ∞ bo f = a + az0/(z − z0) a nierówno±ci trójk¡ta wynika »e |z − z0| >
|z| − |z0| > R− |z0| wi¦c dobieramy R = |z0|+ |az0|/ε.

Mo»na tak»e uwzgl¦dni¢
lim
z→∞

f(z) =∞

je±li dla ka»dego R > 0 istnieje P > 0 takie »e dla wszystkich z takich »e |z| > P mamy
|f(z)| > R, np. f(z) = z2.

W ten sposób mo»na posªugiwa¢ si¦ granicami i ci¡gªo±ci¡ na caªej uzwarconej pªaszczy¹nie
zespolonej C̄ lub równowa»nie sferze Riemanna.

Granica funkcji zespolonej u+ iv = f(z = x+ iy) = f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) to w istocie
para granic dla u i v jak funkcji dwóch zmiennych rzeczywistych.

Przykªad: Czy istnieje granica

lim
z→0

(
1

1 + e1/x
+ iy3

)
O y nie musimy sie martwi¢, ale e1/x d¡»y do ∞ od strony dodatniej a do 0 od strony ujemnej
x. St¡d 1/(1 + e1/x) d¡»y odpowiednio do 0 i 1, wi¦c granicy nie ma.

Wnioski przechodz¡ce z granic rzeczywistych. Je±li f(z)→ a a g(z)→ b to

pf(z) + qg(z)→ pa+ qb, f(z)g(z)→ ab, f(z)/g(z)→ a/b

Na ko«cu zakªadamy albo (a, b) 6= (0, 0), (∞,∞) (nieoznaczono±ci) Tak»e je±li g(z → z0)→ w
a f(w → w0)→ s to f(g(z → z0))→ s. Tak samo jest ci¡gªo±ci¡ kombinacji funkcji.

Przykªad: eiz

eiz = eix−y = e−y(cosx+ i sinx)

Funkcje skªadowe s¡ ci¡gªe wi¦c funkcja jest ci¡gªa. Uwaga, wrócimy jeszcze do ogólnej de�nicji
funkcji trygonometrycznych i wykªadniczych i ich wªasno±ci.

Pochodna zespolona:

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

Je±li pochodna f ′(z0) istnieje to f jest ró»niczkowalna w sensie zespolonym w z0.
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Przykªady:

f(z) = 1/z, f ′(z0) = lim
z→z0

= lim
1/z − 1/z0

z − z0

= lim
z0 − z

zz0(z − z0)
= − lim 1/zz0 = −1/z2

0

f(z) = 2x+ 5iy, f ′(0) = lim
2x+ 5iy

x+ iy

granica wychodzi 2 wzdªu» x a 5 wzdªu» y a wi¦c nie istnieje.

f(z) = z2, f ′(z0) = lim
z2 − z2

0

z − z0

= lim z + z0 = 2z0

f(z) = z∗ = x− iy, f ′ = lim
∆z∗

∆z
= lim

∆x− i∆y
∆x+ i∆y

dla ∆X = X −X0. Pochodna wychodziªaby +1 wzdªu» x a −1 wzdªu» y wi¦c nie istnieje.
dla pochodnych zespolonych obowi¡zuja analogiczne reguªy do rzeczywistych

(pf+qg)′ = pf ′+qg′, (fg)′ = f ′g+fg′, (f/g)′ = (f ′g−fg′)/g2, (f(g))′ = f ′(g)g′, (f−1)′ = 1/f ′(f−1)

dla funkcji odwrotnej f−1(z) = w je±li f(w) = z. Funkcja ró»niczkowalna jest ci¡gªa. Na mocy
de�nicji mo»na tak»e przybli»a¢

f ′(z) ' f(z0) + (z − z0)f ′(z0)

z bª¦dem mniejszym ni» |z − z0|.
De�nicja: Funkcja holomor�czna

Funkcja zespolona jest holomor�czna w otoczeniu z0 je±li ma pochodn¡ zespolon¡ w pewnym
k(z0, ε) dla pewnego ε > 0. Cz¦sto zamiennie nazywamy funkcj¡ analityczn¡ (ale analityczno±¢
mo»na okre±la¢ te» szerzej, jako rozwijalno±¢ w szereg, wrócimy do tego powi¡zania).

Przykªad: f(z) = z∗ = x− iy ma pochodne w sensie rzeczywistym ale nie zespolonym, wi¦c
nie jest holomor�czna.

Twierdzenie Cauchy-Riemanna:
Je±li f = u+ iv ma pochodn¡ zespolon¡, wtedy i tylko wtedy gdy

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

i u, v maj¡ pochodne zupeªne, Istnienie pochodnych zupeªnych u i v wynika np. z ci¡gªo±ci
pochodnych cz¡stkowych.

Dowód :
Dla uproszczenia zaªo»ymy z0 = 0 oraz f(0) = 0, ale nie tracimy ogólno±ci

f ′(0) = lim
x,y→0

u(x, y) + iv(x, y)

x+ iy
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Bior¡c y = 0 mamy

lim
x→0

= lim
u(x, 0) + iv(x, 0)

x
= ∂u/∂x+ i∂v/∂x

a bior¡c x = 0

lim
x→0

= lim
−iu(0, y) + v(0, y)

y
= ∂v/∂y − i∂u/∂y

Obie granice musz¡ by¢ równe (cz¦±ci rzeczywiste i urojone), st¡d pierwsza cz¦±¢ tezy. Mamy
tak»e f ′(0) = ∂xu(0)− i∂yu(0) = ∂yv(0) + i∂xv(0) Z kolei

lim
z→0

|u(x, y)− x∂xu(0)− y∂yu(0)|
|z|

≤ lim
|Re(f(z)− zf ′(0))|

|z|
≤ lim

|f(z)− zf ′(0)|
z

= lim |f(z)/z − f ′(0)| = 0

Podobnie

lim
z→0

|v(x, y)− x∂xv(0)− y∂yv(0)|
|z|

≤ lim
|Im(f(z)− zf ′(0))|

|z|
≤ lim

|f(z)− zf ′(0)|
z

= lim |f(z)/z − f ′(0)| = 0

czyli u i v maja pochodne zupeªne i mamy tez¦ w jedn¡ stron¦.
W drug¡ stron¦, je±li z kolei istnieje pochodna zupeªna to oznacza to »e

u(x, y) = x∂xu(0, 0) + y∂yu(0, 0) +Ru(x, y)

o wªasno±ci
lim
z→0
|Ru|/|z| = 0

i podobnie dla v. t¦ granic¦ nale»y rozumie¢, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka »e dla
wszystkich (x, y) takich »e |z| =

√
x2 + y2 < δ mamy |R|/

√
x2 + y2 < ε Tak samo dla v. To

wystarcza bo podstawiamy f ′(0) = ∂xu(0)− i∂yu(0) = ∂yv(0) + i∂xv(0) Teraz

lim |f(z)/z − f ′(0)| = lim
|u− x∂xu(0)− y∂yu(0) + i(v(x, y)− x∂xv(0)− y∂yv(0))|

|z|

≤ lim

(
|u− x∂xu(0)− y∂yu(0)|

|z|
+
|v − x∂xv(0)− y∂yv(0)|

|z|

)
= lim

(
|Ru|
|z|

+
|Rv|
|z|

)
= lim

|Ru|
|z|

+ lim
|Rv|
|z|

= 0

powoªuj¡c si¦ na sum¦ granic. St¡d teza w druga stron¦.
Je±li pochodne cz¡stkowe s¡ ci¡gªe to istnieje pochodna zupeªna. Dowód:

Ci¡gªe funkcje mo»na bez problemu caªkowa¢ wi¦c je±li u(0, 0) = 0 to

u(x, y) =

ˆ x

0

dx′∂xu(x′, 0) +

ˆ y

0

dy′∂yu(x, y′)
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i na mocy twierdzenia o warto±ci ±redniej istniej¡ x′′ ∈ [0, x] oraz y′′ ∈ [0, y] takie »e

u(x, y) = x∂xu(x′′, 0) + y∂yu(x, y′′)

St¡d

Ru = u(x, y)− x∂xu(0)− y∂yu(0) = x(∂xu(x′′, 0)− ∂xu(0)) + y(∂yu(x, y′′)− ∂yu(0))

Poniewa» ∂xu i ∂yu s¡ ci¡gªe, wi¦c dla ε > 0 istnieje δ > 0 taka »e gdy
√
x2 + y2 < δ to

|∂xu(x, y)− ∂xu(0)| < ε, |∂yu(x, y)− ∂yu(0)| < ε

(bierzemy mniejsz¡ z δx i δy) Wtedy

|Ru| ≤ (|x|+ |y|)ε ≤
√

2
√
x2 + y2ε

czyli |Ru|/
√
x2 + y2 <

√
2ε, co ko«czy dowód.

Dla holomor�czno±ci wa»ne jest aby pochodna istniaªa nie tylko w jednym punkcie ale tak»e
jego otoczeniu.

Przykªad:
f(z) = |z|2, mamy

f ′(0) = lim |z|2/z = lim z∗ = 0

ale, dla ∆z → 0,

f ′(z) = lim
|z + ∆z|2 − |z2|

∆z
= lim

|∆z|2 + z∆z∗ + z∗∆z

∆z
= lim(∆z + z∗ + z∆z∗/∆z)

Poniewa» ∆z∗/∆z d¡»y do 1 dla osi rzeczywistej, a do −1 dla urojonej to dla z 6= 0 granica nie
istnieje.

Przykªad:

f(z) = z2

Mamy u = x2 − y2, v = 2xy, ∂xu = 2x = ∂yv, ∂yu = −2y = −∂xv. Speªnione s¡ warunki
Cauchy-Riemanna.

Pochodne ∂/∂z = ∂z i ∂/∂z∗ = ∂z∗ . Chc¡c stosowa¢ reguª¦ ªa«cuchow¡ chcemy aby

∂f

∂x
=
∂z

∂x

∂f

∂z
+
∂z∗

∂x

∂f

∂z∗
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z∗

oraz
∂f

∂y
=
∂z

∂y

∂f

∂z
+
∂z∗

∂y

∂f

∂z∗
= i

∂f

∂z
− i ∂f

∂z∗

rozwi¡zuj¡c ukªad równa« otrzymujemy de�nicje pochodnych cz¡stkowych

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
∂f

∂z∗
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
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Wtedy warunki Cauchy-Riemanna mo»na zapisa¢

∂f

∂z∗
= 0, f ′(z) =

∂f

∂z

Przykªad f(z) = 2Rez = z + z∗ = x, nie speªnia warunków Cauchy-Riemanna bo ∂xu = 1 6=
∂yv = 0 ale tak»e ∂f/∂z∗ = 1 6= 0 czyli nie ma pochodnej zespolonej.

Komentarz: Dla funkcji holomo�cznej f = u+ iv zde�niujmy pola wektorowe

~P = ∇u = (∂xu, ∂yu), ~Q = ∇v = (∂xv, ∂yv)

Z warunków Cauchy-Riemanna wynika »e ~P · ~Q czyli linie staªego u i staªego v s¡ zawsze do
siebie prostopadªe (bo gradienty s¡ prostopadªe do tych linii), np. dla f = z2 s¡ to linie staªego
x2 − y2 i staªego xy (hiperbole).

Odwzorowania konforemne:

We¹my krzyw¡ na pªaszczy¹nie zespolonej, tj. funkcj¦ z(t) dla t rzeczywistego. Funkcja f(z)
przeksztaªca t¦ krzywa na w(t) = f(z(t)) (na chwil¦ nie zakªadamy »e f jest holomor�czna).
Wtedy wektor styczny do krzywej z′(t) przechodzi na f ′(z(t)) = z′∂zf+z′∗∂z∗f , pod warunkiem
»e f ma w z pochodn¡ zupeªn¡ (a ma np. dla holomor�cznej, co pokazali±my!)

De�nicja: Przeksztaªcenie C → C nazywamy konforemnym je±li zachowuje k¡ty miedzy
krzywymi (rysunek)

Twierdzenie: Funkcje holomor�czne s¡ przeksztaªceniami konforemnymi.
Dowód :

Krzywe z1 i z2 przecinaj¡ si¦ w punkcie z a ich obrazy w1 i w2 w w = f(z). Zauwa»my tak»e, »e
mo»emy wyra»a¢ iloczyn skalarny i wektorowy na pªaszczy¹nie przez operacje zespolone, a · b =
xaxb+yayb = Re(ab∗) a wybieraj¡c umown¡ trzeci¡ o±, a×b = xbya−xayb = Im(ab∗). Z drugiej
strony, iloczyn skalany i wektorowy wyra»aj¡ si¦ przez k¡t α pomi¦dzy a i b, a · b = |a||b| cosα,
a× b = |a||b| sinα, tanα = (a~b)/(a · b). Mamy wi¦c

tanα =
z′1 × z′2
z′1 · z′2

=
Im(z′1z

′∗
2 )

Re(z′1z
′∗
2 )

Z kolei
w′1 × w′2
w′1 · w′2

=
Im(w′1w

′∗
2 )

Re(w′1w
′∗
2 )

Zatem z′1z
′∗
2 = reiα. Poka»emy, »e w′1w

′∗
2 = Reiα = (R/r)z′1z

′∗
2 czyli ze k¡t jest ten sam.

Korzystaj¡c z w′ = f ′(z)z′ mamy

w′1w
′∗
2 = f ′(z)z′1(f ′(z)z′2)∗ = |f ′(z)|2z′1z′∗2
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st¡d teza bo R/r = |f ′(z)|2, oczywi±cie pod warunkiem f ′(z) 6= 0.
W drug¡ stron¦, dla funkcji niekoniecznie holomor�cznej mamy w′ = z′∂zf + z′∗∂z∗f . czyli

w′1w
′∗
2 = (z′1∂zf + z′∗1 ∂z∗f)(z′2∂zf + z′∗2 ∂z∗f)∗ = |∂zf |2z′1z′∗2 + |∂z∗f |2z′2z′∗1 + 2Rez′1z

′2∂zf(∂z∗f))∗

Je±li ∂z∗f = 0 to mamy funkcj¦ holomor�czn¡, k¡ty zachowane. Je±li ∂z∗f = 0 to mamy
sprz¦»enie funkcji holomor�cznej tj f ∗(z) jest holomor�czna, k¡ty s¡ odbite (α → −α). Je±li
obie pochodne s¡ niezerowe to k¡ty przewa»nie b¦d¡ ró»ne, bo prawie zawsze niezerowy b¦dzie
ostatni, rzeczywisty skªadnik.

Przykªad: f(z) = z2. We¹my proste równolegªe do osi czyli z1 = t + ic, z2 = d + it, (c, d
rzeczywiste niezerowe), przecinaj¡ce si¦ w (d, c). Wtedy w1(t) = (t+ ic)2 = t2 − c2 + 2itc, jest
to rodzina parabol, u = t2 − c2, v = 2tc, t = v/2c, u = (v/2c)2 − c2. Tak»e w2(t) = (d+ it2) =
d2 − t2 + 2itd daje parabol¦, bo u = d2 − (v/2d)2. Parabole przecinaj¡ si¦ pod k¡tem prostym
(rysunek). Dla c, d = 0 parabole redukuj¡ si¦ do póªprostych na osi rzeczywistej.

Funkcje holomor�czne a homogra�e:
Wrócimy teraz do pytania o funkcje przeksztaªcaj¡ce okr¦gi i proste w okr¦gi i proste. Pokaza-
li±my, »e pod pewnymi warunkami s¡ to homogra�e. Teraz ju» wiemy, ze s¡ holomor�czne (z
dokªadno±cia do sprz¦»enia, bo dla f(z) = az+b

cz+d
mamy

f ′(z) =
ad− cb

(cz + d)2

Poka»emy ju» bez dodatkowych zaªo»e«, »e jedyne funkcje holomor�czne w C̄ (ró»niczkowalne
wsz¦dzie gdzie s¡ sko«czone, a ci¡gªe z ogólniejszym sensie tam gdzie f =∞ ) o tej wªasno±ci
(okr¦gi i proste). Pokazuje to, »e holomor�czno±¢ jest sama ju» do±¢ silnym zaªo»eniem.

Dowód :

Przypu±¢my, »e obraz f le»y w jednej prostej b¡d¹ okr¦gu. Podobnie jak poprzednio, mo-
»emy ten okr¡g/prost¡ sprowadzi¢ do osi rzeczywistej skªadaj¡c f z homogra�ami (zªo»enie jest
nadal holomor�czne). Je±li obraz jest rzeczywisty i v = 0 tak jak i pochodne v, toi z warunków
Cauchy-Riemanna wynika, »e tak»e pochodne u b¦d¡ zerowe. St¡d u musi by¢ staªa (cho¢by
z twierdzenia o warto±ci ±redniej) czyli obrazem jest jeden punkt, f(z) = b (staªa). Mo»emy
zatem zaªo»y¢, »e obraz f nie jest jedn¡ prost¡/okr¦giem. Mo»emy znale¹¢ tak jak poprzed-
nio 4 ró»ne punkty w1, w2, w3, w4 , w = f(z) odpowiadaj¡ce co najmniej czterem ró»nym
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punktom z1, z2, z3, z4 (by¢ mo»e tak»e innym). Tak jak poprzednio, za pomoc¡ homogra�i
sprowadzamy te punkt na 0 , 1, ∞, czyli f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) = ∞ i f(z4) = w4. Teraz
o± rzeczywista przechodzi na siebie. Na tej prostej musi by¢ taki punkt, »e f ′(z) 6= 0, Je±li
by bowiem wsz¦dzie (tam gdzie f 6= ∞) f ′(z) = 0 obrazem nie byªaby prosta ale punkt (to
wynika z twierdzenia o warto±ci ±redniej i ci¡gªo±ci uwzgl¦dniaj¡cej ∞), a to niemo»liwe bo s¡
co najmniej 2 punkty. Niech f ′(z5) 6= 0. Je±li z5 6= 0 to skªadamy z homogra�¡ h(z) = z + z5 i
g(z) = z−f(z5) tj. bierzemy f̃ = g(f(h(z))). Wtedy ju» f̃ ′(0) = f ′(z5) 6= 0, przy czym f̃(0) = 0
nadal zachowuj¡c fakt, »e prosta rzeczywista przechodzi na siebie. Upraszczamy oznaczenia z
powrotem do f̃ → f . Zauwa»my, »e proste przechodz¡ce przez 0 musz¡ przechodzi¢ te» na
proste przechodz¡ce przez 0 bo inne proste i okr¦gi nie przechodz¡ przez 0 albo ∞. Ale z
wªasno±ci konforemno±ci i f ′ 6= 0 wynika »e ka»da taka prosta przechodzi na siebie, bo musi
by¢ zachowany k¡t z osi¡ rzeczywist¡. Zatem f jedynie skaluje liczby, tj. f(z) = q(z)z gdzie q
ma jedynie warto±ci rzeczywiste Zatem q(z) = f(z)/z i q(0) = f ′(0) (ci¡gªa w 0) ma warto±ci
jedynie rzeczywiste a jest holomor�czna (jako iloraz funkcji holomor�cznych, ewentualnie poza
0) zatem v = 0 ale z warunków Cauchy-Riemanna wynika »e q jest staªa czyli f(z) = qz dla
staªego q i st¡d teza.

Funkcje harmoniczne:

Poka»emy pó¹niej »e pochodna funkcji holomor�cznej f = u+ iv jest tak»e homomor�czna,
co oznacza »e ma pochodne dowolnego rz¦du. Na razie po prostu zaªo»ymy, »e u i v s¡ dwu-
krotnie ró»niczkowalne i te pochodne s¡ ci¡gªe (albo zakªadamy ró»niczkowalno±¢ zupeªn¡).
Wtedy

∂xu = ∂yv ⇒ ∂2
xu = ∂2

xyv

∂xv = −∂yu⇒ ∂2
yu = −∂2

yxv

Dzi¦ki równo±ci pochodnych ∂2
xy = ∂2

yx (wymaga ci¡gªo±ci b¡d¹ pochodnej zupeªnej) mamy

∂2
xu+ ∂2

yu = ∂2
xv + ∂2

yv = 0

Jest to równanie Laplace'a, a jego rozwi¡zania nazywamy funkcjami harmonicznymi. Dzi¦ki
temu mo»emy sprawdzi¢ czy dane u (v) mo»e by¢ cz¦±ci¡ rzeczywist¡ (urojon¡), a z warunków
Cauchy-Riemanna mo»emy znale¹¢ caª¡ funkcj¦ (z dokªadno±ci¡ do staªej).

Przykªad:

v(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3

Sprawdzamy, »e speªnia równanie Laplace'a. Teraz szukamy cz¦±ci rzeczywistej

∂xu = ∂yv = 6x2 − 6xy − 6y2

sk¡d u = 3x3 − 3x2y − 6y2x+ u0(y) gdzie u0 jest nieznan¡ funkcj¡. z kolei

∂yu = −3x2 − 12yx+ u′0(y) = −3x2 − 12yx+ 3y2

czyll u′0(y) = 3y2 a wi¦c u0 = y3 + C. Ostatecznie f(z) = (2 + i)z3 + C.
Przykªad:

u(x, y) = ex cos y
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Sprawdzamy równanie Laplace'a, speªnia. Szukamy cz¦±ci urojonej

∂xv = −∂yu = ex sin y

czyli v(x, y) = ex sin y + v0(x). z kolei

∂yv = ex cos y + v′0(x) = ∂xu = ex cos y

czyliv′0 = 0 i v0 jest staª¡, czyli f(z) = ex(cos y + i sin y) + iC = ez + iC. Uwaga: do de�nicji i
wªasno±ci funkcji wykªadniczej i trygonometrycznych za chwil¦ przejdziemy.

Funkcja wykªadnicza zespolona:
Przypomnienie: rzeczywist¡ funkcj¦ wykªadnicz¡ ax dla a 6= 0 (a, x rzeczywiste) de�niuje

si¦ kolejno dla x = n, n liczby naturalne, przez a0 = 1, a1 = a, i indukcyjnie an+1 = ana. Z
kolei b = a1/n jest dodatnim rozwi¡zaniem równania bn = a (rozwi¡zanie istnieje i jest jedno
w liczbach rzeczywistych). Dla wymiernych dodatnich ap/q = (ap)1/q dla naturalnych p, q 6= 0.
Dla ujemnych a−w = 1/aw dla wymiernego w. Ostatecznie dla dowolnego x

ax = lim
w→x

aw

Mo»na wykaza¢ »e granica zawsze istnieje, a potem »e ax jest ci¡gª¡ funkcj¡ x (rosn¡c¡ dla
a > 1 a malej¡ca dla a < 1, staªa = 1 dla a = 1).

Przypomnienie: Liczba Eulera e jest de�niowana na minimum dwa sposoby (a jest wiele)

e = lim
n→∞

(1 + 1/n)n =
∞∑
n=0

1

n!
= 1 + 1 +

1

2
+

1

3!
+ ... ' 2, 718

(silnia 0! = 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, (n+1)! = (n+1)n!). Jest niewymierna. Je±li bowiem e = p/q
to prawy wzór mno»ymy przez q! i odejmujemy pierwsze q wyrazów. Reszta jest mniejsza od
1, sprzeczno±¢. Mo»na tak»e wykaza¢ »e

ex = lim
n→∞

(1 + x/n)n =
∞∑
n=0

xn

n!

Funkcja ex ma pochodn¡ (ex)′ = ex.
Analogicznie de�niujemy jej wersj¦ zespolon¡ (tu nie mo»emy ju» odwoªa¢ si¦ do granicy

wymiernej bo nie wiemy np. ile to ei):

ez
def
= lim

n→∞
(1 + z/n)n =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2
+
z3

6
+ ...

Wyka»emy, »e obie granice istniej¡ i s¡ równe.
Dowód :

Podzielmy druga sum¦ ∑
n

zn

n!
=
∑
n≤N

zn

n!
+RN(z)
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Wtedy

|RN(z)| =

∣∣∣∣∣∑
n>N

zn

n!

∣∣∣∣∣ ≤∑
n>N

|z|n

n!

ostatnia suma b¦dzie dowolnie maªa dla dostatecznie du»ego N bo n! ro±nie szybciej ni» jakie-
kolwiek qn (mo»na te» si¦ wesprze¢ znanymi kryteriami zbie»no±ci). St¡d zbie»no±¢, w dodatku
bezwzgl¦dna. Poza tym funkcja jest zawsze okre±lona (sko«czona) dla |z| < ∞ (sko«czone z),
co wida¢ przy n du»o wi¦kszym od |z|.

Z kolei

(1 + z/n)n =
∑
k≤n

(
n

k

)
zk

nk
=
∑
k≤n

n!zk

nkk!(n− k)!

Dla n > N mo»emy pokona¢ podziaªu∑
k≤N

n!zk

nkk!(n− k)!
+
∑

N<k≤n

n!zk

nkk!(n− k)!

Teraz zwi¦kszamy n przy ustalonym N . Pierwsza suma jest zbie»na bo ma ustalon¡ liczb¦
skªadników i ka»dy zbiega do zk/k! bo

n!

nk(n− k)!
= (1− 1/n)(1− 2/n) · · · (1− k − 1/n)→ 1

bo iloczyn ma okre±lon¡, liczb¦ czynników i ka»dy d¡»y do 1. Zatem pierwsza suma d¡»y do∑
k≤N

zk

k!

Pozostaje pokaza¢, »e druga cz¦±¢ jeszcze szacowana z góry i zanika dla du»ych N .∣∣∣∣∣ ∑
N<k≤n

n!zk

nkk!(n− k)!

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
N<k≤n

n!|z|k

nkk!(n− k)!
≤
∑
N<k

|z|k

k!

Ta cz¦±c zanika, taka jak w poprzednim przypadku. Wystarczy wi¦c wzi¡¢ tak du»e N aby ta
cz¦±¢ byªa dowolnie maªa a potem znale¹¢ n > N takie aby pierwsza cz¦±¢ byªa (dowolnie) blisko
granicy (wyznaczonej poprzednio). Oczywi±cie ez

∗
= (ez)∗ bo jest tak dla ka»dego elementu

ci¡gu/szeregu de�niujacego.
Poka»emy teraz wa»n¡ wªasno±¢ funkcji wykªadniczej

ez+w = ezew

Lewa strona jest równa ∑
n

(z + w)n

n!
=
∑
n

∑
k

(
n

k

)
wn−kzk

n!
=

∑
n

∑
k

wn−k

(n− k)!

zk

k!
! =

∑
m

∑
k

wm

m!

zk

k!
=
∑
m

wm

m!

∑
k

zk

k!
= ewez
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gdzie m = n− k. W¡tpliwo±ci mo»na mie¢ do do±¢ swobodnego »onglowania wska¹nikami. Na
szcz¦±cie to nie jest problem, bo ogony funkcji wykªadniczych s¡ szybko duszone. Najlepiej
to wida¢ na rysunku poni»ej, pokazuj¡cym obszary k, n < N i n − k < N . Reszty (obszary
odci¦te przez proste), b¦d¡ bezwzgl¦dnie zanika¢ przez znikaj¡ce oszacowanie górne, tak jak
przy de�nicji funkcji wykªadniczej.

Funkcja wykªadnicza jest ci¡gªa w zerze e0 = 1 bo

|ez − 1| =

∣∣∣∣∣∑
n>0

zn

n!

∣∣∣∣∣ ≤∑
n>0

|z|n =
|z|

1− |z|
→ 0

A poniewa» ez+w = ezew to jest ci¡gªa wsz¦dzie.
W zerze ma te» pochodn¡ zespolon¡ równ¡ 1, bo∣∣∣∣ez − 1

z
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
n>1

zn−1

n!

∣∣∣∣∣ ≤∑
n>1

|z|n−1 ≤ z

1− |z|
→ 0

a znowu z ez+w = ezew wynika »e pochodna ew jest wsz¦dzie równa ew bo∣∣∣∣ew+z − ew

z
− ew

∣∣∣∣ = |ew|
∣∣∣∣ez − 1

z
− 1

∣∣∣∣→ 0

czyli jeszcze raz
(ez)′ = ez

Jest to zatem funkcja wsz¦dzie holomor�czna. Dla z = x rzeczywistych ex jest dodatnia i
rosn¡ca. Nie ma miejsc zerowych bo inaczej 0 = ez a jednocze±nie e−z istnieje i jest sko«czone
czyli 0 = eze−z = e0 = 1, sprzeczno±¢.

De�nicje funkcji hiperbolicznych i trygonometrycznych:
Funkcje hiperboliczne, cosinus hiperboliczny, sinus hiperboliczny, tangens hiperboliczny i co-
tangens hiperboliczny

cosh z =
ez + e−z

2
, sinh z =

ez − e−z

2

tanh z =
sinh z

cosh z
=
ez − e−z

ez + e−z
, coth z =

1

tanh z
=

cosh z

sinh z
=
ez + e−z

ez − e−z
(uwaga na zamienne oznaczenia ch=cosh, sh=sinh, tanh=tgh=th, coth=ctgh=cth).
Funkcje trygonometryczne, cosinus, sinus, tangens, cotangens

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
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tan z =
sin z

cos z
=

eiz − e−iz

i(eiz + e−iz)
, cot z =

1

tan z
=

cos z

sin z
=
i(eiz + e−iz)

eiz − e−iz

(uwaga na zamienne oznaczenia tan=tg, cot=ctg). Funkcje cosh, sinh, cos i sin s¡ holomor�czne
wsz¦dzie a tanh, coth, tan, cot, tam gdzie odpowiedni mianownik jest niezerowy, o tym b¦dzie
za chwil¦.

cosh z =
∑
n

z2n

(2n)!
= 1 +

z2

2
+
z4

24
+ ..., sinh z =

∑
n

z2n+1

(2n+ 1)!
= z +

z3

6
+

z5

120
+ ...

cos z =
∑
n

(−1)n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2
+
z4

24
− ..., sin z =

∑
n

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

6
+

z5

120
− ...

Zauwa»my parzysto±¢ cosh z = cosh(−z), cos z = cos(−z) i nieparzysto±¢ sinh z = − sinh(−z),
tanh z = − tanh(−z) coth z = − coth(−z), sin z = − sin(−z), tan z = − tan(−z), cot z =
− cot(−z). Ponadto hiperboliczne i trygonometryczne s¡ powi¡zane, cosh(iz) = cos z, sinh(iz) =
i sin z, tanh iz = i tan z. Z wªasno±ci ez

∗
= (ez)∗ wynika ka»da funkcja hiperboliczna i trygo-

nometryczna ma tak»e t¦ wªasno±¢, czyli f(z∗) = f ∗(z). Tak»e ez = cosh z + sinh z oraz
eiz = cos z + i sin z. Szczególne warto±ci cosh 0 = cos 0 = 1, sinh 0 = sin 0 = tanh 0 = tan 0 = 0
ale coth 0 = cot 0 =∞ (do tego jeszcze powrócimy)

Z ez+w otrzymujemy tak»e prawa skªadania

cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinhw, sinh(z + w) = sinh z coshw + sinhw cosh z

tanh(z + w) =
tanh z + tanhw

1 + tanh z tanhw
, coth(z + w) =

coth z cothw + 1

coth z + cothw
oraz

cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw, sin(z + w) = sin z cosw + sinw cos z

tan(z + w) =
tan z + tanhw

1− tan z tanw
, cot(z + w) =

cot z cotw − 1

cot z + cotw

St¡d (dla w = −z) tak»e

1 = cosh2 z − sinh2 z = cos2 z + sin2 z

czyli tzw. jedynka trygonometryczna. Mamy tak»e pochodne zespolone

cosh′ = sinh, sinh′ = cosh, tanh′ =
1

cosh2 , coth′ = − 1

sinh2

cos′ = − sin, sin′ = cos, tan′ =
1

cos2
, cot′ = − 1

sin2

We¹my teraz z = x rzeczywiste, wtedy wszystkie funkcje hiperboliczne i trygonometryczne s¡
tak»e rzeczywiste, bo z = z∗ a f(z∗) = f ∗(z). Wtedy coshx ≥ 1 a tanhx ro±nie od −1 do 1.
Wykresy:
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tan(x)
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sinh(x)
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cosh(x)
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 0
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 1

-3 -2 -1  0  1  2  3

tanh(x)

De�nicja liczby pi π i okres funkcji trygonometrycznych :
Dla argumentów rzeczywistych funkcje sin i cos s¡ rzeczywiste i z jedynki trygonometrycznej s¡
ograniczone do przedziaªu [−1, 1], czyli cosx ≤ 1. Z twierdzenia o warto±ci ±redniej wynika wi¦c,
»e sinx ≤ x dla x > 0 i podobnie cosx ≥ 1− x2/2, sinx ≥ x− x3/6 i cosx ≤ 1− x2/2 + x4/24
itd. St¡d np. sin 2 ≥ 2/3 a cos 1 ≥ 1/2 ale cos 2 ≤ −1/3 przy malej¡cym cos czyli istnieje
dokªadnie jedno miejsce zerowe π/2 ∈]1, 2[, de�niuj¡ce π, takie »e cos(π/2) = 0.

Zauwa»my tak»e »e z jedynki trygonometrycznej wynika wtedy »e sin(π/2) = ±1 ale dla
x < 2 mamy sinx > 0 wi¦c sin(π/2) = 1. St¡d te» sin π = 2 sin(π/2) cos(π/2) = 0 Zobaczmy,
»e π jest te» najmniejsz¡ liczb¡ dodatni¡, dla której sin jest zerem. Je±li byªoby 0 < x < π
takie »e sinx = 0 to 2 sin(x/2) cos(x/2) = 0 ale dla (x/2) < 2 mamy sin(x/2) > 0 a cos
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jako malej¡c, nie ma innych miejsc zerowych przed π/2, sprzeczno±¢. π jest niewymierna.
W przybli»eniu π = 3, 141592... Funkcje sin, cos i π mo»na przybli»a¢ bior¡c kolejne wyrazy
szeregu de�niuj¡cego, szacuj¡c wielomianami na przemian z góry i z doªu (rysunek).

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  1  2  3  4  5  6

sin

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  1  2  3  4  5  6

cos

α mo»na interpretowa¢ jako dªugo±¢ ªuku (fragmentu okr¦gu na pªaszczy¹nie o ±rodku w
zerze i promieniu 1) czyli k¡t w radianach i warto±ci cosα i sinα mo»na powi¡za¢ geometrycznie
ze wspóªrz¦dnymi okr¦gu (X = cosx, Y = sinx) (rysunek), poniewa»

ˆ
α

ds =

ˆ α

0

√
(dX/dx)2 + (dY/dx)2dx =

ˆ α

0

√
cos2 x+ sin2 xdx =

ˆ α

0

1dx = α

St¡d te» π jest poªow¡ obwodu okr¦gu jednostkowego, a tak»e polem koªa jednostkowego.
Obrót:

Funkcja f(z) = eiφz dla φ rzeczywistego de�niuje obrót wspóªrz¦dnych z = x+ iy → f = u+ iv
u = x cosφ− y sinφ

v = x sinφ+ y cosφ

wokóª zera o kat φ (w radianach). Obroty mo»na uogólnia¢ na wiele wymiarów, wybieraj¡c
dowoln¡ par¦ zmiennych jak x, y a reszty nie zmieniaj¡c, i skªada¢.

63

http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_that_%CF%80_is_irrational


Dalej ju» ªatwo wyprowadzi¢ wzory dla dowolnych liczb zespolonych cos π = −1, sin(z+π) =
− sin z, cos(z + π) = − cos z, i okresowo±¢

sin(2π + z) = sin z, cos(2π + z) = cos z, tan(z + π) = tan z, cot(π + z) = cot z

czyli s¡ to funkcje okresowe z okresem 2π (sin i cos) oraz π (tan i cot). Mniejszych okresów nie
ma bo je±li sin(z+T ) = sin z cosT +sinT cos z = sin z, to cosT = 1 i sinT = 0 a to niemozliwe
dla T < 2π (patrz ni»ej).. Dalsze wzory

sin(π/2∓ z) = cos z, cos(π/2± z) = ∓ sin z, tan(π/2− z) = cot z

Z eix = cosx+ i sinx tak»e eiπ = −1, e2πi = 1 oraz |eix| = 1. Ponadto jedynie z = 2πin dla
caªkowitych n maj¡ wªasno±¢ ez = 1 bo je±li z = x + iy to |ez| = ex|eiy| = ex a to jest 1 tylko
dla x = 0. (bo ex jest dodatnia i rosn¡ca). Zatem ez ma okres 2πi podobnie jak cosh i sinh
(iπ dla tanh) i jest to najmniejszy okres (bo dla y < 2π tylko sin π = 0 ale wtedy cos π = −1).
Punkty 2πn , πn, 2πin, iπn to tak»e te w których s¡ niesko«czone tan, cot, tanh lub coth.

Komentarz: Szkolne, geometryczne wzory na funkcje trygonometryczne i np. twierdzenie
Pitagorasa wymagaj¡ postulatów Euklidesa. Postulaty te grz¦zn¡ w ilo±ci potrzebnych zaªo»e«,
które tak naprawd¦ opieraj¡ si¦ na intuicjach �zycznych np. fakcie »e przedmioty nie zmieniaj¡
si¦ przy obrotach (a co to jest obrót?). We wspóªczesnej matematyce redukuje si¦ postulaty, a
poza tym funkcje trygonometryczne stosuje si¦ tak»e poza geometri¡ (np. oscylator), dlatego
przedstawiona tu konstrukcja funkcji trygonometrycznych jest du»o lepsza i poprawniejsza ni»
szkolna. Jedynie nazwy, trigon=trójk¡t i hiperbola (co± za du»ego), pozostaªy z historii.

Funkcja odwrotna do wykªadniczej: logarytm (proporcja liczb)

w = ln z = log z = ln r + iφ

je±li z = |z|eiφ = |z|(cosφ + i sinφ) = ew, ln |z| jest tradycyjnym logarytmem tj. q = ln r (rze-
czywiste) je±li r = eq (jako funkcja monotoniczna jest odwracalna). Jest to oczywi±cie funkcja
holomor�czna, jako odwrotna do holomor�cznej i ln′(z) = 1/z (cz¦sto piszemy zamiennie ln i
log)

Ma jednak dwa istotne problemy. Po pierwsze nie istnieje ln 0. Po drugie φ mo»na wybra¢
niejednoznacznie np. φ→ φ+2π i ogólniej φ→ φ+2πn dla caªkowitych n. jest to wi¦c funkcja
wieloznaczna. Usiªuj¡c ja zde�niowa¢ w sposób ci¡gªy zaczynaj¡c od dodatniej osi rzeczywistej,
zakªadaj¡c tam φ = 0 napotykamy problem np. dochodz¡c do ujemnej osi rzeczywistej z obu
stron. Od Im > 0 dochodzimy do φ = π a od Im < 0 do φ = −π . Musimy wybra¢:
albo pozostawiamy funkcj¦ jako nieci¡gª¡ dla z = (x > 0, 0), z = (x < 0, 0) lub dowolnej
innej póªprostej wychodz¡cej z zera (a nawet dowolnej krzywej od zera do niesko«czono±ci, bez
samoprzeci¦¢) albo umo»liwiamy jej wieloznaczno±¢ tj. dopuszczamy warto±ci ró»ni¡ce si¦ o
2πin (n � caªkowite), tworz¡c �±rub¦� o skoku 2π dla cz¦±ci urojonej, jak na rysunkach. Obie
wersje b¦dziemy stostowa¢, w zale»no±ci od problemu. Przyjmuje si¦ argument gªówny φ i
logarytm gªówny je±li z = |z|eiφ i ln z = ln |z|+ iφ dla φ ∈]− π, π].

Funkcje odwrotne do hiperbolicznych � area i trygonometrycznych � cyklome-
tryczne

Dla funkcji hiperbolicznych cosh, sinh, tanh, coth de�niuje si¦ odpowiednio odwrotne funk-
cje area (powierzchnia) arcosh, arsinh, artanh, arcoth. Dla funkcji trygonometycznych sin, cos,
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tan, cot, defniuje si¦ odpowiednio odwrotne funkcje cyklometryczne arcus (ªuk), arcsin, arccos,
arctan, arccot. S¡ wieloznaczne, przewa»nie mo»na je powi¡za¢ z logarytmem, np.

arsinhz = ln(z +
√

1 + z2), arcoshz = ln(z +
√
z2 − 1), artanhz =

1

2
ln

1 + z

1− z

Na mocy pochodnej funkcji odwrotnej mamy m.in.

arctan′ z = (1 + z2)−1, artanh′z = (1− z2)−1

które s¡ jednoznaczne, ale tak»e dwuznaczne

arcosh′z = (z2 − 1)−1/2, arsinh′ = (1 + z2)−1/2

Komentarz:
Konstrukcj¦ funkcji wykªadniczej, hiperbolicznych i trygonometrycznych mo»na odwróci¢, za-
czynaj¡c np. od logartymu jako ln z =

´
dz/z oraz ln 1 = 0 i przyjmuj¡c ez jako funkcj¦

odwrotn¡ (albo równowa»nie ez jako rozwi¡zanie równania f ′ = f z f(0) = 1 lub f(z + w) =
f(z)f(w) i f(0) = f ′(0) = 1) Podobnie mo»na zde�niowa¢ dla x rzeczywistego

arctanx =

ˆ x

0

dt

1 + t2

i z niego wyprowadzi¢ reszt¦, poprzez narzucenie relacji funkcyjnych, a tak»e π = 2 arctan(+∞)
(i z szeregu caªkowego π/4 = 1−1/3+1/5−1/7+...). Jest to jednak uci¡»liwe i maªo eleganckie
a przy tym wolno zbie»ne. Poza tym funkcje area i cyklometryczne s¡ wieloznaczne, podobnie
jak logarytm, z którym s¡ powi¡zane.

Pot¦gowanie:
za dla dowolnej liczby zespolonej z nie zawsze jest okre±lone jednoznacznie, np. ii. Formalnie
de�niujemy

za = ea ln z

jednak logarytm jest wieloznaczny, a wi¦c i pot¦ga

za = ea ln ze2πkai

dla dowolnej liczby caªkowitej k. Je±li a = p/q jest liczb¡ wymiern¡ (p, q caªkowite, najmniejsze
mozliwe q) to mamy q mo»liwych warto±ci). W przeciwnym razie niesko«czenie wiele, np. z1/3

ma trzy a z2/15 pi¦tna±cie (uwaga z2/6 ma trzy bo 2/6 = 1/3).
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pl.wikipedia.org/wiki/Powierzchnia_Riemanna
Caªki konturowe i twierdzenie Cauchy'ego
f = u+ iv, dz = dz + idy (czasem tak»e dz∗ = dx− idy)

Caªka zorientowana po krzywej C na pªaszczy¹nie zespolonej
ˆ
C

f(z)dz =

ˆ
C

(udx− vdy) + i

ˆ
C

(vdx+ udy)
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przy parametryzacji z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b]
ˆ
C

f(z)dz =

ˆ b

a

(
u
dx

dt
− vdy

dt

)
dt+ i

ˆ b

a

(
v
dx

dt
+ u

dy

dt

)
dt =

ˆ b

a

f(z(t))
dz

dt
dt

Zakªadamy »e kontur jest przynajmniej kawaªkami gªadki, tj. ma ci¡gªe pochodne (punkty
zaªamania s¡ bez znaczenia). Dla konturów zamkni¦tych s¡ mo»liwe dwie orientacje daj¡ce
wynik o przeciwnym znaku, jak na rysunku, oznaczane odpowiednioffi

f(z)dz przeciwnie do ruchu wskazówek, standardowa

= −
fi
f(z)dz zgodnie z ruchem wskazówek

Przykªad:

ffi
|z−z0|=R

(z − z0)mdz, m caªkowite

Caªka po okr¦gu o ±rodku z0 i promieniu R (rysunek). Parametryzujemy z = z0 + Reit,
t ∈ [0, 2π].

ffi
|z−z0|=R

(z − z0)mdz =

ˆ 2π

0

eimtiReit =


2πi dla m = −1

0 dla m 6= 0

Je±li istnieje funkcja pierwotna, tj. F (z) taka ze f = dF/dz to
ˆ
C

f(z)dz =

ˆ b

a

dF

dz

dz

dt
dt =

ˆ b

a

dF

dt
dt = F (z(b))− F (z(a)) = F (zb)− F (za)
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dla za = z(a), zb = z(b).
Czy dla konturu zamkni¦tego, skoro za = zb to F (zb) − F (za) = 0? Wydaje si¦ »e tak,

ale ju» zastrzegali±my, »e funkcje zespolone czasem s¡ wieloznaczne. Maj¡c mo»liwe ró»ne
warto±ci w tym samym punkcie, ró»nica nie musi by¢ zero, ale dzieje si¦ to w sytuacjach
szczególnych (niekoniecznie rzadkich), ale tylko przy wieloznaczno±ci. Tak wªa±nie dzieje si¦ w
przykªadzie dla m = −1. Wtedy bowiem F (z) = ln(z − z0) a ju» wiemy ze logarytmem nie
daje si¦ �okr¡»y¢� zera w sposób jednoznaczny (wspinamy si¦ na nast¦pn¡ cz¦±¢ powierzchni
Riemanna). Gdyby±my nie okr¡»ali zera, to pozostaliby±my w obszarze jednoznaczno±ci i caªka
byªaby zero. W tym sensie, je±li kontur jest zamkni¦ty, ale na powierzchni Riemanna funkcji
pierwotnej, to caªka jest zero. Niestety nie da si¦ z góry przewidzie¢ jak wygl¡da powierzchnia
Riemanna dla funkcji pierwotnej (i w ogóle jeszcze nie wiemy czy taka funkcja zawsze istnieje).
Caªkowana funkcja jest holomor�czna na konturze i w jego otoczeniu, ale nie w caªym wn¦trzu
koªa, bo nie istnieje (jest niesko«czona) w z = z0. To jest powód dlaczego caªka nie jest zero
(cho¢ nie zawsze tak jest, np. dla m = −2 jest zero mimo nieholomor�czno±ci w z = z0).

Przykªad:
Dla funkcji

√
z okr¡g jednostkowy nie jest zamkni¦ty bo przecina ci¦cie. Mo»na oczywi±cie

to zignorowa¢, ale wtedy wynik b¦dzie od wyboru ci¦cia zale»aª, a tego nie chcemy. Mo»na
jednak okr¡g podwoi¢ i wtedy caªka jest, bo odpowiednia powierzchnia Riemanna wraca na t¦
sama warto±¢ (bo (φ + 4π)/2 = φ/2 + 2π i

√
z jest taki sam. Ogólnie kontur musi okr¡»a¢

zero parzyst¡ ilo±¢ razy, aby caªka byªa jednoznaczna. Podobnie dla z1/3 trzeba okr¡»a¢ 3 razy
(lub wielokrotno±¢). Dla ln z jedyna mo»liwo±¢ to powrót, »adna sko«czona liczba okr¡»e« nie
pomo»e. Natomiast dla

(z2 − 1)1/2 = ((z − 1)(z + 1))1/2

ci¦cie mo»emy da¢ albo pomi¦dzy −1 i +1 albo dla (x < −1, 0) i (x > +1, 0), obie wersje i
kontury zamkni¦te oraz niezamkni¦te (okr¡»aj¡ce tylko −1 lub +1) na rysunku.

Zamkni¦cie konturu zale»y od powrotu f na t¦ sam¡ warto±¢, co dla skomplikowanych
funkcji mo»e by¢ trudne do sprawdzenia.

Twierdzenie Cauchy'ego-Goursata
Je±li w ±ci¡galnym (jednospójnym, bez dziur) obszarze D funkcja f(z) jest holomor�czna

(w ka»dym punkcie D) To caªka po konturze D (kawaªkami gªadkim), tj. brzegu C = ∂D (tzw.
kontur Jordana, nie przecina sam siebie), z f wynosi zero, czyli˛

C

f(z)dz = 0
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Dowód :
Cauchy odwoªaª si¦ do twierdzenia Greena
˛
C

f(z)dz =

˛
c

(udx− vdy) + i

˛
(vdx+ udy) =

ˆ
D

(−∂xv − ∂yu)dxdy + i

ˆ
D

(∂xu− ∂yv)dxdy

czyli zero z warunków Cauchy-Riemanna. Jednak w twierdzeniu Greena zakªadali±my ci¡gªo±¢
pochodnych. Tu nie musimy tego zakªada¢. Oka»e si¦, »e ci¡gªo±¢ b¦dzie, ale to dopiero
wyniknie z twierdzenia. Aby unikn¡¢ bª¦dnego koªa, powinni±my poradzi¢ sobie bez Greena,
tak zrobiª Goursat, dowód na ko«cu skryptu.

Punkty osobliwe:

• Je±li f(z) i f ′(z) istnieje to z jest punktem regularnym, nie osobliwym. Uwaga: Punkt
z jest osobliwy je±li f ′(z) nie istnieje. Uwaga: cz¦sto osobliwo±¢ jest tylko pozorna, np.
sin z/z nie jest zde�niowane w 0, ale mo»na uzupeªni¢ granic¡ czy warto±c 1 dla z = 0,
wtedy punkt jest nadal regularny.

• Je±li f(z) jest holomor�czna w kole o ±rodku z0 i jakim± promieniu, oprócz z0 gdzie nie
jest, to z0 jest punktem osobliwym izolowanym, np. i dla 1/(z − i)

• w przeciwnym razie z0 jest punktem osobliwym nieizolowanym, np. sin(1/z) ma punkty
osobliwe 1/πn a wi¦c 0 jest osobliwe nieizolowane.

• z0 biegun rz¦du n (liczba naturalna), je±li limz→z0 f(z)(z − z0)n = a 6= 0, np. 1/(z − 2i)
ma biegun pierwszego rz¦du (prosty) w 2i, 1/(z − 3)2 ma biegun rz¦du 2 w 3 a z/[(z −
2i)(z + 2)3] ma biegun pierwszego rz¦du w 2i a trzeciego w −2

• punkt rozgaª¦zienia: punkt osobliwy dowolnie blisko którego funkcja nie mo»e by¢ okre-
±lona w sposób ci¡gªy i jednoznaczny, przewa»nie stanowi koniec linii ci¦cia.

Wnioski z twierdzenia Cauchy'ego-Goursata:
Caªka z funkcji holomor�cznej nie zale»y od drogi, tylko punktów ko«cowych, dla krzywej
skierowanej ale nie zamknietej. St¡d mo»na zde�niowa¢ jednoznacznie F (z) =

´ z
z0
f(z̃)dz̃ i F

jest holomor�czna.
Dowód :
�¡czymy punkty z i z + h odcinkiem,

F (z + h)− F (z) =

ˆ z+h

z

f(z̃)dz̃ = f(z + ξh)h

z twierdzenia o warto±ci ±redniej dla ξ ∈]0, 1[, a f jest ci¡gªa, czyli f(z + ξh)→ f(z).
Je±li obszar nie jest jednospójny (rysunek - przypomnienie) ale nadal funkcja jest w nim

holomor�czna (nie ma punktów osobliwych) to suma (odpowiednio zorientowanych!) caªek jest
zero. Mo»emy konturom dowolnie zmienia¢ ksztaªt tak dªugo, dopóki pozostajemy w obszarze
holomor�czno±ci (poza punktami osobliwymi)
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Przykªad:

I =

ffi
|z|=3

zdz

z2 − 3z + 2

Funkcja ma bieguny, ale mo»emy (a) rozbi¢ na uªamki proste, (b) wybra¢ wygodniejsze kontury
(rysunek). z2 − 3z + 2 = (z − 1)(z − 2) i

z

z2 − 3z + 2
=

2

z − 2
− 1

z − 1

czyli

I =

ffi
|z|=3

2dz

z − 2
−
ffi
|z|=3

dz

z − 1
=

ffi
|z−2|=ε

2dz

z − 2
−
ffi
|z−1|=ε

dz

z − 1

(rysunek). Tymczasem ffi
|z−z0|=ε

dz

z − z0

=

ˆ 2π

0

idφ = 2πi

przy parametryzacji z = z0 + εeiφ dz = iεdφ. St¡d I = 2πi(2− 1) = 2πi.
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Przykªad:

I =

ˆ ∞
−∞

e−ax
2

cos(2bx) =

ˆ ∞
0

e−ax
2

(e2ibx + e−2ibx)dx =

ˆ ∞
−∞

e−ax
2−2ibxdx/2

a > 0, b liczby rzeczywiste (wykorzystali±my od razu fakt »e 2 cos y = 2 cos(−y) = eiy + e−iy.
e−az

2
jest wsz¦dzie holomor�czna. We¹my kontur C jak na rysunku i przejd¹my do granicy R→

∞. B¦dziemy tu i wielu pó¹niejszych przykªadach korzysta¢ z wa»nej nierówno±ci (uogólnienie
nierówno±ci trójk¡ta ∣∣∣∣ˆ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ˆ b

a

|f(t)|dt

dla rzeczywistego t i zespolonego f . Caªka po konturze jest zero, ale jest te» sum¡ czterech
wkªadów od kolejnych boków prostok¡ta

0 =

ffi
C

e−az
2

= IA + IB + IC + ID

gdzie

IA =

ˆ R

−R
e−ax

2

dx→
ˆ ∞
∞

e−ax
2

dx =
√
π/a

Wykorzystali±my tu caªk¦ Gaussa, jeszcze do niej wrócimy.

IB =

ˆ b/a

0

e−a(R2−y2+2Ryi)idy

ale |eay2−2Raiy| ≤ eb
2/a czyli |IB| ≤ e−aR

2
eb

2/a → 0 (przy R → ∞) Podobnie zanika ID. Nato-
miast

IC = −
ˆ R

−R
dxe−a(x+ib/a)2dy = −

ˆ R

−R
e−ax

2−2ibax+b2/a → −Ieb2/a

Zatem z IA = −IC mamy
I = e−b

2/a
√
π/a

Przykªad:

ˆ ∞
0

cosx2dx

71



Bierzemy f(z) = e−z
2
i caªk¦ po konturze na rysunku z R → ∞. Funkcja jest holomor�czna

wsz¦dzie wi¦c caªka po konturze znika. Z drugiej strony jest sum¡ caªek po póªprostej rzeczy-
wistej dodatniej, ªuku okr¦gu i póªprostej pod k¡tem π/4.

0 = IA + IB + IC

gdzie

IA =

ˆ R

0

e−x
2

dx→
√
π/2

(poªowa caªki Gaussa). Na ªuku parametryzujemy k¡tem z = Reiφ, dz = Rieiφdφ

IB =

ˆ π/4

0

e−R
2e2iφRieiφdφ

Szacujemy

|IB| ≤ R

ˆ π/4

0

e−R
2 cos 2φdφ

ale cosφ ≥ (1 − 2φ/π) dla φ ∈ [0, π/2] bo tam cos jest wkl¦sªy (funkcja wkl¦sªa jest wi¦ksza
ni» warto±ci na prostej ª¡cz¡cej punkty ko«cowe, rysunek). St¡d

|IB| ≤ R

ˆ π/4

0

e−R
2(1−4φ/π)dφ =

1− e−R2

4R
π → 0

Ostatecznie na ostaniej prostej z = eiπ/4t, z2 = it2,

IC = −
ˆ ∞

0

eiπ/4e−it
2

dt→ −eiπ/4
ˆ ∞

0

(cosx2 − i sinx2)dx

Z porównania z IA = −IC i e−iπ/4 = (1− i)/
√

2

ˆ ∞
0

cosx2 =

ˆ ∞
0

sinx2 =

√
2π

4

Wzór Cauchy'ego:
Je±li funkcja f jest holomor�czna i kontur C otacza punkt z0 (rysunek) to

ffi
C

f(z)dz

z − z0

= 2πif(z0)
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Dowód:
Funkcja f(z)/(z − z0) jest holomor�czna w caªym obszarze ograniczonym C poza z0, mo»emy
zatem kontur zast¡pic maªym okr¦giem ±rodku z0 i promieniu ε → 0 i u»y¢ parametryzacji
z = z0 + εeiφ, dz = iεeiφdφ

ffi
C

f(z)dz

z − z0

=

ˆ 2π

0

if(z0 + εeiφ)dφ→ 2πif(z0)

np. z twierdzenia o warto±ci ±redniej i ci¡gªo±ci f .

Zastosowanie:

1.

I =

ffi
C

ez

z − 2
dz

Je±li C nie okr¡»a z = 2 o caªka znika, je±li obejmuje jest równa 2πie2

2.

I =

ffi
C

z2 + 1

z2 − 1
dz

Mianownik mo»na zapisa¢ (z + 1)(z − 1) Wzór Cauchy'ego dziaªa wi¦c dla z0 = 1 i −1.
Je±li C nie okr¡»a 1 ani −1 to caªka znika. Je±li obejmuje tylko −1 to wyª¡czamy czynnik
z + 1 z mianownika i wynik 2πi(z2 + 1)/(z − 1)|z=−1 = −2πi. Je±li obejmuje tylko +1 to
wynik jest 2πi(z2 + 1)/(z+ 1)|z=1 = 2πi. Je±li C obejmuje oba, to sumujemy i znów zero.

Wzór Cauchy'ego dla pochodnych:
Okazuje si¦ »e we wzorze Cauchy'ego mo»emy wej±¢ z pochodn¡ po z0 pod znak caªki, je±li f
jest holomor�czna

2πif ′(z0) =

ffi
C

f(z)dz

(z − z0)2

Dowód :

2πi
f(z0 + h)− f(z0)

h
=

ffi
C

f(z)dz

(
1

z − z0 − h
− 1

z − z0

)
=

ffi
C

f(z)dz

(z − z0 − h)(z − z0)
=

ffi
C

f(z)dz

(z − z0)2
+

ffi
C

f(z)hdz

(z − z0)2(z − z0 − h)

73



Je±li we¹miemy tak maªe h i C jako okr¡g o ±rodku w z0 o promieniu r > |h| to z nierówno±ci
trójk¡ta |z − z0 − h| ≥ |z − z0| − |h| = r − |h|. St¡d oszacowanie∣∣∣∣ffi

C

f(z)hdz

(z − z0)2(z − z0 − h)

∣∣∣∣ ≤ ˆ 2π

0

|f(z0 + reiφ)h|
r(r − |h|)

→ 0

dla |h| → 0 bo |f | jest ograniczone (na zbiorze zwartym).
Dowód ªatwo uogólnia si¦ na wy»sze pochodne. Uwaga: to nie jest automatyczne, bo np.

f(z)/(z− z0) nie jest holomor�czna w z0, trzeba u»y¢ wspólnego mianownika, rozbicia licznika
na wielomian wzgl¦dem h i przej±¢ przez argument z nierówno±ci¡ trójk¡ta. W istocie jednak
dowód jest analogiczny do caªkowej reguªy Leibniza (o wej±ciu ró»niczkowania pod caªk¦)

2πif (n)(z0) = n!

ffi
C

f(z)dz

(z − z0)n+1

Pozwala to na wykorzystanie biegunów dowolnego rz¦du. Zatem funkcja holomor�czna ma
wszystkie pochodne , oczywi±cie w obszarze ograniczonym przez C.

Przypomnienie: dla funkcji rzeczywistych to nie musi by¢ prawd¡, np. f(x) = x3 sin(1/x) i
f(0) = 0 ma pierwsz¡ pochodn¡ w zerze (zerow¡), ale nie drug¡.

Przykªad:

I =

ffi
C

cos z

z2(z − i)3
dz

geidz C jest okr¦giem |z| = 2. Funkcja ma dwa izolowane bieguny w z = 0 drugiego rz¦du i w
z = i trzeciego rz¦du. Zamieniaj¡c kontur na dwa okr¡»aj¡ce osobno bieguny C → C0 + Ci,
mamy I− = I0 + Ii,

I0 =

ffi
C0

cos z

z2(z − i)3
dz = 2πi

d

dz

(
cos z

(z − i)3

)
z=0

= −6πi

Ii =

ffi
Ci

cos z

z2(z − i)3
dz = πi

d2

dz2

(cos z

z2

)
z=i

= πi(cosh 1− 4 sinh 1)

Szereg Taylora i Laurenta
Przypomnienie:
Szereg jest zbie»ny punktowo lub jednostajnie granica

n∑
k=1

fk(x)→ f(x)

istnieje w sensie ró»na δ dla ró»nych x lub ta sama δ dla wszystkich x, w pewnego zakresu,
zwanego obszarem zbie»no±ci.

Kryteria zbie»no±ci (zwykle punktowej): d'Alemberta∣∣∣∣fk+1

fk

∣∣∣∣→ g < 1
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Cauchy'ego
k
√
|fk| → g < 1

Dla szeregów pot¦gowych fk = ak(x− x0)k jest dla na odcinku |z − z0| < R, gdzie |ak+1/ak| →
1/R (jednostajnie dla r < R)

Przenosimy te poj¦cia na szeregi (zwªaszcza pot¦gowe) zespolone, np.

∞∑
k=1

zn = 1 + z + z2 + ... =
1

1− z

zbie»ny dla |z| < 1 (jednostajnie dla |z| < q < 1).
Je±li szereg zbiega jednostajnie do ci¡gªej granicy na obszarze (niekoniecznie zwartym) D

to zbiegaj¡ na nim tak»e jednostajnie wszelkie caªki po konturach (kawaªkami gªadkich).
Pierwsze kryterium Weierstrassa
Je±li szereg funkcji holomor�cznych w D zbiega do f jednostajnie, na ka»dym obszarze

domkni¦tym B ⊂ D (zbie»no±¢ niemal jednostajna), to: f(z) jest funkcj¡ holomor�czn¡ w D,
a szereg dowolnych pochodnych zbiega jednostajnie w B ⊂ D. Oznacza to, »e wtedy mo»emy
ró»niczkowa¢ skªadniki szeregu.

Drugie kryterium Weierstrassa
Je±li szereg funkcji holomor�cznych na D i ci¡gªych na jego brzegu zbiega jednostajnie (lub

ma ci¡gª¡ granic¦), to jest zbie»ny jednostajnie w caªym D. Wynika to z twierdzenia i wzoru
Cauchy'ego i zamiany sumy z caªk¡ przy zbie»no±ci jednostajnej.

M-kryterium Weierstrassa
Je±li 0 ≤ |z| ≤ R, |fn(z)| ≤ un w D (u nie zale»y od z) i szereg

∑
n un zbie»ny, to

∑
n fn

jednostajnie zbie»ny w D (u majoryzuje f).
Dowód :
Skoro

∑
n un zbie»ny to

∑
n>N un → 0 a wi¦c i

∑
n>N fn → 0.

Dla szeregów pot¦gowych
∑

n an(z−z0)n mozna wi¦c u»ywa¢ rzeczywistych kryteriów zbie»-
no±ci (twierdzenie Cauchy'ego-Hadamarda). Szereg jest zbie»ny w kole |z − z0| ≤ r < R, gdzie

n
√
|an| → 1/R Cauchy , |an+1/an| → 1/R d'Alembert

(ogólniejsze jest kryterium Cauchy, je±li we¹miemy 1/ jako granic¦ górn¡ czyli najwi¦ksz¡ war-
to±¢ w±ród punktów skupienia). Granica jest ci¡gªa. Promie« zbie»no±ci R jest tak»e promie-
niem zbie»no±ci wszystkich pochodnych. Funkcja ma jednoznaczn¡ reprezentacj¦ przez szereg∑

n an(z − z0)n dla ustalonego z0 bo an = f (n)(z0)/n!.
Twierdzenie Taylora:

Je±li f jest holomor�czna w kole |z−z0| ≤ R to mo»na j¡ tam reprezentowa¢ zbie»nym jednostaj-
nie szeregiem pot¦gowym

∑
n an(z− z0)n. St¡d te» zwykle funkcje holomor�czne uto»samiamy

z analitycznymi.
Dowód :
Ze wzoru Cauchy'ego

2πian = 2πf (n)/n! =

ffi
|z−z0|=R

f(z)dz

(z − z0)n+1

Poniewa»

2π|an| ≤
ˆ 2π

0

|f(z0 +Reiφ)|
Rn

dφ ≤ 2πM/Rn
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gdzie M jest maksimum f(z) dla |z − z0| = R (istnieje i jest dla funkcji ci¡gªej na zbierze
zwartym). St¡d n

√
|an| ≤M1/n/R→ 1/R. Z kolei znów ze wzoru Cauchy'ego

2πif(ξ) =

ffi
|z−z0|=R

f(z)dz

z − ξ
=

ffi
|z−z0|=R

f(z)dz

(z − z0)− (ξ − z0)
=

ffi
|z−z0|=R

∑
n≥0

f(z)dz

(z − z0)n+1
(ξ − z0)n =

∑
n≥0

(ξ − z0)n
ffi
|z−z0|=R

∑
n≥0

f(z)dz

(z − z0)n+1
=
∑
n≥0

an(ξ − z0)

W ostatnich krokach zamiana kolejno±ci sumy i caªki wynika ze zbie»no±ci jednostajnej na
|z − z0| = R, górna granic¦ R nazywamy promieniem zbie»no±ci.

Zauwa»my te» »e z nierówno±ci

f (n)(z0) ≤ n!M/Rn

dla M jako maksimum funkcji |f(z)| dla |z − z0| = R wynika »e jedyn¡ funkcj¡ wsz¦dzie
holomor�czn¡ i ograniczon¡ jest funkcja staªa � twierdzenie Liouville'a, bo |f ′(z0)| ≤M/R
sk¡d wynika dla R → ∞ »e f ′ = 0. Uwaga: ograniczono±¢ mo»na zaw¦»y¢ do kóª o rosn¡cym
promieniu R → ∞, a zamiast koªa mo»na te» wzi¡¢ kwadrat (to si¦ nam jeszcze przyda),
±rodek koªa/kwadratu, nie musi si¦ pokrywa¢ z z0, wystarczy »e jest w staªej odlegªo±ci, ale ju»
prostok¡t ju» nie dziaªa (kontrprzykªad sin z i cos z).

Przykªady:
Funkcj¦ (1− z)−1 mo»emy standardowo rozwin¡¢ wokóª z0 = 0

(1− z)−1 = 1 + z + z2 + ... =
∑
n≥0

zn

i promie« zbie»no±ci jest równy 1. Jednak mo»emy rozwija¢ te» wokóª i

(1− i− (z − i))−1 =
∑
n≥0

(z − i)n

(1− i)n+1

i wtedy promie« zbie»no±ci wynosi |1− i| =
√

2.
Funkcje ez, sin z, cos z, cosh z, sinh z maj¡ ju» bezpo±redni zapisz przez szereg i niesko«czony

promie« zbie»no±ci (s¡ zbie»ne jednostajnie dla dowolnego R chocia» nie jednostajnie wsz¦dzie
naraz)

Dla logarytmu mamy pochodn¡ ln′ z = 1/z. Nie mo»emy wi¦c rozwija¢ wokóª 0 ale np.
wokóª 1, wtedy

1/z =
1

1 + (z − 1)
= 1− (z − 1) + (z − 1)−... =

∑
n≥0

(−1)n(z − 1)n

czyli

ln z =

ˆ
dz

z
= (z − 1)− (z − 1)2

2
+ ... =

∑
n≥0

(−1)n
(z − 1)n+1

n

promie« zbie»no±ci n
√
n → 1 (koªo o ±rodku 1i promieniu 1). Nie ma wi¦c problemu z wielo-

znaczno±ci¡ logarytmu, bo nie dochodzimy do przymusowej linii ci¦cia.

76



Caªki typu Cauchy'ego:
Niech φ b¦dzie jak¡kolwiek funkcj¡ zespolon¡ (niekoniecznie holomor�czn¡), byle mo»na byªo
ja caªkowa¢ po ustalonej krzywej zamkni¦tej C (kawaªkami gªadkiej) z dowoln¡ funkcj¡ ci¡gª¡
(czyli np. φ jest tam ci¡gªa). Mo»emy wtedy zde�niowa¢ funkcj¦ holomor�czn¡ f(z) dla z w
obszarze ograniczonym C.

f(z) =

ffi
C

φ(ξ)dξ

ξ − z
Funkcja jest holomor�czna, co wynika z zastosowania dowodu podobnie jak przy pochodnej we
wzorze Cauchy'ego, ale nie zakªadaj¡c holomor�czno±ci φ. Uwaga: f nie musi by¢ równa (w
granicy) φ na C. Kontrprzykªad: φ(z) = 1/z na |z| = 1 jako C daje f = 0. Równo±¢/ci¡gªo±¢
na brzegu wymaga dodatkowych zaªo»e«.

Podstawowe twierdzenie algebry
Uwaga: w nazwie jest algebra, ale dowód wymaga analizy. Dany jest wielomian zespolony

W (Z) = a0 + a1z + a2z
2 + ...+ anz

n, an 6= 0

ma co najmniej jeden pierwiastek czyli istnieje z0 takie »e W (z0) = 0
Dowód :
Przypu±¢my, »e nie ma pierwiastka czyli f(z) = 1/W (z) jest wsz¦dzie holomor�czna. Jednak

W (z) = zn(cn + cn−1/z + ...+ c0/z
n)

a wi¦c dla |z| > R gdzie R jest maksimum z liczb 2 k
√
|cn−k/cn| mamy |W (z)| > |z|n|cn|/2 czyli

dla du»ych |z| mamy f(z)→ 0. St¡d z twierdzenia Liouville'a f musi by¢ staªa, sprzeczno±¢.
Wniosek z twierdzenia: wielomian mo»na rozªo»y¢ na czynniki

W (z) = cn(z − z0)(z − z1) · · · (z − zn−1)

przy czym zk nie musz¡ by¢ ró»ne.
Przedªu»enie analityczne:

Je±li funkcja f jest holomor�czna w jakim± D i koªach wewn¡trz (czyli analityczna) to
miejsca zerowe musz¡ by¢ izolowane, albo wsz¦dzie f = 0. Je±li bowiem tworzyªyby skupienie w
z0, to wszystkie pochodne f w z0 byªyby 0 a wi¦c szereg daªby zero w caªym kole zbie»no±ci. St¡d
wynika jednoznaczno±¢ funkcji czyli je±li g(zn) = h(zn) na ci¡gu zn maj¡cym punkt skupienia
w D to g = h w D (bior¡c f = g − h).

Wniosek:

Funkcje holomor�czne wystarczy okre±li¢ dla liczb rzeczywistych, np. ex → ez, sinx→ sin z.
Jednak nie gwarantuje to jednoznaczno±ci poza osi¡ rzeczywist¡, np. ln(1 + z2) lub ln cosh z.

De�nicja:
Je±li f(z) jest holomor�czna w D0 a F w D ⊃ D0 i F (z) = f(z) w D0 to F jest przedªu»eniem
analitycznym f na D. Wystarczy sprawdzi¢ równo±¢ na ci¡gu zn z punktem skupienia w D0

skorzysta¢ z jednoznaczno±ci (czyli wystarczy »e D ∩D0 zawiera taki ci¡g).
Przykªad:

f(z) = 1 + z + z2 + ...
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jest szeregiem zbie»nym dla |z| < 1 a wi¦c F (z) = (1−z)−1 jest jego (jedynym!) przedªu»eniem
analitycznym.

Przedªu»enie analityczne mo»na przeprowadza¢ nakªadaj¡c na siebie kolejne koªa zbie»no-
±ci (rysunek), zwykle mo»na pokry¢, caª¡ pªaszczyzn¦, oprócz punktów osobliwych, a tak»e
osi¡gn¡¢ wieloznaczno±¢ (chyba »e dotrzemy do g¦stej linii osobliwo±ci, w bardzo zªo±liwych
przypadkach).

Szeregi pot¦gowe (zespolone, ale nie tylko) maj¡ powszechne zastosowanie w �zyce, szcze-
gólnie w rachunku zaburze«. Staramy si¦ aby funkcja byªa analityczna/holomor�czna wsz¦dzie
oprócz pewnego (ªatwo identy�kowanego) zbioru punktów.

Przykªad:

f(z) =
1

z(1− z)
= z−1(1 + z + z2 + ...) = z−1 + 1 + z + z2 + ...

Szereg jest zbie»ny dla 0 < |z| < 1 ale zawiera ujemne pot¦gi z.
Szereg Laurenta (Pierre Alphonse Laurent):

Je±li obszarem holomor�czno±ci f jest pier±cie« tj. zbiór r < |z − z0| < R (rysunek)to
mo»na tam przedstawi¢ f w postaci szeregu

f(z) =
∞∑
−∞

an(z − z0)n
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czyli dopuszczamy tak»e pot¦gi ujemne caªkowite.

2πian =

ffi
C

f(z)dz

(z − z0)n+1
,

gdzie C jest dowoln¡ krzyw¡ w pier±cieniu okr¡»aj¡c¡ z0.
Dowód :

Stosujemy wzór Cauchy'ego, ale w nietypowy sposób. Kontur C jest sum¡ pier±cienia
zewn¦trznego |z| = R i wewn¦trznego |z| = r (o przeciwnych orientacjach!),

2πif(z) =

ffi
|ξ|=R

f(ξ)dξ

ξ − z
+

ffi
|η|=r

f(η)dη

z − η

W ka»dej caªce dokonujemy innego rozwini¦cia

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
=
∑
n≥0

(z − z0)n

(ξ − z0)n+1

1

z − η
=

1

(z − z0)− (η − z0)
=
∑
n≥0

(η − z0)n

(z − z0)n+1

Oba rozwini¦cia s¡ zbie»ne w pier±cieniu |ξ−z0| = R > |z−z0| > r = |η−z0|. Po wyci¡gni¦ciu
sumy przed caªki (ze zbie»no±ci jednostajnej) otrzymujemy tez¦ dla C jako zewn¦trznego i
wewn¦trznego okr¦gu, który na mocy twierdzenia Cauchy'ego mo»emy dowolnie mody�kowa¢
w pier±cieniu. Promienie zbie»no±ci obu cze±ci (dodatnie i ujemne n) b¦d¡ odpowiada¢ R i r,
jak potrzebujemy.

Przykªad:
Rozwin¡¢ f(z) = (1− z)−1 dla |z| > 1

1

1− z
= − 1

z − 1
= −z−1 1

1− z−1
= −z−1 − z−2 − ... = −

∑
n<0

zn

Przykªad:
Rozwin¡¢ wokóª zera

f(z) =
−2z + 3

z2 − 3z + 3
=

1

1− z
+

1

2− z
Dla |z| < 1

1

1− z
= 1 + z + z2 + ... =

∑
n≥0

zn

Dla |z| > 1
1

1− z
= −z−1 − z−2 + ... = −

∑
n<0

zn

Dla |z| < 2
1

2− z
=

1

2

1

1− z/2
=

1

2
(1 + z/2 + (z/2)2 + ...) =

∑
n≥

zn

2n+1
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Dla |z| > 2

1

2− z
= −1

z

1

1− 2/z
= −1

z
(1 + 2/z + (2/z)2 + ...) = −

∑
n<0

zn2−1−n

czyli an = 1 + 2−n−1, n ≥ 0 dla |z| < 1 an = −1 dla n ≥ 0 i an = −2−n−1 dla n < 0 dla
1 < |z| < 2; an = −1− 2−n−1, n < 0 dla 1 < |z| < 2 (rysunek)

Wokóª punktów regularnych (nieosobliwych) mo»na rozwija¢ funkcj¦ w szereg Taylora, a
wokóª osobliwych izolowanych w szereg Laurenta. Je±li ostatnim niezerowym wspóªczynnikiem
przy ujemnej pot¦dze (z−z0)−n jest a−n, dla n > 0, to z0 jest biegunem rz¦du n. Równowa»nie
g(z) = f(z)(z− z0)n staje si¦ holomor�czna i niezerowa w z0 i otoczeniu lub 1/f = (z− z0)n/g
ma zero rz¦du n. Np. 2(z − z0)−4 + (z − z0)−2 ma w z0 biegun rz¦du 4. Je±li a−n 6= 0 dla
dowolnie du»ych n to punkt jest istotnie osobliwy, np. e1/z wokóª zera. Charakter punktu ∞
mo»na okre±li¢, zamieniaj¡c zmienne φ(z) = f(1/z) i sprawdzaj¡c z = 0 (ªatwo to wykona¢
dla szeregu Laurenta dla dostatecznie dalekiego okr¦gu wewn¦trznego r, zamieniaj¡c n→ −n)
. Dla biegunów |f(z → z0)| → ∞ bo 1/f → 0 ale dla istotnie osobliwych granica |f(z)| nie
istnieje (gdyby istniaªa, musiaªaby by¢ równa ∞ a wtedy 1/f byªaby holomor�czna i miaªaby
zero sko«czonego rz¦du, faktycznie blisko takiego punktu f przyjmuje prawie ka»d¡ warto±¢,
oprócz jednej)

Przykªad:
(1− z)−1 = −z−1(1− z−1)−1 = −

∑
n≥0

z−n−1

dla |z| > 1 a wi¦c z =∞ jest punktem regularnym.
Residua funkcji zespolonej:
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W praktyce f ma zwykle dobre okre±lone, najcz¦±ciej w sko«czonej liczbie, punkty osobliwe
(z wyj¡tkiem zªo±liwych przykªadów). Wtedy caªk¦ po konturze mo»na upro±ci¢ do sumy po
maªych konturach otaczaj¡cych tylko punkty osobliwe (rysunek). Maj¡c takie izolowane punkty
de�niujemy residuum (�pozostaªo±¢�)

Resz0f(z) =

ffi
K

f(z)dz/2πi = a−1

gdzie K jest konturem otaczaj¡cym punkt osobliwy z0 i »aden inny a an s¡ wspóªczynnikami
szeregu Laurenta wokóª z0.

Twierdzenie:
ffi
∂D

= 2πi
∑
m

Reszmf(z)

gdzie zm s¡ punktami osobliwymi z D (zakªadamy sko«czony zbiór), ∂D brzegiem (kawaªkami
gªadkim) D , a f jest holomor�czna w D poza tym punktami.
Dowód :
Caªkuj¡c szereg Laurenta po okr¦gu wokóª z0 mamy

ffi
K

(z − z0)n =


2πi dla n = −1

0 dla pozostaªych n

Praktyczne obliczanie residuów. Je±li mamy biegun prosty (pierwszego rz¦du) to

a−1 = lim
z→z0

f(z)(z − z0)

Uwaga: mo»na tu stosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala czyli f/g → f ′/g′. Dla bieguna drugiego rz¦du

a−1 = lim
z→z0

d(f(z)(z − z0)2)

dz
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a n+ 1-ego rz¦du

a−1 = lim
z→z0

dn(f(z)(z − z0)n+1)

n!dzn

Dla istotnie osobliwych nie ma prostej reguªy.
Przykªad:

I =

ˆ ∞
−∞

eaxdx

1 + ex
, 0 < Rea < 1

Skorzystamy z okresowo±ci ez = ez+2πi i faktu »e eiπ = −1. Wybieramy kontur jak na rysunku.
Caªka nie b¦dzie zerowa bo

f(z) =
eaz

1 + ez

ma biegun prosty (residuum) w z = iπ. Obliczamy

eaz

1 + eiπez−iπ
=

eaz

1− ez−iπ
= − eaz

(z − iπ) + (z − iπ)/2) + ...

Po pomno»eniu przez (z − iπ) mianownik mo»na zast¡pi¢ 1 czyli Res= −eiπa. Równowa»nie
mo»na zastosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala.

Z kolei caªka po konturze skªada sie z czterech kolejnych cz¦±ciffi
C

= I1 + I2 + I3 + I4

gdzie

I1 =

ˆ R

−R

eaxdx

1 + ex
→ I

I3 = −
ˆ R

−R

eaxe2πiadx

1 + ex
→ −e2πiaI

z wªasno±ci ez+2πi = ez.

I2 =

ˆ 2π

0

eaR+iya

1 + eR+iy
idy

T¦ caªk¦ szacujemy |1 + eR+iy| > |eR − 1| z nierówno±ci trójk¡ta

|I2| ≤
ˆ 2π

0

eReaR

|eR − 1|
dy → 2πe(Rea−1)R → 0

i podobnie I4. St¡d ostatecznie

−2πieiπa = (1− e2πia)I

czyli I = π/ sin(πa)
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Residua logarytmiczne:

Niech f(z) b¦dzie holomor�czna i jednoznaczna w D poza (sko«czon¡) liczb¡ izolowanych
biegunów (sko«czonego rz¦du). Jej logarytmicznym residuum z z0 nazywamy residuum po-
chodnej logarytmu tej funkcji

ψ(z) = (ln f(z))′ =
f ′(z)

f(z)

Wokóª z0 mamy f(z) ∼ cm(z − z0)m, przy czym m > 0 jest zerem rz¦du m a m < 0 oznacza
biegun rz¦du −m Wtedy Resz0 = m. Zatem caªka z ψ zlicza krotno±ci zer i biegunów f
wewn¡trz konturu (razy 2πi).

Przykªad:

f(z) = z2 + 1, f ′(z) = 2z

Tu f ma dwa zera jednokrotne w ±i.
ffi
|z|=R

2zdz

z2 + 1
=

ffi
|z|=R

(
1

z − i
+

1

z + i

)
dz

Daje to wynik 0 dla R < 1 i 4πi = 2πi(Resi + Res−i) dla R > 1.
Przykªad:

tan(z) =
sin z

cos z
= −cos′ z

sin z

Zatem ffi
|z|=10

tan zdz = −12πi

bo mamy sze±¢ zer w [−10, 10] w ±π/2, ±3π/2, ±5π/2.
Obliczanie residuów:

cos(z − 1)

z3

ma biegun rz¦du 3 w z = 0

Res0 =
d2 cos(z − 1)

2dz2
= −cos(z − 1)

2
= −1/2

po podstawieniu z = 0.

tan z =
sin z

cos z

ma residua tam gdzie cos z = 0 czyli w π(k+1/2) dla caªkowitego k. Poniewa» w tych miejscach
zero jest jednokrotne (
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cos′z = − sin z = ±1) to biegun jest prosty i mo»na skorzysta¢ cho¢by z reguªy de l'Hospitala
czyli h(z)/z → h′(0) a wi¦c

Res =
sin z

cos′ z
=

sin z

− sin z
= −1

Ta zasada obowi¡zuje dla wszystkich funkcji g/h gdzie h ma jednokrotne zera (dla zer wielo-
krotnych te» jest sposób, ale bardziej skomplikowany, wymaga te» wy»szych pochodnych, albo
kilku wyrazów rozwini¦cia w szereg).

Residuum w niesko«czono±ci
Niech f b¦dzie holomor�czna dla |z| > r Wtedy

2πiRes∞ =

fi
Γ

f(z)dz = −
ffi

Γ

f(z)dz

gdzie Γ jest konturem zamkni¦tym okr¡»aj¡cym zero ale |z| > r. Uwaga: przyjmujemy w
de�nicji orientacj¦ zgodn¡ z ruchem wskazówek czyli przeciwn¡ do standardowej.

Mo»emy rozwin¡¢ f(z) w szereg Laurenta otrzymuj¡c zbie»ny szereg dla |z| > r

f(z) =
∑
n

anz
n

Wtedy
Res∞ = −a−1

Cz¦sto mamy do czynienia z prostszymi sytuacjami, np. an = 0 dla n ≥ 0 i wtedy −zf(z) →
Res∞ przy z → ∞. Je±li an = 0 dla n > N ≥ 0 to trzeba najpierw pomin¡¢ wyrazy z n ≥ 0.
Je±li a−1 = 0 (np. an = 0 dla n ≥ −1) to residuum znika

Je±li f ma w |z| < r tylko izolowane punkty osobliwe to∑
w

Resw = −Res∞

czyli suma wszystkich residuów, ª¡cznie z niesko«czono±ci¡, jest zerowa.
Rozszerzenie podstawowego twierdzenia algebry:

Chcemy wiedzie¢ ile pierwiastków (liczymy tak»e krotno±ci) ma wielomian stopnia n, czyli

w(z) = cnz
n + cn−1z

n−1 + ...+ c1z + c0, cn 6= 0

wewn¡trz konturu C. Mo»emy skorzysta¢ z residuów logarytmicznych, bo w nie ma biegunów.

ψ(z) =
w′(z)

w(z)
=
ncnz

n−1 + (n− 1)cn−1]z[n−2 + ...

cnzn + cn−1zn−1 + ...
= nz−1 1 + (n− 1)cn−1/ncnz + ...

1 + cn−1/cnz + ...

Jest to gotowa posta¢ szeregu Laurenta dla |z| > M , gdzieM jest sum¡ |ck/cn| (aby mianownik
byª nie miaª zer). Wtedy −Res∞ = a−1 = n i to jest liczba zer (pierwiastków) w.

Przykªad:
ffi
|z|=3/2

dz

(z4 − 1)(z + 3)
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Funkcja ma residua w ±1, ±i, −3 (rysunek). Caªk¦ mo»na policzy¢ sumuj¡c cztery pierwsze
residua Ale pro±ciej policzy¢ residuum w niesko«czono±ci (jest równe 0) i odj¡¢ to w −3.

Res−3 = 1/(z4 − 1) = 1/(81− 1) = 1/80

czyli wynik −iπ/40. Mo»na ten przykªad uzªo±liwi¢ pisz¡c zamieniaj¡c z4 → z2014 (nikt nie
policzy 2014 residuów) a tymczasem wynik b¦dzie −2πi/(32014 − 1)

Zastosowanie residuów do caªek rzeczywistych:
Caªki typu ˆ 2π

0

R(sinφ, cosφ)dφ

gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ (w/s dla wielomianów w i s). Caªk¦ zamieniamy na zespolon¡
po konturze |z| = 1 (okr¡g jednostkowy), z = eiφ, dz/iz = dφ

2 cosφ = z + z−1 = 2Re z, 2i sin z = z − z−1 = iIm z

Przykªad:

ˆ 2π

0

cos 4xdx

2− cosx
= Re

ffi
|z|=1

z4

2− (z + z−1)/2

dz

iz

bo cos 4x = Rez4. mamy wi¦c ffi
|z|=1

2iz4

z2 − 4z + 1
dz

równanie z2−4z+1 = (z−z1)(z−z2) ma pierwiastki z1,2 = 2±
√

3 czyli ale tylko z1 = 2−
√

3 < 1
wi¦c jest wewn¡trz koªa.

Res2−
√

3 =
2iz4

1

z1 − z2

= −2i(2−
√

3)4

2
√

3

czyli wynik caªki
2π(2−

√
3)4/
√

3

Caªki typu

I =

ˆ ∞
−∞

P (x)

Q(x)
dx
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gdzie P i Q to wielomiany, takie »e Q nie ma zer rzeczywistych i stopie« Q jest do najmniej o
2 wi¦kszy od P (aby caªka byªa zbie»na). Teoretycznie stopie« mo»e by¢ wi¦kszy tylko o 1, ale
wtedy trzeba zastrzec tzw. warto±¢ gªówn¡, o której powiemy pó¹niej. Kontur proponowany
na rysunku, skªada si¦ z prostej rzeczywistej i póªokr¦gu. Caªka po konturze jest równa I + I0

(I dla R→∞) gdzie I0 jest wkªadem od póªokr¦gu Poka»emy, »e I0 znika w granicy R→∞.
Parametryzujemy póªokr¡g z = Reiφ

I0 =

ˆ π

0

RieiφP (z)dφ

Q(z)
→
ˆ π

0

iceiφ/R→ 0

bo iloraz wielomianów zachowuje si¦ jak c/z2 dla du»ych z (gdyby byªo tylko c/z, trzeba by
dodatkowo u»y¢ warto±ci gªównej, o której powiemy). Wystarczy wi¦c zliczy¢ residua w górnej
póªpªaszczy¹nie Im> 0. Uwaga, mo»na tak»e wzi¡¢ dolny póªokr¡g i tamte residua, ale wtedy
mamy przeciwn¡ orientacj¦ konturu.

Przykªad:
ˆ ∞
−∞

dx

1 + x2

Funkcja (1 + z2)−1 speªnia warunki metody i ma residua w ±i. Wewn¡trz naszego konturu jest
tylko +i.

Resi =
z − i
1 + z2

=
z − i

(z − i)(z + i)
=

1

z + i
=

1

2i

St¡d caªka jest równa π (wiemy to sk¡din¡d, to jest arctan).

Caªki typu ˆ ∞
−∞

F (x)eiaxdx

przy czym F (±∞) → 0. Dla rzeczywistych a > 0 okazuje si¦ »e mo»na u»y¢ tego samego
konturu co poprzednio a wkªad od póªokr¦gu znika.
Lemat Jordana:
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Je±li |F (z)| ≤ M(R)→ 0 dla |z| = R przy R→∞ (czyli jednostajnie) to przy a > 0 caªka po
póªokr¦gu znika w granicy. Szacujemy (zmienne jak poprzednio)

I0 =

ˆ π

0

F (Reiφ)RieiφeiaR cosφe−aR sinφdφ

Wtedy

|I0| ≤ RMR

ˆ π

0

e−aR sinφdφ = 2RMR

ˆ π/2

0

e−aR sinφdφ

z symetrii sin(π − φ) = sinφ. Jednak dla φ ∈ [0, π/2] mamy sinφ ≥ 2φ/π bo sin jest tam
funkcj¡ wkl¦sª¡. St¡d

|I0| ≤ 2RMR

ˆ π/2

0

e−2aRφ/πdφ = πMR(1− e−aR)/a→ 0

Uwaga: je±li a < 0 to mo»na zamieni¢ zmienne x → −x lub zamkn¡¢ dolnym póªokr¦giem
pami¦taj¡c o przeciwnej orientacji.

Przykªad:

I =

ˆ ∞
0

x3 sin axdx

(x2 + b2)2

Dla uproszenia zaªo»ymy rzeczywiste a, b > 0. Z symetrii

I =
1

2

ˆ ∞
−∞

x3 sin axdx

(x2 + b2)2
=

Im

2

ˆ ∞
−∞

x3eiaxdx

(x2 + b2)2

Funkcja

f(z) =
z3eiaz

(z2 + b2)2

Speªnia zaªo»enia lematu Jordana i ma biegun drugiego rz¦du w ib (jedyny w górnej póªpªasz-
czy¹nie)

Resib =
d

dz

z3eiaz

(z + ib)2
=

[(3z2 + iaz3)(z + ib)− 2z3]
eiaz

(z + ib)3
= (2− ab)e−ab/4

St¡d I = π(2− ab)e−ab/4
Caªka po �dziurce od klucza� (tak»e �pac-man�) czyli

I =

ˆ ∞
0

xa−1R(x)dx

gdzie a jest liczb¡ niecaªkowit¡ (inaczej ta metoda nie dziaªa, cho¢ dziaªa nast¦pna). Tu R jest
funkcj¡ wymiern¡ (iloraz wielomianów P/Q) bez biegunów dla x > 0 i z granicami

|zaR(z)| < Mr → 0 dla |z| = r → 0,∞
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Wybieramy kontur jak na rysunku (st¡d nazwa). Proste kawaªki tak naprawd¦ le»¡ na osi
rzeczywistej, ale nie kasuj¡ si¦ bo tam jest ci¦cie, wykorzystujemy fakt »e za jest funkcj¡ wie-
loznaczn¡. Prosty odcinek do przodu daje I. Odcinek powrotny dawaªby −I, ale... mamy
wieloznaczno±¢! St¡d dodatkowy czynnik e2πia. Caªki po maªym i du»ym okr¦gu z kolei zni-
kaj¡, bo

I0 =

ˆ 2π

0

raieiaφR(reiφ)dφ

a wi¦c |I0| < 2πMr → 0. Ostatecznie wi¦c

I(1− e2πia) =
∑

Res

przy czym za okre±lamy tak aby ci¦cie miaªa tylko tam gdzie jest klucz.

Przykªad:

I =

ˆ ∞
0

xa−1

1 + x
dx

dla 1 > a > 0. Mamy residuum w −1 i tam

Res−1 = za−1 = eiπ(a−1) = −eiπa

St¡d

I = −2πi
eiπa

1− e2πia
=

π

sin πa

Zobaczmy tak»e, »e podstawienie x = et zamienia t¦ caªk¦ na jedn¡ z poprzednich przykªadów.

Caªka typu:

I =

ˆ ∞
0

lnxR(x)dx, J =

ˆ ∞
0

R(x)dx,
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gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ bez biegunów dla x ≥ 0, i speªniaj¡c¡

|zR(z)| ≤Mr → 0

dla |z| = r →∞. Stosujemy ten sam kontur co poprzednio. Rozwa»my funkcj¦

f(z) = R(z) ln z

jest to funkcja wieloznaczna a wi¦c znów wkªady proste nie kasuj¡ si¦. Pami¦taj¡c »e obchodz¡c
kontur zmieniamy

ln z → ln z + 2πi

suma wkªadów od prostych linii daje
ˆ ∞

0

R(x)(lnx− lnx− 2πi) = −2πJ

Wkªady od maªego i du»ego okr¦gu kasuj¡ si¦ bo

I0 =

ˆ 2π

0

ireiφ(ln r + iφ)R(reiφ)→ 0

tu wykorzystujemy fakt »e ln r zmienia si¦ wolniej ni» funkcje pot¦gowe. Aby policzy¢ caªk¦ I
trzeba dopisa¢ ln2

f(z) = R(z)(ln z)2

Wkªady od okr¦gów znikaja tak samo (kwadrat nic nie zmienia), ale inaczej wykorzystujemy
niejednoznaczno±¢ na liniach prostych gdzie dostajemy wkªad

ˆ ∞
0

R(x)(ln2 x− (lnx+ 2πi)2)dx =

ˆ
0

R(x)(4π2 − 4πi lnx) = 4π2J − 4πiI

Je±li R jest rzeczywista to odpowiednie caªki dostajemy jako cz¦±ci rzeczywiste i urojone sumy
residuów.

Przykªad:

I =

ˆ ∞
0

lnx

(x+ a)2 + b2
dx

Mamy

f(z) =
ln2 z

(z + a)2 + b2

dla rzeczywistych a, b > 0 która ma bieguny proste w −a± ib.

Res−a+ib =
ln2(−a+ ib)

2ib
=

(ln
√
a2 + b2 + i(π − arctan(b/a)))2

2ib

Uwaga: ln z = ln |z|+ iφ, gdzie k¡t φ liczymy od dodatniej osi rzeczywistej przeciwnie do ruchu
wskazówek!

Res−a−ib = − ln2(−a− ib)
2ib

= −(ln
√
a2 + b2 + i(π + arctan(b/a)))2

2ib
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St¡d
I = ln(a2 + b2) arctan(b/a)/2b

Takie caªki tak»e mo»na liczy¢ przez zamian¦ zmiennych x = et.

Caªka �po ko±ci�, typu

I =

ˆ b

a

R(x)(x− a)α(b− x)1−α

R jest funkcja wymiern¡, nie ma biegunów na [a, b]. Wybieramy kontur jak na rysunku (st¡d
nazwa), i funkcj¦

f(z) = R(z)(z − b)
(
z − a
z − b

)α
Funkcj¦ okre±lamy tak aby jedyne ci¦cie byªo na odcinku [a, b] Dla du»ych |z|

f(z) = R(z)(z − b)(1− a/z)α

(1− b/z)α

a wi¦c funkcj¦ mo»na rozwija¢ w szereg Laurenta. Caªka po du»ym okr¦gu daje −2πiRes∞
(je±li jest niezerowe), po maªych znika (to sprawdzamy!), natomiast na odcinkach prostych (od
a do b i z powrotem) mamy ª¡cznie

ˆ b

a

R(x)(eiπα − e−iπα)(x− a)α(b− x)1−α = 2i sin(πα)I

Trzeba oczywi±cie tak»e policzy¢ pozostaªe residua.

Przykªad

I =

ˆ 1

0

√
x− x2

x+ 3
dx
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Tutaj a = 0 , b = 1 a α = 1/2 mamy biegun prosty w −3 a w niesko«czono±ci

f(z) =
z − 1

z + 3
(1− 1/z)−1/2 ' 1− 7/2z + ...

czyli Res∞ = 7/2, a z kolei

Res−3 = −4/
√

1 + 1/3 = −2
√

3

St¡d
I/π = Res−3 + Res∞ = 7/2− 2

√
3

Caªka Gaussa:

I =

ˆ ∞
∞

e−ax
2

dx, a > 0

Standardowa metoda liczenia polega na wzi¦ciu kwadratu i zamiany na wspóªrz¦dne biegunowe
x = r cosφ, y = r sinφ,

I2 =

ˆ
dxdye−a(x2+y2) =

ˆ ∞
0

dr

ˆ 2

0

πdφe−ar
2

π

ˆ ∞
0

e−audu = π/a

gdzie u = r2. St¡d i dodatnio±ci I mamy I =
√
π/a. Okazuje si¦ »e mo»na t¦ caªk¦ policzy¢

tak»e metod¡ residuów, cho¢ nie wydaje si¦ to prostsze. We¹my funkcj¦

f(z) =
eiπz

2

sinπz

i scaªkujmy po równolegªoboku o wierzchoªkach −R− iR− 1/2, −R− iR+ 1/2, R+ iR+ 1/2,
R + iR − 1/2 (rysunek), przy R → ∞. Funkcja ma tam tylko jeden biegun prosty w z = 0.
Caªki po krótkich bokach znikaj¡,

I0 =

ˆ 1/2

−1/2

dt
e−πR

2+iπt2+2i(1+i)Rt

sin(π(R + iR + t))
,

poniewa» caªk¦ dusi e−πR
2
. Caªki po dªugich bokach daj¡ razem, z = (1 + i)t± 1/2,

ˆ R

−R
(1 + i)dt

(
e−2πt2+πi(1+i)t+iπ/4

sin(π(1 + i)t+ π/2)
− e−2πt2−πi(1+i)t+iπ/4

sin(π(1 + i)t− π/2)

)

Jednak sin(z ± π/2) = ± cos z oraz 2 cos z = eiz + e−iz dla z = (1 + i)t czyli mamy

ˆ R

−R
2(1 + i)dteiπ/4e−2πt2 =

ˆ R

−R
2
√

2ie−2πt2dt

bo eiπ/4 = (1 + i)/
√

2 oraz (1 + i)2 = 2i. Z drugiej strony Res0 = 1/π czyli
ˆ ∞
−∞

e−2πt2dt = 1/
√

2
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po zamianie zmiennych t =
√
a/2πs odtwarzamy obiecywany wynik.

Faktoryzacja Weierstrassa:
Z podstawowego twierdzenia algebry wiemy, »e wielomian mo»na rozbi¢ na czynniki z−zk gdzie
zk to miejsca zerowe wielomianu

W (z) = c(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn)

Czy mo»na tak¡ faktoryzacj¦ (rozbicie na czynniki) na bazie miejsc zerowych uogólni¢ na do-
wolne funkcje? Przykªad ez(z − 1) pokazuje, »e nie zawsze, bo miejsce zerowe jest tylko jedno
z = 1 a funkcja nie jest równa z − 1. A jednak prawd¡ okazuj¡ si¦ szczególne i przydatne
rozbicia Weierstrassa

sin z = z
∏
n>0

(
1− z2

π2n2

)
, cos z =

∏
n≥0

(
1− z2

π2(n+ 1/2)2

)
Na pierwszy rzut oka wszystko si¦ zgadza, bo zera sin s¡ w πn a cos w π(n + 1/2), Funkcje
s¡ tak»e okresowe, przynajmniej na oko. Ale gdyby po lewej stronie napisa¢ ecos z−1 sin z i
ecos z−1 cos z to miaªyby takie same wªasno±ci.

Mogliby±my za to iloczyny zapisa¢

sin z = z
∏
n6=0

(
1− z

πn

)
, cos z =

∏
n

(
1− z

π(n+ 1/2)

)
gdzie n przebiega wszystkie liczby caªkowite. Zapis niby ªadniejszy, ale niestety niejedno-
znaczny, kiedy przechodzimy do granicy. Zacznijmy od sprawdzenia zbie»no±ci iloczynów nie-
sko«czonych. Dla n < |z| jest mo»liwo±¢ »e który± czynnik po prostu da zero. We¹my wi¦c pod
uwag¦ tylko te czynniki, gdzie n� |z|. Wtedy z2/n2 jest ju» maªe i z dobr¡ dokªadno±ci¡

(1− z2/π2n2) ' e−z
2/π2n2

92



Tymczasem suma
∑

n n
−2 jest zbie»na i sko«czona i dlatego pierwotne iloczyny faktycznie s¡

zbie»ne i to nawet jednostajnie. Gdyby wzi¡¢ drug¡ wersj¦ to mamy

(1− z/πn) ' e−z/πn

ale
∑

n n
−1 jest rozbie»nym szeregiem harmonicznym i zbie»no±ci iloczynu mo»e nie by¢. Dla-

tego druga wersja wymaga zastrze»enia »e d¡»ymy z n do +∞ i −∞ mniej wi¦cej równo (po-
jedyncze albo ustalone przesuni¦cie jest dopuszczalne). Zatem mamy ju» zbie»no±¢ iloczynów i
oczywi±cie holomor�czno±¢ granicy. Rozpatrzmy ilorazy

f(z) =
sin z

z
∏

n>0(1− z2/π2n2)
, g(z) =

cos z∏
n≥0(1− z2/π2(n+ 1/2)2)

Nasym celem jest pokazanie »e f = g = 1. Oczywi±cie f(0) = g(0) = 1. Ponadto f i g nie
maj¡ ani zer ani biegunów (bo te kasuj¡ si¦ pomi¦dzy licznikiem i mianownikiem). Skoro tak
to mo»emy de�niowa¢ jednoznacznie ln f i ln g i policzy¢ ich pochodne

(ln f)′ =
f ′

f
= cot z − 1

z
−
∑
n>0

2z

z2 − π2n2
= cot z −

∑
n

1

z − πn

(ln g)′ =
g′

g
= − tan z −

∑
n≥0

2z

z2 − π2(n+ 1/2)2
= − tan z −

∑
n

1

z − π(n+ 1/2)

przy czym drugie sumy wykonujemy (prawie) symetrycznie, aby zapewni¢ zbie»no±¢. Wbrew
pozorom, nie b¦dzie biegunów. Te z cot i − tan dokªadnie si¦ kasuj¡. Funkcje s¡ holomor�czne,
(ln f)′(z) = (ln g)′(z ± π/2) okresowe, (ln f)′(z) = (ln f)′(z + π) i antysymetryczne (ln f)′(z) =
−(ln f)′(−z) (g tak samo) i równe 0, dla z = nπ/2 i caªkowitych n. To nadal nie wystarcza do
pokazania »e si¦ zeruj¡, bo takie same wªasno±ci ma np. sin(2z).

We¹my teraz kwadrat o ±rodku w zerze i boku π(2N + 1) dla f albo 2πN dla g (rysunki) i
oszacujmy warto±ci ln′ na tych kwadratach. Taki wybór jest celowy aby nie przechodzi¢ przez
pozorne bieguny.
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Na pionowych liniach Imz = y,

cot zf = − tan zg = −i tanh y

a wi¦c jest to funkcja ograniczona do [−1, 1]. Na poziomych liniach cot i − tan s¡ praktycznie
staªe i równe ±i. Linie pionowe przesu«my tak, aby przebiegaªy przez zero (nie szkodzi to
zbie»no±ci. Wtedy wkªady od uªamków daj¡∑

n≥0

2iy

π2(n+ 1/2)2 + y2

T¦ funkcj¦ mo»na oszacowa¢ od góry caªk¡, poniewa» mianownik daje si¦ oszacowa¢ od doªu
przez π2(n+ 1/2)2 + y2 przy caªkowaniu po n od −1/2 do niesko«czono±ci (rysunek), czyli

≤
ˆ ∞
−1/2

2ydn

π2n2 + y2
=

2

π

ˆ ∞
−π/2y

dt

t2 + 1
= 1 + arctan(π/2y)/π

podstawiaj¡c n = ty/π. Na poziomych bokach podobnie mamy staªe ograniczenie. Ale to
oznacza »e maksimum (ln g)′ na kwadracie jest ograniczone staª¡ (bo arctan jest), która nie
ro±nie z N . Tymczasem z twierdzenia Liouville'a wynika »e w takim razie (ln f)′ i (ln g)′ s¡
staªe. To ju» wystarcza, aby stwierdzi¢ »e f = g = 1 i zako«czy¢ dowód.

Funkcje Eulera
Funkcja Gamma jest zde�niowana

Γ(z) =

ˆ ∞
0

e−ttz−1dt

dla Rez > 0. �atwo sprawdzi¢, »e ma pochodn¡ zespolon¡, a tak»e, caªkuj¡c przez cz¦±ci, »e
Γ(z+1) = zΓ(z). Tej to»samo±ci mo»na u»y¢ wstecz, de�niuj¡c rekurencyjnie Γ(z) = Γ(z+1)/z
Dla wszystkich z, tak»e o Rez ≤ 0, oprócz ujemnych liczb naturalnych, z = 0,−1,−2, ..., gdzie
Γ ma bieguny proste. Alternatywna de�nicja wynika z granicy

e−t = lim
n→∞

(1− t/n)n
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a wi¦c

Γ(z) = lim
n→∞

ˆ n

0

(1− t/n)ntz−1dt

Zamieniaj¡c zmienne s = t/n mamy

Γ(z) = lim
n→∞

nz
ˆ 1

0

(1− s)nsz−1ds

Ko«cow¡ caªk¦ liczymy rekurencyjnie przez cz¦±ci
ˆ 1

0

(1− s)nsz−1ds = (1− s)nsz/z|10 + (n/z)

ˆ 1

0

(1− s)n−1szds

i ˆ 1

0

sz+n−1ds = 1/(z + n)

A zatem

Γ(z) = lim
n→∞

nzn!

z(z + 1) · · · (z + n)

Ta de�nicja jest od razu sªuszna dla wszystkich z. Dla Rez ∈]0, 1[ mamy

Γ(z)Γ(1− z) =

ˆ ∞
0

dtdse−t−stz−1s−z

Podstawiaj¡c u = t + s, v = t/s, s = u/(v + 1), t = uv/(v + 1) i ∂(t, s)/∂(u, v) = u/(1 + v)2

dostajemy ˆ ∞
0

e−udu

ˆ ∞
0

vz−1

1 + v
dv

a bior¡c v = ew ˆ ∞
−∞

ezwdw

1 + ew
=

π

sin πz

co wiemy ju» z caªek zespolonych. St¡d, ju» dla dowolnych z

Γ(z)Γ(1− z) = π/ sin πz

i np. Γ(1/2) =
√
π co sk¡din¡d wiemy z caªki Gaussa po podstawieniu s = x2. Oczywi±cie

Γ(n+ 1) = n!. Pochodna (logarytmu) funkcji Γ, tzw. digamma

ψ(z) = (ln Γ)′(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
= lim

n→∞
lnn− 1

z
− 1

z + 1
− · · · − 1

z + n

ψ(z + 1) = −γ +
∞∑
n=1

z

n(n+ z)

gdzie

γ = −ψ(1) = −Γ′(1) = lim
n→∞

n∑
j=1

1

n
− lnn
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jest staª¡ Eulera-Mascheroniego γ ' 0, 57721. Staªa jest prawdopodobnie niewymierna, ale
obecnie nie ma na to dowodu.

Funkcja Beta

B(p, q) =

ˆ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

dla Rep, q > 0. Tymczasem

Γ(p)Γ(q) =

ˆ ∞
0

dtdse−t−stp−1sq−1

Zamieniaj¡c zmienne x = t + s, y = t/x, t = xy, s = x(1 − y) mamy x ∈ [0,∞[, y ∈ [0, 1] i
∂(t, s)/∂(x, y) = x. St¡d

Γ(p)Γ(q) =

ˆ ∞
0

dxe−xxp+q−1

ˆ 1

0

dyyp−1(1− y)q−1 = Γ(p+ q)B(p, q)

St¡d B mo»na wyrazi¢ (ju» ogólnie) przez Γ,

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

Wzór Stirlinga:
Jest niesªychanie przydatny dla du»ych argumentów Γ. Je±li z → +∞ jest rzeczywiste to
zamieniaj¡c zmienne t = zs

Γ(z + 1) = zz+1

ˆ ∞
0

e−z(s−ln s)ds

Tymczasem rozwijaj¡c wokóª s = 1, ln(s) ' (s− 1)− (s− 1)2/2 otrzymamy

Γ(z + 1) ' zz+1e−z
ˆ ∞

0

e−z(s−1)2/2ds ' zz+1e−z
ˆ ∞
−∞

e−z(s−1)2/2ds = zze−z
√

2πz

gdzie wykorzystali±my caªk¦ Gaussa. Przybli»enie jest prawdziwe tak»e dla z zespolonych, o ile
Rez > 0 i Imz/Rez jest stale ograniczone (argument). W dowodzie trzeba tylko obróci¢ prost¡
caªkowania tak aby byªa wzdªu» z.

Funkcja Gamma jest bardzo cz¦sto spotykana w matematyce, ma te» liczne wªasno±ci.
Warto±¢ gªówna caªki:

Do tej pory zastrzegali±my »e biegun nie znajduje si¦ na konturze caªkowania zespolonego.
Bierze si¦ to st¡d, »e inaczej caªka jest nie istnieje, albo nie ma jednoznacznej warto±ci. Mo»na
tak¡ sytuacj¦ uwzgl¦dni¢, podchodz¡c do bieguna symetrycznie. Otrzymujemy wtedy warto±¢
gªówn¡ (ang. principal value) (tak»e warto±¢ gªówna Cauchy'ego) caªki

P

ˆ b

a

f(x)dx = lim
ε→0

ˆ −ε
a

f(x) +

ˆ b

ε

f(x)dx

Uwaga, oznaczenia s¡ ró»ne: P , PV , P.V., p.v., pv, Pv, V.P., CPV ,
´ ∗.

Przykªad

P

ˆ 1

−2

dx

x
= lim

ε→0
(ln | − ε| − ln | − 2|+ ln 1− ln |ε|) = − ln 2
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Jak wida¢ ln ε kasuje si¦, i to wªa±nie z symetrii. Warto±¢ gªówna intuicyjnie przenosi si¦ na
kontury zespolone. Je±li punkt osobliwy z0 znajduje si¦ na konturze C, który przechodzi przez
niego w sposób gªadki i krzyw¡ tak»e parametryzujemy w sposób gªadki, to dla f holomor�cznej

P

ffi
C

f(z)

z − z0

dz = iπf(z0)

czyli poªowa wzoru Cauchy'ego. Je±li krzywa ma w z0 zªamanie, to k¡t zªamania zast¦puje π
po prawej stronie (rysunek).
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Analiza Fouriera

Szeregi Fouriera
Je±li funkcja f(z) jest holomor�czna w pier±cieniu zawieraj¡cym okr¡g jednostkowy |z| = 1.

To dla z = eiφ ma rozwini¦cie

f(eiφ) = f(φ) =
∑
n

cne
inφ

i

2πcn =

ˆ 2π

0

dφe−inφf(φ)

Uwaga, f jest tu z de�nicji okresowa czyli f(φ+ 2π) = f(0). Pami¦taj¡c »e f = u+ iv mo»na
niezale»nie rozwin¡¢

u(φ) =
∑
n

dne
iφ

a poniewa» u jest rzeczwyiste, wi¦c dn = d∗−n pisz¡c 2dn = an − ibn mamy

u(φ) = a0/2 +
∑
n>0

(an cos(nφ) + bn sin(nφ))

oraz

πan =

ˆ 2π

0

f(φ) cos(nφ)dφ, πbn =

ˆ 2π

0

f(φ) sin(nφ)dφ,

Okazuje si¦ »e szeregi Fouriera mo»na de�niowa¢ dla szerszej klasy funkcji. Funkcja mo»e
byc nawet nieci¡gªa w sko«czonej liczbie punktów, ale szereg Fouriera b¦dzie poprawny je±li w
tym punktach ma ci¡gªe odpowiednie pochodne jednostronne a poza nimi ma ciagª¡ pochodn¡.
Mo»na ten warunek osªabi¢ jeszcze bardziej.

Warunki Dirichleta, Diniego, Jordana:
Je±li funkcja f(φ) jest okre±lona na [0, 2π[ (na okr¦gu jednostkowym) a dalej okresowa z okre-
sem 2π i ma tylko sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci oraz (Jordan) maksimów i minimów
(ekstremów) lub (Dini) caªka z |f(t+ φ) + f(φ− t)− 2f(φ)|/t od zera po t do dowolnej liczby
dodatniej jest zbie»na (np. gdy f ma sko«czon¡ jednostronn¡ pochodn¡), a w punktach nie-
ci¡gªo±ci, wª¡czaj¡c punkt 2π ≡ 0, jest równa ±redniej z granicy lewo- i prawostronnej, to jej
szereg Fouriera jest zbie»ny do f , tj.

f(φ) =
∑
n

cne
inφ

dla

2πcn =

ˆ 2π

0

e−inφf(φ)dφ

(sum¦ ucinamy symetrycznie). Je±li f dodatkowo jest wsz¦dzie ci¡gªa i wsz¦dzie speªnia wa-
runek Jordana albo Diniego, pod warunkiem »e ograniczenie w caªce Diniego jest wspólne dla
caªego przedziaªu, to zbie»no±¢ jest oczywi±cie jednostajna. Dowód na ko«cu skryptu
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Szereg Fouriera nie musi mie¢ okresu 2π. Je±li mamy f(t+ T ) = f(T ) mo»emy zde�niowa¢

Tcn =

ˆ T

0

f(t)e−2πint/Tdt, f(t) =
∑
n

e2πint/T cn

Przykªad (rysunek):

f(t) = sgnt =


+1 dla t > 0

0 dla t = 0

−1 dla t < 0

dla t ∈ [−π, π[ oraz f(π) = f(−π) = 0. Wtedy

2πcn =

ˆ π

−π
e−itnf(t)dt =

e−iπn − 2 + eiπn

−in
= 2i((−1)n − 1)/n

czyli cn = 0 dla n parzystych i cn = −2i/πn dla n nieparzystych oraz

f(t) =
4

π

∑
n>0

sin((2n− 1)t)

2n− 1

Taki szereg jest zbie»ny punktowo, ale nie bezwzgl¦dnie. Zauwa»my te», »e dla t = 0 (i tylko
wtedy) konieczna jest symetryzacja sumy, inaczej granica nie istnieje!

Przykªad:

f(x) = x2, x ∈ [−π, π]

Wtedy,

2πcn =

ˆ π

−π
x2e−inxdx = ix2e−inx/n|π−π −

ˆ π

−π
2ixe−inxdx/n

= 2xe−inx/n2|π−π −
ˆ π

−π
2e−inxdx/n2 =

4π(−1)n

n2

czyli cn = an/2 = 2(−1)n/n2 dla n 6= 0 oraz c0 = a0/2 = π2/3 dla x = π otrzymamy
e±iπnx = (−1)n czyli

π2 = π2/3 +
∑
n>0

n−2,
∑
n>0

n−2 = π2/6
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Czasem zamiast szeregu Fouriera rozwa»a si¦ sum¦ sko«czon¡

√
Ncn =

N−1∑
k=0

e2πink/Nfk

dla n, k ∈ {0, 1, ..., N − 1} jest to jakby okr¡g, ale równo poci¦ty na punkty. Przydaje si¦ tu
to»samo±¢

N−1∑
k=0

e2πink/N =


N dla n = 0

0 dla n 6= 0

na mocy której mo»na przechodzi¢ z cn do fk i na odwrót.
Wzór Parsevala i Plancherela:

Teraz nie b¦dziemy wnika¢ w ci¡gªo±¢ f , wystarczy nam caªkowalno±¢ z kwadratem moduªu,
czyli ˆ 2π

0

|f(φ)|2dφ

jest sko«czona. Wtedy równie» sko«czone s¡ wszelkie caªki

2πcn =

ˆ 2π

0

f(φ)e−inφdφ

na mocy nierówno±ci Schwarza(ˆ b

a

|fg|dt
)2

≤
ˆ b

a

|f |2dt
ˆ b

a

|g|2dt

Bior¡c sum¦

2π
N∑

n=−N

cne
int =

ˆ 2π

0

f(φ)
∑
n

ein(t−φ)dφ =

ˆ 2π

0

f(φ)
sin(N + 1/2)(t− φ)

sin((t− φ)/2
dφ

Ostatni¡ caªk¦ mo»na zapisa¢ troch¦ inaczej

ˆ 2π

0

f(t+ s)
sin(N + 1/2)s

sin(s/2)
dφds

i wykona¢ najpierw caªk¦ po s. Caªka
ˆ π

−π
f(t+ s)

sin(N + 1/2)s

sin(s/2)
ds

Je±li f ma ci¡gª¡ pochodn¡ w t to caªka d¡»y do 2πf(t) z caªki Dirichleta i wtedy mamy∑
n

cne
int = f(t)
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Co prawda caªkowalno±¢ nie wymaga pochodnych, ale ka»d¡ funkcj¦ caªkowaln¡ mo»na przybli-
»a¢ gªadkimi fj, w sensie d¡»enia

´ 2π

0
|f − fj|2dt do 0. Dlatego powy»szy wzór nale»y rozumie¢

jako granic¦ dla funkcji gªadkich. Nawiasem mówi¡c, ±cisªa zbie»no±¢ wynikaj¡ca tylko z caª-
kowalno±ci kwadratu moduªu (bez zaªo»enia kawaªkami ci¡gªej pochodnej) jest bardzo trudna
wi¡»e si¦ z bardzo trudnym twierdzeniem Carlesona. Na szcz¦±cie w praktycznych zastosowa-
niach funkcje maj¡ kawaªkami ci¡gªe pochodne i wtedy, na mocy poprzednich twierdze«, nie
ma problemu. Caªkuj¡c obie strony z f ∗(t) dostajemy

2π
∑
n

cnc
∗
n = lim

ˆ π

−π
f ∗(t)f(t+ s)

sin(N + 1/2)s

sin(s/2)

dtds

2π
=

ˆ 2π

0

f(t)f ∗(t)dt

czyli

2π
∑
n

|cn|2 =

ˆ 2π

0

|f(t)|2dt

Jest to wzór Parsevala. W tym momencie z gªadko±ci f mo»na ju» zrezygnowa¢, bo caªka i
suma s¡ zbie»ne bezwzgl¦dnie. Bior¡c g takie »e

2πdn =

ˆ 2π

0

e−inφg(φ)dφ

mo»na ze wzoru Parsevala wyprowadzi¢ wzór Plancherela

2π
∑
n

d∗ncn =

ˆ 2π

0

g∗(t)f(t)dt

bior¡c f(t)→ f(t) + wg(t) gdzie w jest dowoln¡ staª¡ zespolon¡.
Gdyby wybra¢ tak¡ funkcj¦ g »e

ˆ π

−π
g∗(t)f(t)dt→ f(0)

to d∗n → 1, nie mogªaby to wi¦c by¢ funkcja caªkowalna z kwadratem moduªu. A jednak taka
granica przydaje si¦ jest to tzw. delta Diraca g(t)→ δ(t), o której wi¦cej powiemy pó¹niej.

Przykªad:
Dla rozwa»anej ju» funkcji f(x) = x2 mamy

ˆ π

−π
t4dt = 2π5/5

a z kolei ∑
n

|cn|2 = π4/9 + 8
∑
n>0

n−4

czyli
4π4/45 = 8

∑
n>0

n−4,
∑
n>0

n−4 = π4/90
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Dla funkcji okresowych o warto±ciach zespolonych i argumentach rzeczywistych o okresie T ,
caªkowalnych z kwadratem (<∞) mo»na wprowadzi¢ iloczyn skalarny

(f |g) =

ˆ T

0

f ∗(t)g(t)dt

Mo»na wtedy wprowadzi¢ baz¦ funkcji okresowych

Un(t) = e2πint/T/
√
T

jest to baza ortonormaln¡, bo ªatwo sprawdzi¢, »e

(Un|Um) = (1/T )

ˆ T

0

e2πi(n−m)t/Tdt =


1 dla n = m

0 dla n 6= m

Mo»na te» u»y¢ bazy funkcji rzeczywistych

Cn =
Un + U−n√

2
= cos(2πt/T )

√
2/T , Sn =

Un − U−n
i
√

2
= sin(2πt/T )

√
2/T

dla n 6= 0 oraz C0 = U0 = 1/
√
T . W tym sensie funkcje okresowe caªkowalne z kwadratem

mo»na wyra»a¢ w bazie (przeliczalnej) poprzez wspóªczynniki szeregu Fouriera.
Transformata Fouriera:

Niech f(x) b¦dzie funkcj¡ zespolon¡ okre±lon¡ dla wszystkich liczb rzeczywistych. Wtedy
transformat¡ Fouriera nazywamy

f̃(k) =

ˆ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx

Oczywi±cie caªka nie zawsze musi istnie¢.
Warunki Dirichleta:

Niech
´
|f(t)| b¦dzie sko«czona czyli caªka jest zbie»na bezwzgl¦dnie. Wtedy f̃(k) te» zawsze

istnieje i jest ci¡gªa czyli caªkowalna. Ponadto (Jordan) w ka»dym przedziale sko«czonym ma
sko«czon¡ liczb¦ minimów i maksimów (czyli jest przedziaªami monotoniczna) lub (Dini) caªka
z |f(t + x) + f(x − t) − 2f(x)|/t od zera po t do dowolnej liczby dodatniej jest zbie»na (np.
gdy f ma sko«czon¡ jednostronn¡ pochodn¡), i ma sko«czon¡ liczb¦ punktów nieci¡gªo±ci, w
których jest równa ±redniej granicy lewo i prawostronnej.

Wtedy

f(x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

dkeikxf̃(k) =
1

2π

ˆ ∞
0

(eikxf̃(k) + e−ikxf̃(−k))

W pierwszej caªce zastrzegamy (prawie) symetryczne przechodzenie do niesko«czono±ci. Tak
samo jak dla szeregu, je±li f jest ci¡gªa i speªnia warunek Diniego osobno dla caªki |f(x+ t)−
f(x)|/t i |f(x− t)− f(x)|/t to caªki nie trzeba symetryzowa¢. Dowód na ko«cu skryptu

Ró»ne formy zapisu transformaty Fouriera
f̃(u) = a(u) + ib(u) gdzie

a(u) =

ˆ ∞
−∞

dx f(x) cos(xu), b(u) =

ˆ ∞
−∞

dx f(x) sin(xu)
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Tu a jest parzysta a b nieparzysta.
Ró»ne podr¦czniczki maj¡ cz¦sto inaczej wpisane 2π. Nasza konwencja

f̃(k) =

ˆ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx, f(x) =

ˆ ∞
−∞

eikxf̃(k)
dk

2π

Inne, np. symetryczna

f̃(k) =

ˆ ∞
−∞

f(x)e−ikx
dx√
2π
, f(x) =

ˆ ∞
−∞

eikxf̃(k)
dk√
2π

a tak»e

f̃(k) =

ˆ ∞
−∞

f(x)e−2πikxdx, f(x) =

ˆ ∞
−∞

e2πikxf̃(k)dk

Mo»na te» zamieni¢ rolami k i x.

Przykªad (rysunek)

f(x) = e−a|x|sgnx =


e−ax dla x > 0

0 dla x = 0

−eax dla x < 0

dla a > 0. Wtedy

f̃(k) =
−2ik

a2 + k2

Tu przy odwracaniu dla x = 0 (tylko) trzeba symetryzowa¢ (inaczej s¡ rozbie»no±ci logaryt-
miczne).

Przykªad(rysunek)
f(x) = e−a|x|

dla a > 0. Wtedy

f̃(k) =
2a

a2 + k2

Tu ju» nie ma problemu z odwracaniem, caªka jest zbie»na bezwzgl¦dnie, bo f jest ci¡gªa. W
obu przykªadach transformat¦ odwrotn¡ mo»na te» ªatwo obliczy¢ metod¡ residuów, które s¡
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w ±ia. Wybór residuum zale»y od x. Dla x > 0 zamykamy kontur od góry czyli +ia, a dla
x < 0 od doªu czyli −ia, z tym »e zmieniamy znak caªki z powodu przeciwnej orientacji.

Wzór Parsevala i Plancherela
Rozwa»ymy teraz transformat¦ Fouriera funkcji caªkowalnych z kwadratem moduªu, czyli

ˆ ∞
−∞

dx|f(x)|2

jest sko«czone. Wbrew pozorom ju» samo istnienie transformaty nie jest oczywiste, np. 1/
√

1 + x2

jest caªkowalne z kwadratem ale nie ma transformaty dla k = 0 (niesko«czono±¢). Podobnie jak
dla szeregu Fouriera, b¦dziemy ka»d¡ funkcj¦ przybli»a¢ funkcjami fn w sensie malej¡cej caªki
z |fn − f |2 gªadkimi i caªkowalnymi zarówno z kwadratem jak i samym moduªem. Dla takich
funkcji wiemy, »e transformata istnieje i � co ªatwo zauwa»y¢ � jest ci¡gªa (zbieganie szacuje
si¦ przez caªk¦ z |f(x) sinx∆k| dla ∆k → 0) czyli caªkowalna i daje si¦ odwróci¢.

Zatem
ˆ K

−K
|f̃(k)|2 =

ˆ ∞
−∞

dxdy

ˆ K

−K
f ∗(x)f(y)eik(x−y) =

ˆ ∞
−∞

dxdy
2 sin((x− y)K

K
f ∗(x)f(y)

Na mocy wzoru na transformat¦ odwrotn¡, f(y) speªnia jego zaªo»enia,
ˆ
dy

2 sin((x− y)K

K
f(y)→ 2πf(x)

czyli otrzymujemy wzór Parsevala
ˆ ∞
−∞
|f̃(k)|2dk = 2π

ˆ ∞
−∞
|f(x)|2dx

oraz, bior¡c f → f + wg dla ustalonej liczby zespolonej w, wzór Plancherela
ˆ ∞
−∞

f̃ ∗(k)g(k)dk = 2π

ˆ ∞
−∞

f ∗(x)g(x)dx

Teraz mo»na te wzory uci¡gli¢ do dowolnych funkcji caªkowalnych z kwadratem moduªu. Wy-
starczy cho¢ jeden ci¡g funkcji przybli»aj¡cy, którego transformaty Fouriera s¡ zbie»ne do
funkcji kawaªkami ci¡gªej. Uwaga, teoretycznie istniej¡ zªo±liwe funkcje, których transformata
Fouriera (w granicy ka»dego ci¡gu) nigdzie nie jest ci¡gªa. Wspomniane, ale bardzo trudne
twierdzenie Carlesona mówi »e nawet w takich sytuacjach mo»na sobie poradzi¢, nie musimy
si¦ jednak tym zajmowa¢.

Komentarz:
Bezpieczne funkcje to gªadkie i zanikaj¡ce szybciej ni» pot¦gowo (tzw. funkcje Schwartza) i
wszelkie inne, jako ich granice, kiedy mo»emy zapewni¢ zbie»no±¢ kawaªkami funkcji i transfor-
mat (czyli praktyczna wi¦kszo±¢)

Przykªad: Dla f(x) = e−a|x| i f̃(k) = 2a/(a2 + k2) mamy

ˆ ∞
−∞

e−2a|x|dx = a−1,

ˆ ∞
−∞

4a2

(a2 + k2)2
dk =

ˆ π/2

−π/2
4 cos2 udu/a = 2π/a
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po podstawieniu k = a tanu.
Wªasno±ci transformaty:

Linowo±¢: af + bg daje af̃ + bg̃ (rozbicie caªki).
Je±li g(x) = f ′(x) to g̃(k) = ikf̃(k) (caªkowanie przez cz¦±ci).
Ogólniej g(x) = f (n)(x), g̃(k) = (ik)nf̃(k).
Przesuni¦cie g(x) = f(x− x0), g̃(k) = f̃(k)−ikx0 (zamiana zmiennych).
Skalowanie g(x) = f(cx), g̃(k) = f̃(k/c)/|c| (zamiana zmiennych.
Sprz¦»enie g(x) = f ∗(x), g̃(k) = f̃ ∗(−k).
Dla splotu, tj.

h(x) = (f ∗ g)(x) =

ˆ ∞
−∞

f(x− y)g(y)dy

Mamy h̃(k) = f̃(k)g̃(k).
Przykªad

f(x) = e−ax
2

dla σ rzeczywistego

f̃(k) =

ˆ ∞
−∞

dxe−ax
2

e−ikx =

ˆ ∞
−∞

dxe−k
2/4ae−a(x+ik/2a)2

Przesuwamy o± rzeczywist¡ na pªaszczy¹nie zespolonej o ik/2a, mo»na sprawdzi¢ »e na brzegach
nie ma to znaczenia, bo wszystko dusi e−aR

2
. Wtedy

f̃(k) = e−k
2/4a

ˆ ∞
−∞

dxe−ax
2

=
√
π/ae−k

2/4a

Inna metoda polega na wykorzystaniu wªasno±ci transformaty. We¹my g(x) = f ′(x) = −2axf(x)
Wtedy z jednej strony g̃ = ikf̃ a drugiej g̃(k) = −2aif̃ ′(k). St¡d f̃ ′ = −k/2a. Rozwi¡zaniem
takiego równania ró»niczkowego jest f̃ = Ae−k

2/4a. Pozostaje wyznaczy¢ staª¡ A, bior¡c k = 0 i
caªk¦ Gaussa, A =

√
π/a. Jest to wa»ny fakt, »e transformata Gaussa jest te» funkcj¡ Gaussa,

gdzie σ2/2 zamienia si¦ na 2/σ2. Ma to znaczenie dla zasady nieoznaczono±ci w mechanice
kwantowej.

Zasada nieoznaczono±ci (wi¡»e si¦ z zastosowaniem w mechanice kwantowej)
Normalizacja ˆ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

ˆ ∞
−∞
|f̃(k)|2dk/2π = N

�rednie

〈x〉 =

ˆ ∞
−∞

x|f(x)|2dx/N, 〈k〉 =

ˆ ∞
−∞

k|f̃(k)|2dk/2πN

Wariancje

σ2
x = 〈(x− 〈x〉)2〉 =

ˆ ∞
−∞

(x− 〈x〉)2|f(x)|2dx/N, σ2
k =

ˆ ∞
−∞

(k − 〈k〉)2|f̃(k)|2dk/2πN

Zakªadamy »e ±rednie i wariancje s¡ sko«czone. Dla uproszczenia przede�niujemy

f(x), f̃(k)→ f(x+ 〈x〉)e−i〈k〉x, f̃(k + 〈k〉)eik〈x〉
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aby dla nowego f byªo 〈x〉 = 〈k〉 = 0. Jednocze±nie σx i σk nie zmieniaj¡ si¦. Mamy nierówno±¢

0 ≤
ˆ ∞
−∞
|g(x)|2dx

gdzie
g(x) = df(x)/dx+ λxf(x)

dla ustalonego λ czyli

0 ≤
ˆ ∞
−∞
|df/dx|2 +

ˆ ∞
−∞

λ2x2|f(x)|2 + λ

ˆ ∞
−∞

(df ∗/dx)xfdx+ λ

ˆ ∞
−∞

f ∗x(df/dx)dx

W pierwszej caªce wykorzystujemy h̃ = ikf̃ dla h = df/dx i wzór Parsevala a w trzeciej
caªkujemy przez cz¦±ci (wyrazy brzegowe |f |2x zanikaj¡ bo σx jest sko«czona) i rozbijamy
d(xf)/dx = f + xdf/dx, kasuj¡c drug¡ cz¦±¢ z ostatni¡ caªk¡, zostaje wi¦c

0 ≤ N(〈k2〉+ λ2〈x2〉) +Nλ

Bior¡c λ = −2〈k2〉,
0 ≤ N〈k2〉(4〈k2〉〈x2〉 − 1)

czyli
〈k2〉〈x2〉 ≥ 1/4

albo σ2
xσ

2
k ≥ 1/4.

Transformat¦ atosuje sie tak»e w analizie sygnaªów czasowych f(t), gdzie przybiera posta¢

f̃(ω) =

ˆ ∞
−∞

dtf(t)e−iωt

f(t) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

dωf(ω)eiωt

gdzie ω = 2πν jest cz¦sto±ci¡ a ν cz¦stotliwo±ci¡ (w sensie telekomunikacyjnym).
Transformata wielowymiarowa

We trzech wymiarach

f̃(~k) =

ˆ
d3re−i

~k·~rf(~r), f(~r) =

ˆ
d3k

(2π)3
ei
~k·~rf̃(~k)

gdzie ~r = (x, y, z), ~k = (kx, ky, kz), d3r = dxdydz,d3k = dkxdkydkz. Wzory Parsevala i Plan-
cherela ˆ

|f̃(~k)|2d3k = (2π)3

ˆ
|f(~r)|2d3r,

ˆ
f̃ ∗(~k)g(~k)d3k = (2π)3

ˆ
f ∗(~r)g(~r)d3r

Je±li f(~r) = f(r) czyli zale»y tylko od r =
√
x2 + y2 + z2 to wygodnie jest u»ywa¢ wspóª-

rz¦dnych sferycznych

f̃(0, 0, k) = 2π

ˆ ∞
0

r2dr

ˆ π

0

dθ sin θe−ik cos θrf(r) = 4π

ˆ ∞
0

rf(r) sin(kr)/k
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czyli f̃(~k) = f̃(k) dla k =
√
k2
x + k2

y + k2
z , z symetrii obrotowej.

Dla potencjaªu Yukawy f(r) = e−λr/r, λ > 0 jest liczb¡ rzeczywist¡

f̃(k) = 4π

ˆ ∞
0

e−λr sin(kr)/k =
4π

λ2 + k2

W granicy λ → 0 otrzymamy potencjaª Coulomba f = 1/r, f̃ = 4π/k2. Zauwa»my, »e wtedy
nie s¡ to ju» funkcje caªkowane z kwadratem moduªu.

Dystrybucje:

We wzorze Plancherela

2π

ˆ ∞
−∞

g∗(x)f(x)dx =

ˆ ∞
−∞

g̃∗(k)f(k)dk

spróbujmy wspia¢ takie g, »e ˆ ∞
−∞

g∗(x)f(x)dx = f(0)

Wtedy

2πf(0) =

ˆ ∞
−∞

f̃(k)dk =

ˆ ∞
−∞

g̃∗(k)f̃(k)dk

Zatem g̃(k) = 1. Caªka z tej funkcji, jak i jej kwadratu, jest niesko«czona czyli g(0) musi
by¢ niesko«czone. Próba wyª¡czenia 0 ko«czy si¦ w najlepszym razie zerowaniem caªego g albo
nieokre±lono±ci¡ w zerze � nie jest to szukane rozwi¡zanie. Taka funkcja � w tradycyjnym sensie
� nie istnieje. T¦ "funkcj¦" wprowadziª Dirac. Tzw. delta Diraca

g(x) = δ(x) =
1

2π

ˆ ∞
−∞

e−ikxdk

a jej matematyczny sens nadaª Schwartz, jako dystrybucji. Dystrybucja to tak naprawd¦ funk-
cjonaª, czyli co± co dziaªa na funkcjach (mówimy próbnych), gªadkich i zanikaj¡cych szybciej
ni» pot¦gi, i daje liczb¦. I tak j¡ wªa±nie de�niujemy.

Zapis ˆ ∞
−∞

dxf(x)δ(x) = f(0)

staje si¦ de�nicj¡. Dodatkowo mo»na pami¦ta¢, »e δ(x 6= 0) = 0. Delta podlega zwykªym
reguªom caªkowania, np. ˆ ∞

−∞
dxf(x)δ(x− y) = f(y)

ˆ ∞
−∞

dxf(x)δ(ax) = f(0)/|a|
ˆ ∞
−∞

dxf(x)δ(g(x)) = f(x0)/|g′(x0)|
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gdzie g(x0) = 0, o ile miejsce zerowe g jest tylko jedno. Jak jest wiele, to po nich sumujemy.
Caªkowanie przez cz¦±ci

ˆ ∞
−∞

δ′(x)f(x) = −
ˆ ∞
−∞

f ′(x)δ(x)dx = −f ′(0)

Ta reguªa (oprócz ostatniej równo±ci) dotyczy wszystkich dystrybucji i wynika z faktu, »e f
szybko znika w niesko«czono±ci.

Delt¦ mo»na traktowa¢ jako granic¦ ci¡gu funkcji, parametryzowanych ε→ 0+ i pisz¡c δε(x)
Przykªady (i transformaty):

e−x
2/4ε

√
4πε

, e−εk
2

ε

π(x2 + ε2)
, e−ε|k|

sinxε

πx
,


1 dla − 1/ε ≤ k ≤ 1/ε

0 dla |k| ≥ 1/ε

e−iπ/4eix
2/4ε/
√

4πε, e−iεk
2

g(x/ε)/ε, g̃(kε)

dla (prawie) dowolnej funkcji g, pod warunkiem
´∞
−∞ g(x) = g̃(0) = 1.

Inne dystrybucje
"Funkcja' Heaviside'a (progowa, stopnia)

θ(x) =


1 dla x > 0

0 dla x ≤ 0

W zasadzie jest ju» zwykª¡ funkcj¡, ale nie ma pochodnej w zerze i ma rozbie»n¡ caªk¦ z kwa-
dratu. W zerze stosujemy dystrybucyjn¡ reguª¦ ró»niczkowania czyli caªkowanie przez cz¦±ci,

ˆ ∞
−∞

θ′(x)f(x)dx =

ˆ ∞
−∞

θ(x)f ′(x)dx =

ˆ ∞
0

f ′(x)dx = −f(0)

bo f znika w niesko«czono±ci. Zatem mo»na napisa¢ θ′(x) = −δ(x).
Funkcja znaku

sgn(x) =


1 dla x > 0

0 dla x = 0

−1 dla x < 0

mo»na tak»e napisa¢ sgn(x) = 2θ(x) − 1, poniewa» dla dystrybucji nie jest istotna (o ile
sko«czona) warto±¢ w nieci¡gªo±ci. St¡d podobnie sgn′(x) = 2δ(x).
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Tak jak i delt¦ mo»na modelowa¢ funkcj¡ gªadka i znikaj¡c¡ w niesko«czono±ci

sgnε(x) =
2

π
(arctan(x/ε)− arctan(xε))

i faktycznie

sgn′ε(x) =
2ε

π(x2 + ε2)
− 2ε

π(x2ε2 + 1)

Inne dystrybucje:

Transformata Fouriera dystrybucji tak»e jest dystrybucj¡. Dla delty Diraca mamy δ̃(k).
Wydawaªoby si¦, »e to zwykªa funkcja, ale nie jest caªkowalna, tak»e z kwadratem (moduªu),
bo caªka rozbiega do niesko«czono±ci. Z kolei

˜sgn(k) = −i2/k

Taka funkcja nie bardzo ma sens w okolicy k = 0. Zobaczmy co si¦ dzieje z modelem

˜sgnε(k) = 2i(e−ε|k| − e−|k|/ε)/k

Tym razem jest to ju» dobra funkcja, sko«czona w k = 0 (cho¢ nieci¡gªa).
Tak¡ dystrybucj¦ zde�niujemy ju» o�cjalnie dla x:

P 1/x = lim
ε→0

x

x2 + ε2

gdzie prawa strona jest naturalnym modelem a lewa wprowadzonym ju» oznaczeniem warto±ci
gªównej (principal value), czyli

P

ˆ ∞
−∞

f(x)/x = lim
ε→0+

(ˆ −ε
−∞

+

ˆ ∞
ε

)
dxf(x)/x

Cz¦sto wyst¦puje poª¡czenie delty Diraca i warto±ci gªównej modelowane przez

(x± iε)−1 = P 1/x∓ iπδ(x)

dla ε→ 0+. Z kolei interpretuj¡c

ln |x| = lim
ε→0

(1/2) ln(x2 + ε2)

mo»emy zapisa¢
(ln |x|)′ = P 1/x

Delta Diraca w 3 wymiarach:

Delt¦ jak i pozostaªe dystrybucje przenosz¡ si¦ na wi¦cej wymiarów

δ3(~r) = δ(x)δ(y)δ(z)
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oraz ˆ
d3rf(~r)δ3(~r) = f(0, 0, 0)

w trójwymiarowej delcie tak»e mo»na zamienia¢ zmienne, ale jest troch¦ bardziej skomplikowane

δ3(~r) = δ(u− u0)δ(v − v0)δ(s− s0)/|J |, J =
∂(x, y, z)

∂(u, v, s)

∣∣∣∣
u0,v0,s0

gdzie ~r(u0, v0, s0) = 0 a J jest jakobianem.
Tak jak poprzednio δ̃3(~k) = 1.
Zastosowanie w analizie wektorowej:

Z wªasno±ci tranformaty Fouriera mo»na napisa¢

~F (~r) = ∇φ, ~̃F (~k) = −i~kφ̃(~k)

Oznacza to niesªychanie przydatny fakt, »e w transformacie pochodna ∇ staje si¦ mno»eniem
przez wektor −i~k.

Przyjrzyjmy si¦ teraz φ = 1/r. Jak ju» wiemy φ̃ = 4π/k2, mo»na te» wzi¡¢ modele caªko-
walne czyli e−λr/r i 4π/(k2 + λ2). Wiemy tak»e »e

∇φ = ~F = − ~r
r3
, ∇ · ~F = 0

Czy na pewno zero? Ostrze»eniem jest wyª¡czenie zera i kon�ikt z twierdzeniem Gaussa (caªka
po sferze nie jest zero). Dla transformaty Fouriera mamy

−i~kφ̃ = ~̃F (~k) = −4πi~k/k2,−i~k · ~̃F = −4π(~k · ~k)/k2 = −4π

i wcale nie wyszªo zero. Wiemy jednak »e jest to transformata delty a ±ci±le −4πδ3(~r). I
faktycznie jest to zero dla ~r 6= 0. Mogli±my to podejrzewa¢ ju» z twierdzenia Gaussa które
sygnalizowaªo, »e caªka obejmuj¡ca 0 daje −4π a to wªasno±¢ delty. Pokazuje to, »e dystrybucje
radz¡ sobie z problemami, których nie mogli±my rozwi¡za¢ w zwykªej analizie wektorowej.

Dystrybucje i transformata Fouriera ªatwo teraz prowadz¡ do poznanego ju» twierdzenia
Helmholtza, czyli istnienia rozkªadu ~F = ∇φ+∇× ~A. Mamy bowiem

~k · ~̃F = −ik2φ̃, ~k × ~̃F = −i~k × (~k × ~̃A) = ik2 ~̃A− i~k(~k · ~̃A)

Bierzemy

φ̃ =
i~k · ~̃F
k2

, ~̃A =
−i~k × ~̃F

k2

Co po odwróceniu transformaty, pami¦taj¡c »e iloczyn przechodzi na splot, otrzymujemy twier-
dzenie. Taki krótki dowód nie byªby mo»liwy w tradycyjnej analizie wektorowej.

Zastosowania w równaniach ró»niczkowych
Równanie dyfuzji dla P (x, t) g¦sto±ci albo prawdopodobie«stwa znalezienia cz¡stek w danym

poªo»eniu i czasie
∂tP = D∂2

xP
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gdzie D > 0 (rzeczywiste) jest staª¡ dyfuzji. Bior¡c P̃ (k, t) (uwaga, czas t nie podlega, przy-
najmniej tutaj, transformacie Fouriera)

∂tP̃ = −Dk2P̃

które rozwi¡zujemy
P̃ = P̃ (k, 0)e−Dtk

2

Funkcja P̃ (k, 0) reprezentuje warunek pocz¡tkowy, w chwili t = 0. Bardzo cz¦sto zakªada si¦,
»e dyfuzja startuje z jednego punktu np. x = 0, czyli P (x, t = 0) = δ(x) i wtedy P̃ (k, 0) = 1.
Transformat¦ mo»na odwróci¢ i dosta¢

P (x, t) =
1√

4πDt
e−x

2/4Dt

Je±li dopu±cimy D urojone, a raczej zespolone, mo»emy opisa¢ tak»e równanie Schrödingera

i~∂tψ = −∂2
xψ~2/2m

dla funkcji falowej ψ(x, t). Bior¡c D = i~/2m, i ψ(x, 0) = δ(x) dostaniemy

ψ(x, t) =

√
m

2π~t
e−imx

2/2~t
√

2

1 + i

bo z powodu wymagania zbie»no±ci
√
i = (1 + i)/

√
2.
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Przestrze« Hilberta

De�nicja:
H niech b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem C (liczby zespolone), czyli kombinacje

liniowe wektorówf , g, tj. af + bg ∈ H dla a, b ∈ C.
Iloczyn skalarny:

Odwzrorowanie
H×H 3 (f, g)→ 〈f |g〉 ∈ C

speªnaj¡ce warunki:

1. 〈f |f〉 ∈ R+ je±li f 6= 0

2. 〈f |g + λh〉 = 〈f |g〉+ λ〈f |h〉

3. 〈f + λg|h〉 = 〈f |h〉+ λ∗〈g|h〉 lub 〈f |g〉 = 〈g|f〉∗

Warunki 3 s¡ równowa»ne na mocy 1 i 2. Z warunków ju» wynika, »e je±li 〈f |f〉 = 0 to f = 0.
Inne oznaczenia (f |g), 〈f, g〉, (f, g).

Przykªad H = Cn

f = (f1, f2, ..., fn), fi ∈ C,

〈f |g〉 =
∑
j

f ∗j gj = f ∗1 g1 + f ∗2 g2 + ...+ f ∗ngn

De�nicja:
Par¦ (H, 〈·|·〉) nazywamy przestrzeni¡ unitarn¡.

De�nicja:
H nad C nazywamy unormowan¡, je±li istnieje funkcja, norma,

H 3 f → ||f || ∈ R

o wªasno±ciach:

• ||f || > 0 je±li f 6= 0 (dodatnia)

• ||λf || = |λ|||f || (jednorodna)

• ||f + g|| ≤ ||f ||+ ||g|| (nierówno±¢ trójk¡ta)

St¡d wynika, »e dla ||f || = 0 musi by¢ f = 0. Norma de�niuje jednocze±nie odlegªo±¢ d(f, g) =
||f − g||.

Dla przestrzeni unitarnych mamy norm¦ kanoniczn¡ ||f || =
√
〈f |f〉

Nierówno±¢ Cauchy-Buniakowskiego-Schwarza (zwyczajowo Schwarza)
Dla normy kanonicznej w przestrzeni unitarnej

|〈f |g〉| ≤ ||f ||||g||

Dowód :
Niech h = f + λg. Wtedy

0 ≤ ||h||2 = 〈f + λg|f + λg〉 = 〈f |f〉+ |λ|2〈g|g〉+ λ〈f |g〉+ λ∗〈g|f〉
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We¹my

λ = −〈g|f〉
||g||2

Wtedy dostajemy

0 ≤ ||f ||2 − |〈f |g〉|
2

||g||2

co ko«czy dowód.
Mo»na tym si¦ posªu»y¢ do pokazania nierówno±ci trójk¡ta

||f + g||2 = ||f ||2 + 〈f |g〉+ 〈g|f〉+ ||g||2 = ||f ||2 + ||g||2 + 2Re〈f |g〉

≤ ||f ||2 + ||g||2 + 2|〈f |g〉| ≤ ||f ||2 + ||g||2 + 2||f ||||g|| = (||f ||+ ||g||)2

Przestrze« Hilberta:

Przestrze« unitarna (H, 〈·|·〉 jest przestrzeni¡ Hilberta, je±li jest zupeªna. Zupeªno±¢ oznacza
»e dowolny ci¡g Cauchy'ego (fn) wzgl¦dem normy, czyli speªniaj¡cy warunek »e dla ka»dego
ε > 0 istnieje N , »e ||fn − fm|| < ε dla wszystkich n,m > N ma granic¦ w H. Warunek
Cauchy'ego jest zawsze speªniony je±li jest granica, ale w drug¡ stron¦ trzeba to pokaza¢.

Przykªad: Cn. Warunek Cauchy'ego odpowiada de�nicji liczb rzeczywistych (i zespolo-
nych) jako granic ci¡gów wymiernych.

Przestrze« L2:
Jest to przestrze« funkcji f(x) na x ∈ [a, b] lub R (a = −∞, b =∞) i warto±ciach zespolonych,
takich »e caªka ˆ b

a

|f(x)|2dx

istnieje i jest sko«czona (nie rozbiega do niesko«czono±ci). Funkcja nie musi by¢ wsz¦dzie
okre±lona, o tym za chwil¦.

De�niujemy iloczyn skalarny

〈f |g〉 =

ˆ b

a

f ∗(x)g(x)dx

który jako caªka istnieje i jest sko«czony na mocy nierówno±ci Schwarza. Nie speªnia jednak
(na razie) wªasno±ci, »e 〈f |f〉 = 0 tylko dla f = 0 bo np f(x 6= 0) = 0 i f(0) = 1 daje
caªk¦ zero. Próba wyª¡czenia takich funkcji powoduje brak zupeªno±ci bo mo»emy wybra¢
ci¡g fn = 1/(n2x2 + 1), który do niej zbiega. Rozwi¡zaniem jest osªabienie de�nicji równo-
±ci. Ustalamy, »e f = g wtedy i tylko wtedy gdy ||f − g|| = 0. Niestety musimy zmeni¢
de�nicj¦ caªki. Przykªadem jest funkcja (graniczna) równa 1 w punktach wymiernych i 0 w
niewymiernych (na sko«czonym przedziale). Nie da si¦ jej scaªkowa¢ w sensie Riemanna. Tu
akurat da si¦ ten problem naprawi¢ zmieniaj¡c wszystkie warto±ci na 0. S¡ jednak funkcje bez
mo»liwo±ci naprawy. Zapiszmy funkcj¦ okre±lon¡ na [−π, π] przez jej rozkªad w sytemie dwój-
kowm (u»ywany np. w komputerach, w odró»nieniu od powszechnie u»ywanego dziesi¦tnego,
np. π = (11, 0010010000111111...)2). Niech x = ε0πy gdzie ε = ±1

y =
s1

2
+
s2

4
+
s3

8
+
s4

16
+ ... =

∞∑
j=1

sj
2j
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dla sj = 0, 1 oraz εj = 2sj − 1 = ±1 Niech teraz

f(x) =
∞∑
j=1

εj
j3/4

jest to funkcja caªkowalna z kwadratem bo
ˆ π

−π
|f(x)|2dx = 2π

∞∑
j=1

j−3/2 <∞

Wykorzystujemy tu fakt, »e tylko iloczyny εjεk dla j = k daj¡ niezerowy wkªad do caªki a
pozostaªe kasuj¡ si¦, bo s¡ równie cz¦sto dodatnie jak ujemne. Szereg po prawej stronie jest
zbie»ny bezwzgl¦dnie. Speªnia z tego samego powodu warunek Cauchy'ego (mo»na si¦ wspomóc
nierówno±ci¡ Schwarza w dowodzie). A jednak w wielu punktach nie zbiega, opieraj¡c si¦ na
zbiorze gdzie zbiega, nie da si¦ funkcji poprawi¢ do kawaªkami ci¡gªej ani nawet ograniczonej.
Powodem jest rozbieganie szeregu

∞∑
j=1

j−3/4 →∞

Dokªadna granica zale»y z grubsza od proporcji zer do jedynek w rozwini¦ciu dwójkowym, ale
cz¦sto jest niesko«czona, nie jest te» bezwzgl¦dna. Wizualnie mo»na to sprawdzi¢ obcinaj¡c
sum¦ przy zwi¦kszanej liczbie wyrazów, patrz rysunki poni»ej dla 5, 10, 100, 1000. Ka»de
obci¦cie daje funkcj¦ caªkowaln¡ w sensie Riemanna, ale granica nie jest tak caªkowalna.
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Niestety dla fakich funkcji trzeba zmieni¢ de�nicj¦ caªki. U»ywa si¦ wtedy caªki Lebesgue'a.
W praktyce ró»ni si¦ ona od caªki Riemanna tym, »e w de�nicji granicy podziaªów nie tniemy
dziedziny (czyli w �sªupki�) ale zbiór warto±ci (czyli �w plasterki�), patrz rysunek. Trzeba te»
okre±li¢ miary zbiorów (rzeczywiste nieujmene), poprzecznych wymiarów sªupków, które nie
musz¡ by¢ prostymi przedziaªami. Np. przedziaª [a, b] dla b > a ma miar¦ b − a. Miary
przedziaªów indeksowanych naturalnie mog¡ si¦ sumowa¢. Ró»nice odejmuja si¦ tj. miara
A\B jest równa mierze A minus miara B je±li A ⊂ B, zachowywa¢ nierówno±¢ ≥ 0. Je±li
jakimkolwiek takim sposobem jeste±my w stanie okre±li¢ miar¦ zbioru jednoznacznie to jest
on mierzalny i takie musz¡ by¢ zbiory ograniczonych warto±ci funkcji cakªowalnych w sensie
Lebesgue'a. Przykªad: zbiór liczb wymiernych na odcinku [0, 1] ma miar¦ 0 a niewymiernych
jako dopeªnienie, miar¦ 1. Kad»y zbiór �r¦cznie� skonstruowany jest mierzalny. Niemierzalne
s¡ konstruuowane z tzw. pewnika wyboru, czyli nie spotkamy ich w praktyce.

Caªka Lebesgue'a ju» radzi sobie ze wszystkimi funkcjami w L2, czyni¡c j¡ zupeªn¡, o czym
±ci±le mówi twierdzenie Riesza-Fischera. Dowód twierdzenia opiera si¦ na u»yciu tzw. bazy
ortonormalnej, o której (i samym dowodzie) powiemy za chwil¦.

Uogólniony iloczyn skalarny

〈f |g〉w =

ˆ b

a

f ∗(x)g(x)w(x)dx

Dla funkcji rzeczywistej w(x) > 0.
Zupeªne ortonormalne ukªady funkcji
Dla H = L2[a, b] (a i b mog¡ by¢ niesko«czone) de�niujemy ortonornalny zbiór funkcji fi(x)

(i mo»e przebiega¢ zbiór liczb sko«czonych, naturalnych lub caªkowitych) o wªasno±ci

〈fi|fj〉 =

ˆ b

a

f ∗i (x)fj(x)dx = δij =


1 dla i = j

0 dla i 6= j

Przykªad: Szereg Fouriera dla [a, b] = [0, L]
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ϕn(x) =
√

2/L cos(2πnx/L), φn(x) =
√

2/L sin(2πnx/L)

dla n = 1, 2, 3, ... oraz ϕ0(x) =
√

1/L.
Mo»na tak»e wzi¡¢ funkcje

fn(x) =
√

2/L sin(πnx/L)

dla n = 1, 2, 3, ... albo
gn(x) =

√
1/Le2πinx/L

dla n = 0,±1,±2,±3, ... Wszystkie powy»sze ukªady funkcji s¡ ortonormalne.
Nierówno±ci Bessela
Niech fi (zbiór sko«czony) b¦d¡ funkcjami ortonormalnymi w H. Wtedy dla v ∈ H mamy

jednoznaczny rokªad v = v‖ + v⊥ gdzie v‖ jest rozpi¦te przez fi a v⊥ ortogonalne do fi, przy
czym

v‖ =
∑
i

〈fi|v〉fi

Wtedy
||v||2 = ||v⊥||2 + ||v‖||2 ≥ ||v‖||2

lub równowa»nie
||v||2 ≥

∑
i

|〈fi|v〉|2

W sko«czenie wymiarowej H (wymiar N) zawsze mo»na wybra¢ zupeªn¡ i sko«czony zbiór
wektorów ortonormalnych, zwanych baz¡ i wtedy v⊥ = 0 oraz

v =
N∑
i=1

aifi, ai = 〈fi|v〉

lub równowa»nie

v =
N∑
i=1

〈fi|v〉fi

W niesko«czenie wymiarowej przestrzeni Hilberta baza skªada si¦ z niesko«czonej liczby
wektorów ortonormalnych. Uwaga: W L2 mo»na skonstruowa¢ baz¦ przeliczaln¡, tj. numero-
wan¡ liczbami naturalnymi. Bazy nieprzeliczalne nie s¡ u»ywane w praktyce.

De�nicja: Ukªad wektorów ortonornalnych fi jest zupeªny (jest baz¡) wH je±li dla ka»dego
g ∈ H zachodzi ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣g −∑
i

〈fi|g〉fi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0

czyli
g =

∑
i

〈fi|g〉fi

Relacja zupeªno±ci
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Dla HL2[a, b] zapisujemy

φ(x) =
∑
i

aifi, ai = 〈fi|φ〉 =

ˆ b

a

dxf ∗i (x)φ(x)

czyli ∑
i

ˆ b

a

dyfi(x)f ∗i (y)φ(y) =

ˆ b

a

∑
i

f ∗i (x)fi(y)φ(y)dy

St¡d wynika »e musi zachodzi¢ ∑
i

f ∗i (x)fi(y) = δ(x− y)

oczywi±cie w sensie granicznym (bo δ nie jest zwykª¡ funkcj¡)
Przykªad: Szereg Fouriera

fn(x) =
einx√

2π
: x ∈ [−π, π]

n = 0,±1,±2, ... Mamy wtedy ∑
n

ein(x−y)

2π
= δ(x− y)

Wzór Parsevala:

Z zupeªno±ci
g =

∑
i

〈fi|g〉fi

mamy
||g||2 =

∑
i

∑
j

〈fi|g〉∗〈fj|g〉〈fi|fj〉

Z ortonormalno±ci 〈fi|fj〉 = δij (1 dla i = j, 0 dla i 6= j) czyli

||g||2 =
∑
i

|〈fi|g〉|2

Twierdzenie Riesza-Fischera:
Po omówieniu baz zupeªnych mo»emy wróci¢ do dowodu twierdznia o zupeªno±ci L2[a, b]. Idea
dowodu polega na skonsturowaniu pewnej bazy zupeªnej (przeliczalnej) i znalezieniu wspóª-
czynników rozkªadu 〈fi|g〉Wspóªczynniki te jednoznacznie identy�kuj¡ funkcj¦ na mocy wzoru
Parsevala. Nie ma te» problemu z iloczynem skalarnym bo caªka Lebesgue'a zapewnia jego
istnienie (mo»na to nawet potraktowa¢ jako de�nicj¦ caªkowalno±ci w sensie Lebesgue'a). Prze-
wa»nie wybiera si¦ bazy kawaªkami gªadkie, które tym bardziej s¡ caªkowalne. Pozostaje wska-
za¢ odpowiedni¡ baz¦. Na odcinku mo»e to by¢ szereg Fouriera. Dowiedli±my jego zupeªno±¢
dla funkcji kawaªkami gªadkich. Takimi funkcjami mo»na z kolei przybli»a¢ wszystkie w L2

caªkowalne w sensie Lebesgue'a. Musi by¢ Lebesgue'a bo � plasterki� s¡ wolne od rozbie»no±ci,
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w odró»nieniu od �sªupków� Riemanna. Na na caªej osi rzeczywistej mo»na dokona¢ poci¦cia
na przedziaªy i w ka»dym zastosowa¢ szereg Fouriera. Baza b¦dzie poprawna cho¢ funkcje
s¡ nieci¡gªe. Mo»na znale¹¢ baz¦ ci¡gª¡ i gªadk¡ na caªej osi, ale wymaga to wprowadzenia
najpierw operatorów hermitowskich, o czym za chwil¦.

Operatory liniowe w przestrzeni Hilberta
Odwzorowanie liniowe U pomi¦dzy przestrzeniami Hilberta H1 i H2:

H1 3 f → v = Uf ∈ H2

je±li
U(a1f1 + a2f2 + ...) = a1Uf1 + a2Uf2 + ...

Je±li g =
∑

i cifi a fi jest baz¡ to

Ug =
∑
i

ciUfi

Uwaga: operatory dzielimy na ograniczone i nieograniczone. Ograniczony, je±li ||Uf || <
M ||f || dla ustalonego M . Wtedy mo»na zde�niowa¢ norm¦ operatora ||U || ≤ M jest równe
maksimum ||Uf || dla ||f || = 1. Dopuszczamy operatory nieograniczone, pod warunkiem »e s¡
ograniczone na g¦stym podbiorze H1 (g¦sty: jego elementy s¡ dowolnie blisko w sensie normy
od wszystkich elementów H) i domkni¦te czyli je±li fn → f (w sensie normy) i Uf ∈ H2 to
Ufn → Uf . Operatory liniowe ograniczone s¡ ju» g¦ste i domkni¦te. Przykªady operatorów
ograniczonych

(Uf)(x) = f(x)/(1 + x2), (Uf)(x) =

ˆ ∞
−∞

e−(x−y)2f(y)dy

Norma pierwszego to 1 a drugiego
√
π (co wynika z transformaty Fouriera). Operatory nie-

ograniczone domkni¦te
(Uf)(x) = xf(x), (Uf)(x) = df/dx

Operatory sprz¦»one:

T : H1 → H2. Je±li dla ka»dego v i u mo»na okre±li¢ w = T †u

〈u|Tv〉 = 〈w|v〉 = 〈T †u|v〉

Konstrukcja T † jest bezproblemowa dla operatorów ograniczonych. Dla nieograniczonych naj-
pro±ciej znale¹¢ baz¦, na której elementach T istnieje, wtedy przej±cie T → T † wykonuje si¦ jak
dla macierzy, tylko niesko«czonych. Poprawno±¢ konstrukcji zapewniona jest przez g¦sto±¢ i do-
mkni¦to±¢. Tam gdzie baz¦ trudno znale¹¢ (np. nieprzeliczalna) mo»na wzi¡¢ baz¦ niezupeªn¡
i konstrukcj¦ argumentowa¢ g¦sto±ci¡ i domkni¦to±ci¡.

T =



T11 T12 T13 · · ·

T12 T22 T23 · · ·

T13 T23 T33 · · ·

...
...

...
. . .


→ T † =



T ∗11 T ∗21 T ∗31 · · ·

T ∗21 T ∗22 T ∗32 · · ·

T ∗31 T ∗32 T ∗33 · · ·

...
...

...
. . .


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Dla operatorów nieograniczonych mo»e si¦ okaza¢, »e T nie dziaªa na niektóre elementy bazy
(a nawet wszystkie, np. szeregi Fouriera dla operatora pochodnej). Wtedy jednak z g¦sto±ci i
domkni¦to±ci mo»na baz¦ poprawi¢ tak aby T dziaªaªo na niej.

Operatory hermitowskie
Operator jest hermitowski (Hermite) je±li H1 = H2 i T = T †.
Dla dowlonego operatora, niekoniecznie hermitowskiego, mo»na sformuªowa¢ zagadnienie

wªasne
Tu = λu

gdzie λ jest pewn¡ liczb¡ zespolon¡ a H 3 u 6= 0. W przestrznie sko«czenie wymiarowej
zagadnienie wªasne zawsze ma rozwi¡zanie, ale w niesko«czonej nie zawsze jest to prawd¡.
Ponadto usiªowanie konstrukcji u mo»e wyprowadzic nas poza H. Musimy po prostu zaªo»y¢
istnienie rozwi¡zania.

Je±li T jest hermitowski, to

• λ jest rzeczywista bo λ〈u|u〉 = 〈u|Tu〉 = 〈Tu|u〉 = λ∗〈u|u〉

• Je±li s¡ dwie pary rowi¡za« (u1, λ1), i (u2, λ2) oraz λ1 6= λ2 to u1 i u2 s¡ ortogonalne,
bowiem

λ1〈u1|u2〉 = 〈Tu1|u2〉 = 〈u1|Tu2〉 = λ2〈u1|u2〉

• W sko«czenie wymiarowej przestrzeni istnieje baza zbudowana z wektorów wªasnych T ,
twierdzenie spektralne. Uwaga: warto±ci wªasne mog¡ sie powtarza¢.

Operator rzutu na w,Pwu = 〈w|u〉w/||w||2 jest przykªadem hermitowskiego. Wektory wªasne
hermitowskiego T tworz¡ baz¦ ortonormaln¡, a bardzo cz¦sto zupeªn¡, co ma zastosowanie w
twierdzeniu Reisza-Fischera. Zupeªno±¢ zwykle trzeba dowie±¢. Je±li to si¦ uda, mo»emy T
rozpisa¢ w bazie swoich stanów wªasnych, ortonornalnych, (ui, λi), tak»e u»ywaj¡c rzutów

Tu =
∑
i

λi〈ui|u〉ui =
∑
i

λiPiu

lub T =
∑

i λiPi.
Przykªad:

Operator R de�niowany
(Rf)(x) = −if ′(x)

jest nieograniczony, ale mo»my go zde�niowa¢ na L2[0, a] na gestym zbiorze funkcji ró»niczko-
walnych w sposób ci¡gªy i takich »e f(0) = f(1) oraz f ′(0) = f ′(1) (np. w granicy). Jest tak»e
domkni¦ty. Jest hermitowski, bo

〈g|Rf〉 = −i
ˆ 1

0

dxg∗(x)f ′(x) = i

ˆ 1

0

f(x)g′(x)− if(x)g(x)|a0

Ostatni wyraz znika z warunku brzegowego. Zagadnienie wªasne jest równaniem ró»niczkowym

λf = −if ′
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które ma rozwi¡zanie Aeiλx. Wiemy »e λ jest rzeczywista. Mamy wi¦c rozwi¡zania dla λ =
2πn/a dla n = 0,±1,±2, ..., a z normalizacji A = 1/

√
a. S¡ to wi¦c elementy szeregu Fouriera.

Uwaga: z samej powy»szej analizy nie wynika jeszcze »e λ nie mo»e by¢ dowolna rzeczywista,
bo nie wsz¦dzie zde�niowali±my R. Jednak wiemy ju», »e szereg Fouriera tworzy baz¦ zupeªn¡,
i z tego wynika brak innych rozwi¡za«. Poznamy pó¹niej ogólniejsz¡ argumentacj¦ dotycz¡c¡
baz zupeªnych dla operatorów nieograniczonych.

Ukªady Sturma-Liouville'a
Rozpatrzmy operator L (Liouville'a) taki »e

(Lf)(x) = p0(x)f ′′(x) + p1(x)f ′(x) + p2(x)f(x)

przy czym pi na ci¡gª¡ 2−it¡ pochodn¡ na przedziale [a, b] (mo»e by¢ niesko«czony) . Operator
dziaªa na funkcjach o ci¡gªej 2. pochodnej, które albo speªniaj¡ f(a) = f(b), f ′(a) = f ′(b),
f ′′(a) = f ′′(b), albo f(a) = f(b) = 0, albo � dla calej osi � zanikaj¡ szybciej ni» pot¦gowo.
Zakªadamy te» p0 6= 0 na ]a, b[ (mo»e znika¢ wyj¡tkowo na brzegach). Zde�niujmy pomocnicz¡
funkcj¦ w o wªasno±ci

wp0 = ± exp

ˆ
p1(x)dx/p0(x)

przy czym zakªadamy »e caªka nieoznaczona jest dobrze okre±lona i w > 0. Wtedy

Lf = w−1(wp0f
′)′ + p2f

Wprowad¹my iloczyn skalarny z wag¡ w,

〈f |g〉w =

ˆ b

a

w(x)f ∗(x)g(x)dx

Wtedy L b¦dzie hermitowski wzgl¦dem tak de�niowanego iloczynu skalarnego

〈f |Lg〉w =

ˆ b

a

[f ∗(wp0g
′)′ + wp2f

∗g]dx =

ˆ b

a

[wp2f
∗g − wp0f

′∗g′]dx+ wf ∗p0g
′|ba

Warunkiem hermitowsko±ci jest znikanie ostatniego wyrazu, czyli je±li wp0(a) = wp0(b) lub
f(a) = f(b) = g(a) = g(b) = 0. Wtedy mo»na rozwi¡zywa¢ zagadnienie wªasne, wzgl¦dem
zde�niowanego iloczynu skalarnego.

Wielomiany Legendre'a
Rozpatrujemy przedziaª [−1, 1] i

Lf = (x2 − 1)f ′′ + 2xf ′ = ((x2 − 1)f ′)′

Tutaj w = 1, p0 = (x2−1) Okazuje si¦ »e warto±ci wªasne L maj¡ posta¢ n(n+1) a odpowiednie
funkcje to wielomiany Legendre'a Pn(x). Ich de�nicja jest nast¦puj¡ca P0 = 1, P1 = x, P2 =
(3x2 − 1)/2, P3 = (5x3 − 3x)/2 a dalej u»ywamy wzoru Rodriguesa

Pn(x) =
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
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Mo»na sprawdzi¢ jego poprawno±¢ bior¡c h = (x2 − 1)n i pochodn¡ h′ = 2xn(x2 − 1)n−1

czyli
(1− x2)h′ + 2nxh = 0

i ró»niczkuj¡c n+ 1 razy sotsuj¡c reguª¦ Leibniza, czyli

(1− x2)hn+2 − 2(n+ 1)xh(n+1) − (n+ 1)nh(n) + 2nxh(n+1) + 2n(n+ 1)h(n) = 0

Zauwa»my te» »e Pn(1) = 1 z rozbicia (x2 − 1)n = (x + 1)n(x − 1)n które przy n-krotnym
rózniczkowaniu musi dziaªa¢ na (x − 1)n aby wynik byª niezerowy. Wielomiany s¡ parzyste
lub nieparzyste Pn(x) = (−1)nPn(−x) czyli Pn(−1) = (−1)n. Korzystaj¡c z kolei ze wzoru
Cauchy'ego dla pochodnej funkcji holomor�cznej

Pn(x) =
1

2n2πi

˛
|z−x|=R

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

Wtedy caªka jest równa
1

2π

ˆ (
(Reiφ + x)2 − 1

2Reiφ

)n
dφ =

1

2π

ˆ (
Re2iφ + 2xeiφ + (x2 − 1)/R

2eiφ

)n
dφ

We»my R = (1− x2)1/2 czyli

1

2π

ˆ (
R(e2iφ − 1) + 2xeiφ

2eiφ

)n
dφ =

1

2π

ˆ
(Ri sinφ+ x)ndφ

moduª wyra»enia w nawiasie jest ograniczony przez
√
R2 + x2 = 1. St¡d ograniczenie |Pn| ≤ 1.

De�niujemy funkcj¦ tworz¡c¡

F (t, x) =
∞∑
n=0

tnPn(x)

Dla ka»dego x szereg jest zbie»ny dla |t| < 1 na mocy wyprowadzonego ograniczenia. Zapiszmy

F (t, x) =
∑
n≥0

˛
|z|=1

(
t(z2 − 1)

2(z − x)

)n
(z − x)−1dz

2π
=

˛
1

z − x− t(z2 − 1)/2

dz

2πi

Mianownik ma residuum wyznaczone przez tz2−2z+2x− t = 0 co daje tz = 1±
√

1− 2xt+ t2

przy czym chcemy aby |z| < 1. To daje znak − dla t > 0 i ostatecznie dla residuum dostajemy

F (t, x) = (1 + t2 − 2tx)−1/2

Przykªad:
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Rozkªad potencjaªu od ªadunku punktowego q umieszczonego na osi z w odlegªo±ci d od
pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych (rysunek)

V (~r) =
q

|vecr − ~d|
=

q/r√
1− 2tx+ t2

dla t = d/r x = cos θ, bo |~r − ~d|2 = r2 + d2 − 2rd cos θ. Zatem

V =
q

r

∑
n≥0

(
d

r

)n
Pn(cos θ)

Zwi¡zek rekurencyjny

• ró»niczkuj¡c funkcj¦ tworz¡c¡ po t i porównuj¡c wyrazy o tych samych pot¦gach t dosta-
jemy

(n+ 1)Pn+1 = (2n+ 1)xPn − nPn−1

• ró»niczkuj¡c po x i porównuj¡c pot¦gi t dostajemy

xP ′n − P ′n−1 = nPn

Relacja zupeªno±ci ˆ 1

−1

Pn(x)Pm(x) =
2δmn

2n+ 1

Zero dla m 6= n wynika z tego »e s¡ to ró»ne funkcje wªasne L a dla n = m mamy ze wzoru
Rodriguesa ˆ 1

−1

P 2
n =

1

22nn!2

ˆ 1

−1

[(x2 − 1)n](n)[(x2 − 1)n](n)dx
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Caªkuj¡c przez cz¦±ci otrzymamy

1

22nn!2
[(x2 − 1)n](n−1)[(x2 − 1)n](n) − 1

22nn!2

ˆ 1

−1

[(x2 − 1)n](n−1)[(x2 − 1)n](n+1)dx

Jednak pierwszy wyraz znika bo ka»de ró»niczkowanie mniej ni» n razy zostawia cho¢ jeden
czynnik x2 − 1 który znika na brzegach. Operacj¦ mo»emy powtórzy¢ n razy otrzymuj¡c

1

22nn!2

ˆ 1

−1

(1− x2)n[(x2 − 1)n](2n)dx

Tymczasem najwy»sza pot¦ga (x2 − 1)n to x2n zatem pochodna jest staªa i równa (2n)!. Za-
mieniaj¡c zmienne s = (x+ 1)/2 otrzymamy

2(2n)!

n!2

ˆ 1

0

sn(1− s)n =
2(2n)!

n!2
B(n+ 1, n+ 1) =

2(2n)!

n!2
n!2

(2n+ 1)!
=

2

2n+ 1

gdzie wykorzytalismy funkcj¦ B Eulera. Uwaga: Pn nie s¡ wi¦c dobrze unormowane, ale mo»na
to zrobi¢ bior¡c Pn

√
n+ 1/2, jednak przyj¦ta konwencja pozostawia je nieunormowane.

Odwrotna relacja zupeªno±ci∑
n≥0

(2n+ 1)Pn(x)Pn(y)/2 = δ(x− y)

dla x, y ∈ [−1, 1]. Wynika ona z faktu, »e same Pn ju» tworz¡ baz¦ zupeªn¡. Wiemy to, bo
Pn s¡ wielomianami stopnia n, ortogonalne czyli liniowo niezale»ne, a wi¦c ka»dy wielomian
stopnia n jest (zupeªn¡) kombinacj¡ liniow¡ Pj dla j ≤ n. Pozwala to na jeszcze jedn¡ de�nicj¦
(niezale»n¡ od L) Pn jako wielomianów stopnia n ortogonalnych na [0, 1]. Z drugiej strony ka»d¡
funkcj¦ w L2[0, 1] mo»na przybli»a¢ wielomianami, a wi¦c i Pn. Np. e−a(x−x0)2 jest modelem
delty, a z drugiej strony ma jednostajne rozwini¦cie w szereg pot¦gowy wzgl¦dem x.

Istnieje te» argumentacja polegaj¡ca na tym, »e L nie ma innych warto±ci i wektorów wªa-
snych. Zaªó»my rozwini¦cie w szereg szereg P =

∑
j ajx

j. Podstawiaj¡c do równania wªasnego

Lf = (x2 − 1)P ′′ + 2xP ′ = λP

mamy ∑
j

(x2 − 1)j(j − 1)xj−2aj + 2
∑
j

2jxjaj =
∑
j

λajx
j

Porównuj¡c te same pot¦gi xj otrzymamy

−(j + 2)(j + 1)aj+2 = j(j − 1)aj + 2jaj + λaj = (λ− j(j + 1))aj

czyli

aj+1 =
j(j − 1)− λ
j(j + 1)

aj−1

Wida¢, »e szereg si¦ urwie do wielomianu je±li λ = j(j − 1) to b¦d¡ wªa±nie wprowadzone
wielomiany Legendre'a. Je±li nie urwie si¦ to dla j2 � λ mamy

aj+1 ' aj−1
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czyli b¦dzie
'
∑

n ≥ NA(−1)nx2n → B(1− x2)−1

a to jest funkcja rozbie»na dla x→ ±1 i niecaªkowalna z kwadratem.
Przykªad:

Zapisa¢ funkcj¦ f(x) = 1 − |x| dla x ∈ [−1, 1] jako sum¦ (niesko«czon¡) wielomianów
Legendre'a

f(x) =
∑
n≥0

anPn(x)

Obliczamy

an(x) =
2n+ 1

2

ˆ 1

−1

f(x)Pn(x)dx

czyli

a0 =

ˆ 1

0

(1− x)dx = 1− 1/2 = 1/2

Z symetrii f i P wynika »e a1 = 0 i ogólnie znikaj¡ nieparzyste a2n+1 Dalej

a2 = 5

ˆ 1

0

(1− x)(3x2 − 1)dx/2 = 5/2− 15/8− 5/2 + 5/4 = −5/8

Wy»sze an mo»na tu akurat znale¹¢ caªkowaniem przez cz¦±ci wzoru Rodriguesa

an =
2n+ 1

2nn!

ˆ 1

0

(1−x)[(x2−1)n](n) =
2n+ 1

2nn!

ˆ 1

0

[(x2−1)n](n−1) +
2n+ 1

2nn!
(1−x)[(x2−1)n](n−1)|10

= −2n+ 1

2nn!
[(x2 − 1)n](n−2)|0 −

2n+ 1

2nn!
[(x2 − 1)n](n−1)|0

= −(−1)(n+2)/2 (2n+ 1)

2nn(n− 1)

(
n

(n− 2)/2

)
Np. a4 = 3/16.

Wielomiany Hermite'a
Wyst¦puj¡ np. w opisie kwantowego oscylatora harmonicznego. Tym razem zakªadamy caª¡

o± rzeczywist¡.
Lf = −f ′′/2 + xf ′ = −ex2(e−x2f)′/2

bo w = exp
´

2xdx = e−x
2
. Funkcje wªasne f znajduje si¦ konstruuj¡c operator

Af = f ′/
√

2

i jego sprz¦»enie wzgl¦dem iloczynu skalarnego 〈·|·〉w

A†f = −ex2(e−x2f)′/
√

2 = −f ′/
√

2 +
√

2xf
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St¡d L = A†A a tak»e (AA†−A†A)f = f . Umownie zapisujemy dla operatorów [A,B] = AB−
BA, tzw. komutator. Wtedy [A,A†] = I gdzie If = f jest operatorem identyczno±ciowym.
Zatem [A,L] = A i [A†, L] = −A†. Przypu±¢my »e f speªnia

Lf = λf

Wtedy g = Af i h = A†f maj¡ wªasno±ci Lg = (λ − 1)g natomiast Lh = (λ + 1)h czyli g i h
sa tak»e funkcjami wªasnymi tylko z obni»on¡/podniesion¡ warto±cia wªasn¡. Jednak, warto±ci
wªasne nie mog¡ by¢ dowolnie maªe bo

λ||f ||w = 〈f |Lf〉w = 〈f |A†A〉w = 〈Af |Af〉W ≥ 0

St¡d λ ≥ 0. Ka»dy ci¡g λ, λ− 1, λ− 2,... musi si¦ wi¦c urywa¢ co wymaga

Af = 0

dla funkcji, gdzie ci¡g si¦ urywa, musi zachodzi¢ Af = 0, czyli wtedy Lf = 0 i λ = 0. W ten
sposób dostajemy peªn¡ konstrukcj¦ funkcji wªasnych � wielomianów Hermite'a o warto±ciach
λ = n, dla n = 0, 1, 2, 3, .... H0 = 1, H1 = 2x, H2 = 4x2 − 2, H3 = 8x3 − 12x

Hn(x) = (
√

2A†)nH0 = (−1)nex
2

(e−x
2

)(n)

Wielomiany s¡ symetryczne/antysymetryczne Hn(x) = (−1)nHn(−x). S¡ ortogonalne, tj.
ˆ ∞
−∞

Hn(x)Hm(x)dx =
√
π2nn!δnm

Dowód indukcyjny, 〈H0|H0〉w =
√
π z caªki Gaussa. Potem

〈Hn+1|Hn+1〉w = 〈
√

2A†Hn|
√

2A†Hn〉 =

2〈Hn|AA†Hn〉w = 2〈Hn|(L+ 1)Hn〉w = 2(n+ 1)〈Hn|Hn〉
Ze wzoru Cauchy'ego

Hn(x) = (−1)nex
2 n!

2πi

˛
e−z

2

(z − x)n+1
dz

po krzywej otaczaj¡cej x (jednokrotnie) bo ez
2
jest wsz¦dzie holomor�czna. Bior¡c krzyw¡

dostatecznie daleko od x mo»na wykona¢ sumowanie

2πi
∑
n≥0

tn

n!
Hn(x)e−x

2

=

˛
e−z

2

z − x− t
dz = 2πie(x+t)2

bo residuum jest w z = x+ t. Dostajemy wtedy funkcj¦ tworz¡c¡∑
n≥0

tn

n!
Hn(x) = e2xt−t2

Ró»niczkuj¡c funkcj¦ tworz¡c¡ po t dostajemy relacje rekurencyjn¡

Hn+1 = 2xHn − 2nHn−1
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a po x, H ′n = 2nHn−1. Podobnie jak wielomiany Legendre'a, wielomiany Hermite'a tworz¡ baz¦
zupeªn¡, tj. ∑

n≥0

Hn(x)Hn(y)√
π2nn!

= δ(x− y)ex
2

Wynika to tak»e z funkcji tworz¡cej dla t = eiφ

∑
n≥0

tnHn(x)Hn(y)

2nn!
=
∑
nm

ˆ 2π

0

dφ

ˆ ∞
0

dr
Hn(x)Hm(y)ei(n−m)φe−r

√
tr
n+m

2π
√

2
n+m

n!m!

Wtedy mozna zmieni¢ kolejno±¢ caªek i sum, stosuj¡c funkcje tworz¡ce

ˆ 2π

0

dφ

ˆ ∞
0

dre−re
√

2
√
tr((x+y) cosφ+i(x−y) sinφ)+ye−iφ−tr cos 2φ

Zamieniamy zmienne u =
√
r cosφ, v =

√
r sinφ, ∂(u, v)/∂(r, φ) = 1/2 i wtedy mamy caªk¦

ˆ ∞
−∞

dudve−u
2−v2+

√
2t((x+y)u+i(x−y)v)−t(u2−v2)/π

Caªki mo»na wykona¢ niezale»nie i otrzymujemy

(1− t2)−1et(x+y)2/2(1+t)−t(x−y)2/2(1−t) →
√
πex

2

δ(x− y)

dla t → 1−. Wiele innych ciekawych wªasno±ci i zastosowa« wielomianów Hermite'a mo»na
znale¹¢ w wikipedii.

Wielomiany Laguerre'a

Lf = −xf ′′ + (x− 1)f ′ = −ex(xe−xf ′)′

wtedy w = e−x i rozpatrujemy x ≥ 0. Funkcje wªasne dla λ = n, n = 0, 1, 2, .... maj¡ posta¢
L0 = 1, L1 = 1− x, L2 = x2/2− 2x+ 1

Ln(x) =
ex

n!
(e−xxn)(n) = (d/dx− 1)nxn/n!

Poka»emy pó¹niej »e faktycznie s¡ funkcjami wªasnymi. Mamy Ln(0) = 1 oraz

L′n = L′n−1 − Ln−1

Ponadto
L(k)
n = (d/dx− 1)nxn−k/(n− k)!

obliczaj¡c L(k)
n (0) musimy tra�¢ ró»niczkowaniem dokªadnie n − k razy co daje wynik kombi-

natoryczny (−1)k
(
n
k

)
. St¡d jeszcze jeden wzór

Ln =
n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
xk

k!
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Tradycyjnie zapisujemy wzór Cauchyego

Ln(x) =
ex

2πi

˛
e−zzn

(z − x)n+1
dz

Funkcja tworz¡ca ∑
n≥0

tnLn(x) =
ex

2πi

˛
e−z

(z − x− tz)
dz

Sum¦ wewn¡trz wykonalismy pod warunkiem |tz| < |z − x|. Jest to w istocie równanie koªa
(tzw. okr¡g Apoloniusza), które zawiera x tylko gdy |t| < 1 i to jest warunkiem zbie»no±ci
funkcji tworz¡cej. Wtedy residuum jest w z = x/(1− t) czyli

∑
n≥0

tnLn(x) =
e−tx/(1−t)

1− t

Ró»niczkuj¡c to równanie po t dostajemy∑
n≥0

ntn−1Ln(1− t)2 =
∑
n≥0

(−x+ 1− t)tnLn(x)

Porównuj¡c wspóªczynniki przy tn otrzymamy

(n+ 1)Ln+1 − 2nLn + (n− 1)Ln−1 = (1− x)Ln − Ln−1

czyli
(n+ 1)Ln+1 = (2n+ 1− x)Ln − nLn−1

Przesu«my indeks o 1,

(n+ 2)Ln+2 = (2n+ 3− x)Ln+1 − (n+ 1)Ln

i dwukrotnie zró»niczkujmy

(n+ 1)L′′n+2 = (2n+ 3− x)L′′n+1 − 2L′n+1 − (n+ 1)L′′n

Na mocy
L′′n+2 = L′′n+1 − L′n+1 = L′′n − L′n − L′n + Ln = L′′n − 2L′n + Ln

i L′′n+1 = L′′n − L′n oraz L′n+1 = L′n − Ln otrzymujemy

(n+ 2)(L′′n − 2L′n + Ln) = (2n+ 3− x)(L′′n − L′n)− 2(L′n − Ln)− (n+ 1)L′′n

Po uproszczeniu
nLn = −xL′′n + (x− 1)L′n

czyli speªnia równanie wªasne!
Normalizacja ˆ ∞

0

e−xLn(x)Lm(y)dx = (n!)2δmn
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Wyprowadzamy j¡ ze wzoru
ˆ ∞

0

e−xxmLn(x)dx =

ˆ ∞
0

xm(e−xxn)(n)dx

Caªkujemy przez cze±ci m razy. Za ka»dym razem wyrazy brzegowe znikaj¡, w zerze z powodu
xm, w niesko«czono±ci przez e−x. Otrzymamy

(−1)mm!

ˆ ∞
0

(e−xxn)(n−m)dx = (−1)m−1m!(e−xxn)(n−m−1)|0 = 0

dla m < n (bo z pochodnej zawsze zostanie jaka± pot¦ga x, która w zerze znika). Dla m = n

(−1)nn!

ˆ ∞
0

(e−xxn)dx = (−1)nn!n!

Teraz przypominamy »e Ln samo jest wielomianem stopnia n o najwy»szym wyrazie (−1)nxn

i st¡d normalizacja, bo nizsze pot¦gi caªkuj¡ si¦ do zera. Podobnie mamy relacj¦ zupeªno±ci∑
n

Ln(x)Ln(y)/n!2 = δ(x− y)ex

Komentarz
Operatory b¦d¡ce kombinacj¡ pochodnych i mno»enia, generguj¡ funkcje wªasne tworz¡ce

bazy zupeªne na mocy wªasno±ci równa« ró»niczkowych (np. jednoznaczno±ci rozwi¡za«, ci¡-
gªo±ci ze wzgl¦du na parametry). Zupeªno±¢ mo»na te» dowodzi¢ zamieniaj¡c o± rzeczywist¡
na ci¡g bliskich punktów, ró»niczkowanie f ′(x) → (f(x + ∆) − f(x))/∆ bo wtedy przestrze«
ma sko«czony wymiar i baza istnieje jak w zwykªej algebrze.
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Trudniejsze dowody

Dowód jednoznaczno±ci klasy homogra�i:

Mamy nieznan¡ jeszcze funkcj¦ f(z) która przeksztaªca okr¦gi i proste w okr¦gi i proste,
zakªadaj¡ »e ka»da prosta zawiera punkt ∞. Wtedy tak»e zbiory przeci¦¢ okr¦gów/prostych
przeksztaªca¢ si¦ na zbiory przeci¦¢ ich obrazów (1 lub 2 punkty dla dwóch obiektów, sko«czona
ilo±¢ dla wielu, ich liczba nie zmienia si¦ na mocy ró»nowarto±ciowo±ci i odwracania) Poniewa»
homogra�e maj¡ t¦ sam¡ wªasno±¢, mo»emy je dowolnie skªada¢ z f . Je±li zªo»enie bedzie
homogra�¡ to f tak»e, na mocy wykazanych wªasno±ci homogra�i.

Wiemy »e w obrazie f s¡ w1, w2, w3 i w4 nie le»¡ce na jednym okr¦gu ani prostej (musz¡
to by¢ wi¦c ró»ne punkty).

Przeniesiemy teraz punkty z1, z2, z3 (musz¡ by¢ ró»ne) a tak»e w1, w2, w3 do odpowiednio
0, ∞, 1

Krok 1a:
Je±li w1 = 0 to przechodzimy do kroku 1b. W przeciwnym razie, skªadamy z homogra�¡
h(z) = z − w1 lub h(z) = 1/z gdy w1 =∞, tj. dostajemy h(f(z)).
Krok 1b:
Je±li w2 = ∞ to przechodzimy do kroku 1c. W przeciwnym razie skªadamy z homogra�¡
h(z) = z/(z − w2), h(∞) = 1
Krok 1c:
Je±li w3 = 1 to ko«czymy. W przeciwnym razie skªadamy z homogra�¡ h(z) = z/w3. To samo
powtarzamy dla punktów z123 z tym »e skªadamy na odwrót f(h(z)) bior¡c kolejno h(z) = z+w1

(lub 1/z), h(z) = z2z/(z + 1) (h(−1) =∞) oraz h(z) = z3z.
Podsumowanie Kroku 1: Otrzymali±my funkcj¦ o zaªo»onej wªasno±ci, ewentualnie zªo»on¡

z homogra�ami, tak¡ »e f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞). Wiemy tak»e »e f(z4) = w4 oraz z4 ani w4

nie le»¡ na osi rzeczywistej (x, 0).
Krok 2: Wyka»emy »e f(z) = z lub f(z) = z∗

Obrazem ka»dej prostej jest prosta, co wynika z f(∞) = ∞. Obrazem prostej przechodz¡cej
przez 0 (1) jest prosta przechodz¡ca przez 0 (1) co wynika z f(0) = 0 (f(1) = 1). Obrazem pro-
stej przechodz¡ca przez punkty 0 i 1 jest ta sama prosta (o± rzeczywista). Okr¡g przechodz¡cy
przez 0, 1 i przechodzi na okr¡g tak»e przechodz¡cy przez 0-1 lub o± rzeczywist¡. Ka»da prosta
równolegªa do osi rzeczywistej, ma obraz który jest tak»e prost¡ równolegª¡ do osi rzeczywistej.
W przeciwnym razie istniaªby punkt przeci¦cia z osi¡ rzeczywist¡ i f nie byªaby ró»nowarto-
±ciowa. Dwa ró»ne punkty przeci¦cia prostej (1/2, y 6= 0,∞) z okr¦giem 0-1-z4 mog¡ le»e¢
jednocze±nie na pewnych prostych równolegªych do osi rzeczywistej stycznych w tych punktach
do okr¦gu. Obrazy tych punktów s¡ ró»ne i nie nale»¡ do osi rzeczywistej, s¡ na okr¦gu 0-1-w4.
Musz¡ to tak»e by¢ punkty styczno±ci z prostymi równolegªymi od osi rzeczywistej. Tu powo-
ªujemy si¦ na zachowanie liczby punktów wspólnych. A zatem nadal nale»¡ do prostej (1/2, y)
co oznacza »e caªa prosta przechodzi na siebie (rysunek).
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Oznacza to, »e proste równolegªe do obu osi przechodz¡ na odpowiednie równolegªe (przy
czym osie na osie) czyli

f(z) = x′ + iy′ = α(x) + iβ(y)

gdzie α i β to pewne funkcje rzeczywiste, i wiemy »e α(0) = 0, α(1) = 1, β(0) = 0 We¹my
okr¡g wpisany (tj. styczny) w kwadrat utworzony przez osie i wybrane proste równolegªe. Z
równolegªo±ci i zachowania styczno±ci, kwadrat przechodzi na kwadrat β(t) = ±α(t), a wi¦c
β(1) = ±α(1) = ±1. Je±li jest −1 to skªadamy z homogra�¡ z∗. St¡d β(1) = 1, f(i) = i.
Zatem prosta x = y i y = x − 1 te» przechodz¡ na siebie (bo f(1) = 1), i tak»e f(−i) = −i a
tak»e kontynuuj¡c f(−1) = −1 i β(t) = +α(t). Ponadto (x, x+ q) przechodzi na (x′, x′+α(q)),
a przecie» x′ = α(x), x′ + α(q) = α(x+ q) czyli

α(x) + α(q) = α(x+ q)

Mo»na prosto pokaza¢ »e to implikuje α(t) = t dla t wymiernych. St¡d wszelkie proste i
okr¦gi o parametrach (±rodek, promie«, odlegªo±¢) wymiernych przechodz¡ na siebie. Dla
niewymiernych mo»na jedynie pokaza¢, »e je±li α(t) = k to α(wt) = kwt dla dowolnej liczby
wymiernej w. Przypu±¢my, »e k > 1 dla pewnego t, we¹my jakikolwiek okr¡g o promieniu
wymiernym ale mniejszym ni» k − 1 i ±rodku w (4 + d, 4 + d), gdzie 2(k − 1) > d > k − 1
jest dodatni¡ liczb¡ wymiern¡. Na tym okr¦gu na pewno istnieje punkt o przynajmniej jednej
wspóªrz¦dnej wt, ten punkt przechodzi na kwt > k(4+d−k+1) = k(5+d−k) > 4+d+k−1 co
wynika z k(4+d−k+1) > 4k > 4+3(k−1) bo k > 1. Okr¡g przechodzi na siebie, a jednak obraz
punktu b¦dzie poza okr¦giem, bo ma za dalek¡ wspóªrz¦dn¡, sprzeczno±¢ (rysunek). Podobnie
argumentujemy dla k < 1 (wtedy obraz jest za blisko, a tak»e dla k ujemnych. St¡d zostaje
α(t) = t czyli teza.

Dowód twierdzenia Goursata:
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W dowodzie musimy skorzysta¢ z wªasno±ci pochodnej zespolonej, same warunki Cauchy
Riemanna nie wystarcz¡ (bo nie zakªadamy ci¡gªo±ci). Idea dowodu polega na zaªo»eniu »e
caªka nie jest zerem i doprowadzenia do sprzeczno±ci. Poka»emy tez¦ dla uproszczenia dla
kwadratu, a potem dowód mo»na poszerza¢ ju» na dowolny obszar. Przypu±¢my »e caªka nie
jest zerem dla kwadratu o boku a, jest równaW takie »e |W | = a2q i q > 0 (liczba rzeczywista).
Ogólnie okr¦±lamy qb = |Wb|/b2 dla ka»dego kwadratu o boku b jaki rozwa»ymy. W takim
razie tniemy kwadrat dwukrotnie na póª (rysunek) aby dosta¢ 4 kwadraty dwukrotnie mniejsze
od wyj±ciowego. Mo»emy policzy¢ caªk¦ po konturze ka»dego kwadratu. Suma daje caªk¦
wyj±ciow¡, bo cze±ci stykowe s¡ kasuj¡ (maj¡ przeciwne kierunki), czyliW = Wb+Wc+Wd+We

Jednak, a2q = |W | ≤ |Wb|+ |Wc|+ |Wc|+ |We| = a2(qb+qc+qd+qe)/4 czyli 4q ≤ q1 +q2 +q3 +q4

Zatem dla przynajmniej jednego z czterech kwadratów q ≤ qx. Wybieramy ten kwadrat i tak
powtarzamy operacj¦. Otrzymamy ci¡g kwadratów zmniejsza si¦, tak »e ma granic¦ w jednym
punkcie, nale»¡cym do ka»dego kwadratu, a caªy czas qx > q. Niech to b¦dzie punkt z = 0 (je±li
jest inny, z0, mo»na funkcj¦ przesun¡¢ f(z + z0)). Zaªó»my tak»e »e f(0) = 0 (np. odejmuj¡c
f(z) − f(0)). W tym punkcie istnieje pochodna zespolona f ′(0) = w. Poprawimy jeszcze t¦
funkcj¦ f(z) → f(z) − wz tak aby f ′(0) = f(0) = 0. Dodatek wz = (wz2/2)′ daje zerow¡
ka»d¡ caªk¦ po konturze zamkni¦tym, bo wz i wz2/2 jest wsz¦dzie holomor�czna. Dla konturu
dowolnego kwadratu K o boku s okre±lonego wspóªrz¦dnymi (x1, y1, x2, y2) mo»emy napisa¢

˛
K

f(z)dz =

ˆ x2

x1

(f(x, y1)− f(x, y2))dx+

ˆ y2

y1

(f(x2, y)− f(x1, y))dy

Wybierzmy teraz z de�nicji pochodnej zespolonej takie ε < q/4 »e dla |z| < δ mamy

|f(z)| ≤ ε|z|

Niech |x|1, |x2|, |y1|, |y2| ≤ δ/2. Taki kwadrat oczywi±cie istnieje (im bli»ej 0) i w tym kwadracie
|z| ≤ δ. Ponadto |z| ≤ 2max(|x1|, |x2|, |y1|, |y2|) = M . St¡d szacujemy∣∣∣∣˛

K

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ˆ x2

x1

(|f(x, y1)|+ |f(x, y2)|)dx+

ˆ y2

y1

(|f(x2, y)|+ |f(x1, y)|)dy ≤ 4Mεs

bo x2 − x1 = y2 − y1 = s. Jednak M < s czyli caªka szacuje si¦ przez 4εs2 a wi¦c qs < 4ε < q.
Sprzeczno±¢. St¡d teza. W rozumowaniu nie musz¡ by¢ kwadraty, mog¡ by¢ np. prostok¡ty,
trójk¡ty, trapezy, kawaªki koªa i praktycznie dowolnych �gur byle nie za mocno spªaszczane.
Zlepiaj¡c kwadraty/prostok¡ty/trójk¡ty/itp. dojdziemy przez uci¡glenie do dowolnej krzywej,
co ko«czy dowód.
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Dowód warunków Diniego i Jordana dla szeregu Fouriera:

Bez straty ogólno±ci dokonamy uproszcze« i skrótów. Poka»emy, »e dla funkcji ci¡gªej, takiej
»e f(0) = 0 i niemalej¡cej (Jordan)na [0, π] lub

´
0
|f(t)|dt/t jest sko«czone (Dini) i mamy

N∑
n=−N

ˆ π

0

f(φ)eniφdφ→ 0

Dla ustalonego N sum¦ mo»na wci¡gn¡¢ pod caªk¦
ˆ π

0

f(φ)
sin(φ(N + 1/2))

sin(φ/2)
dφ

Zauwazmy »e
ˆ π

0

f(φ) sin(φ(N + 1/2))

(
1

sin(φ/2)
− 2

φ

)
dφ =

ˆ π

0

f(φ) sin(φ(N + 1/2))
φ− 2 sin(φ/2)

sin(φ/2)φ
dφ
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Poniew¡»

g(φ) = f(φ)
φ− 2 sin(φ/2)

sin(φ/2)φ

jest ci¡gªa, a ªatwo pokaza¢, »e
ˆ π

0

g(φ) sin(φ(N + 1/2))dφ→ 0

(prosty dowód polega na przesuni¦ciu φ → φ + 2π/(2N + 1), które odwraca znak caªki i
skorzystaniu z ci¡gªo±ci). Zatem nam wystarczy pokaza¢, »e

ˆ π

0

f(φ)
sin(φλ)

φ
dφ→ 0

dla λ → ∞. Jest to natychmiast prawd¡ dla warunku Diniego. Dla Jordana przyjmijmy
tymczasowo, »e f jest ±ci±le rosn¡ca i ma okre±lon¡ dodatni¡ pochodn¡. Nawet je±li tak nie
jest, mo»na caªk¦ (dla ustalonego λ) dowolnie przybli»a¢ takimi funkcjami, bo wszystkie funkcje
pod caªk¡ s¡ ci¡gªe. Dla dowolnej funkcji h o ci¡gªej pochodnej i h(0) = 0 mo»na wtedy pokaza¢,
»e ˆ a

0

f(φ)h′(φ)dφ = f(a)h(a)−
ˆ a

0

f ′(φ)h(φ)dφ

Dla H ′ = f ′h, H(0) = 0 mamy z twierdzenia o warto±ci ±redniej

H(a) = f(a)H ′(c)/f ′(c) = f(a)h(c)

dla pewnego c ∈ [0, a] St¡d dla tego c,
ˆ a

0

f(φ)h′(φ)dφ = f(a)h(a)− f(a)h(c) = f(a)(h(a)− h(c))

Skoro takie c istnieje dla f o f ′ > 0 to z ci¡gªo±ci b¦dzie to prawd¡ tak»e dla ka»dego f
niemalej¡cego. Uwaga, teraz wida¢ konieczno±¢, aby f byªa niemalej¡ca, bo inaczej istniaªby
punkt f ′ = 0 i tam zawiodªoby twierdzenie o warto±ci ±redniej. U nas

h(a) = Si(λa) =

ˆ λa

0

sin t

t
dt

jest to tzw. sinus caªkowy, ale wystarczy nam wiedzie¢ »e jest ci¡gªy i ograniczony bo Si(∞) =
π/2 co wiemy z caªki Dirichleta. Wystarczy teraz dokona¢ podziaªu caªki

ˆ π

0

=

ˆ a

0

+

ˆ π

a

tak aby f(φ) < ε dla φ ≤ a. Pierwsz¡ oszacowujemy jak wy»ej a druga caªka zawiera funkcj¦
ci¡gª¡ razy sinλφ czyli b¦dzie zbiega¢ do zera. Poniewa» ε mo»e by¢ dowolnie maªe dostajemy
tez¦. Dowód bez trudu uogólnia si¦ na peªne warunki Dirichleta (przez przesuni¦cie/odbicie φ,
f i ci¡gªo±¢).
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Komentarz:
Zauwa»my »e s¡ funkcje speªniaj¡ce warunek Diniego, ale nie Jordana, np. φ sin(1/φ) i odwrot-
nie 1/ ln |φ|. albo »adnego, chocia» ci¡gªe sin(1/φ)/ lnφ. Pokazuje to »e zbie»no±¢ punktowa
szeregu Fouriera jest trudna do okre±lenia dla funkcji patologicznych. Zawsze w takich sytu-
acjach pomaga regularyzacja, czyli przybli»anie funkcjami gªadkimi, dla których szereg jest
zbie»ny bez problemu. Je±li f ma jest ci¡gªa i speªnia warunek osobno dla f(x + t) i f(x− t)
to z caªki Dirichleta mo»na ªatwo pokaza¢, »e symetryzacja sumy nie jest ju» konieczna. W
praktycznych sytuacjach funkcje maj¡ kawaªkami ci¡gªe pochodne, wi¦c szereg jest zbie»ny,
dla ci¡gªych jednostajnie, a jedynie nieci¡gªo±ci wymagaj¡ sumy symetrycznej i tam nie ma
zbie»no±ci jednostajnej. Przy okazji, w punktach nieci¡gªo±ci szereg zbiega nieintuicyjnie od
dalszej strony, tzw. zjawisko Gibbsa.

Dowód warunków Dirichleta dla transformaty Fouriera:

Bez straty ogólno±ci mo»emy poªo»y¢ x = 0 Dla pozostaªych x = x0 przesuwamy funkcj¦ o
x0, co skutkuje zamian¡ f̃(k)→ e−ikx0 f̃(k). We¹my teraz caªk¦

ˆ N

−K
f̃(k)dk =

ˆ K

−K
dk

ˆ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx

Poniewa» caªka z f jest zbie»na bezwzgl¦dnie i f jest przedziaªami ci¡gªa i ograniczona, mo»emy
zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania

ˆ ∞
−∞

f(x)dx

ˆ K

−K
dke−ikx =

ˆ ∞
−∞

2f(x)
sin(Kx)

K

Dalszy ci¡g jest praktycznie taki sam jak dla szeregów Fouriera (zamiast N + 1/2 mamy K),
zapisuj¡c f(x) = f(x)− f(0) + f(0) i pami¦taj¡c o caªce Dirichleta z f(0). Jedynie zanikanie
caªki dla du»ych x uzasadniamy zbie»no±ci¡ bezwzgl¦dn¡ caªki.
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