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Witolda Bardyszewskiego

Przypomnienie i oznaczenia

Notatki prof. Kaminskiego z poprzedniego semestru
Oznaczenia: £+ i F oznacza dwie mozliwoséci + lub —, na zasadzie albo znaki gérne albo
dolne. Suma i iloczyn wielokrotny

E Qljle—l-xg—i-...—l-ﬂfj—i-..., H.CL’j:ﬂfl.ng"'Q?j"'
J J

sumujemy badz mnozymy wszystkie x; ktorych j (zwykle liczba naturalna) spetnia okreslone
warunki (dopisywane przy znaku sumy /iloczynu).
Granica

lim z, = x
n—oo

jesli dla kazdego e > 0 istnieje N takie dla kazdego n > N mamy |z, — x| < e. Zapisujemy
skrotowo x, — x. Przedzial domkniety jest zbiorem zwartym, tj. kazdy ciagg ma podciag o
granicy w tym zbiorze (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa). Granica nieskoriczona

lim x, = co
n—oo
jesli dla kazdego R istnieje N takie dla kazdego n > N mamy x, > R. (—oo: z, < R)
Granica funkcji

lim f(z) =y

Tr—z
jesli (A) dla kazdego € > 0 istnieje & > 0 takze ze jesli |z — z| < d to |f(x) —y| < € lub
(B) dla kazdego ciagu z, — z f(z,) — y. Uwaga, przewaznie zaktada sie x, # z, bo np.
funkcja moze nie by¢ zdefiniowana dla z. Piszemy f(z — z) — y. Funkcja jest ciagla w z jesli
f(z — z) = f(2), rosnaca, jesli dla x < y mamy f(x) < f(y) (malejaca odwrotnie). Moze
by¢ ograniczona f(x) < C, roznowartosciowa, jesli dla z # y mamy f(z) # f(y). Na przedziale
domknietym funkcja ciagla osiaga wartos¢ maksymalna M (tj. zawsze f(z) < M) i minimalna
m (f(x) > m) i caly przedzial wartosci [m, M].

Granica nieskoriczona
lim f(z) =y

jesli (A) dla kazdego € > 0 istnieje R takze ze jesli x > R to |f(z) — y| < € lub (B) dla kazdego
ciagu z, — oo, f(z,) = y (dla —oo: x < R lub z,, - —0o0)
Pochodna (rozniczkowanie):



http://www.fuw.edu.pl/~jkam/Dydaktyka/plan.pdf

Bardzo czesto pomocniczo ulamek df /dx formalnie rozdzielamy na df i dz na ktoérych pro-
wadzimy dzialania arytmetyczne. Twierdzenie o wartosci Sredniej: Jesli f(a) = f(b) i f to
istnieje pochodna w ]a, b] to istnieje ¢ €la,b] ze f'(c) = 0 (¢ odpowiada punktowi maksimum
albo minimum funkcji). Wazne uogolnienie: f’(c) = (f(b) — f(a))/(b— a) (rysunek). Pochodne
wielokrotne (f') = f" = d?f/d2?, itd. (f" = f©®)

Jesli funkcja ma pochodna (jest rézniczkowalna) to jest ciagta. Jesli f* > 0 to funkcja jest
rosnaca (< malejaca), f” > 0 wypukla(< wklesta , ;wypukta do gory”)
Catka nieoznaczona — funkcja pierwotna:

[ t@de = o)

jesli F'(x) = f(z) (funkcja pierwotna F jest okreslona z doktadnoscia do statej tj. F(z) + C
jest funkcja pierwotng dla kazdej statej C, tj. C jest takie samo dla kazdego x). Uwaga: dz
trzeba zwyczajowo wpisywaé (wyjatki: zapis przez formy rézniczkowe), ale mozna traktowac
jak dowolng stala ktéra mnozy f byle pod calks.

Catka oznaczona, Riemanna:

dla funkcji ciaglej f(z) dla = € [a, b].

[ fde= i 3 Asy ) = F) - Flo

gdzie P oznaczajg drobniejace podzialy odcinka [a, b] (rysunek), a F'(x) jest funkcja pierwotng

%)

b x

]
od f.

Wiele wymiarow: pary liczb rzeczywistych oznaczamy 7 = (z,y) € R?, n—tki7 = (21, ...7,) €
R".
Odlegtosé¢

(7 70) = /G = 0+ o — i) = \/ij - au)?
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Granica wielowymiarowa:
lim 7, = R
n—oo
jesli dla kazdego € > 0 istnieje N ze dla wszystkich n > N, d(7, ﬁ) <e€
Funkcje wielu zmiennych, np. f(x,y) = z to trojka (z,y, z) (takze jednoznacznie, tj. nie
ma par (z,y,21) 1 (z,y, z2) dla réznych 21 1 25, podobnie dla wiecej zmiennych. Granica funkcji
wielu zmiennych
lim f(7) = w
=R
jesli (A) dla kazdego € > 0 istnicje 6 > 0 ze jesli d(7, R) < 0 to |f(7) — w| < ¢ (B) dla kazdego
ciggu 7, — R mamy f(rn) — w.
Pochodna czastkowa (zapis zalezy od kontekstu)

Of(z,y) _ (0f
jest to pochodna zwykla df /dx przy zatozeniu ze y jest stala (dla wiecej zmiennych inne takze).
Przy nastepnych pochodnych mozliwe sg rézniczkowania po wszystkich kombinacjach zmien-
nych (liczba mozliwosci rosnie potegowo). Figury/bryty/obszary: spojna — znajdziemy ciag
punktoéw pomiedzy dwoma wyznaczonymi, tak ze utworza zbior dowolnie bliskich punktow (w
sensie malej odlegtosci); ograniczona, jesli miesci sie w jakims kole/kuli; brzeg — punkty dowol-
nie blisko punktoéw nalezacych i nie nalezacych do figury), czesto utozsamiany brzeg z figura
(np. kolto/kule z okregiem /sfera, kwadrat, prostokat, itp.).

Caltkowanie dla wielu zmiennych: Caltka iteracyjna (Riemanna/Darboux): jesli f ciagla

b d(z)
/ dx/() [z, y)dy

Obliczamy kolejno catki pojedyncze. Twierdzenie Fubiniego (o zamianie kolejnosci)

/abdx/Cdﬂx’y)dy—/Cddy/abf(x,y)dx

Calki wielu zmiennych mozna rozszerza¢ na dowolny obszar (rysunki ponizej), w razie potrzeby
do celow obliczeniowych dzielac na kawalki (rysunki), lub definiujac przez podzial obszaru
wielowymiarowego (o ciagtych granicach), piszemy skrotowo [, f(z,y)dzdy, itp.

Ay




/4

Minimum/maksimum (ekstremum) f(z,y) wymaga aby 0,f = 0,f = 0 (itd.). Uwaga: cza-
sem dla ostatecznego rozstrzygniecia trzeba sprawdzaé¢ dodatnio$é/ujemnosé macierzy drugich
pochodnych (Hesjan), jest to zadanie czesciowo z algebry. Jesli jednak mamy pewnos¢ ze to
minimum/maksimum na mocy innych argumentéw, to nie musimy sprawdzac.

Minimum /maksimum warunkowe. Jesli szukamy ekstremum przy warunku g(x,y) = 0 to
fi = f — A\g dla statej A (mnoznik Lagrange’a) i df; = 0. Przy dwoch warunkach g = h = 0,
fi = f — Ag — ph dla staltych A, u, itd. ( Z Hesjanem troche inaczej)

Wymagana wiedza z algebry: wektory, macierze, wyznaczniki, dodatnio$¢ macierzy.



Calkowa regula Leibniza — calki z parametrem

Funkcje definiowane przez calki, np.

o(x) = / S, tydt

Czy mozemy ja zrozniczkowaé¢ wchodzac z pochodna pod catke?

§(z) / 0, f (. 1)t

(0. f = 0f /0 pochodna czastkowa dla ustalonego t)
Przyklad 1:

P(x) = /0 t*dt = (z + 1)_17 dlaz > -1, ¢'(x) = —(z + 1)—2

Tymczasem

1 1
/ O, t“dt :/ t"Intdt = (v + 1) " Int|y — (v + 1)1/tzdt =—(z+1)7?
0 0

bo t**1Int ma wartos¢ 0 dla ¢ = 0,1 (po uciagleniu w ¢ = 0). Zatem zgadza sie.

Twierdzenie 1 (catkowa reguta Leibniza):
Jesli f(x,t) jest ciagta i ma ciagta pochodna 0, f(x,t) w prostokacie [a, b] X [c, d], to dla g(z) =
fcdf(ﬂv,t)dt ih(z) = fcd Oy f (z, t)dt istnieje ¢'(x) dla z € (a,b) i ¢'(x) = h(x).

Dowod: Teze pokazemy dla x = 0 (bez straty ogélnosci). Wezmy dowolny ciag (niezerowy)
x, — 0. Dla ustalonego n dokonujemy podziatu przedziatu [c, d] na k, roztacznych czesci (jak
w definicji catki Riemanna), z punktami podziatu ¢;,, j = 0,1,..., k, (dla ulatwienia niech te
podzialy beda zwiekszane ze wzrostem n poprzez dodawanie nowych punktow) tak aby

Z Atjn(f(@nstjn) = F(0,n)) = 9(x0) + g(0)| < |an]e

dla dowolnego € > 0. Z twierdzenia o wartosci sredniej wynika Ze istnieje y;, pomiedzy 0 i z,,
(rysunek) takie ze
f(@nstin) = f(0,450) = 200u f (Yjn, tjn)
Z drugiej strony
D Aty Daf (Yjns tin) — 02f(0,850))
k

zbiega do 0 ze wzrostem podziatéw. Wynika to z oszacowania przez maksimum (d—c)|0y f (Yjn, tjn)—
0, f(0,t;,)] a takie maksimum musi zbiegaé do zera z ciagtosci 0, f 1 zwartosci [c, d] (twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa: kazdy ciag w przedziale domknietym ma podciag zbiezny i jego granice

w tym przedziale). Tymczasem

> Atj0:f(0,t5,) = h(z)
k
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a zatem |(g(x,) — g(0))/x, — h(0)| jest, dla dostatecznie duzych n, mniejsze od €. Jako ze €
moze by¢ dowolne, otrzymujemy teze.

X
Y o N2
01312}345},6}’7%},93{03’11
c d
Przyklad 2:
[ sin(xt)/t dlat#0
fla.t) = { x dlat=0
oraz ¢(x) = Oﬂ/2 f(z,t)dt (nie da si¢ scalkowaé elementarnie). Ciaglos¢ (w ¢ = 0) wynika z

granicy sins/s — 1 dla s — 0 po podstawieniu s = xt. Pochodna 0, f = cos(xt) dla t # 0. Dla
t = 0 mozna przej$¢ do granicy, korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej, czyli 1 dla ¢ = 0.
Zatem O, f jest ciagta. Z reguty Leibniza

/2 /2
¢ (z) = /0 Opf(z,t)dt = /0 cos(zt)dt = 7 sin(:zt)|g/2 = sin(x7/2)//x

Przyktlad 3:
Upraszczanie obliczen catek, np.

]:/1d—u
o (u?2+1)2

1
d
o) = | S5

Z jednej strony po podstawieniu u = xs

Wezmy

= 1/x ds 4
o(x) ==z 2 1% arctan(1/z(
o S

a z drugiej
oo 1 ! du
()= | du=————=-2 —_—
?(z) /0 o1 w2 + 22 x/o (u? + 22)?
czyli [ = —¢/(1)/2 = (arctan1 + (1 +1)7')/2 =7/8 + 1/4.
Przyklad 4:

Obliczanie calek nieoznaczonych (powolujemy sie na podstawowe twierdzenie rachunku catko-
wego)

F(a,z) = /cos(a:c)d:c = sin(ax)/a + C(a)
ma, pochodng 0,F(a,z) = x cos(az)/a — sin(ax)/a* + C’'(a) a drugiej strony
OuF(a,x) = /0a cos(az)dr = /xsin(ax)dw

Twierdzenie 1a (rozszerzenie reguly Leibniza): Przy zalozeniach twierdzenia 1, Funkcja

d(z)
9(z) = / St
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ma pochodng o
d(z
J@) = [0St + d(@)fe.d) - ¢(2) (2.0

o ile pochodne ¢(z) i d'(z) istnieja.
Dowdd: Wiekszos¢é dowodu przebiega jak dla Twierdzenia 1. Tak samo bierzemy x = 0. Dla
ciggu x, — 0 mamy

d(zn) d(0)
g@@—gm%3A Gt [ g0,
c(xn c(0

d(zn) c(zn) d(0)
/ Fn, £)dt — / Flan, t)dt + / (f(ant) — F(0,0))dt
d (

(0) c(0) c(0)
Do ostatniej catki stosujemy identyczne rozwazanie jak w Twierdzeniu 1. Do pierwszych catek
stosujemy twierdzenie o wartosci Sredniej

d(zn)
/d F (1)t = (d(,) — d(0)) (2 1)

(0)

gdzie t, € (d(0),d(x,)). Z ciaglosci wynika ze f(zn,t,) — f(0,d(0)) a z definicji pochodne;
(d(x,) —d(0))/z, — d'(0). Tak samo dla c. Stad teza.
Przyktlad 5:

2

() = /Ow arctan(t/z®)dt dla x > 0

2

¢'(r) = 2x arctan(2?/2?) + /w O, arctan(t/z?)dt = /2 + /I (—2t/2*) (1 +* /2" dt
0 0

Zamieniajac zmienne u = t2/z*, du = 2tdt /z*

1
d
:xﬂ/Q—x/O 1_3 =x(m/2 —1n2)

u

Definicja 1: Catke niewtasciwa definiujemy jako

/ft—m/f

Tutaj d moze by¢ nieskoniczonoscia, f(d) moze nie istnie¢ (np. biec do nieskorniczonosci). Takze
¢ mozna definiowaé jako granice.

Przypomnienie zbieznosé bezwzgledna. Jesli f i g ciagte na [¢,d[, 0 < |[f(t)] < g(¢) i
f g(t)dt zbiezna, wtedy f f(t)dt jest zbiezna i

/Cd f(t)dt‘ < /Cdg(t)dt

Przyklad 6:



*sint
/1 i

Skoro |sint/t¥?| < t73/2 i [ dz/x*?* = 2 (zbiezna) to pierwsza calka takze jest zbiezna
Definicja 2: Zbieznos¢ jednostajng funkcji F'(z,t) na zbiorze x € [a,b] oraz t € T = [c,d)])
definiujemy: Dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka ze dla |t — d| < 0 zachodzi

|F(z,t) — F(x,d)| <€

dla wszystkich z (rysunek).

s d

a b

Przyktad 7: F(x,t) = 2’ na [0,1] x [1, 0o[ zbiega do 0 dla t — oo poza x = 1 gdzie zbiega
do 1. Nie jest jednostajnie zbiezna, bo dowolnie blisko  — ma wartosci np. > 1/2. Granica
takze nie jest ciggta.

Twierdzenie 2: Uogoélnienie tw. 1 na calki niewlasciwe. Jesli ¢(z) = fcdf(x,t)dt oraz
P(x) = fcd O f (z,t)dt sa jednostajnie zbiezne (ze wzgledu na d) i f(x,t) oraz 0, f(x,t) sa ciagle
w [a,b] X [e,d] to ¢'(x) istnieje i jest rowne ¥ (z) (a ¢(x) jest ciagle).

Antydowdd: Dowodu nie mozna przeprowadzi¢ tak jak w twierdzeniu 1, bo d nie nalezy
do obszaru ciagtosci f i 0,f. Nie dziala zatem argument o zwartosci i twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa. Dla funkcji ciagltych, zbieznych, ale nie jednostajnie, kontrprzyktadem sa np.
diabelskie schody — funkcja Cantora jako ¢.

Dowadd: Ze twierdzenia o wartosci sredniej wynika, ze

¢(x) — ¢(0) = z¢/(y)

gdzie y jest miedzy 0 i x. Z twierdzenia 1 wynika ze ¢'(y) = 1(y), a ze zbieznosci jednostajne;j
wynika ze ta rowno$¢ (i cigglosé) przezywa w jednoczesnej granicy d i y — 0. Trzeba wtedy
zbiega¢ tak aby

|6e(2) — ¢a()] < |z

dla e — d i tak samo dla x = 0 dla dowolnie malego e.

Przyklad 8:
o(x) = / e "tdt
0
Niech i i
F(z,s) = / = / e dt = (1 —e™)/x
0 0
wtedy

O, F = (zse™™ + e — 1) /27


http://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_Cantora

dla t — co mamy F(z,s) = 1/z, 0,F — —1/x?. Sprawdzenie zbieznosci jednostajne;
|F(x,s) —1/z| =e ™z <e ™ /Adlaz> A
0, F +1/2% = e (1 + as)/2* < e (1 4+ As)/A? dlaz > A

zatem ¢'(z) = [ te dt = —1/a?
Zastosovvanle Funkcja Gamma FEulera

I'(z) = / t"te~tdt dla x > 0
0

Wtasnosei, I'(1) = 1, I'(z 4+ 1) = 2I'(z) czyli I'(n+1) = n! (silnfa n! =1-2-3---n). Calka jest
dobrze okreslona, zbiezna (punktowo) i skoniczona dla kazdego x (np. dlatego ze jest funkcja
podcatkowa jest dodatnia ograniczona przez t*~! dla matych ¢ i e %2 dla dostatecznie duzych
t z zachowania w nieskoniczonosci funkeji wyktadniczych i potegowych). Aby wykazaé ciagtosé
i rozniczkowalno$é musimy skorzystaé¢ wlasnie ze zbieznodci jednostajnej. Faktycznie t* le™!
zbiega do 0 dla ¢ — 0o, z gérnym oszacowaniem odchylenia przez najwieksza warto$¢ x, dla
r > 1 i najmniejsza dla © < 1. Podobnie jest dla pochodnej, t*"'e~'Int, (tu trzeba takze
przedyskutowaé¢ dolng granice, ale mimo wystepujacego Int calka jest zbiezna jednostajnie, co
latwo pokazujemy z wtasnosci logarytmu dla ¢ — 0). Regula Leibniza dla pochodnej daje

M(x) = /000 t" et Intdt = T'(z)y(x)

gdzie ¥(z) to tzw. funkcja digamma.
Kryterium zbieznosci jednostajnej:

Jesli | f(x,t)| < g(t) dla g ciaglej na [c,d[ i istnieje fcdg(t)dt.
Przyklad 9:

o(z) = / e ' sin(xt)dt
0
jest jednostajnie zbiezna bo e~*|sin(xt)| < e ' a fo e~t'dt = 1. Tak samo
|0, (e " sin(xt))| = |t cos(xt)e ™| < te

ale [ te~'dt = 2. Calkujac przez czesci mozna pokazaé ze ¢(x) = x/(1 + 2?).

1
sin x/x
0.5+
B | 0 | <]
-10 \5/ D \/5/ 10
-0.5+
_1__



Zastosowanie: Calka Dirichleta
Sprobujmy zastosowaé regute Leibniza do catki

D(a) = /0 “sinlal) )

t

(w zerze funkcja podcatkowa dla ciaglosci jest rowna a patrz rysunek).
Spréobujmy policzyé pochodng po a z regulty Leibniza

D'(a) = /0 " cos(at)dt

Taka nie jest zbiezna catka, reguta nie dziala. Nawiasem moéwiac, z prostej zamiany zmiennych
y = at wynika, ze D(a > 0) = D(1) = —D(—1) = D(a < 0) oraz D(0) = 0. Zamiast tego
rozpatrzymy inna catke

D(a,b) = / e~ sin(at)dt /t
0
Widaé ze D(a) = D(a,b — 0) i jest to przejscie ciagte (fatwo to pokaza¢, analizujac zachowanie

funkcji podcatkowych dla t — o0). Z zamiany zmiennych mozna tez wywnioskowa¢ ze D(a,b) =
f(a/b) gdzie f jest (pewna) funkcja jednej zmiennej. Dla b > 0 regula Leibniza juz dziata i

0uD(a,b) = / e " cos(at)dt = b/ (b* + a?)
0
Ostatnig catke mozna policzy¢ np. przez czesci. Z kolei
b2 + a?

/ bda _ _ arctan(a/b) + C(b)

po podstawieniu a = sb. Jednak dla a = 0 mamy D(a,b) = 0 czyli C' = 01 D(a,b) = arctan(a/b)
Przechodzac do granicy b — 0 otrzymujemy wynik

w/2 dlaa>0
D(a) = 0 dlaa=0
—7r/2 dlaa<0

Komentarz: Regule Lebniza uogélnia si¢ oczywiscie na wiele zmiennych [ f(xz,y, z, ..., t)dt
Elementy analizy wektorowej

Przypomnienie: Dla wektoréw trojwymiarowych A = (A, Ay, A,) definiujemy iloczyn ska-
larny A-B= A,B,+A,B,+A.B, (ogolniej dla A= (Aq, As, ...) jest A-B= > AiB;), dlugosé
wektora [A] = VA- A = A§+A§+A§iwektorowy6:gx B=-BxA,

) & ¢ @
C=det|A, A, A.|=(A,B.-A.B, A.B, — A,B., A,B, — A,B,)
B, B, B.
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dla wektorow jednostkowych (Wersorow) e = (1,0,0), €, = (0,1,0), €, = (0,0,1), zawsze €
oznacza wektor taki ze |€] = 1). Tloczyn mieszany (skalarno-wektorowy)
A B0l = A (BxC)=[B.0.A=_[0.BA
A, A, A,
— det(4,B,0)= | B, B, B.
c, C, C,

|A x B| jest polem réownolegloboku rozpigtego na wektorach Ai B (lub 2- krotnym polem
trojkata). Wektory A'i B sy prostopadle (A L B) gdy iloczyn skalarny znika, A- B = 0, a
réwnolegle (A || B) gdy wektorowy znika, A x B = 0.

Przypomnienie: wspoélrzedne biegunowe na plaszczyznie z = rcos¢, y = rsing, r > 0,
¢ € [0,27]|, walcowe x = pcos¢, y = psing, z = z, p > 0, sferyczne x = rsinf cos ¢,
y =sinfsing, z = rcosf, 6 € [0,7]. Przeliczanie miary catkowania dxdy = rdrdg, dedydz =
ododgdz = r? sin Odrdfdg, wynika to z jakobianéw (o tym za chwile).

Przypomnienie: Funkcje wielu zmiennych, np. f(z1,zs,...), maja pochodne czastkowe

of
al’i

oznaczajace pochodng (zwykla) po x; przy ustalonych z; dla j # ¢ (pelia role parametrow).
Jesli « sa funkcjami kolejnych zmiennych, np. x1(y1, 2, ...), T2(¥1, Y2, ...) itd. to mozna zdefi-
niowa¢ f(y1,v2,...) = f(x1(y1, Y2, -..), 22(Y1, Y2, -..), ...) to mamy uogdlnienie pochodnej funkcji

ztozonej, regute tancuchows
8yZ 6xj Y;

Wzér ten pozwala na uzywanie formalizmu macierzowego, bo macierze (Jacobiego) o elementach
ij, 0z;/0y; mozna, przechodzac do kolejnego zestawu zmiennychnp. 2, mnozy¢ macierzowo tj.

(9zk N Z 8y] 8Zk

Przydatny jest takze wyznacznik Jacobiego — jakobian J(z — y) = det(dz;/0x;) (4.
wyznacznik macierzy pochodnych), pomocnych przy catkach wielokrotnych, bo dzidzy--- =

J(x = y)dyidys, - - - . Uwaga: reguta taicuchowa wymaga albo istnienia pochodnej zupetnej, tj.
) = Smd o)
70 |77|

dla 7 = (x1,9,...). Granica oznacza ze dla dowolnego ¢ > 0 isnieje 6 > 0 taka ze prawa
strona jest < e dla dwolonego 7 takiego, ze |r] < §. Pochodna zupelna istnieje jesli pochodne
czastkowe sg ciagle.
Drugie pochodne:
o of o*f  9*f 0 Of
aJIi al’j n 89618% N 8%81’1 N 81’]' 69(;2
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Srodkowa réwno$é oznacza ze kolejno$é rézniczkowania jest dowolna (albo najpierw po
x; a potem po x; albo odwrotnie). Ten fakt bedziemy czesto wykorzystywaé, wymaga on
zalozenia ciaglodci 2. pochodnych lub itnienia drugiej pochodnej zupelnej (analogicznie jak 1.
tylko doktadamy wyrazy z;2;05; i dzielimy przez |7]%)// Uwaga: ciaglos¢ jest konieczna, np.
xy(z? —y?) /(x> +y?) dlaz luby # 010w x =y = 0 jest ciagla i ma ciggle pochodne, ale juz
nie drugie w zerze (nie ma tez 2. pochodnej zupetnej) i rownosci nie ma.

Czesto bedziemy skrétowo oznaczaé¢ pochodne, np.

of _ of _
Gy =0k 5= aif
takze drugie
O gy Py
(93583; " Ox,;0x *

jesli jest to jednoznaczne. Czesto nie piszemy f (tj. piszemy tylko np. 0, jesli konkretna postac
f nie jest istotna). Inne uproszczenia, 92, = 92 lub 0% = 9?. Wszystko prosto uogdlnia sig
na wyzsze pochodne np. 8;1xyz oznacza 4. pochodna dwukrotnie po x, raz po y i po z, ale
praktycznie nie bedziemy tego potrzebowac.

Calki krzywoliniowe w R?, R?.

Definicja 3: Krzywa - ciggla funkcja R — R?, 7(u) = (z(u),y(u), 2(u)) (parametryzacja
przez u) dla u € [a,b], A = 7(a) — poczatek, B = 7(b) — koniec. Krzywa zorientowana: jesli
zamienimy A <> B to mamy przeciwna orientacje (sa tylko 2 mozliwe). Krzywa moze mie¢
wiele parametryzacji. Krzywa zamknieta — petla, jesli A = B. Luk: u — 7 jednoznaczne,
gltadki, gdy 7(u) rozniczkowalne (na razie przynajmniej ciggla pochodna). Czesto krzywe sa
gtadkie, ale odcinkami, tj. mozemy podzieli¢ [a, b] na mniejsze roztaczne przedziaty tak aby w
kazdym byt tuk gladki. Wektor styczny t = dif/du. Jesli

t] = Vif= V(dz/du)? + (dy/du)? + (dz/du)? # 0

to parametryzacja jest regularna. Dtugosé krzywej

= [

_ / VI+ W)+ (2)da

lub dla z = u, y(z),z(z)

Przyklad 10:

7(u) = (cosu,sinu,0) dla u € [0, 7]

Definicja 4:
Calka krzywoliniowa skierowana. Dla krzywej K sparametryzownej u € [a, b] oraz ciagte P(7),
Q(7), R(7) (R jest niepotrzebne w 2 wymiarach)

/K Pdz + Qdy + Rd= = / (P(F(u)a (u) + Q(F(w))y (u) + R(F(w))2' (u))du
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lub réwnowaznie dla F = (P,Q,R)

/K Fedi— /ab duF(u) - dF(u) du

Interpretacja: praca silty wzdluz drogi dr = (dx, dy, dz).

Przyklad 11:
Praca sity F = (xr —y,z +y) wzdhuz potelipsy K, © = acosu, y = bsinu, u € [0,7]. Wtedy
t = (—asinu,bcosu) i

/ﬁ'dF:/ [(acosu —bsinu)(—asinu) + (acosu + bsinu)bcos u|du
K 0

= / [ab — (a* — b%) sin 2u/2]du = mab
0

Definicja 5:
Catka krzywoliniowa niezorientowana. Zalozenia jak dla calki skierowanej, tym razem mamy

ciagte f(7) i
/K fds = / £ () fw))du

co wynika z przyjecia elementu dlugosci ds = |ﬂdu
Catke zorientowana mozna wyrazi¢ przez niezorientowana

/ﬁ-d?z/(ﬁ-ét)ds
K

gdzie € = t/|t] (albo t = |t|€}) jest wersorem kierunku stycznego, niezaleznym od parametry-
zacji, ale od orientacji.

Przyklad 12:
[ zy’ds dla K — odcinek A = (—1,2), B = (1,2). Parametryzacja z = u, y = 2u, u € [—1,1]

1 1
/ ryids = / u - 8uP/1 + 4du = \/5/ Sutdu = 16/V5
K -1 -1

Whtasciwosci catek skierowanych i niezorientowanych. Calki sa liniowe, tj. dla kombinacji
liniowe;] F lub f calka jest takze kombinacja liniowa, i nie zaleza od parametryzacji tylko
od samej krzywej. Jesli K jest krzywa K o przeciwnej orientacji to [ = — J& dla calek
zorientowanych oraz [, = [ dla niezorientowanych. Jesli K = K, 4+ K, (skladanie krzywych,
jak na rysunku), to [ = [, + [ . Jesli K lezy w plaszezyznie xy to R = F, mozemy
pomingcC.
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Pole wektorowe: R — R3, F(7)
Przyklady: elektryczne, magnetyczne, grawitacyjne. Dla odréznienia ¢(7) € R to pole ska-
larne.

Definicja 6:
Gradient, V jest operatorem tworzacym (zwyczajowo) pole wektorowe s pola skalarnego

F(7) = gradg := V() := (0,6(7), 9,(7), . 6())

Zwiazek z pochodnag kierunkowa: Vg = t-Vo.
UWAGA: Gradient uogélnia sie jako abstrakcyjna operacje wektorowa, moze dziataé nie tylko
na pola skalarne, ale dowolne, zachowujac reguly notacji wektorowej, z tym ze na ogdt uzywamy
wtedy innej nazwy np. dywergencja, rotacja, itp. o czym bedzie pdzniej.
Definicja 7:
Pole wektorowe (ciagle) F jest potencjalne jesli istnieje pole skalarne ¢, takie ze F = V.
Najczesciej jest to statyczne pole elektryczne albo grawitacyjne, czasem magnetyczne.
Przyktlad 13:
Sita przyciagania tadunkow

dlar =|r]i¢=—kQq/r (kQq — stale).
Twierdzenie 3:
Dla pola potencjalnego F' catka skierowana

/ F-dr
K
zalezy tylko od punktéw poczatkowych A i koicowych B i jest rowna ¢(B) — ¢(A) dla Vo = F

Dowad:
Przy parametryzacjia - Aib— B

/K Fodi= / "V (dF)du)du / ' (d6du)du = 6(b) — 8(a)

Tutaj ¢ traktujemy jako funkcje ztozona ¢(r(u)) i stosujemy wzdr na pochodna funkcji ztozone;j
wielu zmiennych. Jesli K jest petla, to A = B i calka jest zerem.
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Twierdzenie 3a: (odwrotne do 3) Jesli calka z twierdzenia 3 zalezy tylko od punktow
koricowych to pole (ciagte) jest potencjalne.
Dowad:
Przez konstrukcje. Wezmy np. ¢(0) = 0 oraz

ng(w):/Kﬁ-dF

gdzie K ma punkt poczatkowy w 0 a konicowy w w. Fakt, ze Vo = F wynika ze specjalnego wy-
boru drogi, kawatkami rownoleglej do osi (rysunek). Korzystamy wtedy wprost z podstawowego

twierdzenia rachunku catkowego dla okreslonego kierunku.
A
z

\/

V"

X
Forma rézniczkowa Pole wektorowe F czesto zapisuje sie jako (jedno-)forme rozniczkowa
(Pfaffa)
w=F.dr

i wtedy calke skierowana zapisujemy | i W (Zero-)formami sg pola skalarne i warunek poten-
cjalnosci zapisujemy
w=d¢:=Ve¢-dr

Tu ¢ jest tzw. forma pierwotna.
Przyktlad 14: Czy w = (22 + 3y)dz + (3x — 2y)dy jest forma zupelng i ewentualnie znalez¢
forme pierwotna.
Szukamy ¢ takiego ze
Opp =22+ 3y = ¢ = 2° + 3yx + c(y)

bo funkeji ¢(y) nie mozemy jeszcze wyznaczyé. 7 drugiej strony
Oy = 3w+ (y) = 3z — 2y
czyli d(y) = —2y i c(y) = —y? + C. Ostatecznie jest wigc forma zupelna o pierwotnej ¢(x,y) =

2?2+ 3zy — 1y’ + C
UWAGA: ¢ zawsze jest okreslone z doktadnoscia do stalej C' tak jak catki nieoznaczone.
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Warunek konieczny potencjalno$ci

Z rownosci pochodnych krzyzowych (przy zalozeniu ze sa ciaglte lub przynajmniej zupelne)

¢ ¢
oxdy  Oydx

wynika ze 0,F, = 0,F,, 0,F, = 0.F,, 0.F, = O, F..
Nie jest to warunek dostateczny. Np.

F_w’ _ <_y7 :U)
2 + y?
poza (z,y) = (0,0) spelnia
2 — o
A ey

a tymczasem caltka po petli wokot (0,0), sparametryzowana katem ¢, tj. x = r(¢)cos¢, y =

r(¢)sin ¢ daje

2
/ﬁ-df:/ dp = 2w #0
K 0

Problemem jest punkt (0,0) tam pole nie istnieje. Obszar istnienia pola bez tego punktu
nie jest jednospojny. Warunek dostateczny zastrzega jednospojnosé czyli brak dziur w obszarze
istnienia, Scisle, ze kazda petle w zbiorze mozna deformowaé w sposob ciagly aby zmniejszy¢
ja do punktu. Innym sposobem na obejscie tego warunku jest przyjecie wieloznacznosci ¢ (nie
jest to juz tradycyjna funkcja, bo ma wiele wartosci), np. w przykladzie wystepuja skoki o 27

i mozna je dopuéci¢ w tym sensie.

Poziomice, powierzchnie ekwipotencjalne sg zadane warunkiem stalego gb Np. sita poten-
cjalna na takiej powierzchni nie wykonuje pracy. F. dr = 0 czyli F 1 dr (F jest prostopadte

do dr). W przykladzie 14 jest to rodzina krzywych x? + 3zy —

Wzér Greena na plaszczyznie

Ay

Y

a

y?=C.

George Green (1973-1841, Anglia) esej o zastosowaniu analizy do elektrycznosci i magne-
tyzmu (funkcje Greena). Wezmy krzywa skierowang K do A = (a,0) do B = (0,b) jak na
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rysunku i pole wektorowe (2-wymiarowe) F. Calka skierowana moze by¢ parametryzowana
zarowno przez y(x) jak i z(y) (tutaj monotoniczne). Z liniowosci wynika

| Far= | "y aly). y)dy — / " F (e, y(a)da

(minus ze wzgledu na przeciwng orientacje). Z kolei

z(y) y(z)
Fy(l’<y),y) :/0v a’JcFy(‘T7y>dx+F(Ouy)7 F:Jc(x7y($)) :/0 8yFm(LL’,y)dJI+Fx(JZ,O)

Zatem

. b a b z(y) a y(z)
/ F-df—/ dyFy(O,y)dy—i-/ F,(z,0)dx :/ dy/ dm@xFy(:c,y)—/ d:c/ dy0y, Fy(z,y)
K 0 0 0 0 0 0

Calki po prawej stronie sa w istocie po tym samym obszarze — powierzchni miedzy krzywymi
i osiami, natomiast dodatkowe czlony po lewej stronie mozna wtaczy¢ do catki skierowanej
definiujac krzywg jako petle, dotaczajac fragmenty osi (rysunek). Oznaczajac ten obszar przez
D a petle przez C' (C' = 0D — oznaczenie brzegu obszaru, o orientacji przeciwnej do wskazowek
zegara), mozemy napisac

yﬁﬁ-df:yﬁ ﬁ-dF:/ dxdy(d,F, — 0,F,)
C oD D

(kotko na znaku caltki podkresla petle)

Ay

a

Twierdzenie 4(wzor Greena):
Niech D — dowolny obszar w plaszczyznie zy o brzegu kawalkami gladkim (liczba kawaltkow
powinna by¢ skoriczona, a przynajmniej przeliczalna tj. numerowana liczbami naturalnymi) a
F pole wektorowe o ciagglych pochodnych to

f/§ F.di = / dxdy(9,F, — 0,F,)
oD D
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Brzeg orientujemy jak na rysunku

IE

Dowdd: Dzielimy obszar na mniejsze kawalki (rysunek), na ktorych mozemy zastosowaé
omo6wione wezesniej rozumowanie. Z liniowosci 1 sumowalnosci (wazne: wktady od linii cieé sie
wzajemnie kasuja, bo sa przeciwnie zorientowane!) otrzymujemy teze.

Pole powierzchni figury D.

A:/dxdy:yg xdy:—yg ydx:yg (xdy — ydx)/2
D oD oD oD

We wspotrzednych biegunowych z = r(¢)cos¢, y = r(¢)sing, xdy — ydx = r*(¢)d¢ czyli
A=¢, r*de/2 a ogolniej A = ¢, 7 x dFif/2 (zaktadajac umowny tylko kierunek z dla iloczynu
wektorowego)

Zastosowanie: Planimetr (biegunowy) sktada sie z dwoch sztywnych ramion (w plasz-
czyznie zy), potaczonych przegubem. Koniec jednego ramienia jest unieruchomiony (biegun)
a na drugim jest kotko, ktore obraca sie prostopadle do ramienia. Koétko slizga sie przy ruchu
poprzecznym (tj. wzdluz ramienia) a obraca bez poslizgu poprzecznie do ramienia. Koncem
drugiego ramienia jedziemy po krzywej ograniczajacej szukany obszar (rysunek). Ramiona
maja dlugosci R i L a kotko ma promien r i znajduje si¢ na ramieniu L w odlegtosciach a i b
od koncow (L = a + b). Polozenie wodzika oznaczmy przez 7 a przegubu przez 7. Przy ruchu
wodzika o dr’i jednoczesnym ruchu przegubu (wymuszonym!) o di” kotko obraca sie o

@

Przyklad 15:

AN = (b x di — @ x di')/2nrL = L x (bdF + adi) /2mr L?
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obrotéw. Z kolei L = 7 — 7. Calkowita liczba obrotow kétka to N. Mamy wiec zwiazek
27rrL2N=L§l§Fx dF/2—L§I§F' X dﬂ/2+(b—a)§1§f,>< dL“/2+L51§(f>< dF — 7 x dF)/2

Ostatnia calka zawiera forme 7 x di' — 7 x dif = d(7 x 17) i jesli (co zwykle sie zaklada)

wodzik i przegub wracaja do swoich punktéw poczatkowych to ta catka znika. Caltka z L liczy
pole zakreslone przez samo ramie z wodzikiem. Musi to by¢ naturalna wielokrotnosé w2,
a przewaznie tez jest zerem. Z kolei catka z r’ jest polem zakreslonym przez przegub czyli
wielokrotnoscig mR? takze zwykle zero, wtedy otrzymujemy pole A, tj.

2mrLN = A

przegub

R wodzik

(@) biegun nieruchomy

en.wikipedia.org /wiki/Planimeter
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Przyktady liczenia po6l ograniczonych krzywymi:
Kardioida (rysunek) r = a(1—cos ¢) dla ¢ € [0, 27] lub rownowaznie (2% +y*+ax)? = a*(2*+y?)
Przecina osie w punktach (0,0), (0,+a) i (—2a,0).

A= /027r r?d¢/2 = a® /0%(1 — cos ¢)?d¢/2 = 3ma® /2

A

y

Krzywa |z|?3 + |y|?/® = 1 (rysunek). Parametryzacja x = cos® ¢, y = sin® ¢, ¢ € [0, 27]

2
A= / 3cos? psin® pdep/2 = 3m/8
0

Zwigzek z kryterium potencjalnosci:
Z twierdzenia Greena wynika, ze gdy 0,F, = 0,F, na obszarze D to catka gﬁaD F - dr znika.

20



Skoro catka po petlach znika to ogolniej nie zalezy od drogi, tylko punktow poczatkowych. W
druga strone oczywiscie gdy F'= V¢ to
0. F, = 8§y¢ = ajxqb = 0,k

Dywergencja i rotacja:
Operacje V, ktora pierwotnie jest gradientem, mozna rozszerzy¢ na dziatanie na pola wek-
torowe. Chcac zachowaé¢ naturalng strukture wektorowa, robi sie to positkujac sie iloczynem
skalarnym i wektorowym. Wszedzie tu zakladamy, ze F ma ciagte pochodne.

Definicja 8: Dywergencja:

¢ =divF :==V - F = 8,F, + 0,F, + 8,F.
Definicja 9: Rotacja:

E =rotF :=V x F = (8,F, — 8.F,,0.F, — 0,F.,0,F, — 8,F,)
Definicja 10: Operator Laplace’a, laplasjan:

A=V-V=040,+0
(tu np. 92 = 92, = 9,0,). Laplasjan moze dziala¢ na pole skalarne ¢ = div grad¢ = A¢
(wynikiem jest tez pole skalarne) lub na wektorowe = AF (wynik tez wektorowe).

Dla uproszczenia zapisow wprowadzimy kilka konwencji notacyjnych. 0,¢ = ¢, O.F, =
Foo, O0,F, =F,,itd. m=x,mn=y, =2 F,=F, 0, =0/0r,i=12.3, 0i¢p = ¢,
&FZ = E,i) @F] = E,j- @ng = ¢,ji = ¢,ij = 8j¢,i7 &-F;w- == Fk,ji = Fk,ij == aijﬂ', itd. Przecinek
oddziela indeks sktadowej pola od kierunkéw pochodnych.

Ponadto wprowadzimy delte Kroneckera

s _ 1 dlai=j
L0 dlai#j

symetryczny, 0;; = 0;; oraz tensor catkowicie antysymetryczny Levi-Civita

+1 dlaijk = 123,231,312
ek =<4 —1 dlaijk = 321,213,132
0 dla 5k = aab, aba, baa, aaa

gdzie a,b = 1,2,3. Tensor jest catkowicie antysymetryczny, tj. €5 = —€jix = —€xji, CO zreszta
zastepuje jego definicje (uzupelniajac o warunek €93 = +1). Mamy takze €, = €;;. Inna
wazng wlasnoscia jest

ou O Om
€ijk€imn = det [ dim  Ojm  Okm
5in 5j 5kn

Oprocz tego wygodna jest konwencja sumacyjna (Einsteina)
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Po prostu nie piszemy znaku sumowania (ale musimy wiedzie¢ np. ze i = 1,2,3). Umawiamy
sie, ze sumujemy zawsze po wskazniku wystepujacym dwukrotnie (aby ustrzec sie kolizji ozna-
czen trzeba unika¢ wielokrotnych powtorzen wskaznikow). Wazne przyklady:

0ijAj = Ai, 0ii = 3, 0ij0jk = ik, 0i50i5 =3
iloczyn skalarny A-B= A; B;, wektorowy (/T X é)l = €;;1A,; By 1 bardzo przydatny wzor
€ijk€ilm = 5jl5km - 5jm5kl

a nawet €;r€;5 = 20k, €iju€ijk = 0.

Wtedy mozna zapisa¢ gradient, dywergencje i rotacje w zwarty sposob

(V¢)i = ¢,i, % ﬁ =0, F; = Fm', (V X ﬁ)z = Gijkaij = Eiijk,j
Wazne wlasnosci:
divriotF =V - (V X F) = €, Fy ;i =0

wynika to z antysymetrii €, = —€;i;, 1 symetrii Fy,;; = Fj j;
(vot grade); = (V x Vo), = €5 = 0
analogicznie. 7 kolei
(rot rotﬁ),— = (V x (V x ﬁ)z = €ijk€kimEmi; = (0ua0jm — Oim0j1) Fmi; = Fji5 — Fijj

Zatem . . . .
rotrotF = (Vx (VX F)=V(V-F)—-AF

(ewentualnie zapisujac V(V - F) = grad divF). Zwroémy jeszcze uwage, ze warunek po-
tencjalnosci pola wektorowego w istocie sprowadza sie do rotF = 0 (patrz takze tozsamosé
rot grade = 0).

Potencjal wektorowy:
Wiemy juz ze jesli F=VxA=rotA to V- F = divF = 0. _Czy jest zatem odwrotnie,
podobnie jak przy potencjale skalarnym, jesli V - F=0to istnieje A takie, ze F =V xA? Jest
to prawda, ale dla obszarow typu kula, szescian (wszelkie ciagte deformacje kuli, tzw. zbior
$ciggalny, nie wystarczy jednospojny). Najprostsza konstrukcja A to przyjecie A, = 0, a wtedy
0,A, = F, calkujemy po z,

A, = /szy + C(z,y)

ze stala zalezna od C(z,y) a —0,A, = F, po y,

y:—/szx

Po posdstawienu 0,4, — d,A, = F, otrzymamy réwnanie pochodng 0,C, ktora ostatecznie
odcalkowujemy, bo nie zalezy od z. Niezalezno$¢ od z wynika z V- F' =0 bo

A

0,(F, — 0,A, + 0,4,) = 0,F, — 0,(0,A,) + 0,(9.A,) = 0.F, + 9,F, + 0,F,
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Nie jest to jedyny sposob znalezienia A (jeszcze do tego wrocimy), ktore zreszta nie jest jedno-
znaczne, bo dziala kazde rozwiazanie A+ V¢ (czyli dodanie dowolnego gradientu) i kazde dwa
rozwiazania ro6znia sie o V¢ dla pewnego ¢.

Przyklad:

F= (—=32%2% — y* — 2wyz, 222 + 3yz* + 2y, 32 + y2* + 222° — 20y — y — 22 — 2°)
Sprawdzamy ze V - F = 0. Teraz
F, = 2wz 4 3y2* + 2y = 0,A,, A, = 22> + y2° + 2yz

Fp = =322 —y — 2wyz = —0.4,, Ay = 22" + v’z + 2y’ + C(z,y)
z 0, Ay — 0,A, = F, dostajemy

2023 +y2* + 0,C —2° —xz =302 +y2? +222° — 2wy —y —axz — 22
czyli
0,0 =322 —2zy —y, C =23 — 2%y —yz

Twierdzenie Helmholtza:
Kazde pole wektorowe F' w calym R?, ale zanikajacym szybciej niz 1/r, mozna przedstawié

jako sume gradientu i rotacji
F=V¢+VxA

gdzie .
L [V BV
P == W
/V’ dV’

4|7 —

gdzie dV' jest elementem objetosci dla wektorow 7/ (podobnie V’). Najbardziej przejrzysty
dowdd opiera sie na transformacie Fouriera, do ktérej wrocimy.

Zwigzek z formami rézniczkowymi:
Formalnie mozna zapisywaé

d¢ = grade - dr’

a takze dla . . . .
d(F - dr) = (rotF).dy A dz + (votF),dz A dx + (rotF),dz A dy

Tutaj dx A dy = —dy A dx jest antysymetryczna 2-forma (czytamy tak jak dzdy ale pilnujemy
kolejnosci catkowania, np. [ dx fob dy=[deNdy=— [dyNdx = j;)o dy [ dx). Z kolei

d(Fydy Ndz + Fydz N dx + F.dx Ndy) = divFdz A dy A dz

gdzie dx ANdy Adz jest 3-forma (takze antysymetryczna). Jest to czesé¢ bardzo ogolnej teorii form
rozniczkowych, gdzie mozna szeroko uogdélniaé¢ program calek i pochodnych pél wektorowych.
Calki krzywoliniowe wektorowe
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Do tej pory rozwazylismy catki krzywoliniowe skalarne tj. niezorientowane

Awmm:émﬂwwwu

np. dlugos$é¢ ¢ = 1 lub masa (¢ gestos¢ liniowa) i zorientowane

Aﬁ@dﬁ

np. praca sity. Mozna takze wprowadzi¢ catki ktorych wynik jest wektorem (parg w R? i trojka
liczb w R3)
/ﬁ@@:/ﬁﬁwwwm
K

K
oraz

Aﬁ@xﬁ

Pamietajmy tez, ze di/du = t = |t|é;, wektor styczny. Obie calki sa w istocie parami lub
trojkami calek skalarnych, ale wyrézniamy, poniewaz struktura wektorowa, symetrie (np. nie-
zmienniczo$¢ przy obrotach wektorow) odgrywaja istotng role w fizyce. Zauwazmy, ze druga
catka w 2 wymiarach (]3 i 7) jest faktycznie skalarna z 3 kierunkiem tylko umownie (aby zdefi-
niowa¢ iloczyn wektorowy).

Calki powierzchniowe:
Opis powierzchni w R3

1. wykresy funkcji z = f(z,y), takze w formie réwnania z— f(z,y) = 0, np. z = /1 — 22 — 32
2. rozwigzania rownania f(x,y,2) = 0, np. 22 + y* + 2% — 1 to sfera o promieniu 1

3. powierzchnia zadana parametrycznie D obszar (jednospéjny, tj. bez dziur) o brzegu
(kawalkami) gladkim w R?,

D3 (u,0) = P = (a(u, ), y(u, v), 2(u, v)) € R?
klasy C?(D) (ciagte 2. pochodne w D — to ze az 2. okaze si¢ wazne)

Komentarz: Najogolniej powierzchnie definiuja réwnania f(z,y,z) = 0 ale czesto sa niewy-
godne w uzyciu. Opis parametryczny jest wygodny, ale czesto trafiamy na niejednoznacznosci,
np. sfera x = sinfcos¢p, y = sinfsin¢, z = cosf reprezentuje punkt (0,0,1) przez § = 0 i
dowolne ¢. Mozna oczywiscie wybiera¢ sobie do$¢ dowolnie parametryzacje, ale wymaga to
ostroznosci.
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Przypomnienie: Jakobian definiujemy dla przeksztalcenia (a,b,c, ...

samej liczbie zmiennych

Or Qv O = Ou
da b Oc od
Oy Oy oy Oy
Oa 0b Oc od
0@y 2 el) _gop | 02 02 02 02
d(a,b,c,...,d) da  Ob Oc ad
oot ot ot
Oa 0b Oc od

W dwo6ch wymiarach
Ox,y) Oxdy Oyox

d(a,b)  0a db  Oa b

Jakobiany mozna "skracac¢", tj.

oz,y,2,...,t)0(a,b,c,....,d)  O(x,y,z,..,1)

d(a,b,c,...d) d(p,q,r,....s) Op,q,r,...,Ss)

,d) = (z,y,...,t) o tej

wynika to z macierzowego sktadania pochodnych dla funkcji wielu zmiennych i wlasnosci wy-
znacznikow det AB = det Adet B. Jakobiany wykorzystuje sie np. przy zamianie zmiennych w

catkowaniu wielokrotnym

0@,y 20 l) e dd

dodydsz - - - dt = D2 Y20 t)
rayaz 8(a,b,c,...d)

Dla wspotrzednych biegunowych 9(z,y)/d(r, ¢) = r, sferycznych d(z,y, z)/d(r, 0, ) = r? sin 6.

Jesli dla powierzchni zadanej parametrycznie jakobiany

_ 9(z,y)
© O(u,v)’

sa niezerowe to P(D) nazywamy platem reqularnym w R3.
Przyktad: Polsfera
x =sinfcos ¢,y =sinfsin ¢, z = cos

dla ¢ € [0,27] 1 0 € [0,7/2].

Na ptacie mozna wykresli¢ linie stalego u i v (jak poludniki i rownolezniki), i okresli¢

wzdtuz nich wektory styczne t, = 0F/0u = (9x/0u, dy/Ou, z/0u),

t, = 0F/Ov (rysunek).

Czesto wygodnie jest uzywac tych wektorow jako kierunkowych &, =, /|t].
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Element powierzchni niezorientowany (umownie du, dv dodatnie)

dS = |t, x t,|dudv

1 zorientowany
dS =t, x t,dudv = Ndudv

prostopadly do powierzchni. Zauwazmy tez ze
N =1t x b, = (1, Jy, J.)

wektor €y = 7 = N/|N| ma diugos¢ 1 (jednostkowy) i jest normalny (tj. prostopadly) do
powierzchni.
Pole powierzchni ptata S(D) (calka niezorientowana)

A:/dS:/ |N\dudv:/ \/ 2+ J2 + J2dudv
S D D

Inne calki, skalarna (np. masa dla gestosci powierzchniowej ¢)

/S o(F)dS = /D o(7)|N|dudv

i wektorowa (np. wypadkowa sita)

/ F(RdS = / F(7)| V| dudo
s D
Wartosci takich catek nie zalezg od parametryzacji co wynika z wtasnoéci Jakobianéw, np.

Ay, 2) _ 0y, 2) 0w, v) , Oy, 2)
3w, o) Y = B o) 8(a0) P = Bab)

Jedudv = dadb = J..dadb
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Przyklad 16a:
D koto 2% + y? < R?. Parametryzacja polsfery

r= (iL‘,y, \% R? — 22 _y2)

Wektory styczne
normalny
i |N| = R/z. Powierzchnia

VRZ—z?
/|N|dxdy—/ Rdxdy/z-/ da:/ Rdy
VRT=2? \/ R? —

podstawiajac t = y/v/ R?* — x? dostajemy

R 1
Rdt
/ dx/ = 2R*arcsint|' | = 27 R?
-R

11—t

bo arcsin(+1) = +7/2

2b+2a

Przyklad 16b:
Torus (rysunek), powstaje z kota o promieniu a i w plaszczyznie xz i srodku w (b, 0,0) obraca-
jacego sie woko! osi z. W takiej naturalnej parametryzacji

x = (a+bcosv)cosu, y = (a+bcosv)sinu, z = bsinv

Wektory styczne
tw = (—(a+bcosv)sinu, (a + bcosv) cosu, bcos v)

t, = (—bsinwvcosu, —bsinvsinu, bcosv)

normalny |N| = (a + bcosv)b i powierzchnia

2T 27
- / du/ dv(a + cosv)b = 4mab
0 0
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Powierzchnie orientowalne: Jesli mozna tak wybra¢ wektor normalny do powierzchni N ,
aby nigdzie nie byl zerowy a jednoczesnie byt wszedzie ciagly i jednoznaczny (przesuwajac po
powierzchni), to powierzchnia jest orientowalna, np. plat regularny. Powierzchnie orientowalng
mozna w sposob ciagly pomalowa¢ dwoma réznymi kolorami po obu stronach. Sa zawsze
mozliwe dwie orientacje (rysunek). Orientacja powierzchni indukuje orientacje jej brzegu na
mocy umowy: orientacja brzegu plata jest dodatnia jesli dla wektora stycznego do brzegu ¢ i
wektora N blisko brzegu N x t wskazuje wnetrze powierzchni (rysunek).

Przyktady powierzchni nieorientowalnych: wstega Mobiusa i butelka Kleina (uwaga: za-
mkniete, tj. bez brzegu, powierzchnie nieprzecinajace sie s w R? zawsze orientowalne, bo
decyduje o tym podzial przestrzeni dokonany przez powierzchnie)
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pl.wikipedia.org/wiki/Butelka Kleinal
Calka powierzchniowa zorientowana:

Zorientowany element powierzchni dS = éydS = Ndudv. Strumien pola wektorowego
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Butelka_Kleina

(ciaglego) F' przez plat P (réwnowaznie skalarnego F| = F - &y)
/ F.dS = / F - Ndudv = / (Fydydz 4 F,dzdx + F.dzdz)
P P P

gdzie wykorzystalismy wtasnosé transformacji elementu powierzchni dedy = J,dudv. UWAGA:
W ostatniej calce trzeba zachowaé zgodnoéé granic catkowania z orientacja. Scisle rzecz biorac
zamiast drdy trzeba uzy¢ 2-formy dx A dy ktora pamieta o orientacji.

Przyklad 17:

Strumieri pola F = (0,0, 2?) przez gorna polelispoide
2?/a* +y? b+ 22 )P =1, 2> 0

Mamy

/ 2drdy, 2 = \/c2(1 — 22/a® — 12 /b?), 2°/a® +y* /B> < 1
P
oraz

ty = (1,0, —c*x/za®), t, = (0,1, —c*y/2b*), N = (c*x/za?, *y/zb* 1)
Wprowadzajac wspolrzedne © = arcos¢, y = brsing, r € [0,1], ¢ € [0,2n] dostajemy
d(z,y)/0(r,¢) = abr czyli dedy = abrdrde i ostatecznie

2 1
o= / d¢/ rdrabc®(1 — r?) = wabc® /2
0 0

Wzor /twierdzenie 5: Gaussa

Rozpatrzmy bryte w W C R? ograniczona powierzchnia (zawsze jest orientowalna) O,
(kawalkami) gladka i pole wektorowe F klasy C (ciagle pochodne). Bryle najezesciej definiuje
sie pewng nierownoscia f(z,y,z) < 0 a jej powierzchnie f(x,y,2) = 0, niemniej f moze by¢
bardzo skomplikowana. Wtedy

—

/ V. FdV = / divﬁdxdydz:§£ F.dS
w w ow

przy czym orientacja calki powierzchniowej jest taka, ze ds (i ]\7) wskazuje na zewngtrz bryty,
a miara objetosci bryly jest dV = dxdydz (w tej kolejnosci!). Kotko na calce oznacza sie
powierzchnia jest zamknieta — nie ma brzegu. Zaktadamy tez ciggto$é pochodnych F.

A
z
C

\<V
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Dowdd: Najpierw przeprowadzimy dowodd dla obszaru jak na rysunku, tj. w "narozniku",
tak ze W jest ograniczone plaszczyznami xy, yz, zx, punktami (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c) i wla-
Sciwa powierzchnia, ktora mozemy okreslac na trzy sposoby, z(x,y), z(y, 2), y(z, ) (zaktadamy,
ze wszystkie pochodne czastkowe maja state znaki). Dzielimy catke powierzchniowa na kierunki

/ F,dS, + / F,dS, + / F.ds.
ow ow ow

W kazdym kierunku wybieramy inng parametryzacje, dla dS;, dS,, dS. wybieramy odpowiednio
yz, zx i xy, czyli mamy

/ deydz+/ Fydzd:IJ—I—/ F.dxdy =
oW oW oW

/axed:L‘dydz—i—/ Fydydzdx—i—/ F.dzdxdy+
W w w

/ F(0,v, z)dydz+/ F(z,0, z)dzdx+/ F(z,y,0)dzdy
ow ow ow

Korzystamy tu z podstawowego twierdzenia rachunku catkowego, np. F(x,y,z) — F(0,y,z) =
fox F(2',y,z)dz’. Ostatnie calki uwzgledniamy w twierdzeniu jako wktady do powierzchni w
plaszczyznach yz, zx i xy. Zauwazmy, ze te cze$ci wchodzg z przeciwnym znakiem, bo sa "od
dotu" (przeciwna orientacja).

-0

Nastepnie tniemy dowolng juz bryte na kawatki, tak aby zastosowaé¢ powyzsze rozumowanie
dla kazdego kawalka (rysunek). Sumujemy, pamietajac ze wklady od plaszczyzn ciecia sie
wzajemnie kasujg, bo sa przeciwnie zorientowane.
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Inny sposob dowodzenia polega na pocieciu na kawalki typu prostopadtoscian (rownoleglo-
$cian), ale nie muszg by¢ idealne (moga by¢ powyginane, rysunek). Wtedy parametryzujemy
kawalek doktadnym prostopadtoscianem, tj. 7(t,u,v) tak ze t € [0,a], u € [0,0], v € [0,c].
Zawsze jest to mozliwe (dla gtadkich bryt). Kazda $ciane parametryzujemy przez odpowiednia
pare zmiennych, np. uv tam gdzie ¢ jest state. Roznice wktadoéw od Scian ze stalym t (rownym
a lub 0) zapisujemy

/ (Fydy+ FyJy+ Fod.)i—e — (Fody + FyJy + FuJ.)i—o)dudv = / Oy(FyJy + F,J, + F.J.)dtdudv

Zauwazmy tez, ze z reguty Leibniza O, F,J, = J,0,F, + F,0;J, a z pochodnej funkcji ztozonej
(wielu zmiennych)

3,5 = 8t$8$ + 3ty3y + Qtzaz

Zauwazmy takze, ze

Iy, z)
d(u,v)

OpJ = O, = 0%,y0yz + 02,20,y — 02,20,y — 0%,y0y2
Pamietajmy, ze zostaly nam jeszcze wklady od pozostalych 2 par $cian (state u lub v). Wktady

od nich wygladaja analogicznie, wystarczy dokonaé¢ cyklicznego przesuniecie t — u — v — t.
Latwo zobaczy¢, ze wtedy

9y, 2)
d(u,v)

Ny, 2)

% d(v, t)

+ 0,

bo rozkladajac te sume na 12 sktadnikow, kasuja sie w parach. Z kolei

Ay, 2) Ny, 2) Ny,z) 9(x,y,2)

B(u, ) 2.0 T w) T At u0)

oy + Oy
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ale np.
Oy, 2) 0y2) | g 00:2) _0Wy,2) _

O(u,v) (v, t) d(t,u)  O(t,u,v)

Zatem ostatecznie zostaja tylko pochodne typu 0, F, i mamy

aty + auy

F-dSZ/ V. F)———=dtdudv = V- F)dV
?gw W( >0(t,u,v) W( )

bo jakobian wlacza sie automatycznie do miary objetosci.

Najbardziej elegancki dowdéd wynika z twierdzenia Stokesa i opiera sie na formach roéznicz-
kowych, odsytam do wyktadu Katarzyny Grabowskiej z KMMF

Przyklad 18:
Dla F = 7/r3, mamy V - F = 0, a jednak catka po sferze jednostkowej r = 1 daje we wspot-
rzednych sferycznych x = sinf cos ¢, y = sinfsin ¢, z = cos 6,

ty = (cos 6 cos ¢, cos O sin ¢, — sin ),

= (— sin @ sin ¢, sin  sin ¢, 0)

¢
N = (sin?  cos ¢, sin @ sin ¢, sin 6 cos 0)

. . 2¢ T
y{F-dS:/ dgf)/ sin 0df = 4w
0 0

Nie wyszto wiec zero, whrew twierdzeniu Gaussa. Wynika to z faktu, ze F jest nieskoriczone
w zerze ("zrodlo" pola). Tak naprawde dywergencja jest wlasnie w zerze niezerowa, a nawet
nieskoniczona, tak ze daje odpowiednia warto$¢ w calce. Jednak do uwzglednienia tego trzeba
wprowadzi¢ pojecie dystrybucji (lub poprawi¢ F aby byl zawsze skonczone). Do tego jeszcze
wrocimy.

Jesli bryta jest bardzo mala, to wykorzystujac twierdzenie o wartosci sredniej mozna zapisac
dywergencje w formie catkowej

wtedy

V-F=1lm @ F-dS/V
V=0 Jow
gdzie W = |W| jest objetoscia bryly. Oczywiscie W musi mieé¢ regularny ksztalt, mozna np.
zazadac, aby miescito si¢ w dowolnie malej kuli badZ szeScianie.
Wazna konsekwencja twierdzenia Gaussa: Jesli F jest ma ciagle pochodne i catka ze stru-
mienia znika po dowolnej powierzchni zamknietej to V- F = 0 (i na odwrét). W przykladzie
18 oczywiscie F nie jest ciagte w zerze.
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\/

Przyktad 19: Obliczanie objetosci, Biorac F = 7 mamy divr = 3 czyli

/8W

(V(W) objetosé¢ bryty W). Np. wycinek kuli (rysunek), 0 < r < R, 6 € [0, o] (we wspohzed-
nych sferycznych). dS = €, R%sin 0dfd¢ dla czaszy, 7 = €,r prostopadly do powierzchni bocznej
(7" L dSpoczna), Wiec wklad jest tylko od czaszy a nie powierzchni bocznej stozka. Stad

=l
QL
wn
Il
w
=~
=

2m «
V= / / sin adfR?/3 = 27(1 — cos a) R?
o Jo

Twierdzenie Gaussa mozna wykorzystywac takze dla nieco innych catek (pochodzac bardziej
abstrakcyjnie do struktury wektorowej)

/ VodV =@ ¢-dS
w oW

/VXx‘TdV:/rothdeyg dsS x A
w w 101%%

wystarczy podstawi¢ F, = (¢,0,0), .ﬁy = (0,¢,0), F, = (0,0,¢) (to nie sy sktadowe F ale
trzy osobne pola, lacznie maja 9 sktadowych!) albo F, = (0,A,,—A,), ﬁy = (—A,;,0,A,),
F, = (A, —A,,0).

Twierdzenie 6: Stokesa
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W=hxS§

N

W ostatnim przypadku warto przyjrzec sie interesujacej granicy. Jesli sptaszczymy W tak,
aby stalo sie cienkie, ale mialo np. stala niewielka grubo$¢ h (rysunek, grubosé¢ odmierzamy
prostopadle do gtownej powierzchni S, W ~ h x S). Jesli wektor normalny ma (prawie) staly
kierunek do gléwnej powierzchni to mozemy napisaé

b
=

—

(V x A) -7t = lim p[dS, A, 7]/h|S| = lim A - (7 x dS)/h|S]
S—0 S—0

Gdzie |S| jest miarg powierzchni S i1 wykorzystaliSmy iloczyn mieszany |[-,-,:]. Na glownej
powierzchni N jest rownolegle do dS wige ta czes¢ prawej strony znika. Nlezerowy wktad
pochodzi od paska bocznego a tam z kolei €y x dS = drdh gdzie idziemy po pasku zgodnie
z wprowadzonymi konwencjami dotyczacymi orientacji. Poniewaz na malej grubosci nic sie
zmienia, otrzymujemy (pasek redukuje sie do brzegu powierzchni)

(VxA)-&y=1lim@p A-di/|S|
S—0 98

Jesli mamy powierzchnie, ktorg mozemy podzieli¢ na plaskie kawalki, to daje nam to ogélniejszy

wzOr
/(VX/T).CE—% A dr
a8

poniewaz linie zszycia kasuja sie, majac przeciwne orientacje (rysunek).

5

Z kolei kazda gltadka powierzchnie mozemy przybliza¢ powierzchnig kawaltkami ptaska, stad
wzor rozciaga sie na dowolna (kawatkami gtadka) powierzchnie.

Mozna tez uciec si¢ wprost do parametryzacji, zaktadajac jednak ciagtosé 2. pochodnych
powierzchni po parametrach i 1. pochodnych A Potnijmy powierzchnie na kawalki zblizone
do prostokata (réwnolegtoboku), podobnie jak to zrobilismy w twierdzeniu Gaussa (rysunek).
Jeden kawalek parametryzujemy prawdziwym prostokatem u € [0,a], v € [0,b]. Zapiszmy
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catke powierzchniowa wykorzystujac symbol Levi-Civita i konwencje sumacyjng. Zauwazmy,
ze 7 wlasnosci jakobianow
87”]' 8rk

Y5 Ou Ov

dsS; dudv

Zatem 9 9

T OT}
eijk—&j 0 dudv =
Or; Ory,

%%dudv - (auAkjavrk - aUAkaurk)dUdv

Skorzystaliémy z reguly tancuchowej (pochodna funkeji ztozonej) (9,r;)0; = 0, a w ostatnim
czlonie zamieniliémy j — k.
Zauwazmy, ze

(V x A) - dS = eqm(0,An)

(0; Ak — Ok A;j)

auAkavrk - avAkaurk = au(Akavrk) - 8v<AkauTk>

gdyz wyrazy z pochodnej iloczynu, A,02 r, wzajemnie si¢ kasuja. Teraz mozna wykonaé catke
pierwszego wyrazu po u a drugiego po v, korzystajac z podstawowego twierdzenia rachunku
catkowego. Otrzymujemy

b a
/Ak&,rk]fﬁgdv—/ Akaurk\’;igdu:/ Akdrk

0 0 oS

gdzie skorzystaliémy z faktu, ze wynik jest wlasnie sumg czterech wktadow od bokéw prostokata,
z odpowiednimi znakami, zgodnie z nasza umowa co do orientacji. To konczy dowod (cala
powierzchnia to suma kawatkow). UWAGA: W dowodzie wykorzystywaliSmy drugg pochodng
czastkowa, czyli fakt ze powierzchnia ma ciggte 2. pochodne w postaci parametrycznej.
Zauwazmy tez, ze w 2 wymiarach twierdzenie Stokesa redukuje sie do twierdzenia Greena.
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Przyklad 20:
Sprawdzenie twierdzenia Stokesa na polsferze S (rysunek) o promieniu 2, tj. z = /4 — 22 — 32

dla A = (—y,x,1). Wtedy 0S jest okregiem w plaszczyznie xy o promieniu 2. Mamy rotAd =
(07 OJ 2)7 t_;? = (17 07 _'r/’z)J t_;; = (07 17 —y/Z),

N = (x/z,y/21) =7z
Zatem
/rot%f- dS = / 2(z/z)dxdy = 2/ dxdy = 8w
s s s
Z kolei dla 9S mamy 7 = 2(cos ¢, sin ¢, 0) i dif = 2(— sin ¢, cos ¢, 0) a wiec
2
/ A-dr = / (4sin® ¢ + 4 cos® ¢) = 87
oS 0
Réwnania Maxwella:
Twierdzenia Gaussa i Stokesa majg ogromne znaczenie w elektrodynamice, dla réwnan pola

elektrycznego i magnetycznego.
Prawo Gaussa V - E' = p(7) /ey (zakladamy proznie) albo rownowaznie

55 E-dS = / p(F)dV/eo = Qw /€
ow W
3

7



gdzie Qw jest catkowitym tadunkiem elektrycznym w W, p jego gestoscia, E pole elektryczne,
€o przenikalnos¢ (elektryczna) prozni. Dla tadunku punktowego @@ w zerze, pole E musi by¢
sferycznie symetryczne tj. E= f(r)r. Z prawa Gaussa wynika, ze calka z E po OW jako sferze
o promieniu r i $rodku w zerze

§£ E-dS = anf(r)r
ow

czyli E = QF/4megr® (prawo Coulomba).
Uwaga: W 2 wymiarach sfere zamieniamy na okrag i dostajemy E = Qr/2meor?.
Prawo Ampere’a . B
V x B = 1) (7)

/ édFZNUIS
oS

gdzie Ig jest catkowitym pradem elektrycznym plyngcym przez S, j jego gestoscia, B polem
magnetycznym, a po przenikalnoscia (magnetyczng).

lub

—

Dla przewodnika prostoliniowego na osi z (rysunek) mamy z symetrii osiowej B = f(0)éy,
a wiec 2mof = pol czyli Buole,/2mo

A]

Gradient, dywergencja i rotacja z uzyciem tensora metrycznego
Uogolniona konwencja sumacyjna (Einsteina), rozréznienie indekséw gornych i dolnych

A'B; = ZAiBi.

Standardowy wektor ma indeksy gorne A = (AL, A?...). Delta Kroneckera musi jedynie uwzgled-
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ni¢ rézne poziomy wskaznikow.
. 1dla:=j,
0 dla i # j.

Whasnosci 05 A7 = A*, 05 A; = A;.

Punkty w przestrzeni sa opisywane przez zmienne r; lub u;. Pierwsze moga by¢ kartezjanskie,
a drugie sferyczne lub inne krzywoliniowe. Mozna tez traktowaé oba zestawy zmiennych jako
krzywoliniowe. Tak robi sie zwlaszcza w ogo6lnej teorii wzglednosci. Pochodne:

0 0

ort % ou’ O

Uwaga, pochodne maja standardowo indeks dolny, np. V = (9, s, ...). Wlasnosci: ;17 = 65
Tensor metryczny G = g;;dr' @ dr! = g;;du’ @ du?.
Symetryczny g;; = gji,
9ij = tliglktkj7
gdzie macierz wektorow kierunkowych
;oo o
— t

Iye
= o )i 5

poniewaz dr’ = t';du’ (™" jest macierza odwrotna do t). Uwaga: przesuniecie wskaznikow jest
celowe, aby tu gorny byl przed dolnym. Wtedy takze z symetrii g wynika symetria g.
Skrocony zapis gi; = (t7gt);; (T — transpozycja). Tensor odwrotny G~ = ¢“9;®0; = §“0;®0;.
Z definicji
97 gk = girg™ = d; (macierze wzajemnie odwrotne) .

Transformacja B ‘ A

§ = ()g" ()
Stad wynika, ze g zachowuje sie tak samo jak g. Opuszczanie (podnoszenie) wskaznika oraz
iloczyn skalarny

A= gy, Al =gUA; A-B=A'B;= A,B' = Alg;;B' = A;g" B;.
Transformacja pomiedzy uktadami wspotrzednych
A=t AT A = t/.A; (wazna kolejnos¢ wskaznikow!).
Jest to zgodne z rézniczkows transformacja dla dr? oraz 0;. Stad wynika takze A'B; = A'B,;.

Gradient, dywergencje i rotacje chcemy tak zdefiniowa¢, aby sam wzor byl niezalezny od
wspotrzednych. Wtedy mozemy swobodnie zamienia¢ zmienne r <> u. Oczywiscie zmianie
ulegnie tensor metryczny, ale zwykle tatwo to obliczy¢.

Gradient: operacja rézniczkowa f — A’. Nie moze to byé¢ 9, f poniewaz wskaznik ma by¢ u
gory. Jedyny wybor

(Vf) = 0'f = g70,f.
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Wzér ten jest niezalezny od uktadu wspotrzednych, co wynika z wyzej podanych wzorow.

Dywergencja: operacja rozniczkowa A* — f. Wladciwe wydawaloby sie 9;A° ale A transfor-
muje si¢ pod pochodna co komplikuje wzor:

1 )
V-A:= 0;(1/det gA").
\/m ( ety )

Tutaj wystepuje wyznacznik det g macierzy g;; (a nie g“!). Jesli jest ujemny mozna dopisac
minus. Wykazemy, ze podana forma dywergencji nie zalezy od wspotrzednych. W tym celu
potrzebujemy kilka faktow:

Oit!, = 0217 = O4t’,
co wynika z rownoéci 2. pochodnych krzyzowych 02 = 92 i analogicznie 9;(t1), = 0, (t™1).
Ponadto rézniczkowanie wyznacznika utatwia wzor Jacobiego

Odett = det tTrt 'Ot = dett(t™"),0t,.

(slad macierzy TrA = A%). Wynika on wprost ze definicji wyznacznika przez rozwinigcie La-
place’a i wzoru na macierz odwrotng z uzyciem minoréw. Zauwazmy, ze skoro § = t' gt to
det g = det g(det t)?. Dywergencja w nowych zmiennych ma wiec postacé

det t
VG
1

= —(t7Y)t2.0;(\/det GAF) + det t AR (t1)2.9; (¢, / det t).
\/— kYD AN
g
Pierwszy czton jest szukanym wynikiem, bo (t~')’t}, = §l. Pokazemy, 7e drugi sie zeruje.
Rozpiszemy ten drugi czton

(t~1).0;(\/det gt', A¥/ det t)

_ o AF o
A 0yt — —— (71, det

_ S Ak
= ARt Yot — ——610; det t
( )z kU 4 det t k™7
A Ak _
= A"t )Lot', — —— O det t.
(873065 = Gory O
W érodkowej czesci skorzystaliSmy z wyprowadzonej wezesniej tozsamosci na bazie pochodnych

krzyzowych. Ostatnie wyrazenia kasuja sie na mocy wzoru Jacobiego, co konczy dowdd.

Alternatywny dowod polega na zapisaniu calki objetosciowej. Forma objetosci A\ dr =
drt Adr? A ---dr™ nie jest niezmiennicza, gdyz A dr = dett A du. Stad niezmienicza forma jest
V/det g A\ dr. Calka niezmienicza z kombinacji gradientu i pola wektorowego ma wiec postac¢

//\dr\/detgAi&f— —//\dr f0i(+/det gAY,

gdzie wykorzystaliémy catkowanie przez czesci zakladajac znikanie funkcji podcatkowych na
granicy obszaru. To uzasadnia wzor na dywergencje (musimy jeszcze "odzyska¢" (/det g).

40



Laplasjan: Zlozenie dywergencji i gradientu

Af =V -Vf=

1 .
9;(\/det gg o, f).
NAET (v/det gg”0; f)

Podobnie objetosciowo

//\dr\/detgaiféih: —//\dr ho'(v/det go, f).

Rotacja: Ograniczamy sie teraz do trzech wymiaréw. Wykorzystujemy symbol Levi-
Civita € (standardowo ma wskazniki gorne, a opuszczane za pomocg g) oraz € = ¢/,/g . Wia-
sno$¢ niezmienniczoS$¢

)RR = e det(t ) = &

Wynika to wprost z permutacyjnej definicji wyznacznika i faktu, ze €7* jest w istocie znakiem
permutacji 123 — ijk, a przypadku gdy 2 wskazniki sposréd npm sie powtarzaja mozna uzyc
argumentu antysymetrii e. Rotacja to operacja rozniczkowa A* — B’. Nie moze to by¢ 9; A" ani
&’ A?, bo chcemy wroci¢ do jednowskaznikowego pola, nie korzystajac z pola "pomocniczego".
Z pomoca & moglibysmy zapisa¢ €7%9;(gy A'), ale znéw transformujemy pod pochodna:

Bi = (V X A)Z = 5“’“8]»(9“141).

Wykazemy, ze wynik jednak nie zalezy od wspoétrzednych. Uwaga: tym razem zastrzegamy
zgodno$é orientacji czyli dett > 0. Tak jak dla dywergencji mamy

B" = dett(t )&% 0;((t )1 g AL).
Przy rézniczkowaniu pojawia sie wyraz proporcjonalny do
éijkaj (t—l)nkz _ —ijk@k(t—l)? _ —ikjaj (t_l)TchL'

Jednak z antysymetrii € skrajne wyrazenia miatyby przeciwne znaki, a wiec musza sie zerowac.
Mozemy zatem wyciagna¢ (t~1)% przed pochodna

B™ = dett(t ") (t 1) 7e7%0;(gmA")
= dett(t™!)3 (¢ )R ()52 0 (G A,
co daje zadany wynik na mocy niezmienniczosci €.

Podobnie jak dywergencje, rotacje mozna takze uzasadni¢ wzorem catkowym. Catka nie-

zmiennicza ma postac
/ /\ dx+/det g 6ijkC’iajAk,

jednak niezmienniczo$¢ wymaga powolania sie rowniez na antysymetrycznosc.

Przyktady tensoréw metrycznych:
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o skalarny (kartezjanski) ¢g;; = 1 dla ¢ = j, pozostale elementy 0
e relatywistyczny (Minkowskiego, ptaski) goo = 1, g11 = go2 = g33 = —1, pozostate 0
e walcowy z = pcos ¢, y = 0sing, 9o, = 1, gop = 0* (9.. = 1), pozostale 0

e sferyczny 9 = rsinf (z = rsinfcos¢, y = rsinfsing), z = rcosb, g., = 1, gog = 12,
gos = 72sin’ 6, pozostate 0

/

h 2du 2
Jesli tensor jest diagonalny, méwimy ze wspolrzedne sy ortogonalne i defniujemy wspél-

czynniki metryczne h; = ,/g;;. Maja one sens skalowania dtugoséci wzdluz wspotrzednych
krzywoliniowych o h;, np. element dlugosci (rysunek)

( ‘dHQ Z gzz du = Z h?(dui)2

Wtedy (zwykte sumowanie zamiast konwencji Einsteinal)

V=Y b0, V- A=J"0,(JA),

Af=>"J0(Ih20:f), (V x A) = J71e%0;(h A¥),
i sk
gdzie J = y/det g = [, h: (jakobian) a pochodne 9; = 9/0u’. We wspolrzednych kartezjanskich
J =1, walcowych J = p, sferycznych J = r?sin @ (relatywistycznie definiuje sie J = /—detg
bo g ma ujemny wyznacznik, i wtedy J = 1, w plaskiej czasoprzestrzeni). Uwaga: W fizyce
czesciej piszemy pola w bazie ortonormalnej A = >, €d gdzie €5 = ti/1t] a (&) = t', czyli
a' = h;A*. Wtedy
V= h'0if, V-a=J"0(Ja /hy),
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(V xa) =J ' Z €7%9; (hya®)

Laplasjan we wspotrzednych walcowych i sferycznych
Qilag(Qag) + Q7283>¢ + agz

1

r2sin6

r=20,(r%0,) + ;eﬁg(sin 00y) +

82
r2sin 4
Przyklad:
Stale pole wektorowe F' = (0,0, F') we wspohrzednych sferycznych rozktada sie

F = F'0,F + FO0y7 + F®0,7

sk@d dostajemy F® = 0, F" = Fcosf), F® = —Fsinf/r Ma to znaczenie np. w konstrukcji
A takiego, ze V x A=F jesli V- F =0 we wspotrzednych sferycznych. Wybierzmy bowiem
tak o§ z aby pokrywala sie z F(O) (dla uproszczenia, bo nie jest to konieczne), i zalézmy, ze
A, = 0. Wtedy rotacja daje rownania

r?sin 0F? = 0,(r*A%), r’sin0F® = —0,(r* sin? 0 A?)

oraz

r2sin OF" = 0p(r?sin? 0A®) — 04(r? A?)

Dwa, pierwsze rownania catkujemy od zera po r i dla matych r, A’ ~ r a A? dazy do stalej.
Zatem |A| ~ r a wiec bedzie ciagle w zerze. Pomimo, ze rownania dopuszczaja state C(6, ¢) to
dawalyby one dodatek 1/r? a wtedy stracilibysmy ciagtos¢, wiec ich nie moze by¢, co zreszta
mozna pokazaé, biorac trzecie réwnanie bez A? a ze statym A? i dodajac C/r? badz D /r?sin? 6,
bo wtedy

r?sin@ cos OF = 9D + 2sin 6 cos Or* — 9,C

co daje 0pD = 0,C, ktorego naturalnym rozwigzaniem jest C' = D = 0. W ten sposob znaj-
dujemy potencjal wektorowy na dowolnym zbiorze gwiazdzistym (tj. catkujac po promieniu).
Jesli bedziemy ,wygina¢ §mialo” i ortogonalnie wspotrzedzne sferyczne, konstrukeja przechodzi
na dowolny zbior Sciagalny.
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Funkcje zespolone

Przypomnienie:

Liczby zespolone C to uporzadkowane pary liczb rzeczywistych z = (x,y) = = + iy, ktore
mozna dodawaé (z +iy) + (a +1ib) = (z +a) +i(y +b) i mnozy¢ (x +iy)(a +ib) = (ra — yb) +
i(xb + ya), tacznie, przemiennie i rozdzielnie (i wyznacza¢ odwrotnosci wzgledem dodawania i
mnozenia), tak ze tworza matematycznie ciato (zero (0,0) = 0440 = 01 jedynka (1,0) = 1+i0 =
1). W praktyce wystarczy pamieta¢, ze i = —1. Podzbior wlasciwych liczb rzeczywistych to
liczby (z,0) = 2410 = x (w oznaczeniu maksymalnie upraszczamy, jesli jest to jednoznaczne) a
urojonych (0,y) = 0+ iy = iy. Czes¢ rzeczywista x = Rez i urojona (ale takze reprezentowana
przez liczbe rzeczywista!) y = Imz. Sprzezenie (kreska lub gwiazdka!) z = 2* = z — iy,
modul |z| = vz2* = /22 + 42 jednoczesnie odleglosé od zera, rzeczywista nieujemna. Mamy
whasnoscl (27)" = z, [27] = [2] 1 |zw] = |2[|w], |z/w]| = |2|/|w], [|2]| = |z], [1] = 1, |0] =0,
a takze (z +w)" = 2" + w*, (zw)*, 2Re z = z + 2%, 2ilm 2z = 2z — z*. Nieréwnos¢ trojkata
|21+ 22| < |z1]+|22|. Liczby zespolone bardzo czesto przedstawia sie na plaszczyznie zespolonej
2z = re gdzie r = |z|, € = cos¢ +ising, ¥ = rcos¢, y = rsing (rysunek), argument
¢ = argz. Uwaga: Albo zapis €'® albo funkcje sin i cos i ich wlasnoéci trzeba uprzednio
zdefiniowa¢. Scigle zrobimy to pozniej, juz korzystajac z funkeji zespolonych. Wtedy takze
((r1e1) (r9e™2) = (r119)e!®1+92)) oraz 2* = re™*, co wynika z wlasnosci trygonometrycznych

sin(a + ) = sinacos 5 + sin f cos a, cos(a + ) = cosacos f — sin asin

cos(—a) = cosq, sin(—a) = —sina
Argument ¢ nie jest okreslony jednoznacznie, ¢ + 27 jest rownowazny. Uwaga: do Scistych
wtasnosci funkeji trygonometrycznych i definicji liczby m wrocimy pédzniej.

Im

@ 'x Re

Poniewaz liczba zespolona jest w istocie para liczb rzeczywistych, obrazujemy ja na plasz-
czyznie, przenoszac wszystkie pojecia znane dla plaszezyzny, takie jak krzywa (takze zorien-
towane), obszar, brzeg obszaru, spojnos¢, jednospojnosé¢ (brak dziur) przenosza sie na C, np.
krzywa (z(t),y(t)) = x(t) + iy(t) dla rzeczywistego t,

Motywacja funkcji zespolonych:

1
f@) = 1=

jest okreslona dla dowolnego x rzeczywistego, ale rozwijajac wokot z = 0, np. korzystajac z
szeregu geometrycznego

flx)=1—2 42" =25 + ..
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Szereg jest zbiezny ma gdy |ani1/an| "= q < 1, czyli ¢ = 2* < 1 (a nie jest zbiezny dla 2% > 1.
Dlaczego? Gdyby zastapi¢ z — z, to (1 + z2)~! nie istnieje dla z = 47 a wiec w odleglosci 1
od zera.

Okazuje sie, ze analiza funkcji zmiennej zespolonej jest jedna z najbogatzych dziedzin ma-
tematyki stosowanej. Maja szczeg6lne wiasnodci

e Jesli f(z) ma w pewnym obszarze pierwsza pochodng to ma ich nieskoriczenie wiele

e Jesli f(z) ma pochodna na krzywej zamknietej (petli) to wartosci f(z) wewnatrz petli
wyrazaja sie przez f(z) na tej krzywej.

Krzywa/kontur moze sie przecina¢. Jesli sie nie przecina to jest kontur prosty lub krzywa
Jordana. Kontur jest gladki jesli z(t) oraz y(t) (czyli z(t)) sa maja ciaglte pochodne.

Definicja Funkcja zmiennej zespolonej, f : C — C, ewentualnie f : D C C — C. Uwaga:
czasem dopuszczamy kilka a nawet wiele wartosci f(z), tzw. funkcja wieloznaczna (n-znaczna
dla n wartosci), w odroznieniu od tradycyjnego jednowartosciowego rozumienia funkeji — jed-
noznacznych. Zwyczajowo zapisujemy f = u + v gdzie u(z) = u(z,y) i v(2) sa rzeczywiste,
czyli u = Ref, v = Imf. Czesto dla funkcji wieloznacznych zmieniamy topologie plaszczyzny
zespolonej wprowadzajac trzeci wymiar oprocz z = x + 1y, ktory rozréznia wartosci. Wtedy
méwimy o powierzchni Riemanna, a jej gtadkie kawalki to platy Riemanna

Przyklady:
2% jest jednoznaczna, ale \/z jest dwuznaczna, np. 2 i —2 dla z = 4 a ogoélniej

Vz = 212 = pl2619/2 glbo — r1/2610/2

Definicja:
f(2) jest odwracalna w sposob jednoznaczny tak jak kazda funkcja czyli kazda wartosé jest
przypisana tylko jednemu z. Wtedy, jesli w = f(z) to 2 = f~!(w). Analogicznie definiujemy
odwracalno$é¢ n- i wieloznaczng.

Przyktlad:

f(z) =2 = (x +iy)* = 2° — y* + 2ivy

Sprobujmy odwrocié te funkcje. Niech f(2) = u +iv. Zatem u = 2% — 4%, v = 2xy. Jesli v # 0
tor #£0iy=v/2x1iu=x*—v*/42% co daje rownanie kwadratowe

ot —ur? —v?/4

na x2, czyli 222 = u £ vu? + v2. Znak musi by¢ dodatni bo lewa strona jest dodatnia czyli

a:—:i:\/u/Q—i-\/m/Q

[ mamy dwa rozwiazania. Jesli v =0 to dlau >0, x = £y/u, y = 0 a dla u < 0 mamy x = 0,
y = ++/u. Linie statego u i v pokazane sa na rysunku. Istnienie dwoch rozwiazan (pierwiastkow)
oznacza ze f odwraca sie do funkcji dwuwartosciowej. Chcac wroécié¢ do tradycyjnej funkcji
jednoznacznej musimy naltozy¢ ograniczenie np. Re z = x > 0 co skutkuje cieciem (tam brak
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ciagtosci!) w plaszczyznie uv (nastepny rysunek). Podobnie bedzie przy logarytmie, o tym

pormicj. =const v =const
Y

ci

Mozemy jeszcze inaczej spojrzeé na funkcje /z. Jesli z = re'® | r = |z, € = cos ¢ + isin ¢
(¢ rzeczywiste) to /z = 22 = |2|/2¢%/2, Mozma jednak wybraé¢ ¢ + 27 (bo cos i sin taki
maja okres, wtedy z!/2 = |z]e’®/?" = —|2]e"/? S wiec mozliwe dwie wartosci o przeciwnych
znakach. Np. v/—i = (1—14)/v/2lub (i —1)/v/2. Aby funkcje ujednoznaczni¢ trzeba ograniczy¢
zakres ¢. Dla ¢ € [—m, 7] ciecie jest jak na rysunku (ujemna polos rzeczywista), adla ¢ € [0, 27|
dodatnia poétos rzeczywista.

Rozwazajac funkcje zespolone, przydatny czesto jest obraz krzywej tj. jesli znamy K =
{2(t) : t € [a,b]} to czym jest K' = {f(2(t)) : t € [a,b]}

Homografia, funkcja homograficzna, funkcja Mdbiusa i sfera Riemanna:

Przyjrzyjmy sie funkcji

*

:x+z'y_x2+y2 N | 2]

1 I z—uy z
z

f(z) =

Jest sama dla siebie funkcja odwrotna, czesto nazywa sie ja inwersjg. Zobaczymy, ze taka
funkcja przeksztalca okregi i proste na okregi i proste (ale moze np. okrag przeksztalci¢ na
prosta i na odwrot). Przyktad na rysunku: okrag jednostkowy (kreska przerywana) |z| =1 o
srodku w zerze i promieniu 1 nie zmienia sie, natomiast prosta Re z = z = C' (stala) przechodzi
na okrag o srodku w (1/2C,0) i promieniu 1/2C (np. C' daje srodek w (1/4,0) i promieni 1/4).
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Rownanie prostej i okregu na plaszezyznie mozna tacznie napisaé
2, 2 _
a(z® +y°) +2Br+2yy+36 =0

gdzie a, 8,7,0 i oczywiscie x,y sg rzeczywiste i nakladamy warunek 32 + +? > da. Prostg
mamy dla o = 0 a okrag dla « # 0 z przeksztalcenia

al(z + B/a)* + (y + /)] +0 = (8% + %) /a=0

Srodek (—f/a, —y/a), promief r = /(B2 +2)/a? — §/a. Mozna to réwnowaznie zapisaé juz
w liczbach zespolonych

alz)? + 2¢" + 25 ¢+ 6 = a(|z — 2> —1*) =0
dlag=p+ivaz =—q/a.
Dla naszej funkcji w = f = u + iv

x Y
—_—_— == -
$2+y27 «T2+y2

i na odwrot
U v

Tr= 5> = -
u? + v? Y u? + v?
Wstawiajac do rownania z = 1/w (albo réwnowaznie wyrazajac x i y przez u i v mamy
af|w|* + ¢ /w + q/w* +6 =0
Mnozac réwnanie stronami przez |w|* dostajemy

o+ quw + ¢ w* + dlw|* =0

Jest to znoéw rownanie okregu/prostej, ale z zamiana o <» d i ¢ — ¢*.
Zauwazmy takze ze f(z) = ez obraca cala plaszczyzne, f(z) = gz dla rzeczywistego ¢
ja skaluje (jednokladnosé¢) a f(z) = z + zo przesuwa o zo. Wszystkie te funkcje oczywiscie
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pozostawiaja ksztalt okregow i prostych (nie zamieniaja nawet okregoéw na proste). Mozna to
potwierdzi¢ wstawiajac z = aw +b (w = z/a — b/a) dla liczb zespolonych a # 0,b do réwnania
okregu /proste;
alaz + b)* + ¢*(az +b) + qla* 2" +b*) + 5 =
alallw]? + z(ag* + aab*) + 2*(a*q + a*ab) + & + a|b]* + ¢*b + ¢b* = 0
Wracamy do réwnania prostej/okregu przy a — alal?, ¢ — qa*+a*ab, § — §+a|b]*+2Re(q*D).
Dodatkowo, wygodnie jest zdefiniowa¢ sfere Riemanna, uwzgledniajac i uzwarcajac (kom-
paktyfikujac) plaszczyzne (zespolong). Chodzi o to, aby nieskoriczonosé¢ byta konkretnym
punktem a nie granica (nieskonczono$é zawsze mozna umownie okreslié jako jaki§ punkt, ale
nam chodzi to sp6jnosé z intuicja odleglosci). Punkty na plaszezyinie odwzorowujemy jedno-
znacznie na sferze w R? oo §rodku (0,0,0) i promieniu 1 czyli {(X,Y,Z) € R? : X?+Y?+ 72 =
1}. Jest to oczywiscie zbior zwarty, biorgc definicje odleglosci |[7] w R? (po przeniesieniu na
plaszczyzne nazwywamy metryka Riemanna). Punkt na sferze o wspotrzednych (X,Y, Z) od-
powiada liczbie zespolonej
X +1Y
1-Z
(uzywajac katow sferycznych 6, ¢). przy czym punkt z = oo = oo* (oznaczenie punktu nie-
skoriczonosé!) odpowiada (0,0, 1) na sferze Riemanna. Geometrycznie otrzymujemy to odwzo-
rowanie, biorac przeciecie prostej przechodzacej przez punkt (0,0,1) i identyfikujac punkty,
w ktorych ta prosta przecina sfere (poza Z = 1, z wyjatkiem oo) i plaszczyzne xy (Z = 0),
patrz rysunek. Takie odwzorowanie jest knoforemny, tj. zachowuje katy powiedzy krzywymi,
przeprowadza okregi na sferze Riemanna na proste i okregi na ptaszczyznie zespolone;j
A

Z

r=x+iy = = e cot(6/2)

1

v

Wiele funkcji zespolonych mozna uzupelni¢, wykorzystujac punkt oo, np. dla f(z) = 22

mamy f(oo) = oo natomiast dla f(z) = 1/z mamy f(0) = oo i f(oc0) = 0 zachowuja wtedy

ciagltosé w sensie odlegtosci na sferze Riemanna. Stosujemy oznaczenie C = CUoco. Arytmetyka
nieskonczonoéci, zaktadamy z # oo a w # 0,00

z24+00=00+2=00400 =00, w/0=woo =0oow = 0000 =00, z/oo =0, 0/z =00

Z kolei dziatania 0/0, co/o0 i 0o — 0o nadal pozostaja nieoznaczone.
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Ogolniej homografie definiujemy jako odwzorowania

az+b_g+ bc — ad
cz+d ¢ cA(z+d/c)

f(z) = , f(=d/e) = o0, f(o0) = aje

dla zespolonych a, b, c,d, z tym ze jesli ¢ = 0 to zaktadamy d # 01 f(co) = oo. Jesli ad =
be to homografia degeneruje sie do statej a/c, ewentualnie jest nieoznaczona dla x = —c/d.
Dodatkowo do homografii mozna zaliczy¢ ich ,blizniaki” f*(z) (uwaga: f(z) = z* jest odbiciem
wzgledem osi ) Dla a = ¢ =1, b = d = 0 otrzymujemy 1/z, a dla ¢ = 0 obroty, przesuniecia
(izometrii)i skalowanie /jednoktadnosé. Ztozenie dwoch homografii (a,b,c,d) i a',b',c,d’) jest
tez homografia

a(a’z +0)/(dz+d)+b  (ad" +bc)z + (ab + bd')
claz+b)/(cz+d)+d  (ca +dc)z+ (cb + dd')

f(z) =

jak rowniez funkcja odwrotna (a wiec homografia jest roznowartosciowa), bo

b b—d
w=27 =w(cz+d)=az+b=z(wc—a) =b—dw =z = <
cz+d cw—a

Kazda homografie mozna przedstawi¢ jako zlozenie inwersji, izometrii i skalowania, bo

az+b_
cz+d

b—da/c
cz+d

= a/c+
Sktadamy tu cz 4+ d, 1/z i a/c+ (b — da/c)z (dla ¢ = 0 nic nie robimy). Zauwazmy tez ze
(a,b,c,d) — Aa,b,c,d) nie zmienia homografii o ile A # 0. Kazda z tych funkcji zamienia
okregi i proste na okregi i proste, wiec ich ztozenie takze. Homografie tworza grupe ze wzgledu
na sktadanie, element neutralny f(z) = z.

Lemat: Dla trzech roznych punktow 21, 2o, 23 a wiec okregu/prostej przez nie okreslonego/j
istnieje doktadnie jedna homografia przeksztalcajaca je na wy, we, ws (rozne, takze okreslajace
okrag/prosta). Homografia
Z — 2129 — X3

Z(z) =

Z — 2329 — X1

ma wlasnos¢ Z(z1) = 0, Z(z2) = 1, Z(z3) = oo czyli przenosi (21, 22,23) — (0,1,00). Jesli
ktorys punkt jest oo to zawierajacy go stosunek zastepujemy 1. Szukana homografia to

W (Z(2))

gdzie W1 jest odwrotng do W. Z drugiej strony wystarczy pokaza¢, ze jedyna homografia o
wlasnosci f(0) = 0, f(1), f(co) = oo ma posta¢ f(z) = z. Z kolejnych réwnosci otrzymamy
b=0,a4+b=c+d, c=0, czyli a = ci stad teza.

Przyktad: Odwzorowanie osi rzeczywistej Im z = 0 w koto jednostkowe |w| = 1. Wezmy
z1=—1,20=0, 23 =1o0raz w; = —1, wy = —i, wz = 1 Mamy zatem rownanie

w+l—i—1 z+1-1
w—1—i+1 2—-11
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Rozwiazujac dostajemy
zZ—1 1+ w
w = 2= :
1—1z 1+2w
mozna sprawdzi¢, ze spelnia warunki. Ponadto sprawdzamy ze poiplaszczyzna Im 2z > 0
przechodzi na wnetrze kota |w| < 1.

Mozna tez wykazaé, ze jedyng klasa funkcji w C z oo, zamieniajacych zawsze okregi i proste
na okregi i proste sa wlasnie homografie. Uwaga: musimy zalozy¢, ze w obrazem f jest cale
C i f jest roznowarto$ciowa, a wiec odwracalna, a takze, ze funkcja odwrotna takze zamienia
okregi i proste na okregi i proste (inaczej sa ,zdegenerowane” kontrprzyktady). Wrocimy do
tych zaltozen po definicji funkcji holomorficznej. [Dowdd na koncu skryptul

Metryka i granica:

W zbiorze liczb zespolonych zdefiniujemy odleglosé (metryke):

d(z1,29) = |21 — 29| = \/(581 —22)% + (y1 — ¥2)?

co jest naturalnym przeniesieniem z plaszczyzny (odleglosé jest rzeczywista). Kula o promieniu
rzeczywistym k(zo, R) = {z : d(z, z9) < R} (domknieta gdy <).

Ciag zbiezny i granica:

(zn) zbiega do zy gdy dla kazdego e rzeczywistego dodatniego istnieje M takie ze dla wszystkich
n > M zachodzi d(z,, z0) = |z, — 20| < €.

Punktem skupienia zbioru jest z, jesli dla kazdego ¢ dodatniego rzeczywistego w zbiorze
jest punkt z, taki ze d(zo, z,) < €. Przewaznie zakladamy takze ze z, # zo. Zbior domkniety
zawiera swoje wszystkie punkty skupienia. Punkt wewnetrzny zbioru D to takie zy , ze istnieje
R > 0 takie ze k(zp, R) C D.

Granica funkcji f(z — 2z9) — w (punktowa):

w = lim f(z2)

Z—20

jesli dla kazdego € rzeczywistego dodatniego istnieje ¢ rzeczywista dodatnia, takie ze dla wszyst-
kich z # 2o takich, ze |z — 29| < 6 mamy |f(z) — w| < e. Innymi stowy lim|f(z) — w| = 0.
Uwaga, 2 — zp z dowolnego kierunku.
Funkcja jest ciagla z zq jesli lim,_,,, f(2) = f(z0)

Przyktad

o g2 y2 — iy +1 naosiz
lim — = lim =
20 2 r? + y?

—1 naosiy

granica nie istnieje.
Granica nieskoriczona, analogia do sfery Riemanna. Przyjmujemy
lim f(z) = o0

Z—r20

jesli dla kazdego R > 0 istnieje 6 > 0 taka ze dla wszystkich z takich ze |z — zp| < § mamy
|f(2)| > R. Przyktad:




ma granice oo z z9. Mozemy wtedy rozszerzy¢ pojecie ciagtosci, dopuszezajac f(z) = oo.
Odwrotnie, funkcja moze mie¢ granice w nieskoriczonosci, tj.

w = lim f(2)
Z—00
jesli dla kazdego e > 0 istnieje R > 0 takie ze dla wszystkich z takich ze |z| > R mamy
1f(2) —w| <e.

Przyktad
az

f(z) =

ma granice a dla z — oo bo f = a + azy/(z — 29) a nierownosci trojkata wynika ze |z — 29| >
|z| — |z0| > R — |20] wiec dobieramy R = |zo| + |azo|/e.
Mozna takze uwzglednic¢

zZ— 20

li_>m f(z) =

jesli dla kazdego R > 0 istnieje P > 0 takie ze dla wszystkich z takich ze |z| > P mamy
£ > B, np. f(2) = 22

W ten spos6b mozna postugiwac sie granicami i ciggloscia na calej uzwarconej ptaszczyznie
zespolonej C lub réwnowaznie sferze Riemanna.

Granica funkcji zespolonej u +iv = f(z = x +iy) = f(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) to w istocie
para granic dla v i v jak funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych.

Przyktad: Czy istnieje granica

I 1 i
zg% 1 _|_€1/:1: Y

O y nie musimy sie martwié, ale e'/* dazy do oo od strony dodatniej a do 0 od strony ujemne;j
x. Stad 1/(1 + e/*) dazy odpowiednio do 0 i 1, wiec granicy nie ma.
Whioski przechodzace z granic rzeczywistych. Jesli f(z) — a a g(z) — b to

1/z

pf(2) +q9(2) = pa+qb, f(2)9(2) = ab, f(2)/9(2) = a/b

Na koncu zaktadamy albo (a,b) # (0,0), (0o, 00) (nieoznaczonosci) Takze jesli g(z — zp) — w
a f(w — wy) = sto f(g(z — 20)) = s. Tak samo jest ciagloscia kombinacji funkeji.
Przyklad: e

e = e 7Y =eY(cosx + isinz)

Funkcje sktadowe sa ciggle wiec funkcja jest ciagta. Uwaga, wrocimy jeszcze do ogdlnej definicji
funkcji trygonometrycznych i wyktadniczych i ich wtasnosci.
Pochodna zespolona:

f(z) = f(20)

2—20 Z— 2

Jesli pochodna f’(zg) istnieje to f jest rézniczkowalna w sensie zespolonym w zg.
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Przyktady:

1/z—1/z 20— 2

f(Z) = l/Z, f/(ZO) = 211_>1’IZ10 = hmz——zo = hmm = —liml/zzo — _1/23
9 .
£(2) = 22 + 5iy, £/(0) = lim %Zy

granica wychodzi 2 wzdluz x a 5 wzdtuz y a wiec nie istnieje.

22— 22

f(z) =22 f'(%) = lim 0 =lim z + 2 = 22
Z— 20

Az* Axr — 1A

f(2) =2 =z —iy, f = lim o = lim ———2

Az - Az FiAy

dla AX = X — Xy. Pochodna wychodzitaby +1 wzdtuz x a —1 wzdtuz y wiec nie istnieje.
dla pochodnych zespolonych obowiazuja analogiczne reguly do rzeczywistych

(pf+ag9) =pf'+ag,(f9) = f'g+fg.(f/9) = (f'a—fd) /g (f(9) = f'(9)g,(f ) =1/f ()

dla funkcji odwrotnej f~!(2) = w jesli f(w) = z. Funkcja rozniczkowalna jest ciggla. Na mocy
definicji mozna takze przyblizaé¢

f'(z) = f(20) + (2 = 20) f(20)

z bledem mniejszym niz |z — 2.
Definicja: Funkcja holomorficzna

Funkcja zespolona jest holomorficzna w otoczeniu zq jesli ma pochodng zespolong w pewnym
k(zo,€) dla pewnego € > 0. Czesto zamiennie nazywamy funkcja analityczna (ale analitycznosé
mozna okresla¢ tez szerzej, jako rozwijalnosé w szereg, wrocimy do tego powiazania).

Przyktad: f(z) = z* = x — iy ma pochodne w sensie rzeczywistym ale nie zespolonym, wiec
nie jest holomorficzna.

Twierdzenie Cauchy-Riemanna:

Jesli f = u + ‘v ma pochodng zespolona, wtedy i tylko wtedy gdy
ou Ov Ju ov

dr  dy oy O

i u, v maja pochodne zupelne, Istnienie pochodnych zupetnych u i v wynika np. z cigglosci
pochodnych czastkowych.

Dowoad:
Dla uproszczenia zalozymy zo = 0 oraz f(0) = 0, ale nie tracimy ogdlnosci

z,y—0 T + Zy
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Biorac y = 0 mamy

u(z,0) + iv(zx,0)

lim = lim = Ou/0x + i0v/Ox
x—0 €x

a biorac z =0 .
lin% = lim —iu(0,y) + (0 y) = 0v/dy — i0u/dy
T—

Obie granice musza by¢ rowne (czesci rzeczywiste i urojone), stad pierwsza czes¢ tezy. Mamy
takze f'(0) = 0,u(0) — 19,u(0) = dyv(0) + i0,v(0) Z kolei

o [0 ) = 20,1(0) = y0,u(0)]

z—0 |z|

Podobnie
lim |v(z,y) — x0,v(0) — yI,v(0)]
z—0 |Z|

czyli u 1 v maja pochodne zupelne i mamy teze w jedna strone.
W druga strone, jesli z kolei istnieje pochodna zupelna to oznacza to ze

u(z,y) = x0,u(0,0) 4+ y9,u(0,0) + R,(z,y)

o wlasnosci
lim |R,|/|z| =0
z—0

i podobnie dla v. te granice nalezy rozumie¢, ze dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka ze dla

wszystkich (z,y) takich ze |z| = /22 + y? < 6 mamy |R|/\/x? + y? < € Tak samo dla v. To
wystarcza bo podstawiamy f’(0) = 0,u(0) — i0,u(0) = 9,v(0) + i0,v(0) Teraz

lim |f(z)/z — £'(0)] = lim |u — 20,u(0) — ydyu(0) +i(v(z, y) — x0,v(0) — y&,v(0))|

||
< lim <|u — 20, u(0) — yd,u(0)| N lv — 20,v(0) — yﬁyv(O)])
2| 2|
- (ﬁ + |va) i Pl g 1B
E{ I 2| 2|

powolujac sie na sume granic. Stad teza w druga strone.
Jesli pochodne czgstkowe sg ciagte to istnieje pochodna zupetna. Dowod:
Ciagte funkcje mozna bez problemu catkowaé wiec jesli u(0,0) = 0 to

x y
u(x,y):/ d:c’@wu(:c’,O)—l—/ dy' Oyu(z,y')
0

0

23



i na mocy twierdzenia o wartosci sredniej istnieja 2” € [0, z] oraz y” € [0,y] takie ze
u(z,y) = z0,u(z”,0) + yoyu(x,y")
Stad
R, = u(z,y) — 20,u(0) — yo,u(0) = z(d,u(z",0) — d,u(0)) + y(dyu(z,y") — 9,u(0))
Poniewaz 0,u i Oyu sa ciagte, wiec dla € > 0 istnieje 0 > 0 taka ze gdy \/m < to
|0,u(x,y) — 0,u(0)| <€, [Oyu(x,y) — Iyu(0)| < e

(bierzemy mniejsza z 6, i 6,) Wtedy

|Rul < (2] + yl)e < V2y/a? + 2%

czyli |Ry|/+/22 + y* < V/2¢, co koticzy dowod.
Dla holomorficznosci wazne jest aby pochodna istniala nie tylko w jednym punkcie ale takze
jego otoczeniu.
Przyktad:
f(2) = |2[*, mamy
f'(0) = lim |2|*/2z = lim 2* = 0
ale, dla Az — 0,

’ |z + Az|? — |22 ’ |Az|? + 2A2* + 2*Az
= lim = lim
Az Az

f'(2) =lim(Az + 2" + 2Az"/Az)
Poniewaz Az*/Az dazy do 1 dla osi rzeczywistej, a do —1 dla urojonej to dla z # 0 granica nie
istnieje.

Przyktad:

fz) =2*
Mamy u = 2? — y? v = 22y, d,u = 2z = Oyv, dyu = —2y = —0,v. Spelnione sa warunki
Cauchy-Riemanna.
Pochodne 0/0z = 0, i 9/0z* = 0,-. Chcac stosowaé regule laricuchows chcemy aby
0 0z 0 0z* 0 0 0
f_0:0f 0= 0f _0f  of

or  Ox 0z Or 0z 0z  Oz*

oraz

of _o:0f 0wof _of o
dy Oydz Oy 0z 0z 0z*

rozwigzujac uktad réwnan otrzymujemy definicje pochodnych czastkowych

of 1 [of of
5‘5(%‘%)
of 1(of .of
az*—é(%“aﬂ
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Wtedy warunki Cauchy-Riemanna mozna zapisaé

of . 0f
0z* ’f(z)_ﬁz

Przyklad f(z) = 2Rez = z + z* = x, nie spelia warunkéw Cauchy-Riemanna bo d,u = 1 #
dyv = 0 ale takze 0f/0z* = 1 # 0 czyli nie ma pochodnej zespolone;.
Komentarz: Dla funkcji holomoficznej f = u + v zdefiniujmy pola wektorowe

P = Vu = (dyu,d,u), Q@ = Vo = (d,v,d,v)

Z warunkéw Cauchy-Riemanna wynika ze P. Cj czyli linie stalego u i statego v sa zawsze do
siebie prostopadle (bo gradienty sa prostopadle do tych linii), np. dla f = 22 sa to linie stalego
2?2 — y? i stalego zy (hiperbole).

Odwzorowania konforemne:

Wezmy krzywa na plaszczyznie zespolonej, tj. funkcje z(t) dla ¢ rzeczywistego. Funkcja f(2)
przeksztalca te krzywa na w(t) = f(z(t)) (na chwile nie zaktadamy ze f jest holomorficzna).
Wtedy wektor styczny do krzywej 2/(t) przechodzi na f/'(z(t)) = 2'0, f+2"0.« f, pod warunkiem
ze [ ma w z pochodng zupelna (a ma np. dla holomorficznej, co pokazalismy!)

Definicja: Przeksztalcenie C — C nazywamy konforemnym jesli zachowuje katy miedzy
krzywymi (rysunek)

Twierdzenie: Funkcje holomorficzne sg przeksztalceniami konforemnymi.

Dowad:
Krzywe 21 i z9 przecinaja sie w punkcie z a ich obrazy w; i we w w = f(2). Zauwazmy takze, ze
mozemy wyrazac iloczyn skalarny i wektorowy na plaszczyznie przez operacje zespolone, a-b =
oy +Yayp = Re(ab*) a wybierajac umowna trzecia os, a X b = zy, — Tayp = Im(ab*). Z drugiej
strony, iloczyn skalany i wektorowy wyrazaja sie przez kat o pomiedzy a i b, a-b = |a||b| cos v,
a x b= |al|b| sin v, tan o = (ab)/(a - b). Mamy wiec

21 x zh o Im(24257)

T T Re(el)
Z kolei
wy x wy  Im(wjwy)
wi-wy  Re(wjwy)
Zatem 21z5 = re'™. Pokazemy, ze wjwl = Re'™ = (R/r)ziz5 czyli ze kat jest ten sam.

Korzystajac z w' = f'(z)2’ mamy
wiwy = f'(2)21(f'(2)2)" = |f'(2)P21 25

)



stad teza bo R/r = |f'(2)|?, oczywiscie pod warunkiem f’(z) # 0.
W druga strone, dla funkcji niekoniecznie holomorficznej mamy w’ = 2/0, f + 20+ f. czyli

wiwy = (0. f + 270 (0. f + 250 f)* = 0. fIP21 25 + |0 f | 2521 + 2Re2, 220, £ (.- f))*

Jesli 0,«f = 0 to mamy funkcje holomorficzna, katy zachowane. Jesli 0.-f = 0 to mamy
sprzezenie funkcji holomorficznej tj f*(z) jest holomorficzna, katy sa odbite (o — —a). Jesli
obie pochodne sa niezerowe to katy przewaznie beda rézne, bo prawie zawsze niezerowy bedzie
ostatni, rzeczywisty sktadnik.

Przyklad: f(z) = 2% Wezmy proste rownolegle do osi czyli 21 = t + ic, 29 = d + it, (c,d
rzeczywiste niezerowe), przecinajace sie w (d, c). Wtedy wy(t) = (t +ic)? = t* — % + 2itc, jest
to rodzina parabol, u = t? — ¢?, v = 2tc, t = v/2c, u = (v/2¢)* — *. Takze wy(t) = (d + it?) =
d?> — 2 + 2itd daje parabole, bo u = d* — (v/2d)?. Parabole przecinaja sie pod katem prostym
(rysunek). Dla ¢,d = 0 parabole redukujg sie do potprostych na osi rzeczywiste;.

A

A Im A

m

Re

Re

Funkcje holomorficzne a homografie:
Wrécimy teraz do pytania o funkcje przeksztalcajace okregi i proste w okregi i proste. Pokaza-
lismy, ze pod pewnymi warunkami sa to homografie. Teraz juz wiemy, ze sa holomorficzne (z

doktadnoscia do sprzezenia, bo dla f(z) = % mamy
;o ad—cb
Jz) = (cz+d)?

Pokazemy juz bez dodatkowych zalozen, 7e jedyne funkcje holomorficzne w C (r6zniczkowalne
wszedzie gdzie sa skonczone, a ciagle z ogdlniejszym sensie tam gdzie f = 0o ) o tej wlasnosci
(okregi i proste). Pokazuje to, ze holomorficznosé jest sama juz dosé silnym zalozeniem.

Dowdd:

Przypusémy, ze obraz f lezy w jednej prostej badz okregu. Podobnie jak poprzednio, mo-
zemy ten okrag/prosta sprowadzi¢ do osi rzeczywistej sktadajac f z homografiami (zlozenie jest
nadal holomorficzne). Jesli obraz jest rzeczywisty i v = 0 tak jak i pochodne v, toi z warunkow
Cauchy-Riemanna wynika, ze takze pochodne u beda zerowe. Stad w musi byé stata (choé¢by
z twierdzenia o wartosci $redniej) czyli obrazem jest jeden punkt, f(z) = b (stala). Mozemy
zatem zalozy¢, ze obraz f nie jest jedna prosta/okregiem. Mozemy znalez¢ tak jak poprzed-
nio 4 rézne punkty wy, wo, wz, wy , w = f(z) odpowiadajace co najmniej czterem réznym
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punktom zy, 2o, z3, z4 (by¢ moze takze innym). Tak jak poprzednio, za pomoca homografii
sprowadzamy te punkt na 0, 1, oo, czyli f(0) =0, f(1) =1, f(co) = 00 i f(z4) = wy. Teraz
0§ rzeczywista przechodzi na siebie. Na tej prostej musi by¢ taki punkt, ze f/(z) # 0, Jesli
by bowiem wszedzie (tam gdzie f # oo) f'(z) = 0 obrazem nie bylaby prosta ale punkt (to
wynika z twierdzenia o wartosci sredniej i ciaglosci uwzgledniajacej 0o), a to niemozliwe bo sg
co najmniej 2 punkty. Niech f'(z5) # 0. Jesli 25 # 0 to sktadamy z homografia h(z) = 2 + 25 i
g(z) = z— f(z5) tj. bierzemy f = g(f(h(2))). Wtedy juz f'(0) = f'(z5) # 0, przy czym f(0) =0
nadal zachowujac fakt, ze prosta rzeczywista przechodzi na siebie. Upraszczamy oznaczenia z
powrotem do f — f. Zauwazmy, ze proste przechodzace przez 0 musza przechodzi¢ tez na
proste przechodzace przez 0 bo inne proste i okregi nie przechodza przez 0 albo co. Ale z
wlasnosci konforemnosci i f/ # 0 wynika ze kazda taka prosta przechodzi na siebie, bo musi
by¢ zachowany kat z osia rzeczywista. Zatem f jedynie skaluje liczby, tj. f(z) = q(z)z gdzie ¢
ma jedynie wartosci rzeczywiste Zatem q(z) = f(2)/z i q(0) = f'(0) (ciagla w 0) ma wartosci
jedynie rzeczywiste a jest holomorficzna (jako iloraz funkcji holomorficznych, ewentualnie poza
0) zatem v = 0 ale z warunkéw Cauchy-Riemanna wynika ze ¢ jest stata czyli f(z) = ¢z dla
stalego ¢ i stad teza.
Funkcje harmoniczne:

Pokazemy poézniej ze pochodna funkcji holomorficznej f = u+ iv jest takze homomorficzna,
co oznacza ze ma pochodne dowolnego rzedu. Na razie po prostu zalozymy, ze u i v sg dwu-
krotnie rozniczkowalne i te pochodne sa ciagle (albo zakltadamy rézniczkowalnosé zupeing).
Wtedy

Oy = Oyv = Jou = 8§yv

Opv = —0yu = Oju = =0, v
Dzieki rownosci pochodnych 02, = 07, (wymaga ciagltoéci badz pochodnej zupeinej) mamy
0+ 95“ = 0% + 85@ =0

Jest to rownanie Laplace’a, a jego rozwigzania nazywamy funkcjami harmonicznymi. Dzieki
temu mozemy sprawdzi¢ czy dane u (v) moze by¢ czeScia rzeczywista (urojona), a z warunkow
Cauchy-Riemanna mozemy znalez¢ caly funkcje (z doktadnoscia do stalej).

Przyklad:

v(z,y) = 2° + 62y — 3xy® — 2y°
Sprawdzamy, ze spetnia réwnanie Laplace’a. Teraz szukamy czesci rzeczywistej
Opu = Oyv = 622 — 6y — 63>
skad u = 323 — 32y — 6y%x + up(y) gdzie ug jest nieznang funkcja. z kolei
Oyu = =32 — 12yx + uf(y) = —32° — 12yx + 3y°

czyll uf(y) = 3y? a wigc ug = y*> + C. Ostatecznie f(z) = (2+1)2° + C.
Przyklad:

u(z,y) = e"cosy
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Sprawdzamy rownanie Laplace’a, spetnia. Szukamy czesci urojonej
0,0 = —0yu = €” siny
czyli v(z,y) = e*siny + vo(x). z kolei
dyv = e cosy + vy(x) = dyu = € cosy

czylivy = 01 vy jest stala, czyli f(z) = e"(cosy + isiny) + iC = e* +iC. Uwaga: do definicji i
wtasnosci funkeji wyktadniczej i trygonometrycznych za chwile przejdziemy.

Funkcja wykladnicza zespolona:

Przypomnienie: rzeczywista funkcje wykladnicza o® dla a # 0 (a, x rzeczywiste) definiuje
sie kolejno dla = n, n liczby naturalne, przez a®° = 1, a' = a, i indukeyjnie a"*! = a"a. Z
kolei b = a'/™ jest dodatnim rozwigzaniem réwnania b” = a (rozwiazanie istnieje i jest jedno
w liczbach rzeczywistych). Dla wymiernych dodatnich a?/? = (a?)'/? dla naturalnych p,q # 0.
Dla ujemnych a=* = 1/a" dla wymiernego w. Ostatecznie dla dowolnego x

a” = lim a"
w—x
Mozna wykazac¢ ze granica zawsze istnieje, a potem ze a® jest ciagla funkcja = (rosnaca dla
a > 1 a malejaca dla a < 1, stala = 1 dla a = 1).
Przypomnienie: Liczba Eulera e jest definiowana na minimum dwa sposoby (a jest wiele)

o0

1 1
e = lim (1+1/n)" z% =14 145 45+ 22718

(silnia 0! = 11 = 1,21 =2, 3! =6, (n+1)! = (n+1)n!). Jest niewymierna. Jesli bowiem e = p/q
to prawy wzor mnozymy przez ¢! i odejmujemy pierwsze g wyrazow. Reszta jest mniejsza od
1, sprzecznosé. Mozna takze wykazaé ze

. R
= fm (Lra/) =35

Funkcja e ma pochodna (e*)" = e”.
Analogicznie definiujemy jej wersje zespolona (tu nie mozemy juz odwotaé sie do granicy
wymiernej bo nie wiemy np. ile to e'):

x  _n 2 3
2 def 2" z z
7}1_{10101-1-2/71 EOT_1+Z+5+E+'”
Wykazemy, ze obie granice istnieja i sa réwne.
Dowad:

Podzielmy druga sume



Wtedy

Z |Z’"

n>N

|Bn(2)] =

>

n>N

ostatnia suma bedzie dowolnie mata dla dostatecznie duzego N bo n! rosnie szybciej niz jakie-
kolwiek ¢ (mozna tez sie wesprze¢ znanymi kryteriami zbieznosci). Stad zbieznosé, w dodatku
bezwzgledna. Poza tym funkcja jest zawsze okreslona (skoriczona) dla |z| < oo (skorniczone z),
co wida¢ przy n duzo wiekszym od |z|.

7 kolei
k

k<n
Dla n > N mozemy pokonaé¢ podziatu

nlzk nlzk
Z nkkl(n — k)! * Z nkkl(n — k)!

k<N N<k<n

Teraz zwickszamy n przy ustalonym N. Pierwsza suma jest zbiezna bo ma ustalong liczbe
sktadnikéw i kazdy zbiega do 2*/k! bo

n!

i = A YmA=2/n) (1= k= 1/n) =1
bo iloczyn ma okreslona, liczbe czynnikéw i kazdy dazy do 1. Zatem pierwsza suma dazy do

k
o

k<N
Pozostaje pokazaé¢, ze druga czes¢ jeszcze szacowana z gory i zanika dla duzych N.

nlzk n!|z|* \
Z n*kl(n — k)! = Z _nPEl(n —k '_Z

N<k<n N<k<

Ta czesc zanika, taka jak w poprzednim przypadku. Wystarczy wiec wzia¢ tak duze N aby ta
czesé byta dowolnie mala a potem znalezé n > N takie aby pierwsza czeS¢ byla (dowolnie) blisko
granicy (wyznaczonej poprzednio). Oczywiscie e*” = (¢*)* bo jest tak dla kazdego elementu
ciggu /szeregu definiujacego.

Pokazemy teraz wazna wtasnos¢ funkcji wyktadniczej

€ = e€e

Lewa strona jest rowna
w"™ k k

z““’ XY (1) -

n

ZZ( lk;l szlkl thzklz

n m
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gdzie m = n — k. Watpliwosci mozna mie¢ do dos¢ swobodnego zonglowania wskaznikami. Na
szczes$cie to nie jest problem, bo ogony funkcji wyktadniczych sa szybko duszone. Najlepiej
to wida¢ na rysunku ponizej, pokazujacym obszary k,n < N in —k < N. Reszty (obszary
odciete przez proste), beda bezwzglednie zanika¢ przez znikajace oszacowanie gorne, tak jak
przy definicji funkcji wyktadniczej.

A
m

n=m-+k

k

Funkcja wykladnicza jest cigglta w zerze ¢® = 1 bo

" ||
—| < "= —0
Zm <> L 1 |2]
n>0

n>0
A poniewaz e*T% = e*e¥ to jest ciggla wszedzie.
W zerze ma tez pochodna zespolona rowna 1, bo

= 1] =

e —1 =t _ Z
z n! 1—|z|
n>1 n>1
a znowu z e*t% = e¢?e" wynika ze pochodna e¥ jest wszedzie rowna e“ bo
+z w z
e’ e e*—1
— e = |e”] -1 =0
z
czyli jeszcze raz
(ez)/ — 62

Jest to zatem funkcja wszedzie holomorficzna. Dla z = z rzeczywistych e® jest dodatnia i
rosnaca. Nie ma miejsc zerowych bo inaczej 0 = e* a jednoczesnie e~ istnieje i jest skonczone
czyli 0 = e*e % = € = 1, sprzecznosé.

Definicje funkcji hiperbolicznych i trygonometrycznych:
Funkcje hiperboliczne, cosinus hiperboliczny, sinus hiperboliczny, tangens hiperboliczny i co-
tangens hiperboliczny

z —z

cosh z = %, sinh z =

sinh z ef —e* 1 coshz e*+e?
tanh z = = , cothz = = =
coshz e*4e*

(uwaga na zamienne oznaczenia ch=cosh, sh=sinh, tanh=tgh=th, coth=ctgh=cth).
Funkcje trygonometryczne, cosinus, sinus, tangens, cotangens

tanh 2 sinh z e? — e %

eiz + e—iz eiz o e—iz
coOSz = ———, sihz = ——
2 ’ 21
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sin 2 e —e 2 1 cosz (e +e ")
tan z = = cot z = = = —

cosz (e’ +e i) tanz  sinz ez — e

(uwaga na zamienne oznaczenia tan=tg, cot=ctg). Funkcje cosh, sinh, cos i sin sa holomorficzne
wszedzie a tanh, coth, tan, cot, tam gdzie odpowiedni mianownik jest niezerowy, o tym bedzie
za chwile.

»2n 22 L4 52041 Jo T
COShZ:Z(2n>! :1+3+ﬂ+”" smhz:;m:z+g+m+...

n

2n L2 A 20+l J: B
=S (=1)" 11— sinz=Y ()= 2
oS z zn:( ) 2n) 5 + o , sin z zn:( ) Gn ) PG + 120
Zauwazmy parzystos¢ cosh z = cosh(—z), cos z = cos(—z) i nieparzystosé¢ sinh z = — sinh(—z),
tanhz = —tanh(—z) cothz = —coth(—z2), sinz = —sin(—z), tanz = —tan(—z), cotz =

— cot(—2z). Ponadto hiperboliczne i trygonometryczne sa powiazane, cosh(iz) = cos z, sinh(iz) =
isinz, tanhiz = itanz. Z wlasnoéci e = (e*)* wynika kazda funkcja hiperboliczna i trygo-
nometryczna ma takze te wlasnosé, czyli f(z*) = f*(z). Takze e* = coshz + sinhz oraz
e = cos z + isin z. Szczegdlne wartodci cosh0 = cos0 = 1, sinh0 = sin0 = tanh0 = tan0 = 0
ale coth 0 = cot 0 = oo (do tego jeszcze powrdcimy)

Z et otrzymujemy takze prawa skladania

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w, sinh(z + w) = sinh 2z cosh w + sinh w cosh 2z

tanh(z + w) tanh z + tanh w th(z + w) cothzcothw + 1
anh(z +w) = coth(z +w) =
1 + tanh z tanh w’ coth z + cothw

oraz
cos(z + w) = cos z cosw — sin zsinw, sin(z + w) = sin z cos w + sin w cos z

tan z + tanh w cotzcotw — 1
, cot(z +w) =

tan(z +w) =
( ) 1 — tan z tanw cot 2z 4+ cotw

Stad (dla w = —z) takze
1 = cosh? 2 — sinh? z = cos® z + sin® 2

czyli tzw. jedynka trygonometryczna. Mamy takze pochodne zespolone

1
cosh’ = sinh, sinh’ = cosh, tanh’ = —, coth’ = ———
cosh sinh

COt, = ——

cos' = —sin, sin’ = cos, tan’ = —, >
cos sin

Weimy teraz z = x rzeczywiste, wtedy wszystkie funkcje hiperboliczne i trygonometryczne sa
takze rzeczywiste, bo z = 2* a f(2*) = f*(z). Wtedy coshz > 1 a tanhz rosnie od —1 do 1.
Wykresy:
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sin(x) cos(x)
0.5
| | | n | | | | | | | | |
I I I A I I I I I I I I
-6 -4 -2 D 2 4 -6 -4 - D 2 4 6
05+ -0.5+
-1+ -1+
1+ 2T
tan(x) sinh(x)
15—+
0.5+ 1+
0.5+
| | | fa) | | | | | | fa | | |
I I I A I I I I I I S I I 1
-6 -4 -2 D 2 4 -3 -2 -1 5_2 1 2 3
0.5+ 14+
-1.5++
_2__
1__
tanh(x)
0.5
| | | n | | |
I I I 4 I I 1
-3 -2 -1 D 1 2 3
0.5+ ST
| | | a) CIOSh(X) | |
I I I 4 I I 1 _1__
-3 -2 -1 0 1 2 3

Definicja liczby pi 7 i okres funkcji trygonometrycznych :
Dla argumentow rzeczywistych funkcje sin i cos sg rzeczywiste i z jedynki trygonometrycznej sa
ograniczone do przedziatu [—1, 1], czyli cosz < 1. Z twierdzenia o wartosci sredniej wynika wiec,
ze sinz < z dla z > 0 i podobnie cosz > 1 —2%/2, sinz >z —23/6 i cosx < 1 —22/2+21/24
itd. Stad np. sin2 > 2/3 a cos1 > 1/2 ale cos2 < —1/3 przy malejacym cos czyli istnieje
dokladnie jedno miejsce zerowe 7/2 €]1, 2|, definiujace , takie ze cos(m/2) = 0.

Zauwazmy takze ze z jedynki trygonometrycznej wynika wtedy ze sin(w/2) = +1 ale dla
x < 2 mamy sinz > 0 wiec sin(7/2) = 1. Stad tez sinm = 2sin(n/2) cos(m/2) = 0 Zobaczmy,
ze m jest tez najmniejszg liczba dodatnia, dla ktorej sin jest zerem. Jesli bytoby 0 < oz < 7
takie ze sinx = 0 to 2sin(xz/2)cos(x/2) = 0 ale dla (2/2) < 2 mamy sin(z/2) > 0 a cos
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jako malejac, nie ma innych miejsc zerowych przed m/2, sprzecznos$¢. m jest niewymierna.
W przyblizeniu 7 = 3,141592... Funkcje sin, cos i m mozna przybliza¢ biorac kolejne wyrazy
szeregu definiujacego, szacujac wielomianami na przemian z gory i z dotu (rysunek).

1+ 1
sin cos

0.5+ 0.5+

0
05—+ \W -0.5-
_1—— £

a mozna interpretowaé jako dlugosé tuku ( fragmentu okregu na ptaszczyznie o §rodku w
zerze i promieniu 1) czyli kat w radianach i wartosci cos « i sin &« mozna powiaza¢ geometrycznie
ze wspohrzednymi okregu (X = cosx,Y = sinx) (rysunek), poniewaz

/ds—/ V(dX/dx)? 4 (dY/dx) de—/ v/ cos? z + sin® xdw—/ ldr =«

0

TF

(==}
(==}
[EEN
N
a1
(o2}

Stad tez m jest potowa obwodu okregu jednostkowego, a takze polem kota jednostkowego.
Obrot:
Funkcja f(z) = €z dla ¢ rzeczywistego definiuje obrét wspotrzednych 2z = x+iy — f = u+iv

U = xcos ¢ — ysin ¢
v=2xsin¢+ ycoso

wokot zera o kat ¢ (w radianach). Obroty mozna uogélnia¢ na wiele wymiarow, wybierajac
dowolng pare zmiennych jak x,y a reszty nie zmieniajac, i sktadac.
A

1
Y
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Dalej juz tatwo wyprowadzi¢ wzory dla dowolnych liczb zespolonych cosm = —1, sin(z+7) =
—sin z, cos(z + m) = — cos z, i okresowos¢

sin(27 + z) = sin z, cos(2m 4 z) = cos z, tan(z + 7) = tan z, cot(m + z) = cot z

czyli sa to funkcje okresowe z okresem 27 (sin i cos) oraz m (tan i cot). Mniejszych okresow nie
ma bo jesli sin(z+7) = sinzcosT +sinT cosz = sin z, to cosT = 1isinT = 0 a to niemozliwe
dla T' < 27 (patrz nizej).. Dalsze wzory

sin(m/2 F z) = cos z, cos(m/2 + z) = Fsin z, tan(r/2 — z) = cot z

Z e = cosx +isinx takze ™ = —1, €*™ = 1 oraz |e"”| = 1. Ponadto jedynie z = 2min dla
catkowitych n maja wlasnos¢ e* = 1 bo jesli z = x + iy to |e*| = e®|e”| = e” a to jest 1 tylko
dla x = 0. (bo e” jest dodatnia i rosnaca). Zatem e* ma okres 2w podobnie jak cosh i sinh
(¢ dla tanh) i jest to najmniejszy okres (bo dla y < 27 tylko sinm = 0 ale wtedy cosm = —1).
Punkty 27n , mn, 2min, imn to takze te w ktoérych sg nieskoriczone tan, cot, tanh lub coth.

Komentarz: Szkolne, geometryczne wzory na funkcje trygonometryczne i np. twierdzenie
Pitagorasa wymagaja postulatéw Euklidesa. Postulaty te grzezna w ilosci potrzebnych zalozen,
ktore tak naprawde opierajg sie na intuicjach fizycznych np. fakcie ze przedmioty nie zmieniaja
sie przy obrotach (a co to jest obrot?). We wspolczesnej matematyce redukuje sie postulaty, a
poza tym funkcje trygonometryczne stosuje sie takze poza geometria (np. oscylator), dlatego
przedstawiona tu konstrukcja funkcji trygonometrycznych jest duzo lepsza i poprawniejsza niz
szkolna. Jedynie nazwy, trigon=tréjkat i hiperbola (co$ za duzego), pozostaly z historii.

Funkcja odwrotna do wykladniczej: logarytm (proporcja liczb)

w=1Inz=1logz=1Inr+1¢

jesli z = |z|e" = |z|(cos ¢ + isin @) = ¥, In 2] jest tradycyjnym logarytmem tj. ¢ = Inr (rze-
czywiste) jesli r = e? (jako funkcja monotoniczna jest odwracalna). Jest to oczywiscie funkcja
holomorficzna, jako odwrotna do holomorficznej i In'(2) = 1/z (czesto piszemy zamiennie In i
log)

Ma jednak dwa istotne problemy. Po pierwsze nie istnieje In 0. Po drugie ¢ mozna wybra¢
niejednoznacznie np. ¢ — ¢+ 27 i ogdlniej ¢ — ¢+ 27n dla catkowitych n. jest to wiec funkcja
wieloznaczna. Usitujac ja zdefiniowaé¢ w sposob ciagly zaczynajac od dodatniej osi rzeczywistej,
zakladajac tam ¢ = 0 napotykamy problem np. dochodzac do ujemnej osi rzeczywistej z obu
stron. Od Im > 0 dochodzimy do ¢ = ma od Im < 0 do ¢ = —7 . Musimy wybraé:
albo pozostawiamy funkcje jako nieciagla dla z = (x > 0,0), z = (x < 0,0) lub dowolnej
innej polprostej wychodzacej z zera (a nawet dowolnej krzywej od zera do nieskoriczonosci, bez
samoprzecie¢) albo umozliwiamy jej wieloznacznosé tj. dopuszczamy wartosci rozniace sie o
2min (n — catkowite), tworzac ,$rube” o skoku 27 dla czesci urojonej, jak na rysunkach. Obie
wersje bedziemy stostowaé¢, w zaleznosci od problemu. Przyjmuje sie argument gltéowny ¢ i
logarytm glowny jesli z = [z|e® i lnz = In|z| +i¢ dla ¢ €] — 7, 7|

Funkcje odwrotne do hiperbolicznych — area i trygonometrycznych — cyklome-
tryczne

Dla funkcji hiperbolicznych cosh, sinh, tanh, coth definiuje sie odpowiednio odwrotne funk-
cje area (powierzchnia) arcosh, arsinh, artanh, arcoth. Dla funkcji trygonometycznych sin, cos,
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tan, cot, defniuje sie odpowiednio odwrotne funkcje cyklometryczne arcus (tuk), arcsin, arccos,
arctan, arccot. Sa wieloznaczne, przewaznie mozna je powiazaé¢ z logarytmem, np.

1. 1
arsinhz = In(z + V1 4 22), arcoshz = In(z + V22 — 1), artanhz = 5 In +e

1—=z
Na mocy pochodnej funkcji odwrotnej mamy m.in.

arctan’ z = (1 + 2%)7', artanh’z = (1 — 2*)7!

ktore sa jednoznaczne, ale takze dwuznaczne
arcosh’z = (22 — 1)7Y/2 arsinh’ = (1 + 2%)71/2

Komentarz:
Konstrukcje funkcji wyktadniczej, hiperbolicznych i trygonometrycznych mozna odwrécié, za-
czynajac np. od logartymu jako Inz = [dz/z oraz In1l = 0 i przyjmujac e* jako funkcje
odwrotng (albo rownowaznie e* jako rozwiazanie rownania f' = f z f(0) = 1 lub f(z + w) =
f(z)f(w) i f(0) = f'(0) = 1) Podobnie mozna zdefiniowaé¢ dla x rzeczywistego

/“’ dt
arctanx =
o L+1¢?

i z niego wyprowadzi¢ reszte, poprzez narzucenie relacji funkeyjnych, a takze m = 2 arctan(+4o00)
(i z szeregu catkowego w/4 = 1—1/3+1/5—1/7+...). Jest to jednak uciazliwe i malo eleganckie
a przy tym wolno zbiezne. Poza tym funkcje area i cyklometryczne sa wieloznaczne, podobnie
jak logarytm, z ktorym sa powiazane.

Potegowanie:
2 dla dowolnej liczby zespolonej z nie zawsze jest okreslone jednoznacznie, np. i*. Formalnie
definiujemy

20— ealnz

jednak logarytm jest wieloznaczny, a wiec i potega

Za —_ 6a In 2627rkaz

dla dowolnej liczby caltkowitej k. Jesli a = p/q jest liczba wymierna (p, ¢ caltkowite, najmniejsze

mozliwe ¢) to mamy ¢ mozliwych wartosci). W przeciwnym razie nieskonczenie wiele, np. z
2/15

1/3

pietnascie (uwaga 2% ma trzy bo 2/6 = 1/3).
2z v

log

ma trzy a z
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Calki konturowe i twierdzenie Cauchy’ego
f=u+iv, dz = dz + idy (czasem takze dz* = dx — idy)
Calka zorientowana po krzywej C' na plaszczyznie zespolonej

/Cf(z)dz = /C(udx —vdy) + 1 / (vdx + udy)

c
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przy parametryzacji z(t) = z(t) +iy(t), t € [a, b]

/Cf(z)dz:/ab(ué—f—v%)dt+z/ab(vz—t+u—>dt /f

Zaktadamy 7e kontur jest przynajmniej kawatkami gtadki, tj. ma ciagte pochodne (punkty
zalamania sa bez znaczenia). Dla kontur6w zamknietych sa mozliwe dwie orientacje dajgce
wynik o przeciwnym znaoku, jak na rysunku, oznaczane odpowiednio

§1§ f(2)dz przeciwnie do ruchu wskazowek, standardowa

- % f(2)dz zgodnie z ruchem wskazowek

+ Im + Im

\ Re / \I Re
U

Przyktlad
Imlk
R/40
Re
§£ (z — 29)™dz, m catkowite
|z—z0|=R
Calka po okregu o Srodku zy i promieniu R (rysunek). Parametryzujemy z = z, + Re™,
t €0, 27].

o A 2m dlam = -1
% (z —29)"dz = / e Re" =
|z—z0|=R 0

0 dlam#0
Jesli istnieje funkcja pierwotna, tj. F'(z) taka ze f = dF/dz to

/Cf(z)dz _ Z—ng / it = F((0)) ~ F(:(a) = F() ~ F(z.)
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dla z, = z(a), 2z, = z(b).

Czy dla konturu zamknietego, skoro z, = z, to F(z,) — F(2z,) = 07 Wydaje sie ze tak,
ale juz zastrzegaliSmy, ze funkcje zespolone czasem sa wieloznaczne. Majac mozliwe rozne
warto$ci w tym samym punkcie, réznica nie musi byé zero, ale dzieje sie to w sytuacjach
szczegblnych (niekoniecznie rzadkich), ale tylko przy wieloznacznosci. Tak wlasnie dzieje sie w
przyktadzie dla m = —1. Wtedy bowiem F(z) = In(z — zg) a juz wiemy ze logarytmem nie
daje sie ,okrazy¢” zera w sposob jednoznaczny (wspinamy sie na nastepna czesS¢ powierzchni
Riemanna). Gdyby$my nie okrazali zera, to pozostaliby$my w obszarze jednoznacznosci i catka
bylaby zero. W tym sensie, jesli kontur jest zamkniety, ale na powierzchni Riemanna funkcji
pierwotnej, to caltka jest zero. Niestety nie da sie z gory przewidzie¢ jak wyglada powierzchnia
Riemanna dla funkcji pierwotnej (i w ogole jeszcze nie wiemy czy taka funkcja zawsze istnieje).
Catkowana funkcja jest holomorficzna na konturze i w jego otoczeniu, ale nie w calym wnetrzu
kota, bo nie istnieje (jest nieskoniczona) w z = z5. To jest powdd dlaczego catka nie jest zero
(cho¢ nie zawsze tak jest, np. dla m = —2 jest zero mimo nieholomorficznosci w z = zp).

Przyktlad:

Dla funkcji v/z okrag jednostkowy nie jest zamkniety bo przecina ciecie. Mozna oczywiscie
to zignorowadé, ale wtedy wynik bedzie od wyboru ciecia zalezal, a tego nie chcemy. Mozna
jednak okrag podwoi¢ i wtedy calka jest, bo odpowiednia powierzchnia Riemanna wraca na te
sama wartosé (bo (¢ +4m)/2 = ¢/2 + 27 1 \/z jest taki sam. Ogolnie kontur musi okraza¢
zero parzysta ilosé razy, aby catka byla jednoznaczna. Podobnie dla z'/3 trzeba okraza¢ 3 razy
(lub wielokrotnos$¢). Dla In z jedyna mozliwosé to powro6t, zadna skoriczona liczba okrazen nie
pomoze. Natomiast dla

(22— )2 = ((z = 1)(z + 1))
ciecie mozemy da¢ albo pomiedzy —1 i +1 albo dla (z < —1,0) i (x > +1,0), obie wersje i
kontury zamkniete oraz niezamkniete (okrazajace tylko —1 lub +1) na rysunku.

—1 +1

Zamkniecie konturu zalezy od powrotu f na te sama wartos$é, co dla skomplikowanych
funkcji moze by¢ trudne do sprawdzenia.

Twierdzenie Cauchy’ego-Goursata

Jesli w $ciggalnym (jednospojnym, bez dziur) obszarze D funkcja f(z) jest holomorficzna
(w kazdym punkcie D) To catka po konturze D (kawatkami gtadkim), tj. brzegu C' = 0D (tzw.
kontur Jordana, nie przecina sam siebie), z f wynosi zero, czyli

g/ﬁf
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Dowad:
Cauchy odwotal sie do twierdzenia Greena

55 f(z 55 (udz — vdy) + 55 (vdz + udy) = /D (0,0 — Dyu)dady + i /D (Dyu — Dyv)dady

czyli zero z warunkow Cauchy-Riemanna. Jednak w twierdzeniu Greena zakladaliémy ciagtosé
pochodnych. Tu nie musimy tego zaklada¢. Okaze sie, ze ciaglos¢ bedzie, ale to dopiero
wyniknie z twierdzenia. Aby unikna¢ btednego kota, powinni$émy poradzi¢ sobie bez Greena,
tak zrobil Goursat, [dowod na koncu skryptul

Punkty osobliwe:

e Jesli f(2) 1 f'(z) istnieje to z jest punktem regularnym, nie osobliwym. Uwaga: Punkt
z jest osobliwy jesli f’(z) nie istnieje. Uwaga: czesto osobliwosé jest tylko pozorna, np.
sin z/z nie jest zdefiniowane w 0, ale mozna uzupehi¢ granica czy wartosc 1 dla z = 0,
wtedy punkt jest nadal regularny.

e Jesli f(z) jest holomorficzna w kole o §rodku 2y i jakim$ promieniu, oprocz zy gdzie nie
jest, to 2o jest punktem osobliwym izolowanym, np. i dla 1/(z — i)

e W przeciwnym razie zo jest punktem osobliwym nieizolowanym, np. sin(1/z) ma punkty
osobliwe 1/7mn a wiec 0 jest osobliwe nieizolowane.

e 2 biegun rzedu n (liczba naturalna), jesli lim,_,,, f(2)(z — 20)" = a # 0, np. 1/(z — 2i)
ma biegun pierwszego rzedu (prosty) w 2i, 1/(z — 3)? ma biegun rzedu 2 w 3 a 2/[(z —
2i)(z + 2)3] ma biegun pierwszego rzedu w 2i a trzeciego w —2

e punkt rozgalezienia: punkt osobliwy dowolnie blisko ktérego funkcja nie moze by¢ okre-
Slona w sposob ciagly i jednoznaczny, przewaznie stanowi koniec linii ciecia.

Whioski z twierdzenia Cauchy’ego-Goursata:
Catka z funkcji holomorficznej nie zalezy od drogi, tylko punktow koﬁcowych dla krzywej
skierowanej ale nie zamknietej. Stad mozna zdefiniowa¢ jednoznacznie F(z f f(2)dzi F
jest holomorficzna.
Dowad:
Laczymy punkty 2z i z + h odcinkiem,

F(z+h) — / f(2)dz = f(z+Eh)h

7 twierdzenia o wartosci $redniej dla £ €]0, 1], a f jest ciagta, czyli f(z + &h) — f(2).

Jesli obszar nie jest jednospojny (rysunek - przypomnienie) ale nadal funkcja jest w nim
holomorficzna (nie ma punktéw osobliwych) to suma (odpowiednio zorientowanych!) catek jest
zero. Mozemy konturom dowolnie zmienia¢ ksztatt tak dlugo, dopoki pozostajemy w obszarze
holomorficznosci (poza punktami osobliwymi)
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Przyklad:

[_§£ zdz
N |z]=3 2’2 — 3242

Funkcja ma bieguny, ale mozemy (a) rozbi¢ na utamki proste, (b) wybra¢ wygodniejsze kontury
(rysunek). 22 —3z242=(2—1)(z — 2) i

z 2 1

z2—3z+2:z—2 z—1

I ?g 2dz ?{ dz ?{ 2dz ?g dz
=32 =2 Jp=32—1 Jig=c2—-2 Joq=z-1

(rysunek). Tymczasem
dz o :
= idop = 27
|z—z0|=€ # — %0 0

przy parametryzacji z = zo + €€ dz = ied¢. Stad I = 2mi(2 — 1) = 27i.
A

czyli

Im

(1«\%\ 3 Re
AN,
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Przyklad:

J = / efamQ COS(le’) —_ / efa:p2 (eQibm + 672ibz>dx — / efameQibxdx/Q
0

—c0 —o0

a > 0,b liczby rzeczywiste (wykorzystalismy od razu fakt ze 2cosy = 2cos(—y) = e + e ¥.
e—a7 jest wszedzie holomorficzna. Wezmy kontur C' jak na rysunku i przejdzmy do granicy R —
oo. Bedziemy tu i wielu pozniejszych przyktadach korzystaé z waznej nieréwnosci (uogolnienie

nieré6wnosci trojkata
b b
/ f(t)dt‘é [ rwlar

dla rzeczywistego t i zespolonego f. Catka po konturze jest zero, ale jest tez suma czterech
wktadow od kolejnych bokéw prostokata

0:?56_“22:IA+IB+IC+ID
C

gdzie
R 0
Iy = / e dy — / e dx = \/7/a
—R [e%9)
WykorzystaliSmy tu catke Gaussa, jeszcze do niej wrocimy.

b/a s o A
Ig = / e—a(R -y +2Ryz)idy
0

ale |ew’—2Raiy| < /0 cyyli |Ig] < e eb/* — 0 (przy R — oo) Podobnie zanika Ip. Nato-
miast
R R
]C — _/ dxe—a(:c+ib/a)2dy _ _/ e—aa:2—2iba;v+b2/a N —I€b2/a
-R -R
Zatem z [4 = — I mamy

I = e_bQ/a\/ﬂ_/a

A

Im

ib/a

Y

A Re
—R R

Przyklad:

A

Im




Bierzemy f(z) = e~* i caltke po konturze na rysunku z R — oo. Funkcja jest holomorficzna

wszedzie wiec catka po konturze znika. 7 drugiej strony jest suma catek po poélprostej rzeczy-
wistej dodatniej, tuku okregu i polprostej pod katem 7 /4.

0=I4+1Ip+1¢
gdzie

R
Iy= / e dx — \/7/2
0
(polowa calki Gaussa). Na tuku parametryzujemy katem z = Re', dz = Rie'®d¢
/4 2_2i¢ .
Ip = / e " Riedg
0
Szacujemy
w/4 )
|]B| < R/ €_R COS2¢d¢
0

ale cos¢ > (1 —2¢/m) dla ¢ € [0,7/2] bo tam cos jest wklesty (funkcja wklesta jest wicksza
niz wartosci na prostej taczacej punkty koncowe, rysunek). Stad

1— e F

1R T —0

w/4
Is| <R / e 010/ g
0
Ostatecznie na ostaniej prostej z = e™/4t, 22 = it?,
o0 . . 2 . o0
I = —/ e teT M dt — —6”/4/ (cos x* — isin 2?)dx
0 0

Z poréwnania z [y = —Icie ™/* = (1 —1i)/v2

oo oo
9 . o V2m
cosx” = sinz® = ——
0 0 4

»

Wzér Cauchy’ego:
Jesli funkcja f jest holomorficzna i kontur C' otacza punkt 2z (rysunek) to

f(z)dz

c?T %

= 2mi f(20)
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Dowod:

Funkcja f(2)/(z — 2o) jest holomorficzna w calym obszarze ograniczonym C' poza zp, mozemy
zatem kontur zastapic malym okregiem Srodku 2y i promieniu € — 0 i uzyé¢ parametryzacji
2= 29+ €€’®, dz = iee'®d¢

f(2)d=

c % %0

= /27r if(zo0 + €6i¢)d¢ — 2mif(z0)
0

np. z twierdzenia o wartosci Sredniej i cigglosci f.

Zastosowanie:

]:% ¢ dz
CZ_Q

Jesli C' nie okraza z = 2 o calka znika, jesli obejmuje jest rowna 2mie?

2
1
I:§£'22+ dz
c R -1

Mianownik mozna zapisa¢ (z + 1)(z — 1) Wzor Cauchy’ego dziata wiec dla zp = 11 —1.
Jesli C' nie okraza 1 ani —1 to catka znika. Jesli obejmuje tylko —1 to wylaczamy czynnik
z+ 1 z mianownika i wynik 27i(2% +1)/(z — 1)|,=_1 = —2mi. Jesli obejmuje tylko +1 to
wynik jest 2mi(22+1)/(z +1)|.=1 = 2mi. Jesli C obejmuje oba, to sumujemy i znéw zero.

Wzér Cauchy’ego dla pochodnych:
Okazuje sie ze we wzorze Cauchy’ego mozemy wejs¢ z pochodna po zy pod znak calki, jesli f
jest holomorficzna
f(2)dz

omif!(z) = §1§C G

QWif(zoJrh})L—f(zo):?ng( dZ( 1 1 )

z—zyg—h 2z—2

2)
_ f(2)dz { f(»)dz f(2)hdz
‘?gc (e 20— h)(z - 20) ‘§£c (2 — 20)? *?gc (2= 20)2(z — 20 — )
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Jesli wezmiemy tak male h i C jako okrag o $rodku w zg o promieniu 7 > |h| to z nieréwnosci
trojkata |2 — z9 — h| > |z — 20| — |h| = r — |h|. Stad oszacowanie

f(2)hdz 2T | f(z0 + re’®)hl
§é<z—zO>2<z—zO—h>'§/o )

dla |h| — 0 bo |f] jest ograniczone (na zbiorze zwartym).

Dowodd tatwo uogodlnia sie na wyzsze pochodne. Uwaga: to nie jest automatyczne, bo np.
f(2)/(z — zo) nie jest holomorficzna w zy, trzeba uzy¢ wspolnego mianownika, rozbicia licznika
na wielomian wzgledem h i przej$¢ przez argument z nieréwnoscig trojkata. W istocie jednak
dowod jest analogiczny do catkowej reguty Leibniza (o wejsciu rozniczkowania pod catke)

27Tif(")(zo) — n!% M

C (Z _ Zo)n—‘rl

Pozwala to na wykorzystanie biegunéw dowolnego rzedu. Zatem funkcja holomorficzna ma
wszystkie pochodne | oczywiscie w obszarze ograniczonym przez C.

Przypomnienie: dla funkcji rzeczywistych to nie musi by¢ prawda, np. f(z) = 23sin(1/z) i
f(0) = 0 ma pierwsza pochodna w zerze (zerowa), ale nie druga.

Przyklad:
COS 2
I = ——=d
§£cz2<z—z'>3 )

geidz C jest okregiem |z| = 2. Funkcja ma dwa izolowane bieguny w z = 0 drugiego rzedu i w
z = 1 trzeciego rzedu. Zamieniajac kontur na dwa okrazajace osobno bieguny C' — Cj + C,
mamy [— = Iy + [;,

CoS 2 d COS 2
A S L O SRy (L R
0 ?éo 22(z — )3 : mdz ((2—1)3)30 m

d2
I; = §£c %dz = m’w <CZ¥>Z:1 = mi(cosh 1 — 4sinh 1)
Szereg Taylora i Laurenta

Przypomnienie:
Szereg jest zbiezny punktowo lub jednostajnie granica

> i) = flx)
k=1

istnieje w sensie rézna 0 dla réznych x lub ta sama o dla wszystkich x, w pewnego zakresu,
zwanego obszarem zbieznosci.
Kryteria zbieznosci (zwykle punktowej): d’Alemberta

fk+1

Jr

—g<1
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Cauchy’ego
VIfel =g <1

Dla szeregow potegowych fr = ag(z — x0)F jest dla na odcinku |z — 2| < R, gdzie |ag,1/ax] —
1/R (jednostajnie dla r < R)
Przenosimy te pojecia na szeregi (zwlaszcza potegowe) zespolone, np.

1

Zz”:1+z+22—|—...:
11—z

k=1

zbiezny dla |z| < 1 (jednostajnie dla |z| < ¢ < 1).

Jesli szereg zbiega jednostajnie do cigglej granicy na obszarze (niekoniecznie zwartym) D
to zbiegaja na nim takze jednostajnie wszelkie caltki po konturach (kawalkami gtadkich).

Pierwsze kryterium Weierstrassa

Jesli szereg funkcji holomorficznych w D zbiega do f jednostajnie, na kazdym obszarze
domknietym B C D (zbiezno$¢ niemal jednostajna), to: f(z) jest funkcja holomorficzna w D,
a szereg dowolnych pochodnych zbiega jednostajnie w B C D. Oznacza to, ze wtedy mozemy
rozniczkowac sktadniki szeregu.

Drugie kryterium Weierstrassa

Jesli szereg funkeji holomorficznych na D i ciagtych na jego brzegu zbiega jednostajnie (lub
ma ciagla granice), to jest zbiezny jednostajnie w calym D. Wynika to z twierdzenia i wzoru
Cauchy’ego i zamiany sumy z catka przy zbieznoéci jednostajne;j.

M-kryterium Weierstrassa

Jesli 0 < |z| < R, |fu(2)] < u, w D (u nie zalezy od z) i szereg »_ wu, zbiezny, to > f,
jednostajnie zbiezny w D (u majoryzuje f).
Dowadd:
Skoro ) w, zbiezny to > _ yu, = 0a wieci) o fo —0.

Dla szeregbéw potegowych > a,(z—2)" mozna wiec uzywaé rzeczywistych kryteriow zbiez-
nosci (twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda). Szereg jest zbiezny w kole |z — zo| < r < R, gdzie

{/|an| = 1/R Cauchy , |an41/a,| — 1/R d’Alembert

(ogolniejsze jest kryterium Cauchy, jesli wezmiemy 1/ jako granice gorng czyli najwieksza war-
tos¢ wsrod punktow skupienia). Granica jest ciagla. Promien zbieznosci R jest takze promie-
niem zbieznosci wszystkich pochodnych. Funkcja ma jednoznaczng reprezentacje przez szereg
>, an(z — 29)" dla ustalonego 2y bo a, = f™(z)/nl.

Twierdzenie Taylora:
Jesli f jest holomorficzna w kole |z—zp| < R to mozna ja tam reprezentowaé zbieznym jednostaj-
nie szeregiem potegowym . a,(z — zp)". Stad tez zwykle funkcje holomorficzne utozsamiamy
z analitycznymi.
Dowad:
Ze wzoru Cauchy’ego
f(z)dz

(Z _ Zo)n+1

2mia, = 21 f™ /n) :§£

|z—z0|=R

Poniewaz

2 ip
27| a| g/ W%fe”dqb < 27 M/R"
0

I6)



gdzie M jest maksimum f(z) dla |z — z9| = R (istnieje i jest dla funkcji ciaglej na zbierze
zwartym). Stad {/|a,| < MY"/R — 1/R. 7 kolei znéw ze wzoru Cauchy’ego

o f(z)dz f(z)d= _
2mif(§) = %Z_ZMR i=& %Z—ZMR (z—20) — (£ —20)

f(z)dz F(2)d
?gzzo =R >0 (2 —20) n+1(€_ W o) ézo =R >0 Z—Zoi+lzza”(§_zo>

n>0 n>0

W ostatnich krokach zamiana kolejnosci sumy i calki wynika ze zbiezno$ci jednostajnej na
|z — 20| = R, gbérna granice R nazywamy promieniem zbieznosci.
Zauwazmy tez ze z nieréwnosci

f(")(zo) <n!M/R"

dla M jako maksimum funkcji |f(2)| dla |z — 2| = R wynika ze jedyna funkcja wszedzie
holomorficzna i ograniczong jest funkcja stata — twierdzenie Liouville’a, bo |f'(z)| < M/R
skad wynika dla R — oo ze f' = 0. Uwaga: ograniczono$¢ mozna zawezy¢ do kot o rosngcym
promieniu R — oo, a zamiast kola mozna tez wzia¢ kwadrat (to sie nam jeszcze przyda),
srodek kota/kwadratu, nie musi sie pokrywac z z,, wystarczy ze jest w staltej odlegtosci, ale juz
prostokat juz nie dziala (kontrprzyktad sin z i cos z).
Przyklady:
Funkcje (1 — 2)~! mozemy standardowo rozwingé¢ wokol zg = 0

(1—2)*1:1—1—2—1—22—1—...:22”

n>0

i promien zbieznosci jest rowny 1. Jednak mozemy rozwija¢ tez wokot ¢

(1—i—(z—i))_1—2%

n>0

i wtedy promien zbieznosci wynosi |1 —i| = v/2.

Funkcje e, sin z, cos z, cosh z, sinh 2 maja juz bezposredni zapisz przez szereg i nieskoficzony
promien zbieznosci (sa zbiezne jednostajnie dla dowolnego R chociaz nie jednostajnie wszedzie
naraz)

Dla logarytmu mamy pochodng In'z = 1/z. Nie mozemy wie¢c rozwija¢ wokot 0 ale np.
wokot 1, wtedy

1)z = ﬁ o (r- )4 (D)= §<_1)n(z _1y

czyli
o — 1)n—|—1

lnz:/%:(z—l)—@+m22(_

n>0

promien zbieznosci /n — 1 (koto o $rodku 1i promieniu 1). Nie ma wiec problemu z wielo-
znacznoscia logarytmu, bo nie dochodzimy do przymusowe;j linii ciecia.
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Calki typu Cauchy’ego:
Niech ¢ bedzie jakakolwiek funkcja zespolona (niekoniecznie holomorficzna), byle mozna byto
ja catkowaé po ustalonej krzywej zamknietej C' (kawatkami gtadkiej) z dowolna funkcja ciagla
(czyli np. ¢ jest tam ciaggta). Mozemy wtedy zdefiniowaé funkcje holomorficzna f(z) dla z w
obszarze ograniczonym C'.
[ #(e)de

1) = T2

Funkcja jest holomorficzna, co wynika z zastosowania dowodu podobnie jak przy pochodnej we
wzorze Cauchy’ego, ale nie zakladajac holomorficznosci ¢. Uwaga: f nie musi by¢ rowna (w
granicy) ¢ na C. Kontrprzyktad: ¢(z) = 1/z na |z| = 1 jako C daje f = 0. Rownos¢/ciaglosé
na brzegu wymaga dodatkowych zatozen.

Podstawowe twierdzenie algebry

Uwaga: w nazwie jest algebra, ale dow6d wymaga analizy. Dany jest wielomian zespolony

W(Z) =ag+ a1z + a222 + ...+ a2z, a, 7é 0

ma co najmniej jeden pierwiastek czyli istnieje zo takie ze W (zy) =0
Dowad:
Przypusémy, ze nie ma pierwiastka czyli f(z) = 1/W(z) jest wszedzie holomorficzna. Jednak

W(z) =2"(cn + Cn1/2 + ... +¢c/2")

a wiec dla |z| > R gdzie R jest maksimum z liczb 2{/|c,—x/c,| mamy |W(z)| > |2]"|c,|/2 czyli
dla duzych |z| mamy f(z) — 0. Stad z twierdzenia Liouville’a f musi by¢ stala, sprzecznosé.
Whiosek z twierdzenia: wielomian mozna roztozy¢ na czynniki

W(z)=cn(lz—20)(z—21) (2 — 2n_1)

przy czym zj nie musza by¢ rézne.
Przedluzenie analityczne:

Jesli funkcja f jest holomorficzna w jakims D i kotach wewnatrz (czyli analityczna) to
miejsca zerowe musza by¢ izolowane, albo wszedzie f = 0. Jesli bowiem tworzytyby skupienie w
20, to wszystkie pochodne f w zg bylyby 0 a wiec szereg daltby zero w caltym kole zbieznosci. Stad
wynika jednoznaczno$é funkeji czyli jesli g(z,) = h(z,) na ciagu z, majacym punkt skupienia
w D to g=hw D (biorac f =g — h).

Whiosek:

Funkcje holomorficzne wystarczy okresli¢ dla liczb rzeczywistych, np. e* — €7, sinx — sin z.
Jednak nie gwarantuje to jednoznacznosci poza osia rzeczywista, np. In(1 + 22) lub In cosh 2.

Definicja:
Jesli f(z) jest holomorficzna w Dy a F'w D D Dgi F(z) = f(z) w Dy to F jest przedtuzeniem
analitycznym f na D. Wystarczy sprawdzi¢ rownos$¢ na ciggu 2, z punktem skupienia w D
skorzysta¢ z jednoznacznosci (czyli wystarczy ze D N Dy zawiera taki ciag).

Przyklad:

f(x)=142+2"+ ..
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jest szeregiem zbieznym dla |z| < 1 a wiec F|(z) = (1—2)7! jest jego (jedynym!) przedluzeniem
analitycznym.

Przedluzenie analityczne mozna przeprowadza¢ nakladajac na siebie kolejne kota zbiezno-
Sci (rysunek), zwykle mozna pokry¢, cata plaszczyzne, oprocz punktow osobliwych, a takze

osiggna¢ wieloznacznosé (chyba ze dotrzemy do gestej linii osobliwosci, w bardzo ztosliwych
przypadkach).

Szeregi potegowe (zespolone, ale nie tylko) maja powszechne zastosowanie w fizyce, szcze-
gblnie w rachunku zaburzeri. Staramy sie aby funkcja byta analityczna/holomorficzna wszedzie
oprocz pewnego (latwo identyfikowanego) zbioru punktow.

Przyktlad:

1
f(z):m:z_1(1+z+22+...):z_1+1+z+22+...

Szereg jest zbiezny dla 0 < |z] < 1 ale zawiera ujemne potegi z.
Szereg Laurenta (Pierre Alphonse Laurent):

Jesli obszarem holomorficznosdci f jest pierscien tj. zbior r < |z — 29| < R (rysunek)to
mozna tam przedstawi¢ f w postaci szeregu
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czyli dopuszczamy takze potegi ujemne catkowite.

o f(2)d=
27TZCLn = %’ m,

gdzie C' jest dowolng krzywa w pierécieniu okrazajaca zo.
Dowad:

Stosujemy wzor Cauchy’ego, ale w nietypowy sposob. Kontur C' jest sumg pierscienia
zewnetrznego |z| = R 1 wewnetrznego |z| = r (o przeciwnych orientacjach!),

() — LS f(n)dn
) §£s|—R ez nl=r 2 1]

W kazdej calce dokonujemy innego rozwiniecia

I 1 B (z—z)"
5—2_(5—20)—(2—20)_2(5—20)”“

n>0

1 1 —Zon
_ :Z((U )

2= (z=z20)-m-2) (-2

Oba rozwiniecia sa zbiezne w pierscieniu [ — 29| = R > |z — 29| > r = |n— 20|. Po wyciagnieciu
sumy przed calki (ze zbieznosci jednostajnej) otrzymujemy teze dla C jako zewnetrznego i
wewnetrznego okregu, ktory na mocy twierdzenia Cauchy’ego mozemy dowolnie modyfikowaé
w pierécieniu. Promienie zbieznosci obu czedci (dodatnie i ujemne n) beda odpowiada¢ R i r,
jak potrzebujemy.

Przyklad:
Rozwinaé f(z) = (1 —z)"tdla|z| > 1

1 1 1
= — :—271 :—271—272—...:_22’”

1—=z z—1 1—271
n<0
Przyktlad:
Rozwina¢ wokot zera
PR I S
2—22—3Z—I—3_1—z 2— 2z
Dla |z]| < 1
_ 2 _ n
— =1l+z+z +..._;)z
Dla |z| > 1
1 -1 -2 n
1_22—2 -z +...:—;z
Dla |z| < 2
1 1 1 1 2"
— == =—(1+2/2 2%+ ...) =
32 31—z ot tE2ETER A 2 g
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Dla |z| > 2

1 1 1 1
== 142 2 ng-li-n
2—z 21—2/2 (+ [2+ (2/2) Zz
n<0
czylia, =1+2"1 n>0dalzl]<la,=-1dlan>0ia, =-2"1dlan < 0dla
1<z <25a,=-1-2"""1 n<0dlal< |z <2 (rysunek)
A
Im

C ke
\le

Wokot punktow regularnych (nieosobliwych) mozna rozwija¢ funkcje w szereg Taylora, a
wokot osobliwych izolowanych w szereg Laurenta. Jesli ostatnim niezerowym wspoétczynnikiem
przy ujemnej potedze (z — zo) ™™ jest a_,, dlan > 0, to 2 jest biegunem rzedu n. Rownowaznie
g9(z) = f(2)(z — z0)™ staje sie holomorficzna i niezerowa w 2( i otoczeniu lub 1/f = (z — 2z9)" /g
ma zero rzedu n. Np. 2(z — z9)™* + (2 — 20) 72 ma w 2 biegun rzedu 4. Jesli a_,, # 0 dla
dowolnie duzych n to punkt jest istotnie osobliwy, np. e'/* wokot zera. Charakter punktu oo
mozna okresli¢, zamieniajac zmienne ¢(z) = f(1/2) i sprawdzajac z = 0 (latwo to wykona¢
dla szeregu Laurenta dla dostatecznie dalekiego okregu wewnetrznego r, zamieniajac n — —n)
. Dla biegunéw |f(z — zo)] — oo bo 1/f — 0 ale dla istotnie osobliwych granica |f(z)| nie
istnieje (gdyby istniala, musiataby by¢ réwna oo a wtedy 1/f bylaby holomorficzna i mialaby
zero skoriczonego rzedu, faktycznie blisko takiego punktu f przyjmuje prawie kazda wartosé,
oprocz jednej)

Przyklad:

1—2)t=—-—211-2H"1=- Zz_"_l

n>0

dla |z| > 1 a wiec z = 0o jest punktem regularnym.
Residua funkcji zespolonej:
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W praktyce f ma zwykle dobre okreslone, najczesciej w skoriczonej liczbie, punkty osobliwe
(z wyjatkiem zlosliwych przyktadow). Wtedy caltke po konturze mozna uprosci¢ do sumy po
malych konturach otaczajacych tylko punkty osobliwe (rysunek). Majac takie izolowane punkty
definiujemy residuum (,pozostatos¢”)

oD

Res,, f(z) = %{ f(z)dz/2mi =a_4

gdzie K jest konturem otaczajacym punkt osobliwy zp i zaden inny a a, sa wspdétczynnikami
szeregu Laurenta wokot z.
Twierdzenie:

§éD = 2mi ; Res,,, f(2)

gdzie z,, sa punktami osobliwymi z D (zaktadamy skonczony zbior), 9D brzegiem (kawaltkami
gtadkim) D , a f jest holomorficzna w D poza tym punktami.
Dowadd:

Catkujac szereg Laurenta po okregu wokoét zp mamy

2mt dlan= -1
§£ (z—20)" =
K

0 dla pozostatych n

Praktyczne obliczanie residuéw. Jesli mamy biegun prosty (pierwszego rzedu) to

a_, = Zli_}rn f(2)(z — 20)

Uwaga: mozna tu stosowaé regule de I’'Hospitala czyli f/g — f’/¢’. Dla bieguna drugiego rzedu

i AUEE =)

Z—r20 dZ
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a n + l-ego rzedu
d"(f(2)(z — 20)"*)

a_1 = lim
R nldzm
Dla istotnie osobliwych nie ma prostej reguty.
Przyktlad:
< e*dx
1= / , 0<Rea <1
oo L+ €%
Skorzystamy z okresowosci e* = e*72™ i faktu ze ¢™ = —1. Wybieramy kontur jak na rysunku.
Catka nie bedzie zerowa bo
eaz
Z) =
fe) = 1
ma biegun prosty (residuum) w z = im. Obliczamy
eaz eaz eaz

1 +eimez—in 1 —ez=im — (y — i)+ (2 —im)/2) + ...

Po pomnozeniu przez (z — i7) mianownik mozna zastapi¢ 1 czyli Res= —e™. Roéwnowaznie

mozna zastosowaé regute de ’Hospitala.
Z kolei catka po konturze sktada sie z czterech kolejnych czesci

?§=[1+I2+]3+]4
c

R
amd
[12/ N |
,Rl—i—@x

R _ax 2mia

e ™Ay ,

13 = — _— _6271’7,(1]'
-R 1 + e*

2T eaR+iya
I, = ——id
2 /0 1+6R+ZZJ y

Te catke szacujemy |1 + efF%| > |eft — 1| z nieréwnosci trojkata

gdzie

z

2+2mi ez,

z wlasnosci e

2 eReaR
‘[Q‘ < / mdy — 27T€(Rea71)R —0
o 1€~

i podobnie [,. Stad ostatecznie
—2mie™ = (1 — e*™*)[

czyli [ = 7/sin(mwa)

21
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Residua logarytmiczne:

Niech f(z) bedzie holomorficzna i jednoznaczna w D poza (skoniczona) liczba izolowanych
biegunow (skonczonego rzedu). Jej logarytmicznym residuum z zy nazywamy residuum po-
chodnej logarytmu tej funkcji

,_ ['(2)
vl = () = 5
Wokét zg mamy f(2) ~ cpn(z — 20)™, przy czym m > 0 jest zerem rzedu m a m < 0 oznacza
biegun rzedu —m Wtedy Res,, = m. Zatem caltka z 9 zlicza krotnosci zer i biegunow f
wewnatrz konturu (razy 2mi).
Przyklad:

f(z)=224+1, fl(z) =22

Tu f ma dwa zera jednokrotne w =+i.

§I§ 2zdz §£ 1 n 1 p
= z
|z|=R 22+1 |z|=R zZ—1 z4+1

Daje to wynik 0 dla R < 11 4mi = 2mi(Res; + Res_;) dla R > 1.
Przyklad:

sin z cos’ z
tan(z) = = ——
COS 2 sin 2z

Zatem

§£ tan zdz = —12mi
|z|=10

bo mamy szes¢ zer w [—10,10] w +£7/2, £37/2, +57/2.
Obliczanie residuéw:

cos(z — 1)
3
ma biegun rzedu 3 w 2 =0
d*cos(z—1)  cos(z—1)

Resy = — — _1/2
%0 2d 22 2 /

po podstawieniu z = 0.

sin z

tan z =
CcoS z

ma residua tam gdzie cos z = 0 czyli w w(k+1/2) dla calkowitego k. Poniewaz w tych miejscach
zero jest jednokrotne (
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cos'z = —sinz = +1) to biegun jest prosty i mozna skorzysta¢ choc¢by z reguty de ’'Hospitala
czyli h(z)/z — KW'(0) a wiec

sin z sin z
Res = — = - = -1
cos’ z —sin 2

Ta zasada obowiazuje dla wszystkich funkcji g/h gdzie h ma jednokrotne zera (dla zer wielo-
krotnych tez jest sposob, ale bardziej skomplikowany, wymaga tez wyzszych pochodnych, albo
kilku wyrazow rozwiniecia w szereg).

Residuum w nieskoriczono$ci

Niech f bedzie holomorficzna dla |z| > r Wtedy

2miRess = éf(z)dz = —%f(z)dz

gdzie T jest konturem zamknietym okrazajacym zero ale |z| > r. Uwaga: przyjmujemy w
definicji orientacje zgodng z ruchem wskazéwek czyli przeciwng do standardowe;.
Mozemy rozwinaé¢ f(z) w szereg Laurenta otrzymujac zbiezny szereg dla |z| > r

f(z) = Z 2"

Wtedy

Resqo = —a_1

Czesto mamy do czynienia z prostszymi sytuacjami, np. a, = 0 dlan > 01 wtedy —zf(2) —
Res przy z — oo. Jedli a, = 0 dlan > N > 0 to trzeba najpierw pomina¢ wyrazy z n > 0.
Je§li a_y =0 (np. a, =0 dlan > —1) to residuum znika

Jesli f ma w |z] < r tylko izolowane punkty osobliwe to

Z Res,, = —Resq

czyli suma wszystkich residuéw, tacznie z nieskoriczonodcia, jest zerowa.
Rozszerzenie podstawowego twierdzenia algebry:

Chcemy wiedzie¢ ile pierwiastkow (liczymy takze krotnosci) ma wielomian stopnia n, czyli
w(z) = cp2™ + cp1 2" ez g, 0

wewnatrz konturu C. Mozemy skorzystaé¢ z residuéw logarytmicznych, bo w nie ma biegunow.

o) = w'(2) _ nc, 2"+ (0= 1)¢, 0o + - _ 14+ (n—1)ch_1/ncpz + ...

w(z) Cp2™ + 12+ .. L+ecp1/cnz+ ...

Jest to gotowa postac szeregu Laurenta dla |z| > M, gdzie M jest suma |c/c,,| (aby mianownik
byt nie mial zer). Wtedy —Res,, = a_; = n i to jest liczba zer (pierwiastkow) w.
Przyklad:

?g dz
=32 (21 = 1)(z +3)
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Funkcja ma residua w £1, +4, —3 (rysunek). Calke mozna policzy¢ sumujac cztery pierwsze
residua Ale prosciej policzy¢ residuum w nieskoriczonosci (jest rowne 0) i odjgé to w —3.

Res 3 =1/(z*-1)=1/(81—-1) =1/80

czyli wynik —im/40. Mozna ten przyklad uzlosliwi¢ piszac zamieniajac z* — 229 (nikt nie

policzy 2014 residuéw) a tymczasem wynik bedzie —2mi/(3%01 — 1)

Zastosowanie residuéw do calek rzeczywistych:

Caltki typu
2

R(sin ¢, cos ¢)d¢

gdzie R jest funkcja wymierna (w/s dla wielomianow w i s). Calke zamieniamy na zespolona
po konturze |z| = 1 (okrag jednostkowy), z = €, dz/iz = d¢

0

1 1

2cosp=z+2  =2Rez, 2isinz=2—2""=1imz

Przyklad:

/ T cos daxdr R ?{ 2 dz
- = e -
0 2—cosz =1 2 — (2 +271) /212
bo cos4r = Rez?. mamy wiec
?g 2iz*
S
|z]=1 e — 42 + 1

rownanie 22 —4z+1 = (2—21)(2—22) ma pierwiastki z; o = 24++/3 czyli ale tylko 2z = 2—v/3 < 1
wiec jest wewnatrz kota.
iz} 2i(2 — /3)*

Res = = —
2-V3 Z1 — 23 23

2m(2 —V/3)1/V/3

czyli wynik catki

Calki typu

= Lo
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gdzie P i @) to wielomiany, takie ze () nie ma zer rzeczywistych i stopienn () jest do najmniej o
2 wiekszy od P (aby catka byta zbiezna). Teoretycznie stopieni moze by¢ wiekszy tylko o 1, ale
wtedy trzeba zastrzec tzw. wartos¢ glowna, o ktorej powiemy pozniej. Kontur proponowany
na rysunku, sktada sie z prostej rzeczywistej i potokregu. Catka po konturze jest rowna I + I
(I dla R — o0) gdzie I jest wkladem od polokregu Pokazemy, ze Iy znika w granicy R — oo.
Parametryzujemy potokrag z = Re'®

[T Rie"P(2)d¢ T
Io—/ow—)/olCe /R%O

bo iloraz wielomianéw zachowuje sie jak c/2% dla duzych z (gdyby bylo tylko c¢/z, trzeba by
dodatkowo uzy¢ wartosci gtownej, o ktorej powiemy). Wystarczy wiec zliczy¢ residua w gornej
poélptaszezyznie Im> 0. Uwaga, mozna takze wzia¢ dolny potokrag i tamte residua, ale wtedy
mamy przeciwnag orientacij(@ konturu.

A

Im

\

Przyklad:

/°° dx
Coo L+ 22

Funkcja (1+ 2?)~! spetnia warunki metody i ma residua w +i. Wewnatrz naszego konturu jest

tylko +i.
R z—1 z—1 1 1
es; = = : ~ = .= —
1+22 (z—d)(z4+1) z+i 2

Stad calka jest rowna 7 (wiemy to skadinad, to jest arctan).

/ F(z)e" " dx

oo

Calki typu

przy czym F(£oo) — 0. Dla rzeczywistych a > 0 okazuje sie ze mozna uzyé¢ tego samego
konturu co poprzednio a wktad od potokregu znika.
Lemat Jordana:
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Jesli |F(z)| < M(R) — 0dla |z| = R przy R — oo (czyli jednostajnie) to przy a > 0 catka po
poltokregu znika w granicy. Szacujemy (zmienne jak poprzednio)

IO — / F(R€i¢)Ri€i¢€iaRcos¢€_aRSin¢d¢
0

Wtedy
4 . w/2 .
|Io| < RMR/ e—CLRsm¢d¢ — QRMR/ €_aRsm¢d¢
0 0

z symetrii sin(m — ¢) = sin¢. Jednak dla ¢ € [0,7/2] mamy sin¢ > 2¢/7 bo sin jest tam
funkcja wklesta. Stad

w/2
|Io| < 2RMp / e 2R/ = mMp(1 — e ) Ja — 0
0

Uwaga: jesli a < 0 to mozna zamieni¢ zmienne xr — —x lub zamkna¢ dolnym potokregiem
pamietajac o przeciwnej orientacji.
Przyklad:

I /OO 23 sin axdz
S (22 b2)2

Dla uproszenia zalozymy rzeczywiste a,b > 0. Z symetrii

I 1/°° 23 sin axdx Im/ 3eiax oy
2 ) (@222 (22 + 12)?

o0

Funkcja

23 eiaz

(22 + b?)?
Spelnia zalozenia lematu Jordana i ma biegun drugiego rzedu w ib (jedyny w gornej potptasz-
czyznie)

f(z) =

d z3eiaz
Res; —_—
b= (z + zb)
eiaz

(322 +iaz®)(z + ib) — 22°] = (2 —ab)e /4

(z +ib)?
Stad [ = (2 — ab)e=* /4

Catka po ,dziurce od klucza” (takze ,pac-man”) czyli

I:/ v 'R(x)dx
0

gdzie a jest liczbg niecatkowitq (inaczej ta metoda nie dziala, cho¢ dziala nastepna). Tu R jest
funkcja wymierna (iloraz wielomianéw P/Q) bez biegunéw dla x > 0 i z granicami

|2°R(2)] < M, - 0dla|z| =7 — 0,00
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Wybieramy kontur jak na rysunku (stad nazwa). Proste kawalki tak naprawde leza na osi
rzeczywistej, ale nie kasuja sie bo tam jest ciecie, wykorzystujemy fakt ze z* jest funkcja wie-
loznaczna. Prosty odcinek do przodu daje I. Odcinek powrotny dawalby —7, ale... mamy
wieloznacznos$é! Stad dodatkowy czynnik e?™@. Calki po malym i duzym okregu z kolei zni-
kaja, bo

2w
Iy = / r%ie'™ R(re'®)de
0
a wiec |Io| < 2rM, — 0. Ostatecznie wiec

I(1 —e*™) = ZRes

przy czym z® okreslamy tak aby ciecie miala tylko tam gdzie jest klucz.
A

Im

dh

Przyklad:

dla 1> a > 0. Mamy residuum w —1 i tam
Res_; = 2271 = ¢!

Stad ’
[=—omi— - _T
1 —e2ma  sinma

Zobaczmy takze, ze podstawienie x = e’ zamienia te calke na jedng z poprzednich przyktadow.
Catka typu:
I= / InzR(z)dz, J = / R(x)dz,
0 0

88



gdzie R jest funkcja wymierng bez biegunow dla x > 0, i spelniajaca
|zR(z)| < M, — 0

dla |z| = r — o0. Stosujemy ten sam kontur co poprzednio. Rozwazmy funkcje
f(z) =R(z)Inz

jest to funkcja wieloznaczna a wiec znow wktady proste nie kasuja sie. Pamietajac ze obchodzac
kontur zmieniamy
Inz = Inz+ 2m

suma wktadéw od prostych linii daje
/OO R(z)(Inz — Inz — 27mi) = —27J
0
Wktady od matego i duzego okregu kasuja sie bo
Iy = /27r ire’(Inr 4 i) R(re) — 0
0

tu wykorzystujemy fakt ze Inr zmienia sie wolniej niz funkcje potegowe. Aby policzy¢ catke I
trzeba dopisa¢ In?

f(2) = R(2)(ln.2)*
Wklady od okregow znikaja tak samo (kwadrat nic nie zmienia), ale inaczej wykorzystujemy
niejednoznacznosé¢ na liniach prostych gdzie dostajemy wktad

/ R(x)(In*z — (Inz + 27i)*)dr = /R(az)(47r2 —4milng) = 4n*J — 4mil
0 0

Jesli R jest rzeczywista to odpowiednie calki dostajemy jako czeSci rzeczywiste i urojone sumy
residudw.

Przyklad:
& Inz
= —
/0 (x + a)? + b2 o
Mamy
In? 2
f(Z)— (z+a)2+b2

dla rzeczywistych a,b > 0 ktéra ma bieguny proste w —a = ib.

In®(—a+ib)  (Inva? + % +i(7 — arctan(b/a)))?
2ib B 2ib

Res—a+ib =

Uwaga: Inz = In|z| +i¢, gdzie kat ¢ liczymy od dodatniej osi rzeczywistej przeciwnie do ruchu
wskazowek!
In*(—a — ib) (Inva2 + b% + i(m + arctan(b/a)))?

R —a—1 = — - =
s b 21b 21b
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Stad
I =1In(a”® + b*) arctan(b/a)/2b

Takie calki takze mozna liczy¢ przez zamiane zmiennych z = e’

Calka ,po kosci”, typu
b
I= / R(x)(z — a)*(b — x)'™

R jest funkcja wymierna, nie ma biegunéw na [a, b]. Wybieramy kontur jak na rysunku (stad
nazwa), i funkcje

1o = R0 ()

Funkcje okreslamy tak aby jedyne ciecie byto na odcinku [a, b] Dla duzych |z|

yL=a/2°
(1—0b/z)*
a wiec funkcje mozna rozwija¢ w szereg Laurenta. Calka po duzym okregu daje —2miResy

(jesli jest niezerowe), po matych znika (to sprawdzamy!), natomiast na odcinkach prostych (od
a do b iz powrotem) mamy lacznie

f(z) = R(2)(z —

/ R()(€™ — ¢ (z — a) (b — 2)'~* = 2isin(ma)]

Trzeba oczywiscie takze policzy¢ pozostale residua.
A

Im

Przyktlad



Tutaj a=0,b=1a a=1/2 mamy biegun prosty w —3 a w nieskonczonosci

f(z) = z;;u —1/2) 21— T/22 4 ..

czyli Ress, = 7/2, a 7 kolei

Res_s = —4/4/14+1/3 = —2V/3

Stad
I/m =Res_3 4 Resoo = 7/2 — 2V/3

Calka Gaussa:

1 :/ e"”Qda:, a>0

oo
Standardowa metoda liczenia polega na wzieciu kwadratu i zamiany na wspotrzedne biegunowe
T =1rCcos¢,y =rsinao,

[e'e) 2 00
I* = /dxdye“(x2+yz) :/ dr/ 7rd¢e“r27r/ e du=r7/a
0 0 0

gdzie u = r?. Stad i dodatniosci [ mamy I = y/n/a. Okazuje si¢ ze mozna te calke policzy¢
takze metoda residuéw, cho¢ nie wydaje sie to prostsze. Wezmy funkcje

imz?

(&

f(z) =

sinmz

i scatkujmy po réwnolegtoboku o wierzchotkach —R —iR —1/2, —R—iR+1/2, R+ iR+ 1/2,
R+ iR — 1/2 (rysunek), przy R — oo. Funkcja ma tam tylko jeden biegun prosty w z = 0.
Catki po krotkich bokach znikaja,

dt ,

1/2 e—wR2+i7rt2+2i(1+i)Rt
Io= /

poniewaz calke dusi e ™. Calki po dlugich bokach daja razem, z = (I+a)t+1/2,

/R o 2mt? +mi(1+i)t+in /4 o= 2mt? —mi(1+i)t+im /4
(1+4)dt

R sin(r(1+ i)t +7/2)  sin(x(1+i)t — 7/2)

Jednak sin(z £+ 7/2) = £ cos z oraz 2cos z = € + e~ dla z = (1 + i)t czyli mamy

R R
/ 2(1 + i)dte™ e 2 = / 2v/2ie= 2™ dt
—-R —-R

0e™t = (141 oraz (1+1)° = 2i. rugiej strony Resy = 1/7 czyli
bo e™/* = (1 V2 1+i)?=2i. Zd R 1 1

/ e dt =1/V2

[e.e]
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po zamianie zmiennych t = \/a/27ws odtwarzamy obiecywany wynik.

A

Im

—1/2 Re
12

Faktoryzacja Weierstrassa:
Z podstawowego twierdzenia algebry wiemy, ze wielomian mozna rozbi¢ na czynniki z — z;, gdzie
2 to miejsca zerowe wielomianu

W(z)=clz —z1)(z —22) -+ (2 — 2n)

Czy mozna taka faktoryzacje (rozbicie na czynniki) na bazie miejsc zerowych uogolni¢ na do-
wolne funkcje? Przyklad e*(z — 1) pokazuje, ze nie zawsze, bo miejsce zerowe jest tylko jedno
z = 1 a funkcja nie jest réwna z — 1. A jednak prawdg okazuja sie szczegélne i przydatne
rozbicia Weierstrassa

. 22 2*
SIHZ:ZH(l—W),COSZ:r[(l—m)

n>0

Na pierwszy rzut oka wszystko sie zgadza, bo zera sin sa w mn a cos w 7(n + 1/2), Funkcje
sg takze okresowe, przynajmniej na oko. Ale gdyby po lewej stronie napisa¢ e“**~lsinz i
ec**~1 cos 2 to mialyby takie same wlasnosci.

Moglibyémy za to iloczyny zapisac¢

sinz:zn(p%)’cosz:l;[(“m)

n#0

gdzie n przebiega wszystkie liczby catkowite. Zapis niby ladniejszy, ale niestety niejedno-
znaczny, kiedy przechodzimy do granicy. Zacznijmy od sprawdzenia zbiezno$ci iloczynéw nie-
skoriczonych. Dla n < |z| jest mozliwosé ze ktorys czynnik po prostu da zero. Wezmy wiec pod
uwage tylko te czynniki, gdzie n > |z|. Wtedy 2?/n? jest juz male i z dobra doktadnoscia

(1— 22/772712) ~ o7 /mn?
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Tymczasem suma Y n~2 jest zbiezna i skoficzona i dlatego pierwotne iloczyny faktycznie s
zbiezne i to nawet jednostajnie. Gdyby wziaé¢ druga wersje to mamy

(1 —z/mn) o~ e /™

ale > n~! jest rozbieznym szeregiem harmonicznym i zbieznosci iloczynu moze nie by¢. Dla-
tego druga wersja wymaga zastrzezenia ze dazymy z n do 400 i —oo mniej wiecej réwno (po-
jedyncze albo ustalone przesuniecie jest dopuszczalne). Zatem mamy juz zbiezno$¢ iloczynow i
oczywiscie holomorficznosé granicy. Rozpatrzmy ilorazy

sin z COoS 2

T 2Ly — 22/7n2)’ 9(z) = [oo(l— 22/72(n + 1/2)?)

Nasym celem jest pokazanie ze f = g = 1. Oczywiscie f(0) = ¢g(0) = 1. Ponadto f i g nie
maja ani zer ani biegunow (bo te kasuja sie pomiedzy licznikiem i mianownikiem). Skoro tak
to mozemy definiowaé jednoznacznie In f i In g i policzy¢ ich pochodne

/
,_f_ 1 2z B 1
(lnf) _T_COtZ_;_Zm—COtZ_;Z—ﬂ'n

n>0

f(z)

, q 2z 1
(Ing) = i tan z ; g ) T tan z zn: A 12)
przy czym drugie sumy wykonujemy (prawie) symetrycznie, aby zapewni¢ zbieznosé. Whbrew
pozorom, nie bedzie biegunéw. Te z cot i — tan dokladnie sie kasuja. Funkcje sa holomorficzne,
(In f)(2) = (Ing)'(z & 7/2) okresowe, (In f)'(z) = (In f)'(z + ) i antysymetryczne (In f)'(z) =
—(In f)'(==2) (g tak samo) i rowne 0, dla z = n7/2 i catkowitych n. To nadal nie wystarcza do
pokazania ze sie zeruja, bo takie same wlasnosci ma np. sin(2z).

Wezmy teraz kwadrat o §rodku w zerze i boku 7(2N + 1) dla f albo 27N dla g (rysunki) i
oszacujmy wartosci In’ na tych kwadratach. Taki wybor jest celowy aby nie przechodzié¢ przez

pozorne bieguny.

A A

Im Im

p
p
b
p
[ ]
4
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Na pionowych liniach Imz = y,
cot zy = —tanz, = —itanhy

a wiec jest to funkcja ograniczona do [—1,1]. Na poziomych liniach cot i — tan sa praktycznie
stale i rowne +i. Linie pionowe przesunmy tak, aby przebiegaly przez zero (nie szkodzi to
zbieznosci. Wtedy wktady od utamkow daja

Z 22y

= m2(n+1/2)2 + y?

Te funkcje mozna oszacowaé¢ od gory calks, poniewaz mianownik daje sie oszacowa¢ od dotu
przez w2 (n + 1/2)% + y? przy calkowaniu po n od —1/2 do nieskoriczonosci (rysunek), czyli

o0 2yd 2 [ dt
S/ %:—/ ——— = 1 +arctan(m/2y) /7
12 TS+ Y T Jomjoy 241

podstawiajac n = ty/m. Na poziomych bokach podobnie mamy stale ograniczenie. Ale to
oznacza ze maksimum (Ing) na kwadracie jest ograniczone stala (bo arctan jest), ktora nie
rosnie z N. Tymczasem z twierdzenia Liouville’a wynika ze w takim razie (In f)’ i (Ing)’ sa
state. To juz wystarcza, aby stwierdzi¢ ze f = g = 1 i zakonczyé dowdd.

A

~ n
Funkcje Eulera
Funkcja Gamma jest zdefiniowana

F(z):/ e ' tdt
0

dla Rez > 0. Latwo sprawdzi¢, ze ma pochodng zespolona, a takze, catkujac przez czesci, ze
[(z+1) = 2I'(z). Tej tozsamosci mozna uzyc wstecz, definiujac rekurencyjnie I'(z) = T'(2+1)/z
Dla wszystkich z, takze o Rez < 0, oprocz ujemnych liczb naturalnych, z = 0, —1, —2, ..., gdzie
I’ ma bieguny proste. Alternatywna definicja wynika z granicy

e”'= lim (1 —t/n)"

n—oo
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a wiec
n

['(z) = lim (1 —t/n)"t* tdt

n—oo 0

Zamieniajac zmienne s = t/n mamy

1
['(z) = lim nz/ (1—s5)"s*"'ds
0

n—o0

Koricowa catke liczymy rekurencyjnie przez czesci

[ astan 0 apo o [ - s

1
/ s ds =1/(z +n)
0

A zatem
n*n!

F(Z):nlggoz(z—i-l)-~(z+n)

Ta definicja jest od razu stuszna dla wszystkich z. Dla Rez €]0, 1] mamy
L)1 —2) = / dtdse™ " 5t" 1577
0

Podstawiajac u =t +s, v =t/s, s =u/(v+ 1), t = wv/(v + 1) 1 (¢, s)/0(u,v) = u/(1 + v)?

dostajemy
0 [e¢) z—1
/ e“du/ Y dv
0 o 1+w

/°° e*dw T
oo L+ €e¥  sinmz

co wiemy juz z catek zespolonych. Stad, juz dla dowolnych z

a biorac v = e%

[(z)[(1 —2)=mn/sinnz
i np. I'(1/2) = /7 co skadinad wiemy z catki Gaussa po podstawieniu s = z?
['(n+ 1) = n!. Pochodna (logarytmu) funkcji T', tzw. digamma

. Oczywiscie

I(z) . 11 1
= = limlnhn—-———---—
['(z) n—ooo z z+1 z4+n

U(z) = (InT)'(2)

> VA
1) =— -
W(z+1) 7+;n<n+z)
gdzie

1
P __/ p— 3 —_—
v=—(1) = F(l)—nh_r)roloéln Inn
J:
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jest stala Eulera-Mascheroniego v ~ 0,57721. Stala jest prawdopodobnie niewymierna, ale
obecnie nie ma na to dowodu.
Funkcja Beta

1
B(p,q) = / P — 1)y
0

dla Rep,q > 0. Tymczasem
I'(p)I'(q) = / dtdse 5P~
0

Zamieniajac zmienne x =t + s, y = t/x, t = xy, s = (1 — y) mamy x € [0,00[, y € [0,1] i
d(t,s)/0(x,y) = x. Stad

T(p)T(q) = /0 " dpetarte? /0 dyy? (1 =)™ =T(p+q)B(p,q)

Stad B mozna wyrazi¢ (juz ogoélnie) przez T,

L'(p)L'(q)

S ]

Wzér Stirlinga:
Jest niestychanie przydatny dla duzych argumentow I'. Jesli 2 — 400 jest rzeczywiste to
zamieniajac zmienne ¢ = zs

M(z+1) = zz“/ e sns) g
0
Tymczasem rozwijajac wokol s = 1, In(s) ~ (s — 1) — (s — 1)?/2 otrzymamy

[(z+1)~ 7 te? /OO e AT 2 g o e /00 e 2 s = e/ 2mz
0 —00

gdzie wykorzystaliSmy catke Gaussa. Przyblizenie jest prawdziwe takze dla z zespolonych, o ile
Rez > 01 Imz/Rez jest stale ograniczone (argument). W dowodzie trzeba tylko obroci¢ prosta
catkowania tak aby byta wzdtuz z.

Funkcja Gamma jest bardzo czesto spotykana w matematyce, ma tez liczne wlasnosci.

Wartosé gléwna calki:
Do tej pory zastrzegaliSmy ze biegun nie znajduje sie na konturze calkowania zespolonego.
Bierze sie to stad, ze inaczej caltka jest nie istnieje, albo nie ma jednoznacznej wartosci. Mozna
taka sytuacje uwzglednié, podchodzac do bieguna symetrycznie. Otrzymujemy wtedy wartosé
gtowng (ang. principal value) (takze wartos¢ gtowna Cauchy’ego) calki

/f o =t [ f(a /Ef(a:)dx

Uwaga, oznaczenia sa rozne: P, PV, P.V. pw., pv, P,, V.P., CPV, f*
Przyktlad

d—m—hm(ln]—d In|—2|+Inl—1Inle]) =—1n2
9 T e—0

P
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Jak widac¢ Ine kasuje sie, i to wlasnie z symetrii. Warto$¢ gtéwna intuicyjnie przenosi sie na
kontury zespolone. Jesli punkt osobliwy 2, znajduje sie na konturze C, ktory przechodzi przez
niego w sposob gladki i krzywa takze parametryzujemy w sposob gltadki, to dla f holomorficzne;j

P (—Z)dz =1 f(z0)
Ccr T

czyli potowa wzoru Cauchy’ego. Jesli krzywa ma w zg zlamanie, to kat ztamania zastepuje m

po prawej stronie (rysunek).
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Analiza Fouriera

Szeregi Fouriera
Jesli funkcja f(z) jest holomorficzna w pierScieniu zawierajacym okrag jednostkowy |z| = 1.
To dla z = € ma rozwiniecie

F(e) = 1(0) = 3 cue™

n

27
27rcn:/0 dpe™™ f(¢)

Uwaga, f jest tu z definicji okresowa czyli f(¢ + 27) = f(0). Pamietajac ze f = u + iv mozna
niezaleznie rozwinaé

u(@) =Y dne®
a poniewaz u jest rzeczwyiste, wiec d,, = d*,, piszac 2d,, = a,, — ib,, mamy

u(p) = ag/2 + Z(an cos(ne) + b, sin(ng))

n>0

oraz . .
TGy, :/ f(@) cos(np)dep, wb, = / f(@)sin(no)de,
0 0

Okazuje sie ze szeregi Fouriera mozna definiowa¢ dla szerszej klasy funkcji. Funkcja moze
byc nawet nieciggta w skonczonej liczbie punktéw, ale szereg Fouriera bedzie poprawny jesli w
tym punktach ma ciagle odpowiednie pochodne jednostronne a poza nimi ma ciagta pochodng.
Mozna ten warunek ostabié¢ jeszcze bardziej.

Warunki Dirichleta, Diniego, Jordana:

Jesli funkcja f(¢) jest okreslona na [0, 27| (na okregu jednostkowym) a dalej okresowa z okre-
sem 27 i ma tylko skoriczona liczbe punktow nieciagtodci oraz (Jordan) maksimow i minimow
(ekstremow) lub (Dini) caltka z |f(t + @) + f(¢ —t) — 2f(4)|/t od zera po t do dowolnej liczby
dodatniej jest zbiezna (np. gdy f ma skoriczong jednostronna pochodng), a w punktach nie-
ciggtodci, wlaczajac punkt 27 = 0, jest rowna Sredniej z granicy lewo- i prawostronnej, to jej
szereg Fouriera jest zbiezny do f, tj.

F(8) =) cac™

dla .
2me, = “nf(p)d
o /0 eI £ ($)do

(sume ucinamy symetrycznie). Jesli f dodatkowo jest wszedzie ciagta i wszedzie spelnia wa-
runek Jordana albo Diniego, pod warunkiem ze ograniczenie w calce Diniego jest wspolne dla
calego przedziatu, to zbieznosé jest oczywiscie jednostajna. [Dowod na koncu skryptul
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Szereg Fouriera nie musi mie¢ okresu 27. Jesli mamy f(t +7T) = f(T) mozemy zdefiniowaé

T
Tec, = / f(t)e—Qﬂint/Tdt’ f(t) _ Z 627rint/Tcn
0

n

—T | Tt

Przyklad (rysunek):

)
+1 dlat>0
f(t) = sgnt = 0 dlat=0
—1 dlat<0

\

dlat € [-m, 7| oraz f(m) = f(—m) = 0. Wtedy

T ] —iTn __ 2 TN
271,0”:/ efztnf(t>dt: € : +6 :22((_1>n_1)/n
—n

-

czyli ¢, = 0 dla n parzystych i ¢, = —2i/7n dla n nieparzystych oraz

f(t) = 4 Z sin((2n — 1)t)

T 2n —1
n>0

Taki szereg jest zbiezny punktowo, ale nie bezwzglednie. Zauwazmy tez, ze dla t = 0 (i tylko
wtedy) konieczna jest symetryzacja sumy, inaczej granica nie istnieje!

Przyklad:
f(z) =2° z € |-, 7]
Wtedy,
2me, :/ i dy = jxPe” "™ /n|T —/ 2ize " dx/n
; i - Ar(—1)"
= 2we” " In?|" —/ 2" dx /n® = Ar(—1)" 5 )
_W n

czyli ¢, = a,/2 = 2(=1)"/n? dla n # 0 oraz ¢y = ag/2 = 72/3 dla z = 7 otrzymamy

eFmT — (—1)" czyli
2 =7?/3+ Zn‘2, Zn_z =7%/6

n>0 n>0
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Czasem zamiast szeregu Fouriera rozwaza si¢ sume skonczona

N—-1
\/Ncn _ Z 627rink/ka

k=0

dla n,k € {0,1,..., N — 1} jest to jakby okrag, ale réwno pociety na punkty. Przydaje sie tu
tozsamos¢

N-1 N dlan=0
Z 627rznk:/]V _
k=0 0 dlan£0

na mocy ktoérej mozna przechodzi¢ z ¢, do fi i na odwrot.
Wzér Parsevala i Plancherela:
Teraz nie bedziemy wnika¢ w cigglo$¢ f, wystarczy nam calkowalnosé z kwadratem modutu,

czyli ,
/0 F(6)Pdo

jest skonczona. Wtedy réwniez skoniczone sa wszelkie catki

27
2me, = [ f(@)e "Pdg

0

na mocy nieréwnosci Schwarza

( / b |fg|dt)2 </ | e / ol

Biorgc sume

N 2 2 :
T int _ in(t—e) _ SlIl(N + 1/2)(t — ¢)
2 3w = [ e s = [ o e s

Ostatniag catke mozna zapisaé troche inaczej

sm (N +1/2)s
A

i wykona¢ najpierw catke po s. Catka

sm (N +1/2)s
/ Ut sin(s/2) “sm(s2)©

Jesli f ma ciagla pochodna w t to catka dazy do 27 f(t) z calki Dirichleta i wtedy mamy
> ene™ = f(1)
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Co prawda catkowalnos¢ nie wymaga pochodnych, ale kazda funkcje catkowalng mozna przybli-
za¢ gtadkimi f;, w sensie dazenia fo% |f — f;]?dt do 0. Dlatego powyzszy wzor nalezy rozumie¢
jako granice dla funkcji gtadkich. Nawiasem mowiac, Scista zbiezno$é wynikajaca tylko z cal-
kowalnosci kwadratu modutu (bez zalozenia kawatkami ciagtej pochodnej) jest bardzo trudna
wiaze sie z bardzo trudnym twierdzeniem Carlesona. Na szczescie w praktycznych zastosowa-
niach funkcje maja kawatkami ciaglte pochodne i wtedy, na mocy poprzednich twierdzen, nie
ma problemu. Calkujac obie strony z f*(t) dostajemy

ZWchc; = 1im/7r FOft+ )SIH(NJr 1/2) sdtds / £0

sin(s/2)
czyli

2m
2wl = [ Irtofar

Jest to wzor Parsevala. W tym momencie z gladkosci f mozna juz zrezygnowadé, bo catka i
suma s3 zbiezne bezwzglednie. Biorac g takie ze

2T
27Tdn:/ e_i"d’g(qb)dgzﬁ
0

mozna ze wzoru Parsevala wyprowadzi¢ wzor Plancherela
27
%ENM;/SﬂW@ﬁ
- 0

biorac f(t) — f(t) + wg(t) gdzie w jest dowolna stala zespolona.
Gdyby wybra¢ taka funkcje g ze

/ "0t — £(0)

—T

to d; — 1, nie mogtaby to wiec by¢ funkcja catkowalna z kwadratem modutu. A jednak taka

granica przydaje sie jest to tzw. delta Diraca g(t) — d(t), o ktorej wiecej powiemy pozniej.
Przyklad:

Dla rozwazanej juz funkcji f(z) = x? mamy

/ tidt = 27° /5

—T

a z kolei
EZkAQ—WH9+8§:n
n>0
czyli
4t /45 =8> n7h > nt=x"/90

n>0 n>0
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Dla funkcji okresowych o wartosciach zespolonych i argumentach rzeczywistych o okresie 7T,
catkowalnych z kwadratem (< oo) mozna wprowadzi¢ iloczyn skalarny

T
o) = [ rogar
0
Mozna wtedy wprowadzi¢ baze funkcji okresowych
Un(t) _ 627rz‘m€/T/ﬁ

jest to baza ortonormalng, bo tatwo sprawdzi¢, ze

T ' 1 dlan=m
(UlU) = (1/T) / 2=/ g
0

0 dlan#m
Mozna tez uzy¢ bazy funkcji rzeczywistych

U +U., I
T—cos(Zmﬁ/T)\/Z/T, Sn_—iﬁ = sin(27t/T)\/2/T

dla n # 0 oraz Cy = Uy = 1/ﬁ W tym sensie funkcje okresowe calkowalne z kwadratem

mozna wyraza¢ w bazie (przeliczalnej) poprzez wspotezynniki szeregu Fouriera.
Transformata Fouriera:

Niech f(z) bedzie funkcja zespolona okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych. Wtedy

transformata Fouriera nazywamy

C, =

Fo) = | paye s

Oczywiscie catka nie zawsze musi istniec.

Warunki Dirichleta:
Niech [ |f(t)| bedzie skoficzona czyli catka jest zbiezna bezwzglednie. Wtedy f(k) tez zawsze
istnieje i jest ciagla czyli catkowalna. Ponadto (Jordan) w kazdym przedziale skoniczonym ma
skoriczona liczbe miniméw i maksimow (czyli jest przedzialami monotoniczna) lub (Dini) caltka
z |f(t+x)+ f(x —t) — 2f(x)|/t od zera po t do dowolnej liczby dodatniej jest zbiezna (np.
gdy f ma skonczona jednostronna pochodna), i ma skonczona liczbe punktow nieciaglodci, w
ktorych jest rowna $redniej granicy lewo i prawostronne;j.

Wtedy X

1 OO ikx £ OO ikx £ —ikx
Fla) = 5= [ ke = oo [ )+ e )

W pierwszej calce zastrzegamy (prawie) symetryczne przechodzenie do nieskoriczonodci. Tak
samo jak dla szeregu, jesli f jest ciagta i spelnia warunek Diniego osobno dla catki |f(x +t) —
f(x)|/ti]|f(x—1t)— f(x)]/t to calki nie trzeba symetryzowac. [Dowod na koncu skryptul

Ré6zne formy zapisu transformaty Fouriera
flu) = a(u) + ib(u) gdzie

a(u) = /_ " dn f(z) cos(wn), b(u) = / " de f(2) sin(zu)

o0 —00
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Tu a jest parzysta a b nieparzysta.
Rozne podreczniczki maja czesto inaczej wpisane 2m. Nasza konwencja

f = [ s@e s, g = [ et i

—00
Inne, np. symetryczna

Fo) = [ stae s ) = [ i

a takze

F) = [ e, ) = [ e an
Mozna tez zamienié rolami ki x.

+1

—1

Przyktad (rysunek)

e dlaz >0

fz) = e lsgnz = 0 dlaz=0

—e® dlaxz <0

dla a > 0. Wtedy
~ —2ik
(k) = 5773
a’+ k
Tu przy odwracaniu dla = = 0 (tylko) trzeba symetryzowaé (inaczej sa rozbieznosci logaryt-
miczne).

+1
x;

Przyktad(rysunek)
flz) = e
dla a > 0. Wtedy
x 2a
k)= ——
f(k) a? + k?

Tu juz nie ma problemu z odwracaniem, caltka jest zbiezna bezwzglednie, bo f jest ciggta. W
obu przykladach transformate odwrotng mozna tez tatwo obliczy¢ metoda residuéw, ktore sa
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w *ia. Wybor residuum zalezy od z. Dla x > 0 zamykamy kontur od gory czyli +ia, a dla
x < 0 od dotu czyli —ia, z tym ze zmieniamy znak catki z powodu przeciwne] orientacji.
Wzér Parsevala i Plancherela
Rozwazymy teraz transformate Fouriera funkeji catkowalnych z kwadratem modutu, czyli

| s

o0

jest skoniczone. Whrew pozorom juz samo istnienie transformaty nie jest oczywiste, np. 1/v/1 + 22
jest catkowalne z kwadratem ale nie ma transformaty dla & = 0 (nieskoniczonosé¢). Podobnie jak
dla szeregu Fouriera, bedziemy kazdg funkcje przybliza¢ funkcjami f,, w sensie malejacej catki
z | fn — f]? gladkimi i catkowalnymi zaréwno z kwadratem jak i samym modulem. Dla takich
funkcji wiemy, ze transformata istnieje i — co tatwo zauwazy¢ — jest ciagla (zbieganie szacuje
sie przez calke z | f(x)sinzAk| dla Ak — 0) czyli calkowalna i daje sie odwrocié.

Zatem

[vior = [~ oy [ s = [~y 0K

Na mocy wzoru na transformate odwrotna, f(y) speinia jego zalozenia,

/dy2 Sin((f(_ y) K

fly) = 27 f(x)

czyli otrzymujemy wzor Parsevala

[y RO

o0 —0o0

oraz, bioragc f — f + wg dla ustalonej liczby zespolonej w, wzoér Plancherela

/ " F(k)g(k)dk = 2m / " P @)g(e)da

Teraz mozna te wzory uciggli¢ do dowolnych funkeji catkowalnych z kwadratem modutu. Wy-
starczy cho¢ jeden ciag funkcji przyblizajacy, ktorego transformaty Fouriera sg zbiezne do
funkcji kawatkami ciggtej. Uwaga, teoretycznie istnieja ztosliwe funkcje, ktérych transformata
Fouriera (w granicy kazdego ciagu) nigdzie nie jest ciagta. Wspomniane, ale bardzo trudne
twierdzenie Carlesona mowi ze nawet w takich sytuacjach mozna sobie poradzi¢, nie musimy
sie jednak tym zajmowac.

Komentarz:
Bezpieczne funkcje to gladkie i zanikajace szybciej niz potegowo (tzw. funkcje Schwartza) i
wszelkie inne, jako ich granice, kiedy mozemy zapewnié¢ zbieznosé¢ kawatkami funkcji i transfor-
mat (czyli praktyczna wiekszosc)

Przyklad: Dla f(z) = e i f(k) = 2a/(a® + k?) mamy

00 o0 4a? /2
[Lemae=a |t [ deostudufa=2nia

o —
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po podstawieniu k£ = a tan u.
Wtasnoséci transformaty:
Linowosé: af + bg daje af + bg (rozbicie calki).
Jesli g(z) = f'(z) to g(k) = ik f(k) (catkowanie przez czesci).
Ogolnie g(z) = £ (x), §(k) = (k)" (k).
Przesuniecie g(x) = f(x — x0), §(k) = f(k)~"* (zamiana zmiennych).
Skalowanie g(z) = f(cz), (k) = f( /c)/|c| (zamiana zmiennych.
Spragienic g(z) = [*(z), §(K) = J*(—F).
Dla splotu, tj.

) = (F+9)(a) = [ rle =gty

Mamy h(k) = F(K)3(k).
Przyktlad
fla) = e

dla o rzeczywistego

fN(]{j) = /OO dxefa;ﬂefikx _ /OO dxe,k2/4a€,a(x+ik/2a)2

[e.9] o0

Przesuwamy 0§ rzeczywista na plaszczyznie zespolonej o ik /2a, mozna sprawdzié¢ ze na brzegach
. . . _ 2
nie ma to znaczenia, bo wszystko dusi e*%". Wtedy

f(k) _ ek2/4a/ d{EeiaxQ _ \/ﬂ__/aefk2/4a

Inna metoda polega na wykorzystaniu wlasnosci transformaty. Wezmy g(z) = f'(z) = —2ax f(z)
Wtedy z jednej strony § = ikf a drugiej g(k) = —2aif'(k). Stad f' = —k/2a. Rozwiazaniem
takiego rownania rozniczkowego jest f = Ae %/4. Pozostaje wyznaczy¢ stata A, biorac k = 01
catke Gaussa, A = y/7/a. Jest to wazny fakt, ze transformata Gaussa jest tez funkcja Gaussa,
gdzie 0?/2 zamienia si¢ na 2/0%. Ma to znaczenie dla zasady nieoznaczonosci w mechanice
kwantowej.

Zasada nieoznaczonosci (wiaze sie z zastosowaniem w mechanice kwantowej)

Normalizacja
| wtarde= [ (fwPar2n =

Srednie
@) = [ als@Pde/N, o) = [ kiFoPdk/2eN
Wariancje
2= lo— o) = [ o= Pl @Pda/N, ot = [ (e )P Pdky2eN

Zakladamy ze $rednie i wariancje sg skorniczone. Dla uproszczenia przedefiniujemy

F@), FB) = Fla+ ()e 02, Flle+ (k))e
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aby dla nowego f bylo (x) = (k) = 0. Jednoczesnie o, i o), nie zmieniaja sie. Mamy nieré6wnosé

0< [ gt

[e.9]

gdzie
9(x) = df (x) /da + N f ()

dla ustalonego A czyli

0< /OO |df /dx|* + /00 N2\ f (z) 2 —1—)\/00 (df*/dx)xfd:l?+/\/oo frx(df /dx)dx

e} -

W pierwszej calce wykorzystujemy h = zkf dla h = df/dx i wzor Parsevala a w trzeciej
catkujemy przez czeSci (wyrazy brzegowe |f|?x zanikaja bo o, jest skoriczona) i rozbijamy
d(zf)/dr = f + xdf /dx, kasujac druga czes¢ z ostatnia calka, zostaje wiec

0 < N((K* + X(z?)) + NA
Biorac A = —2(k?),
0 < N(k*)(4(k%)(2?) — 1)
czyli
(k) (a?) > 1/4
albo o207 > 1/4.
Transformate atosuje sie takze w analizie sygnalow czasowych f(t), gdzie przybiera postac

Flw) = / " dtf(p)e
10 =52 [ dogge

gdzie w = 27v jest czestoscia a v czestotliwoscia (w sensie telekomunikacyjnym).
Transformata wielowymiarowa
We trzech wymiarach

JF(E) :/df}re—ilsff(F)’ f(f’) :/(;lﬂk);eils‘v?]?(]g)

gdzie 7 = (2,y,2), k = (ka, ky, k.), d®r = dzdydz,d*k = dk,dk,dk,. Wzory Parsevala i Plan-
cherela

[P =enp [ 1o [ FEg@et=en? [ @ands

Jesli f(7) = f(r) czyli zalezy tylko od r = /22 + y? + 22 to wygodnie jest uzywaé¢ wspot-
rzednych sferycznych

£(0,0,k) =2 /OOO rdr /OTr df sin Qe S0 f(r) = 4x /000 rf(r)sin(kr)/k
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czyli f(k) = f(k) dla k = \/EZ + k2 + k2, z symetrii obrotowej.
Dla potencjatu Yukawy f(r) = e " /r, X > 0 jest liczba rzeczywista

- o0 4
“A\r -
f(k’) = 47T/0 e Sln(k’?")/k = m

W granicy A — 0 otrzymamy potencjal Coulomba f = 1/r, f= 47t /K% Zauwazmy, ze wtedy
nie sa to juz funkcje catkowane z kwadratem modutu.
Dystrybucje:

We wzorze Plancherela
2 [ g@rade= [ g smar

sprobujmy wspiaé takie g, ze

/ " @) f(2)dz = £(0)

—00

Wtedy o .
2 f(0) = / F(k)dk = / 5 (k) F (k) dk

Zatem g(k) = 1. Calka z tej funkcji, jak i jej kwadratu, jest nieskonczona czyli g(0) musi
by¢ nieskonczone. Proba wylaczenia 0 koniczy sie w najlepszym razie zerowaniem calego g albo
nieokreslonoscia w zerze — nie jest to szukane rozwigzanie. Taka funkcja — w tradycyjnym sensie
— nie istnieje. Te "funkcje" wprowadzil Dirac. Tzw. delta Diraca

g(x) =6(x) ! /OO e~k

:% .

a jej matematyczny sens nadal Schwartz, jako dystrybucji. Dystrybucja to tak naprawde funk-
cjonal, czyli co§ co dziala na funkcjach (mowimy prdbnych), gladkich i zanikajacych szybciej
niz potegi, i daje liczbe. I tak ja wtasnie definiujemy.

Zapis

/_ " daf(2)3(x) = 1(0)

staje sie definicja. Dodatkowo mozna pamietac, ze d(z # 0) = 0. Delta podlega zwyklym
regutom catkowania, np.

/ " def(2)5(x —y) = £(y)

—00

| dsi@pitas) = 70)1a

—00

/_OO dr f(2)0(g(x)) = f(x0)/]9 (z0)|

o0
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gdzie g(xg) = 0, o ile miejsce zerowe g jest tylko jedno. Jak jest wiele, to po nich sumujemy.
Catkowanie przez czesci

| @i == [~ rwi@as=-ro

Ta regula (oprocz ostatniej réwnosci) dotyczy wszystkich dystrybucji i wynika z faktu, ze f
szybko znika w nieskonczonosci.

Delte mozna traktowa¢ jako granice ciggu funkcji, parametryzowanych € — 0. i piszac 0¢(z)
Przyklady (i transformaty):

e—w2/45 e
, €
Ve
;, e ¢l¥l
(22 + €2)
sin ze 1 dla —1/e<k<1/e
T

0 dla k| >1/e

e—i7r/4€ix2/4e/\/4_7re, e—iek’2
glz/e)/e, g(ke)

dla (prawie) dowolnej funkeji g, pod warunkiem [~ g(z) = §(0) = 1.
Inne dystrybucje
"Funkcja’ Heaviside’a (progowa, stopnia)

1 dlaz>0
0(z) =

0 dlaz<0

W zasadzie jest juz zwykta funkcja, ale nie ma pochodnej w zerze i ma rozbiezng catke z kwa-
dratu. W zerze stosujemy dystrybucyjng regute rézniczkowania czyli catkowanie przez czesci,

| @i = [ @@= [ = -0

bo f znika w nieskonczonosci. Zatem mozna napisac¢ 0'(z) = —d(z).

Funkcja znaku
.

1 dlaz>0
sgn(z) = 0 dlaz=0
\ -1 dlax<0
mozna takze napisa¢ sgn(x) = 260(x) — 1, poniewaz dla dystrybucji nie jest istotna (o ile

skoniczona) warto$¢ w nieciaglosci. Stad podobnie sgn'(z) = 26(x).
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Tak jak i delte mozna modelowa¢ funkcjg gtadka i znikajaca w nieskonczonosci
2
sgn (z) = —(arctan(x/e) — arctan(ze))
™

i faktycznie
2¢ 2e

2+ w(x2+1)

s () = —

Inne dystrybucje:

Transformata Fouriera dystrybucji takze jest dystrybucja. Dla delty Diraca mamy S(k)
Wydawaloby sie, ze to zwykla funkcja, ale nie jest catkowalna, takze z kwadratem (modutu),
bo catka rozbiega do nieskonczonosci. Z kolei

sgn(k) = —i2/k
Taka funkcja nie bardzo ma sens w okolicy £ = 0. Zobaczmy co sie dzieje z modelem
sgn, (k) = 2i(e~" — e~ I*/e)

Tym razem jest to juz dobra funkcja, skoriczona w k& = 0 (cho¢ nieciagla).
Taka dystrybucje zdefiniujemy juz oficjalnie dla x:

P1/x =lim ’

e—0 12 + €2

gdzie prawa strona jest naturalnym modelem a lewa wprowadzonym juz oznaczeniem wartosci
gtownej (principal value), czyli

P swpe=ti ([ 4 [ )asstoys

Czesto wystepuje potaczenie delty Diraca i wartosci gtoéwnej modelowane przez
(x £ie)™' = P1/z Fimd(x)

dla € — 0,. Z kolei interpretujac
In|z| = 121(1)(1/2) In(2? + €?)

mozemy zapisac

(In|z)) =P1/x

Delta Diraca w 3 wymiarach:

Delte jak i pozostate dystrybucje przenosza si¢ na wiecej wymiaroéw



oraz
[ #r@50) = £0.0.0
w trojwymiarowej delcie takze mozna zamienia¢ zmienne, ale jest troche bardziej skomplikowane

oz, vy, 2)

53 (7) = 0(u — ug)d(v — vo)d(s — s0)/|J|, J = O(u,v,s)

U0,v0,50

gdzie 7(ug, vo, So) = 0 a J jest jakobianem.
Tak jak poprzednio 63(k) = 1.
Zastosowanie w analizie wektorowej:

Z wtasnos$ci tranformaty Fouriera mozna napisaé

(i) = Vo, F(F) = —ikd(k)

Oznacza to niestychanie przydatny fakt, ze w transformacie pochodna V staje sie mnozeniem
przez wektor —ik.

Przyjrzyjmy sie teraz ¢ = 1/r. Jak juz wiemy ¢ = 47 /K%, mozna tez wzia¢ modele calko-
walne czyli e /r i 47/ (k* + \?). Wiemy takze ze

Czy na pewno zero? Ostrzezeniem jest wylaczenie zera i konflikt z twierdzeniem Gaussa (caltka
po sferze nie jest zero). Dla transformaty Fouriera mamy

i wcale nie wyszlo zero. Wiemy jednak ze jest to transformata delty a $cisle —4md3(7). I
faktycznie jest to zero dla 7 # 0. MogliSmy to podejrzewaé juz z twierdzenia Gaussa ktore
sygnalizowalo, ze catka obejmujaca 0 daje —47 a to wlasnoé¢ delty. Pokazuje to, ze dystrybucje
radza sobie z problemami, ktérych nie mogliSmy rozwigza¢ w zwyktlej analizie wektorowe;j.

Dystrybucje i transformata Fouriera latwo teraz prowadza do poznanego juz twierdzenia
Helmholtza, czyli istnienia rozktadu F = Vo +V x A Mamy bowiem

~ —,

FoF = —ik2d, Ex F = —ik x (E x A) = ik?A — ik(E - A)

Bierzemy

Co po odwroceniu transformaty, pamietajac ze iloczyn przechodzi na splot, otrzymujemy twier-
dzenie. Taki krotki dowdd nie bytby mozliwy w tradycyjnej analizie wektorowej.
Zastosowania w réwnaniach rézniczkowych
Rownanie dyfuzji dla P(x,t) gestosci albo prawdopodobieristwa znalezienia czastek w danym
polozeniu i czasie
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gdzie D > 0 (rzeczywiste) jest stala dyfuzji. Biorac ]S(k‘,t) (uwaga, czas t nie podlega, przy-
najmniej tutaj, transformacie Fouriera)

0,P = —Dk*P

ktore rozwiazujemy

P = P(k,0)e P

Funkeja P(k,0) reprezentuje warunek poczatkowy, w chwili ¢ = 0. Bardzo czesto zaklada sig,
ze dyfuzja startuje z jednego punktu np. z = 0, czyli P(z,t = 0) = d(z) i wtedy P(k,0) = 1.
Transformate mozna odwrécié¢ i dostac

1
P(JJ, t) _ —6712/4Dt

VAar Dt

Jesli dopuscimy D urojone, a raczej zespolone, mozemy opisa¢ takze rownanie Schrodingera
ihOy) = —0%h?*/2m

dla funkcji falowej ¢ (x,t). Biorac D = ih/2m, i ¢(z,0) = 6(x) dostaniemy

Pat) = o[ e V2
’ 2mht 1+

bo z powodu wymagania zbieznosci vi = (1 +1)/v/2.
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Przestrzen Hilberta

Definicja:

‘H niech bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem C (liczby zespolone), czyli kombinacje
liniowe wektorow f, g, tj. af +bg € H dla a,b € C.

Iloczyn skalarny:
Odwzrorowanie

HxH>(f9) = (flg) €C
spelnajace warunki:
L (f|f) € Re jesli f #0
2. (flg + Ah) = (flg) + A{f[h)
3. (f + Aglh) = (flh) + A*(glh) Tub (flg) = (9| )"

Warunki 3 sa rownowazne na mocy 11 2. Z warunkow juz wynika, ze jesli (f|f) =0to f =0.

Inne oznaczenia (flg), (f,9). (f,9)-
Przyklad H =C"

f = (fhf?v "'7fn)7 f’t S C7
(floy = figi=Ffigi + F392+ -+ fiom
J

Definicja:
Pare (H, (-|)) nazywamy przestrzeniq unitarng.
Definicja:
‘H nad C nazywamy unormowana, jesli istnieje funkcja, norma,

Hof—|lflleR
o wtasnosciach:
e ||f]| > 0 jesli f # 0 (dodatnia)
o [[AfIl =M (jednorodna)
o [[f +gll <I[f]l + llgll (nieréwnosé trojkata)

Stad wynika, ze dla || f|| = 0 musi by¢ f = 0. Norma definiuje jednoczesnie odlegtosé d(f,g) =
f = gll-

Dla przestrzeni unitarnych mamy norme kanoniczng || f|| = \/{(f|f)
Nieréwno$é Cauchy-Buniakowskiego-Schwarza (zwyczajowo Schwarza)
Dla normy kanonicznej w przestrzeni unitarnej

[(Fl < 11 f 1111l

Dowdd:
Niech h = f + Ag. Wtedy

0 < [[B]|* = (f + Aglf + Xg) = (fIf) + [A*(glg) + A (flg) + X(glf)
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Wezmy
y o _llf)

llgll?

{f19)]”
[lgl[?

Wtedy dostajemy
< |IfII* -

co koniczy dowod.
Mozna tym sie postuzy¢ do pokazania nieréwnosci trojkata

1f +all* = IFI1* + (flg) + glf) + lgll* = 1If11* + []g]]* + 2Re(f|g)
< I + [lgll* + 21l < AP+ gl + 211 gl = (1£1]+ Hlgl)®

Przestrzen Hilberta:

Przestrzen unitarna (#H, (-|-) jest przestrzenia Hilberta, jesli jest zupelna. Zupelno$¢ oznacza
ze dowolny ciag Cauchy’ego (f,) wzgledem normy, czyli spelniajacy warunek ze dla kazdego
e > 0 istnieje N, ze ||fn — fm|| < € dla wszystkich n,m > N ma granice w H. Warunek
Cauchy’ego jest zawsze spelniony jesli jest granica, ale w drugg strone trzeba to pokazac.

Przyktad: C". Warunek Cauchy’ego odpowiada definicji liczb rzeczywistych (i zespolo-
nych) jako granic ciagobw wymiernych.

Przestrzen L
Jest to przestrzen funkeji f(z) na x € [a,b] lub R (a = —o0, b = 00) i wartosciach zespolonych,

takich ze calka ,
[ 1@

istnieje i jest skoriczona (nie rozbiega do nieskonczonosci). Funkcja nie musi by¢ wszedzie

okreslona, o tym za chwile.
b
(o) = [ £ (@glo)is

Definiujemy iloczyn skalarny

ktory jako catka istnieje i jest skoniczony na mocy nieré6wno$ci Schwarza. Nie spelnia jednak
(na razie) wtasnosci, ze (f|f) = 0 tylko dla f = 0 bo np f(z # 0) = 01 f(0) = 1 daje
calke zero. Proba wylaczenia takich funkcji powoduje brak zupelnosci bo mozemy wybrac
ciag f, = 1/(n*z? + 1), ktory do niej zbiega. Rozwigzaniem jest ostabienie definicji rowno-
sci. Ustalamy, ze f = g wtedy i tylko wtedy gdy ||f — ¢g|| = 0. Niestety musimy zmeni¢
definicje calki. Przykladem jest funkcja (graniczna) réowna 1 w punktach wymiernych i 0 w
niewymiernych (na skoriczonym przedziale). Nie da sie jej scatkowa¢ w sensie Riemanna. Tu
akurat da sie ten problem naprawi¢ zmieniajac wszystkie wartosci na 0. Sa jednak funkcje bez
mozliwosci naprawy. Zapiszmy funkcje okreslona na [—m, 7] przez jej rozklad w sytemie dwoj-
kowm (uzywany np. w komputerach, w odréznieniu od powszechnie uzywanego dziesietnego,
np. 7 = (11,0010010000111111...)5). Niech x = ey gdzie € = £1

[e.e]
=33
J

J=1

51

5+

mlfﬁ

_ 51 S S
Y TR
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dla s; = 0,1 oraz €; = 2s; — 1 = &1 Niech teraz
Z 13/4
=
jest to funkcja catkowalna z kwadratem bo

/ |f(z)|*dx = 2772]'_3/2 < 00
. =

Wykorzystujemy tu fakt, ze tylko iloczyny e€;e, dla j = k daja niezerowy wklad do catki a
pozostalte kasuja sie, bo sa réownie czesto dodatnie jak ujemne. Szereg po prawej stronie jest
zbiezny bezwzglednie. Spehia z tego samego powodu warunek Cauchy’ego (mozna sie wspomoc
nier6wnoscig Schwarza w dowodzie). A jednak w wielu punktach nie zbiega, opierajac sie na
zbiorze gdzie zbiega, nie da sie funkcji poprawi¢ do kawatkami cigglej ani nawet ograniczonej.
Powodem jest rozbieganie szeregu

Z i 5 o

j=1

Dokladna granica zalezy z grubsza od proporcji zer do jedynek w rozwinieciu dwojkowym, ale
czesto jest nieskonczona, nie jest tez bezwzgledna. Wizualnie mozna to sprawdzi¢ obcinajac
sume przy zwiekszanej liczbie wyrazow, patrz rysunki ponizej dla 5, 10, 100, 1000. Kazde
obciecie daje funkcje catkowalng w sensie Riemanna, ale granica nie jest tak catkowalna.

10

44 5 10 ——

2__

] Lﬂ ”ﬂﬂﬂ u’lu” LH : mmh |h||uw*mn'|1” ,"W””"l“

-10+

A
T

100

1000 ——

‘}'. U “1 l“‘l‘l if i
il P
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Niestety dla fakich funkcji trzeba zmienié definicje catki. Uzywa sie wtedy catki Lebesgue’a.
W praktyce rézni sie ona od calki Riemanna tym, ze w definicji granicy podzialéw nie tniemy
dziedziny (czyli w ,stupki”) ale zbior wartosci (czyli ,w plasterki”), patrz rysunek. Trzeba tez
okregli¢ miary zbioréw (rzeczywiste nieujmene), poprzecznych wymiarow stupkow, ktore nie
musza by¢ prostymi przedzialami. Np. przedzial [a,b] dla b > @ ma miare b — a. Miary
przedziatow indeksowanych naturalnie moga sie sumowac¢. Roznice odejmuja sie tj. miara
A\B jest rowna mierze A minus miara B jesli A C B, zachowywa¢ nieréwnosé > 0. Jesli
jakimkolwiek takim sposobem jesteSmy w stanie okresli¢ miare zbioru jednoznacznie to jest
on mierzalny i takie musza byé¢ zbiory ograniczonych wartosci funkcji caktowalnych w sensie
Lebesgue’a. Przyktad: zbior liczb wymiernych na odcinku [0, 1] ma miare 0 a niewymiernych
jako dopekienie, miare 1. Kadzy zbioér ,recznie” skonstruowany jest mierzalny. Niemierzalne
sa konstruuowane z tzw. pewnika wyboru, czyli nie spotkamy ich w praktyce.

| J(x)

S\

1\
|\

Calka Lebesgue’a juz radzi sobie ze wszystkimi funkcjami w L?, czyniac ja zupelng, o czym
scisle mowi twierdzenie Riesza-Fischera. Dowod twierdzenia opiera sie na uzyciu tzw. bazy
ortonormalnej, o ktorej (i samym dowodzie) powiemy za chwile.

Uogo6lniony iloczyn skalarny

b
(Fg)w = / £ (2)g(x)w(x)dx

Dla funkcji rzeczywistej w(x) > 0.

Zupelne ortonormalne uklady funkcji

Dla H = L*[a,b] (a i b moga by¢ nieskoriczone) definiujemy ortonornalny 2bior funkcji fi(x)
(¢ moze przebiegac zbior liczb skoriczonych, naturalnych lub catkowitych) o wtasnosci

b 1 dlai=j
(fil f5) =/ (@) fi(x)de = 6, =
’ 0 dlai#j

Przyktad: Szereg Fouriera dla [a,b] = [0, L]
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on(x) = +/2/Lcos(2mnx/L), ¢pp(x) = +/2/Lsin(2mnz/L)
dlan=1,2,3,... oraz ¢o(x) = \/1/L.

Mozna takze wzia¢ funkcje

fu(z) = \/2/Lsin(mnx/L)

dlan=1,2,3,... albo A
gn(l') _ \/]_/_LBZMTLI/L

dlan =0,+£1,+2, 43, ... Wszystkie powyzsze uktady funkcji sa ortonormalne.

Nieréwnosci Bessela

Niech f; (zbior skoniczony) beda funkcjami ortonormalnymi w H. Wtedy dla v € ‘H mamy
jednoznaczny roklad v = v + v, gdzie v jest rozpigte przez f; a v, ortogonalne do f;, przy
czym

v =Y (filv)fi

7

Wtedy
ol = [l * + [log|* = [y I?

Iub réwnowaznie

o] = Z!<filv>!2

W skoriczenie wymiarowej H (wymiar N) zawsze mozna wybraé¢ zupelng i skonczony zbior
wektorow ortonormalnych, zwanych bazg i wtedy v, = 0 oraz

N
v = Zaifi, a; = (filv)

lub réwnowaznie N
v= Z<f ilv) fi
i=1

W nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta baza sklada sie z nieskoriczonej liczby
wektorow ortonormalnych. Uwaga: W L? mozna skonstruowaé baze przeliczalng, tj. numero-
wang liczbami naturalnymi. Bazy nieprzeliczalne nie sg uzywane w praktyce.

Definicja: Uktad wektorow ortonornalnych f; jest zupelny (jest baza) w H jesli dla kazdego
g € ‘H zachodzi

9- Z<fi‘g>fi =0

7

czyli

9= S"(flg)f:

(2

Relacja zupelnosci
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Dla HL?[a, b] zapisujemy

o) = aufi 0= (40} = [ dofi(@)oto)
czyli i b
> [ dutia)siwew) = [ £ @nwody

Stad wynika ze musi zachodzi¢

Z:ﬁ@ﬁmnzﬂx—w

oczywiscie w sensie granicznym (bo 0 nie jest zwyktg funkcja)
Przyktlad: Szereg Fouriera

e
nlx) = re|—m,Tm
fula) = G cw €[]
n=0,+1,4+2,... Mamy wtedy
e' (x_y)
=0(x —y)

Wzér Parsevala:

7 zupelnosci

9="S"(flg)f:

7

lgll> =37 S ila) (ilad il 1)

mamy

Z ortonormalnosci (f;|f;) = d;; (1 dla i = j, 0 dla i # j) czyli

|MV=Z]%WW

Twierdzenie Riesza-Fischera:

Po oméwieniu baz zupelnych mozemy wroci¢ do dowodu twierdznia o zupetnosci L?[a, b]. Idea
dowodu polega na skonsturowaniu pewnej bazy zupelnej (przeliczalnej) i znalezieniu wspol-
czynnikow rozktadu (f;|g) Wspotezynniki te jednoznacznie identyfikuja funkcje na mocy wzoru
Parsevala. Nie ma tez problemu z iloczynem skalarnym bo catka Lebesgue’a zapewnia jego
istnienie (mozna to nawet potraktowac jako definicje catkowalnosci w sensie Lebesgue’a). Prze-
waznie wybiera sie bazy kawaltkami gladkie, ktore tym bardziej sa catkowalne. Pozostaje wska-
za¢ odpowiednig baze. Na odcinku moze to by¢ szereg Fouriera. DowiedliSmy jego zupetnosc
dla funkcji kawalkami gladkich. Takimi funkcjami mozna z kolei przybliza¢ wszystkie w L?
catkowalne w sensie Lebesgue’a. Musi by¢ Lebesgue’a bo ,, plasterki” sa wolne od rozbieznosci,
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w odréznieniu od ,stupkéw” Riemanna. Na na calej osi rzeczywistej mozna dokonaé pociecia
na przedziaty i w kazdym zastosowaé szereg Fouriera. Baza bedzie poprawna choé¢ funkcje
sa nieciaglte. Mozna znalez¢ baze ciaggla i gladka na calej osi, ale wymaga to wprowadzenia
najpierw operatorow hermitowskich, o czym za chwile.

Operatory liniowe w przestrzeni Hilberta

Odwzorowanie liniowe U pomiedzy przestrzeniami Hilberta H; i Ha:

Hi>f—-v=Uf € Hs
jesli
Ul fi +asfa+..) =aUfi + aUfa + ...
Jesli g =), cifi a fi jest baza to
Ug = ZCiUfi

Uwaga: operatory dzielimy na ograniczone i nieograniczone. Ograniczony, jesli ||Uf|| <
M]||f|| dla ustalonego M. Wtedy mozna zdefiniowa¢ norme operatora ||U|| < M jest réwne
maksimum ||U f|| dla || f|| = 1. Dopuszczamy operatory nieograniczone, pod warunkiem ze sa
ograniczone na gestym podbiorze H; (gesty: jego elementy sa dowolnie blisko w sensie normy
od wszystkich elementéw H) i domkniete czyli jesli f, — f (w sensie normy) i Uf € Hs to
Uf, — Uf. Operatory liniowe ograniczone sg juz geste i domkniete. Przyktady operatorow

ograniczonych
[e.e]

UN)a) = F@/(+ ), W) = [ e f)dy

Norma pierwszego to 1 a drugiego /7 (co wynika z transformaty Fouriera). Operatory nie-
ograniczone domkniete
Uf)(@) =xf(x), (Uf)(x) =df/dx

Operatory sprzezone:

T : H, — Ho. Jedli dla kazdego v i u mozna okredli¢ w = TTu
(u|Tv) = (wlv) = (T"ulv)

Konstrukeja T jest bezproblemowa dla operatoréw ograniczonych. Dla nieograniczonych naj-
proéciej znalez¢ baze, na ktorej elementach T istnieje, wtedy przejécie T — T wykonuje sie jak
dla macierzy, tylko nieskoriczonych. Poprawnos¢ konstrukeji zapewniona jest przez gestosc i do-
mknieto$¢. Tam gdzie baze trudno znalez¢ (np. nieprzeliczalna) mozna wzia¢ baze niezupelna
i konstrukcje argumentowaé gestoscia i domknietoscia.

Ty Ty Tz - T Ty T3

T12 T22 T23 e T2*1 T2*2 T3*2
T = — Tt =

Tvs Tog Ts3 --- Ty T3 s
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Dla operatoréw nieograniczonych moze si¢ okazac, ze T' nie dziala na niektoére elementy bazy
(a nawet wszystkie, np. szeregi Fouriera dla operatora pochodnej). Wtedy jednak z gestosci i
domknieto$ci mozna baze poprawi¢ tak aby T' dziatalo na niej.

Operatory hermitowskie

Operator jest hermitowski (Hermite) jesli H, = Ho i T = T7.

Dla dowlonego operatora, niekoniecznie hermitowskiego, mozna sformutowaé¢ zagadnienie

wlasne
Tu = M\

gdzie A\ jest pewna liczba zespolona a H > u # 0. W przestrznie skonczenie wymiarowe;j
zagadnienie wlasne zawsze ma rozwiazanie, ale w nieskoniczonej nie zawsze jest to prawda.
Ponadto usitowanie konstrukcji u moze wyprowadzic nas poza H. Musimy po prostu zatozy¢
istnienie rozwiazania.

Jesli T jest hermitowski, to

e )\ jest rzeczywista bo ANulu) = (u|Tu) = (Tulu) = X\ (u|u)

o Jedli sa dwie pary rowiazan (ug, A1), i (ug, Ag) oraz Ay # A2 to uy i up s3 ortogonalne,
bowiem
A(urfug) = (Turluz) = (u1|Tuz) = Ag(usfua)

e W skoriczenie wymiarowej przestrzeni istnieje baza zbudowana z wektoréw wtasnych 7',
twierdzenie spektralne. Uwaga: wartosci wlasne moga sie powtarzac.

Operator rzutu na w,P,u = (w|u)w/||w||? jest przykladem hermitowskiego. Wektory wlasne
hermitowskiego T' tworza baze ortonormalna, a bardzo czesto zupelna, co ma zastosowanie w
twierdzeniu Reisza-Fischera. Zupetno$é zwykle trzeba dowies¢. Jesli to sie uda, mozemy T
rozpisa¢ w bazie swoich stanoéw wlasnych, ortonornalnych, (u;, \;), takze uzywajac rzutow

Tu—Z)\ (ug|u)u; Z)\Pu

lubT =5, NP
Przyklad:

Operator R definiowany
(Rf)(x) = —if'(x)
jest nieograniczony, ale mozmy go zdefiniowa¢ na L?[0, a] na gestym zbiorze funkcji r6zniczko-
walnych w sposob ciagly i takich ze f(0) = f(1) oraz f'(0) = f'(1) (np. w granicy). Jest takze
domkniety. Jest hermitowski, bo

lrn) =i [ deg @@ =i [ @) - i@

Ostatni wyraz znika z warunku brzegowego. Zagadnienie wtasne jest rownaniem rézniczkowym



ktore ma rozwigzanie Ae*®. Wiemy ze \ jest rzeczywista. Mamy wiec rozwigzania dla A =
2n/a dlan = 0,£1,42, ..., a z normalizacji A = 1/y/a. Sa to wiec elementy szeregu Fouriera.
Uwaga: z samej powyzszej analizy nie wynika jeszcze ze A nie moze by¢ dowolna rzeczywista,
bo nie wszedzie zdefiniowaliémy R. Jednak wiemy juz, ze szereg Fouriera tworzy baze zupeina,
i z tego wynika brak innych rozwiazan. Poznamy p6zniej ogélniejsza argumentacje dotyczaca
baz zupelnych dla operatoréw nieograniczonych.

Uktlady Sturma-Liouville’a

Rozpatrzmy operator L (Liouville’a) taki ze

(Lf)(x) = po(x) f"(x) + pr(x) f(2) + pa(2) f (2)

przy czym p; na ciagta 2—ita pochodna na przedziale [a, b] (moze by¢ nieskoniczony) . Operator
dziala na funkcjach o ciaglej 2. pochodnej, ktore albo spelniaja f(a) = f(b), f'(a) = f'(b),
f"(a) = f"(b), albo f(a) = f(b) = 0, albo — dla calej osi — zanikaja szybciej niz potegowo.
Zaktadamy tez py # 0 na |a, b| (moze znika¢ wyjatkowo na brzegach). Zdefiniujmy pomocnicza
funkcje w o wlasnosci

wpozaiexp/fpluadx/pxx>

przy czym zakladamy ze caltka nieoznaczona jest dobrze okreslona i w > 0. Wtedy

Lf =w wpof') + paf

Wprowadzmy iloczyn skalarny z waga w,

umw:/ﬁm@fmmuwx

Wtedy L bedzie hermitowski wzgledem tak definiowanego iloczynu skalarnego

b b
(fILg)w = / Lf*(wpog") + wps f*gldx = / [wpaf*g — wpo f™*g'ldx + wf*pog'|}

Warunkiem hermitowskosci jest znikanie ostatniego wyrazu, czyli jesli wpg(a) = wpo(b) lub
fla) = f(b) = g(a) = g(b) = 0. Wtedy mozna rozwigzywaé¢ zagadnienie wlasne, wzgledem
zdefiniowanego iloczynu skalarnego.

Wielomiany Legendre’a

Rozpatrujemy przedzial [—1,1] i

Lf=(z*=1)f"+2zf = ((a* = 1) f)

Tutaj w = 1, py = (2?—1) Okazuje sig ze wartosci wlasne L maja posta¢ n(n+1) a odpowiednie
funkcje to wielomiany Legendre’a P,(z). Ich definicja jest nastepujaca Py = 1, P, = x, P, =
(32% —1)/2, P3 = (52 — 3x)/2 a dalej uzywamy wzoru Rodriguesa

1 dn(x? — 1)"
— onpl dz™

Fy(x)
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Mozna sprawdzi¢ jego poprawnos$¢ biorac h = (2 — 1)" i pochodng b’ = 2xn(z? — 1)"!
czyli
(1 —2®)h + 2nxh =0

i r6zniczkujac n 4 1 razy sotsujac regute Leibniza, czyli
(1 —2*)h"2 = 2(n + D)azh™ — (n + 1)nh™ + 2nzh™ 4 2n(n + 1)R™ =0

Zauwazmy tez ze P,(1) = 1 z rozbicia (22 — 1)" = (z + 1)"(z — 1)" ktore przy n-krotnym
rozniczkowaniu musi dziata¢ na (z — 1)" aby wynik byl niezerowy. Wielomiany sa parzyste
lub nieparzyste P,(z) = (—1)"P,(—z) czyli P,(—1) = (—1)". Korzystajac z kolei ze wzoru
Cauchy’ego dla pochodnej funkeji holomorficznej

P,(x) = ! §1§ (22_—1)7le

2n2m1

Wtedy calka jest rowna

L (<Rei¢”)2‘1)nd¢:

2m 2Re?
1 Re%? 4 2z + (22 — 1)/R\"
- . do
2m 2ei®

Wezmy R = (1 — 22)'/2 cayli

1 R(e%% — 1) + 2ze™®\"
— A dp =
27 < 2e'? ¢
= [(Rising + a)d
7 78in x)"do

modul wyrazenia w nawiasie jest ograniczony przez v/ R? + x? = 1. Stad ograniczenie |P,| < 1.
Definiujemy funkcje tworzgcg

= Z t"P,(x)

Dla kazdego x szereg jest zbiezny dla [t| < 1 na mocy wyprowadzonego ograniczenia. Zapiszmy

F(t,z) = Zﬁézl (t;(f__;)))n : _;;_ldz h 55 -1 — thQ — 1)/2;_;

n>0

Mianownik ma residuum wyznaczone przez tz> —2z+2x —t = 0 co daje tz = 1 £+/1 — 2zt + t2
przy czym chcemy aby |z| < 1. To daje znak — dla ¢ > 0 i ostatecznie dla residuum dostajemy

F(t,z) = (14> — 2tx)~1/?

Przyklad:
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Rozktad potencjatu od tadunku punktowego g umieszczonego na osi z w odlegtosci d od
poczatku uktadu wspotrzednych (rysunek)
/

Z A

7—d

Y

lveer —d| V1 — 2tz + 12
dlat =d/r x = cosb, bo |F—d> =%+ d*> — 2rd cos . Zatem

V::g§:<g>ngxamm

n>0

4G

Zwiazek rekurencyjny

e rozniczkujac funkcje tworzaca po t i poréwnujac wyrazy o tych samych potegach ¢ dosta-
jemy
(n+1)P,y1 = 2n+ 1)xP, —nP, 4

e rozniczkujac po x i poréwnujac potegi ¢ dostajemy

zP! — P |, =nP,

Relacja zupelosci

[ P@)Pa@) = o

) T+l

Zero dla m # n wynika z tego ze sa to roézne funkcje wtasne L a dla n = m mamy ze wzoru

Rodriguesa
1 1 1
| Pr= g [ @ =010 - 1)

1
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Catkujac przez czesci otrzymamy

1

1
2
221y |2 (=

- )" (@ - )M - Sanpp

[l =110 = 1y

Jednak pierwszy wyraz znika bo kazde rozniczkowanie mniej niz n razy zostawia choé jeden
czynnik 22 — 1 ktory znika na brzegach. Operacje mozemy powtérzyé n razy otrzymujac

1
22np |2

JICETSREER e

Tymczasem najwyzsza potega (x? — 1)" to x?" zatem pochodna jest stala i rowna (2n)!. Za-
mieniajac zmienne s = (x + 1)/2 otrzymamy

2(2n)! 1 2(2n)! 2(2n)!  n!? 2
"1 —s)" = B 1 1) = =
e /05< ' == Bl bt ) = e T T g

gdzie wykorzytalismy funkcje B Eulera. Uwaga: P, nie sa wiec dobrze unormowane, ale mozna
to zrobi¢ biorac P,+/n + 1/2, jednak przyjeta konwencja pozostawia je nieunormowane.
Odwrotna relacja zupetnosci

Y @n+ 1Py (2)Puly)/2 = 6(z —y)

n>0

dla z,y € [-1,1]. Wynika ona z faktu, ze same P, juz tworza baze zupelna. Wiemy to, bo
P, sa wielomianami stopnia n, ortogonalne czyli liniowo niezalezne, a wiec kazdy wielomian
stopnia n jest (zupelna) kombinacja liniowa P; dla j < n. Pozwala to na jeszcze jedna definicje
(niezalezna od L) P, jako wielomianéw stopnia n ortogonalnych na [0, 1]. Z drugiej strony kazda
funkcje w L?[0, 1] mozna przybliza¢ wielomianami, a wiec i P,. Np. e~@=70)” jost modelem
delty, a z drugiej strony ma jednostajne rozwiniecie w szereg potegowy wzgledem x.

Istnieje tez argumentacja polegajaca na tym, ze L nie ma innych wartosci i wektorow wta-
snych. Zalézmy rozwiniecie w szereg szereg P = Zj a;x’. Podstawiajac do rownania wlasnego

Lf = (2= 1)P" +2xP = \P

mamy

Z(a:2 —1)j(j — a2/ %a; + QZijjaj = Z)\ajxj
J J J
Poréwnujac te same potegi 27 otrzymamy
—U+2)0 +Vajra =4 = Da; +2ja; + Aa; = (A =50 + 1))
czyli
JjU -1 —A

i1 = ——— -~ aj—1
a jG+1)

Widaé, ze szereg sie urwie do wielomianu jesli A = j(j — 1) to beda wlasnie wprowadzone
wielomiany Legendre’a. Jesli nie urwie sie to dla j2 > \ mamy

Ajy1 = aj
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czyli bedzie
~ Zn > NA(-1)"z*" — B(1 —2*)7!

a to jest funkcja rozbiezna dla x — +1 i niecalkowalna z kwadratem.

Przyklad:
Zapisa¢ funkcje f(z) = 1 — |z| dla z € [—1,1] jako sume (nieskonczona) wielomianow
Legendre’a
f(x) = Z an Pn ()
n>0
Obliczamy
2n+1 (!
o) =252 [ f@)P s
-1
czyli

aoz/l(l—x)dx:1—1/2:1/2

Z symetrii f i P wynika ze a; = 0 i ogblnie znikaja nieparzyste ag,,1 Dalej
1
as = 5/ (1—2)(32° —1)dr/2 =5/2—15/8 —=5/2 +5/4 = —5/8
0

Wyizsze a,, mozna tu akurat znalez¢ catkowaniem przez czesci wzoru Rodriguesa

o0 = S J, -2 = S [ SRl

2nn) 2nn! 2nn)
241, ] (n—2) 2n+1. , ny(n—1)
= —Qn—n![(ff —1)"] lo — ] [(z" = 1)"] lo
— _(_1)(n+2)/2M n
2rn(n — 1) \(n —2)/2

Np. a4 = 3/16.

Wielomiany Hermite’a

Wystepuja np. w opisie kwantowego oscylatora harmonicznego. Tym razem zakladamy cala
0§ rzeczywistyq.

Lf=—f")2+af =—e" (e f)/2

z® Funkcje wlasne f znajduje sie konstruujac operator

bo w = exp [2zdr = e~
Af=fIV2
i jego sprzezenie wzgledem iloczynu skalarnego (:|-).,

Alf = = (e fY N2 = —f' /N2 + V2uf
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Stad L = ATA a takze (AAT — ATA)f = f. Umownie zapisujemy dla operatorow [A, B] = AB —
BA, tzw. komutator. Wtedy [A, AT] = I gdzie [f = f jest operatorem identyczno$ciowym.
Zatem [A, L] = Ai[AT,L] = —AT. Przypusémy ze f spelnia

Lf=Af

Wtedy g = Af i h = ATf maja wlasnosci Lg = (A — 1)g natomiast Lh = (A + 1)h czyli gi h
sa takze funkcjami wlasnymi tylko z obnizona/podniesiong wartoscia wlasna. Jednak, wartosci
wtlasne nie mogg by¢ dowolnie mate bo

Ml = (FILw = (fIATA)w = (Af|Af)w > 0

Stad A > 0. Kazdy ciag \, A — 1, A — 2,... musi sie wiec urywa¢ co wymaga
Af=0

dla funkcji, gdzie ciagg sie urywa, musi zachodzi¢ Af = 0, czyli wtedy Lf =01 XA =0. W ten
sposob dostajemy pelng konstrukcje funkeji wlasnych — wielomianéw Hermite’a o wartosciach
A=n,dlan=0,1,2,3,.... Hy=1, H =2z, Hy = 42> — 2, Hy = 82% — 12z

2

H,(z) = (V2AN'Hy = (—1)"e* (e7*")®

Wielomiany sa symetryczne/antysymetryczne H,(x) = (—1)"H,(—x). Sa ortogonalne, tj.

/ Ho () Hyp(2)d = /7216,

Dowod indukeyjny, (Ho|Hg)w = /7 z calki Gaussa. Potem
<Hn+1|Hn+1>w = <\/§ATH7L|\/§ATHH> =
2(H,|AATH,), = 2(H,|(L + 1)H,) = 2(n + 1)(H,|H,,)

Ze wzoru Cauchy’ego

2
| z
g2 n! e

Hy(z) = (=1)"" 5~ ez

dz

po krzywej otaczajacej x (jednokrotnie) bo e jest wszedzie holomorficzna. Biorac krzywa
dostatecznie daleko od x mozna wykona¢ sumowanie

2

tn —z
2mi E —lltl'n(gc)e_gc2 = ?ge—dz = 2miel+)’
n!

z—x—t
n>0

bo residuum jest w z = x + t. Dostajemy wtedy funkcje tworzaca

tn e
> Ha(r) =

n>0

Roézniczkujac funkeje tworzaca po t dostajemy relacje rekurencyjng

Hn+1 = 2$Hn — 27"LH”_1
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apox, H =2nH,_,. Podobnie jak wielomiany Legendre’a, wielomiany Hermite’a tworza baze
zupelng, tj.

22

Z \/_Q”n'(y) =

n>0

—y)e

Wrynika to takze z funkcji tworzacej dla t = €®

" H Hp(y)e'—moe ™™
5 ) z/ i [ ar ——

>0 nlm!

Wtedy mozna zmieni¢ kolejno$¢ catek i sum, stosujac funkcje tworzace

2T 0o
/ d¢/ d,re—rex/i\/ﬁ((:c—&-y) cos ¢p+i(z—y) sin ¢)+ye " —tr cos 2¢

Zamieniamy zmienne u = /7 cos ¢, v = /rsin ¢, A(u,v)/d(r,¢) = 1/2 i wtedy mamy catke

/OO dudve=""—v+V2H(@+y)uti(z—y)v)— (u2*”2)/7r

[e.o]

Calki mozna wykonaé¢ niezaleznie i otrzymujemy
(1- t2)—1et(x+y)2/2(1+t)—t(x—y)2/2(1—t) _ ﬁeaﬂ(;(x — )

dla t — 1_. Wiele innych ciekawych wtasnosci i zastosowan wielomianéw Hermite’a mozna
znalez¢ w wikipedii.
Wielomiany Laguerre’a

Lf =—zf"+ (@@ —-1)f = - (ze™" f)

wtedy w = e i rozpatrujemy x > 0. Funkcje wlasne dla A = n, n = 0,1,2,.... majg postacé
Lg—l L1 1—1' Lz—x2/2—2$+1

—x

L,(x) = —'(e_wx")(”) = (d/dx —1)"x"/n!
Pokazemy pozniej ze faktycznie sa funkcjami wtasnymi. Mamy L, (0) = 1 oraz
L’II’L = L;z—l — Ly

Ponadto
L®) = (d/dx — 1)"z" % /(n — k)!

obliczajac L (O) musimy trafi¢ rézniczkowaniem doktadnie n — k razy co daje wynik kombi-
natoryczny (— )k( ) Stad jeszcze jeden wzor


http://en.wikipedia.org/wiki/Hermite_polynomials

Tradycyjnie zapisujemy wzér Cauchyego

Funkcja tworzaca

e’ e~
t"Ly(x) = —d
Z (z) 27ri§£(z—:c—tz) :

n>0

Sume wewnatrz wykonalismy pod warunkiem |tz| < |z — z|. Jest to w istocie rownanie kola
(tzw. okrag Apoloniusza), ktore zawiera x tylko gdy |t| < 1 i to jest warunkiem zbieznosci
funkcji tworzacej. Wtedy residuum jest w z = x/(1 — t) czyli
. o—te/(1-1)
"L (z) = ———
>t Lnl) = ——

n>0

Rézniczkujac to rownanie po t dostajemy

S ot Ly(1 1) =) (—x+1-t)t"Ly(z)

n>0 n>0
Poréwnujac wspotezynniki przy t" otrzymamy
(n+1)Lpy1r —2nLy,+(n—1)L, 1 =(1—2)L, — L,

czyli
(n+1)Lpy1=C2n+1—2)L, —nl,

Przesunmy indeks o 1,
(n+2)Lpio=2n+3—2)Lpi1 — (n+ 1)L,
i dwukrotnie zrézniczkujmy
(n+ 1)Ly =0Cn+3—x)lyy — 2L, — (n+ 1)Ly

Na mocy
LZ+2 :L/T;-H_L;H—l =Ly, — L, — L, + L, =Ly — 2L, + L,

i Ly =Ly — L, oraz L, ., = L; — L, otrzymujemy
(n+2)(L! — 2L + L) = (2n+3 — 2)(L" — L) — 2(L., — Ly) — (n+ 1)L

Po uproszczeniu
nL, =—xL + (x — 1)L,

czyli spetnia rownanie wtasne!
Normalizacja

/0 T e L (@) Lo () = (1)),
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Wyprowadzamy ja ze wzoru

/ e_zxan(x)dx:/ ™ (e "™ ™ dx
0 0

Catkujemy przez czesci m razy. Za kazdym razem wyrazy brzegowe znikaja, w zerze z powodu
2™, w nieskoriczonosci przez e~*. Otrzymamy

(_1)mm!/ (e—zxn)(n—m)dx _ (_1)m—1m!(6—1’xn)(n—m—1)|0 -0
0
dla m < n (bo z pochodnej zawsze zostanie jakas potega z, ktora w zerze znika). Dla m =n

(—1)”71!/ (e7*2™)dx = (—=1)"n!n!

0

Teraz przypominamy ze L, samo jest wielomianem stopnia n o najwyzszym wyrazie (—1)"z"
i stad normalizacja, bo nizsze potegi catkujg sie do zera. Podobnie mamy relacje zupetnosci

S La(@)La(y)/nl? = 8z — y)e*

Komentarz

Operatory bedace kombinacja pochodnych i mnozenia, generguja funkcje wlasne tworzace
bazy zupelne na mocy wlasnosci rownan rézniczkowych (np. jednoznaczno$ci rozwigzan, cia-
glosci ze wzgledu na parametry). Zupelosé mozna tez dowodzi¢ zamieniajac 0§ rzeczywista
na ciag bliskich punktéow, rozniczkowanie f'(x) — (f(x + A) — f(z))/A bo wtedy przestrzen
ma skoriczony wymiar i baza istnieje jak w zwyktej algebrze.
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Trudniejsze dowody

Dowdéd jednoznacznosci klasy homografii:

Mamy nieznang jeszcze funkcje f(z) ktora przeksztalca okregi i proste w okregi i proste,
zakladaja ze kazda prosta zawiera punkt oco. Wtedy takze zbiory przecieé¢ okregow /prostych
przeksztatcac si¢ na zbiory przecieé ich obrazow (1 lub 2 punkty dla dwoch obiektow, skoriczona
ilog¢ dla wielu, ich liczba nie zmienia sie na mocy réznowartosciowosci i odwracania) Poniewaz
homografie maja te sama wtasnosé, mozemy je dowolnie sktadaé¢ z f. Jesli ztozenie bedzie
homografig to f takze, na mocy wykazanych wlasnosci homografii.

Wiemy ze w obrazie f sg wi, wy, w3 i wy nie lezace na jednym okregu ani prostej (musza
to by¢ wiec rozne punkty).

Przeniesiemy teraz punkty z1, 2o, z3 (musza by¢ rozne) a takze wq, wy, ws do odpowiednio
0, oo, 1

Krok la:

Jesli w; = 0 to przechodzimy do kroku 1b. W przeciwnym razie, skladamy z homografig
h(z) =z —w; lub h(z) = 1/z gdy wy = oo, tj. dostajemy h(f(2)).

Krok 1b:

Jesli wy = oo to przechodzimy do kroku lc. W przeciwnym razie sktadamy z homografia
h(z) = z/(z —wy), h(oco) =1

Krok le:

Jesli wsy = 1 to konczymy. W przeciwnym razie sktadamy z homografia h(z) = z/ws. To samo
powtarzamy dla punktow z193 7z tym ze sktadamy na odwrot f(h(z)) biorac kolejno h(z) = z+w,
(lub 1/z2), h(z) = z22/(2 + 1) (h(—1) = c0) oraz h(z) = z3z.

Podsumowanie Kroku 1: Otrzymalismy funkcje o zatozonej wlasnoéci, ewentualnie zlozong
z homografiami, taka ze f(0) =0, f(1) =1, f(co). Wiemy takze ze f(z4) = w4 oraz z4 ani wy
nie leza na osi rzeczywistej (z,0).

Krok 2: Wykazemy ze f(z) = z lub f(z) = z*

Obrazem kazdej proste] jest prosta, co wynika z f(co) = oo. Obrazem prostej przechodzacej
przez 0 (1) jest prosta przechodzaca przez 0 (1) co wynika z f(0) = 0 (f(1) = 1). Obrazem pro-
stej przechodzaca przez punkty 01 1 jest ta sama prosta (0§ rzeczywista). Okrag przechodzacy
przez 0, 11 przechodzi na okrag takze przechodzacy przez 0-1 lub oS rzeczywista. Kazda prosta
rownolegta do osi rzeczywistej, ma obraz ktory jest takze prosta rownolegly do osi rzeczywistej.
W przeciwnym razie istniatby punkt przeciecia z osia rzeczywista i f nie bylaby réznowarto-
Sciowa. Dwa rézne punkty przeciecia prostej (1/2,y # 0,00) z okregiem 0-1-z4 moga leze¢
jednoczesnie na pewnych prostych rownoleglych do osi rzeczywistej stycznych w tych punktach
do okregu. Obrazy tych punktow sa rézne i nie nalezg do osi rzeczywistej, sa na okregu 0-1-wjy.
Musza to takze by¢ punkty stycznosci z prostymi rownoleglymi od osi rzeczywistej. Tu powo-
tujemy sie na zachowanie liczby punktow wspdlnych. A zatem nadal naleza do prostej (1/2,y)
co oznacza ze cala prosta przechodzi na siebie (rysunek).
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Oznacza to, ze proste rownolegle do obu osi przechodza na odpowiednie réwnolegte (przy

czym osie na osie) czyli
fz) =2"+iy = a(z) +if(y)

gdzie o i B to pewne funkcje rzeczywiste, i wiemy ze a(0) = 0, o(1) = 1, f(0) = 0 Wezmy
okrag wpisany (tj. styczny) w kwadrat utworzony przez osie i wybrane proste rownolegle. 7
rownoleglosci i1 zachowania stycznosci, kwadrat przechodzi na kwadrat f(t) = +a(t), a wiec
B(1) = £a(l) = £1. Jesli jest —1 to sktadamy z homografia z*. Stad (1) = 1, f(i) = i.
Zatem prosta x = y i y = x — 1 tez przechodza na siebie (bo f(1) = 1), i takze f(—i) = —i a
takze kontynuujac f(—1) = —11 5(t) = +a(t). Ponadto (z,z + q) przechodzi na (z’, 2’ + a(q)),
a przeciez z' = a(x), ' + a(q) = a(x + q) czyli

a(r) + alq) = a(r +q)

Mozna prosto pokaza¢ ze to implikuje «(t) = ¢ dla ¢t wymiernych. Stad wszelkie proste i
okregi o parametrach ($rodek, promieri, odleglo$¢) wymiernych przechodza na siebie. Dla
niewymiernych mozna jedynie pokazac, ze jesli a(t) = k to a(wt) = kwt dla dowolnej liczby
wymiernej w. Przypusémy, ze k > 1 dla pewnego ¢, wezmy jakikolwiek okrag o promieniu
wymiernym ale mniejszym niz k£ — 1 i §rodku w (4 + d,4 + d), gdzie 2(k — 1) > d > k — 1
jest dodatnig liczbg wymierna. Na tym okregu na pewno istnieje punkt o przynajmniej jednej
wspolrzednej wt, ten punkt przechodzi na kwt > k(44+d—k+1) = k(5+d—k) > 44+d+k—1co
wynika z k(4+d—k+1) > 4k > 44+-3(k—1) bo k > 1. Okrag przechodzi na siebie, a jednak obraz
punktu bedzie poza okregiem, bo ma za daleka wspotrzedna, sprzecznosé (rysunek). Podobnie
argumentujemy dla k& < 1 (wtedy obraz jest za blisko, a takze dla k ujemnych. Stad zostaje
a(t) =t czyli teza.

A Im
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Re

»

Dowdd twierdzenia Goursata:
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W dowodzie musimy skorzystaé¢ z wtasnosci pochodnej zespolonej, same warunki Cauchy
Riemanna nie wystarcza (bo nie zakladamy ciagtosci). Idea dowodu polega na zalozeniu ze
catka nie jest zerem i doprowadzenia do sprzecznosci. Pokazemy teze dla uproszczenia dla
kwadratu, a potem dow6éd mozna poszerzaé¢ juz na dowolny obszar. Przypuéémy ze catka nie
jest zerem dla kwadratu o boku a, jest rowna W takie ze [W| = a*q i ¢ > 0 (liczba rzeczywista).
Ogolnie okreslamy q, = |W;|/b* dla kazdego kwadratu o boku b jaki rozwazymy. W takim
razie tniemy kwadrat dwukrotnie na pot (rysunek) aby dostaé¢ 4 kwadraty dwukrotnie mniejsze
od wyjéciowego. Mozemy policzy¢ calke po konturze kazdego kwadratu. Suma daje calke
wyjéciowa, bo czesci stykowe sa kasuja (maja przeciwne kierunki), czyli W = Wy,+ W, .+ W+ W,
Jednak, a’q = [W| < [Wy|+ W]+ [We| +|We| = a*(qy+qe+qa+qe) /4 czylidg < qi+g2+q3+q4
Zatem dla przynajmniej jednego z czterech kwadratow ¢ < q,. Wybieramy ten kwadrat i tak
powtarzamy operacje. Otrzymamy ciag kwadratéw zmniejsza sie, tak ze ma granice w jednym
punkcie, nalezacym do kazdego kwadratu, a caly czas ¢, > ¢. Niech to bedzie punkt z = 0 (jesli
jest inny, zg, mozna funkcje przesunaé¢ f(z + zo)). Zalozmy takze ze f(0) = 0 (np. odejmujac
f(z) = f(0)). W tym punkcie istnieje pochodna zespolona f/(0) = w. Poprawimy jeszcze te
funkcje f(z) — f(2) — wz tak aby f/(0) = f(0) = 0. Dodatek wz = (wz?/2) daje zerowa
kazda caltke po konturze zamknigtym, bo wz i wz?/2 jest wszedzie holomorficzna. Dla konturu
dowolnego kwadratu K o boku s okreslonego wspohzednymi (x1, 41, 2, y2) mozemy napisac

yg( f(2)dz = / Yy — flap)de + / " Flwary) — Flan,y))dy

Wybierzmy teraz z definicji pochodnej zespolonej takie € < ¢/4 ze dla |z| < 0 mamy

|[F(2)] < el2]

Niech |z|1, |z2|, [y1], |y2] < 0/2. Taki kwadrat oczywidcie istnieje (im blizej 0) i w tym kwadracie
|z| < 4. Ponadto |z| < 2max(|xy|, |x2|, |11], |y2|) = M. Stad szacujemy

54 F(2)dz

bo x5 — 21 = y» — y1 = 5. Jednak M < s czyli calka szacuje sie przez 4es® a wiec ¢, < 4e < q.
Sprzeczno$¢. Stad teza. W rozumowaniu nie musza by¢ kwadraty, moga by¢ np. prostokaty,
trojkaty, trapezy, kawalki kota i praktycznie dowolnych figur byle nie za mocno splaszczane.
Zlepiajac kwadraty /prostokaty /trojkaty /itp. dojdziemy przez uciaglenie do dowolnej krzywej,
co konczy dowod.

Y2

< / C(F )+ 1 (o) + / (1 syl + |f (2, ) )y < 4Mes

z1 Y1
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Dow6d warunkéw Diniego i Jordana dla szeregu Fouriera:

Bez straty ogolnosci dokonamy uproszczen i skrotow. Pokazemy, ze dla funkeji ciggtej, takiej
ze f(0) = 0 i niemalejacej (Jordan)na [0, 7] lub [, |f(t)|dt/t jest skoficzone (Dini) i mamy

N ™
> /0 F(6)e"dp — 0

Dla ustalonego N sume mozna wciagnaé pod catke

T sin(o(N +1/2)
| o™
Zauwazmy 7ze
/0 " 1) sin(@(N +1/2)) (W - %) d = /O " F(6) sin((N + 1/2)) 2= 25n0/2) ;j@%i{ 2) 4
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Poniewaz
oniewg b 25in(/2)
sin(¢/2)¢

jest ciagta, a tatwo pokazaé, ze

/0 " g(6) sin(o(N + 1/2))de — 0

(prosty dowod polega na przesunieciu ¢ — ¢ + 27/(2N + 1), ktore odwraca znak calki i
skorzystaniu z ciagltosci). Zatem nam wystarczy pokazaé, ze

/0 " 1(6) Smf”dqﬁ S0

dla A — oo. Jest to natychmiast prawda dla warunku Diniego. Dla Jordana przyjmijmy
tymczasowo, ze f jest Scisle rosnaca i ma okreslona dodatnia pochodng. Nawet jesli tak nie
jest, mozna calke (dla ustalonego \) dowolnie przybliza¢ takimi funkcjami, bo wszystkie funkcje
pod calka sa ciagte. Dla dowolnej funkcji h o ciagtej pochodnej i h(0) = 0 mozna wtedy pokazac,

7e
/fh’dcbf /f

Dla H' = f’'h, H(0) = 0 mamy z twierdzenia o wartosci $redniej

H(a) = f(a)H'(c)/ f'(c) = f(a)h(c)

dla pewnego ¢ € [0,a] Stad dla tego c,

/Oa f(@)W (¢)do = f(a)h(a) — fa)h(c) = f(a)(h(a) — h(c))

Skoro takie c¢ istnieje dla f o f' > 0 to z ciaglosci bedzie to prawda takze dla kazdego f
niemalejacego. Uwaga, teraz wida¢ koniecznosé, aby f byla niemalejaca, bo inaczej istniatby
punkt f/ =0 i tam zawiodloby twierdzenie o wartosci $redniej. U nas

Aa
h(a) = Si(Aa) = / Sltﬂd
0

jest to tzw. sinus calkowy, ale wystarczy nam wiedzie¢ ze jest ciagly i ograniczony bo Si(co) =
/2 co wiemy z calki Dirichleta. Wystarczy teraz dokona¢ podziatu calki

L1+
0 0 a
tak aby f(¢) < e dla ¢ < a. Pierwsza oszacowujemy jak wyzej a druga calka zawiera funkcje

ciagta razy sin A\¢ czyli bedzie zbiega¢ do zera. Poniewaz € moze by¢ dowolnie mate dostajemy
teze. Dowod bez trudu uogdlnia sie na pelne warunki Dirichleta (przez przesuniecie/odbicie ¢,

f i ciagtosé).
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Komentarz:
Zauwazmy ze sa funkcje spelniajace warunek Diniego, ale nie Jordana, np. ¢sin(1/¢) i odwrot-
nie 1/1In|¢|. albo zadnego, chociaz ciagte sin(1/¢)/In¢. Pokazuje to ze zbieznosé¢ punktowa
szeregu Fouriera jest trudna do okreslenia dla funkcji patologicznych. Zawsze w takich sytu-
acjach pomaga regularyzacja, czyli przyblizanie funkcjami gladkimi, dla ktorych szereg jest
zbiezny bez problemu. Jesli f ma jest ciagla i spelnia warunek osobno dla f(z +1t) i f(x —t)
to z calki Dirichleta mozna tatwo pokazaé, ze symetryzacja sumy nie jest juz konieczna. W
praktycznych sytuacjach funkcje maja kawatkami ciggte pochodne, wiec szereg jest zbiezny,
dla ciaglych jednostajnie, a jedynie nieciggto$ci wymagajg sumy symetrycznej i tam nie ma
zbieznodci jednostajnej. Przy okazji, w punktach niecigglosci szereg zbiega nieintuicyjnie od
dalszej strony, tzw. zjawisko Gibbsa.

Dow6d warunkéw Dirichleta dla transformaty Fouriera:

Bez straty ogélnosci mozemy potozy¢ x = 0 Dla pozostalych x = xq przesuwamy funkcje o
7o, co skutkuje zamiana f(k) — e~™*20 f(k). Wezmy teraz catke

/j{ f(k)dk = /j{dk/: f(x)e ™ dy

Poniewaz caltka z f jest zbiezna bezwzglednie i f jest przedzialami ciggta i ograniczona, mozemy
zamieni¢ kolejnos¢ catkowania

/(:f(x)dx/idke‘ikm :/Z 2f@)%

Dalszy ciag jest praktycznie taki sam jak dla szeregow Fouriera (zamiast N + 1/2 mamy K),
zapisujac f(z) = f(x) — f(0) + f(0) i pamietajac o calce Dirichleta z f(0). Jedynie zanikanie
catki dla duzych z uzasadniamy zbieznoscig bezwzgledng calki.
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