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Wyktad 2: Krzywe i calki krzywoliniowe
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Wyklad 5: Wektorowe operacje rézniczkowe

Wyklad 6: Twierdzenia Greena i Stokesa

Udowodnione juz bylo, ze jesli pole wektorowe 1% jest polem potencjalnym, to
catka | V- dr po dowolnej krzywej zamknigtej ma warto$¢ 0. Istnieja jednak

réwniez wzory na ta calke nawet gdy pole V nie jest potencjalne.

Twierdzenie Greena

Niech U C R? bedzie otwartym obszarem, a V.U - R? bedzie ciagtym i
rézniczkowalnym polem wektorowym okreslonym na obszarze U. Niech D C U
bedzie obszarem domknietym ograniczonym krzywa zamknieta 0D C U, zorien-
towang w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Wowczas oV oV
V-dF:/ (y— z)dxdy
j({?D p \ O dy

co mozna zapisac¢ takze w jezyku form rézniczkowych, uzywajac w = V,dz+V,dy

% w= / dw
oD D
Dowod

Zalézmy najpierw, ze obszar D moze by¢ przedstawiony w postaciach
D={(z,y) eR*:a<z<b fi(z)<
={(z,y) eER*:c <y <d, qi(y) <
Te dwa przedstawienia obszaru D daja nam tez dwa przedstawienia brzegu 0D:
OD ={(z,y) eR*:a <z <b,ye{fi(z), fa(x)}} =
={(z,y) eR?:c<y<d ze{n() 9)}}

z czego wynika, ze krzywa zamknieta 0D mozna podzieli¢ na dwie krzywe skla-
dowe, na dwa sposoby

8D=K1UK2=K3UK4



gdzie

Ky ={(z, fi(z)) €R*:a <2 < b}
Ko = {(z, fo(z)) € R?*: a < 2 < b}
K3={(1(y),y) eR*:c <y < d}
Ky ={(92(y),y) eR?:c <y < d}

To przedstawienie daje nam parametryzacje krzywych K; = krzywe Kj i Ko
mozna sparametryzowaé za pomoca parametru x, krzywe K3 i K4 za pomoca
parametru y. Pamietajac tez, ze krzywa 0D ma by¢ zorientowana w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, mozemy ustali¢. jakie musza by¢ orien-
tacje krzywych K; = krzywa K, jest zorientowana przez x zmieniajace sie od a
do b; krzywa Ko przez x zmieniajace sie od b do a; krzywa K3 przez y zmienia-
jace sie od d do ¢, krzywa K, przez y zmieniajace sie od ¢ do d.

Zacznijmy od lewej strony tezy twierdzenia Greena i podzielmy ja na dwie czesci.
Mamy

V~dF:]{ (Veda + V,dy) :]{ dex—&—j{ V,dy
oD oD oD oD

Kazda 7 tych dwdch czesci znéw podzielimy na dwie

jé dex—F% Vydy:(/ dex+/ dez)—l—(/ Vydy+/ V,dy)
oD oD K, Ko Ks Ky

Wykorzystujac poprzednio znalezione parametryzacje krzywych K; otrzymu-
jemy

/I<1 Vedx + /K2 Vedx = /ab Val(z, fi(z))dz + /ba Vi(z, folz))dz =
= /ab (Va(z, f1(2)) = Va(a, fo(2)))dz
/K?, Yudy+ /K Vody = /d Vy(gr(y) y)dy + /cd Vi (ga(y), y)dy =

d
= [ (- Vo pity + Vi) )y

Zauwazmy teraz, ze

£ 9y, (z,y)

Vw(xvfl(x))—vz(x,fg(x)):_/f() (i,
92(y) z
Vy(gl(y),y)dy+Vy(gz(y),y)_/() wdx
91(y

Mamy zatem

b fz(w)
/ Vzd:ch/ vfdm:f/ (/ Mdy)dx:
K1 Ko a f1(z) 8y



:_/ WVal@:Y) 44,
D dy

O oy ay)
V,dy + de:/ / L dx | dy =
K v K v . ( g oz )

91(y)

— / 78‘/’” (z,y) dady
D 83}

Mamy wiec w sumie

~ oV, oV,
V~dF:/ (y— I)dxdy
]{913 p \ O dy

co bylo do udowodnienia.

Jezeli obszar D nie daje sie przedstawi¢ w takiej postaci jak zalozyliSmy, nalezy
go podzieli¢ na mniejsze obszary, z ktérych kazdy juz bedzie sie tak przedsta-
wial, D = |J; D;. Wtedy prawa strona tezy twierdzenia Greena rozpisuje si¢

nastepujaco:
) dzdy

[, (G5 )eman=x f, (52 2

Nie mamy jednak 0D # |J, 0D; - dzielac obszar D na kawalki D; tworzymy
dodatkowe linie wewnatrz obszaru, ktore naleza do |J, 0D; ale nie do dD. Mo-
zemy jednak zauwazyé, ze kazda z tych dodatkowych linii jest brzegiem dwdéch
kawatkow D;, wigc w sumie ), 3% D, catkowanie po kazdej z tych dodatkowych
krzywych pojawi sie dwukrotnie; ponadto te dwie calki beda mialy przeciwng
orientacje - jezeli jeden kawatek D; nadaje krzywej jedna orientacje, to kawaltek
lezacy po przeciwnej stronie krzywej nadaje jej orientacje przeciwng. Z powodu
tych przeciwnych orientacji te dwie catki po liniach wewnetrznych kasuja sie
wzajemnie, pozostawiajac jedynie calki po liniach zewnetrznych (nalezacych do

oD), czyli
V.dir= 7{ V.dr
ﬁD ; aD;

Poniewaz na kazdym z kawalkéw twierdzenie Greena jest spelnione, to bedzie
spelnione réwniez dla calego obszaru D. (koniec dowodu)

Twierdzenie Greena moéwi o krzywych plaskich (lezacych na plaszczyznie
R?). Istnieje tez podobne twierdzenie o krzywych w przestrzeni, nazywane
twierdzeniem Stokesa.



Twierdzenie Stokesa

Niech U C R? bedzie otwartym obszarem, a V.U — R3 bedzie ciaglym i
rézniczkowalnym polem wektorowym okreslonym na obszarze U. Niech ¥ C
U bedzie powierzchnig 2-wymiarowa ograniczong krzywa zamknieta 0% C U.
Orientacja brzegu 0% jest wyznaczona przez orientacje powierzchni ¥ (rysunek
ponizej).

Woéwczas

j{ v.dfz/mv).dg
[9)> b

co mozna zapisa¢ takze w jezyku form rézniczkowych, uzywajac w = Vydx +

Vydy + V.dz
7{ w:/dw
o% p)

OJ"O/
£

Rys. 6-1. Zgodnos¢ orientacji powierzchni i jej brzegu - kolejnosé¢ wspolrzednych na
powierzchni wyznacza kierunek obiegania brzegu.

Dowad
Zatézmy ze powierzchnie ¥ mozna sparametryzowac za pomoca dwoéch wybra-
nych wspoétrzednych, np.

S = {(a,y,2(x,)) € R®: (2,y) € D}

gdzie D C R? jest pewnym obszarem na plaszczyznie. Parametryzacja za po-
mocy (y, z) lub (z, ) réwniez jest dopuszczalna - dowdd przebiega analogicznie.
Jezeli powierzchni ¥ nie mozna tak sparametryzowaé¢ dzielimy ja na mniejsze
kawalki ktore juz mozna, podobnie do tego podziatu, jaki mial miejsce w dowo-
dzie twierdzenia Greena.

Majac ta parametryzacje mamy

— —

/E(VXV)-d§=



ov, oV, v, v, B
:/2 )d Adz +(8z 2 “)dz A da +(aaj ay)dz/\dy)—
VZ 0z 0z
= D y 82; ) Z:z(xvy)dy (87(31!17 + 87(1:[/)
v, AV, 9z 9z v, v, B
( 5 o ) z:z(w,y)(%d x+ 8—dy) Adz + ( or oy ) z:z(w,y)dm /\dy) =
ov, oV, 0z ov, 0V, 0z
- G- G e
D Y z=z(z,y) z=z(z,y) Yy
v, v,
(87 - dy zz(ﬂc,y))daj M

Z drugiej strony brzeg 0¥ mozna przedstawi¢ w postaci
% = {(z,y,2(z,y)) € R*: (x,y) € 0D C R*}

zatem

f{ V-dF:}z{ (Voda + V,dy 4 V.dz) =
) ox

0z 0z
- -7{9D (Vx|z=z(x,y)dx + VU{z:z(x,y)dy + Vz{z:z(aﬁ,y) (aidx + @dy)) =

0z 0z
:ng ((V |z zmy)+v|z zwy)a )dx+(v|z 2(z,y) +Vz|z:z(m,y)aiy)dy)

Stosujac twierdzenie Greena do tego wyrazenia otrzymujemy

0 0z 0 0z
= L (ax (Vy|z:z(w,y) + ‘/Z|z:z(w,y)87y> o aiy (Vx|z:z(w,y) + Vs |z 2(z,9) O ))dl‘ A dy

Korzystajac ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej i pochodng iloczynu mamy

0 oV, oV, 0z
%(VU’Z:Z(L?])) o E z=z(z,y) 82’ z=z(z,y) 8x

TR AR Y AT

Oz \ “lz2=2v) 9y/) Oz li=z(ay)dy = 0z li=z(x,y) Ox Oy #lz=z(z.9) 90y
0 oV, oV, 0z
@(Vz}’z:Z(%y)) a Ty z=z(z,y) 0z z:z(w,y)@

0z 0V, 0z 0z 0%z

%( Z|z:z(w,y)%) = 63‘2/;

Wstawiajac te rownosci do wzoru powyzej otrzymujemy

f V.dr=
>

z=z(x,y)87$+ 6y z=z(x,y)aiy%+ Z’ZZZ(I’y) 8y8x



J,

J,

oVy oV 0z
8.13 z=z(z,y) 62’ z=2z(z,y) 6]}
oV, 0z OV 0:0: 7
or z=2z(z,y) 8y 0z z=z(z,y) ox 8y #lz=z(z,y) 61’8:[/
Rz oV, 0z
8y z=z(z,y) 0z z=z(z,y) 8y
av, 0z 0V, 0z 0z 0%z
- gz 929z de Ady =
8y z=z(x,y) Ox 8y z=z(x,y) ay or |Z z(x y)a Ox ) . v=
((% _ (Ww) 4
Ox Y (e
av,  av. 0= OV, oV, 0z
( 0z oy Z:Z(w,y)% + ( or 0z ) Z:z(w)y)a )dx/\dy

Poréwnujac z poprzednio uzyskanym wynikiem otrzymujemy

1,

(koniec dowodu)

1%

-df’:/(VxV).d§
by

Cwiczenia wykladowe 3: Potencjaly

Rozwazmy pole wektorowe

w przestrzeni R3. Sprawdzmy, czy jest szansa by posiadalo one potencjal ska-
larny lub wektorowy.
Mamy

V x

‘7:

(8‘/,3 8V) (%_GVZ)E, (BV Bz)
oy 0z 0z or 83: y
(0 0 . 0 0 =
_<87y @xQ—Fy?)e +<8zx2+y ) <8xa:2+y Oy +y?
L . —2xy _ —2xy L=
= 0€, + 0ey, + ((3:2 FRTIC o y2)2)ez =0
> o O0Vp o0V, OV,
voV= ox 87y+ 0z
S N
Orxx?+y? Oyx?2+y? 0z
1@+ —z22 1-(2P+y?) -y 2y
(@ y?)? (@2 +92)2

)é

—

s =



y? — 22 2?2 —

- ($2+y2)2 + (1‘2 +y2)2

Poniewaz pole V ma zerowg rotacje, to moze posiada¢ potencjat skalarny. Nato-
miast poniewaz ma zerowg dywergencje, to moze posiada¢ potencjal wektorowy.
Zeby znalezé¢ potencjat skalarny ¢ pola V' musimy rozwigza¢ rownania

op T oo y oo
8x7vx7x2+y2’ 8y7vy7x2+y2’ azivzio
Odcatkowujgc rownanie
0 _,
0z

po z otrzymujemy
¢($7ZU,Z) _¢($7y7zo) = / Odzl =0
20

gdzie zg jest dowolnie wybranym punktem odniesienia, a 2z’ jest oznaczeniem na
zmienng catkowania, wprowadzonym by uniknaé kolizji oznaczen. Mamy wiec

¢<J}7 Y, Z) = ¢)(l‘, Y, ZO) = C(.’L‘, y)
Podstawiajac ten wynik do réwnania

0p(x,y,2) Yy

Oy 2 492

w punktach i odcatkowujac je po y otrzymujemy

9C(z,y) y

dy x4 y?

/

Yy
Yy /
C(wyy)*C(w,yo):/ ———dy
vo x2 4 32

Cw.y) = o)+ [ e +2)] | = Clagn) 3 nla? +15) — Inla® +47)
definiujac
D(w) = Cla,y0) — 3 (@ +43)
otrzymujemy
Clz,y) = % In(2? + y*) + D(x)
czyli

B,y 2) = 3 (e + ) + D(z)



Wstawiajac teraz ten wzoér do réwnania

0p(v,y,2) @
ox a2 4y
otrzymujemy
0 /1 9 o x
T d x
2 4+ D -
.'172 + y2 + d$ (fZ?) ZL'Q + y2
d
—D =0
L@
czyli

D(z) = E = const.
Ostatecznie znajdujemy
1 2,2

gdzie E jest dowolng stala; jest to zgodne z twierdzeniem, ktére pojawito sie na
wyktadzie, méwiacym, ze potencjal skalarny jest zdefiniowany z doktadno$cia
do stalej.

Zeby znalezé potencjal wektorowy A=AE, + A€y + A, €. musimy rozwiag-
za¢ réwnania:

0A. 04, 0A, 0A. 0A, 0A,
oy 0z = Vs 0z Ox =V Ox Oy =V
0A, B 0A, 0A, B 0A., 04, B 0A, 0
Ay 0z a2 +y2’ 0z ox a2 +y2’ oz oy
Zacznijmy od pierwszego z tych rownan. Mozna je zapisa¢ w postaci
aAy(x7y7Z) _ aAz(va/:Z) _ z
0z N Oy x2 + y?

odcatkowujac réwnanie stronami po z otrzymujemy

2 10A, (x,y, 2 T
Ay(x,y,z) - Ay(mayVZO) :/ ( (ay ) - 2 +y2)d2,

gdzie zg jest dowolnie wybranym punktem odniesienia, a 2z’ zostalo wprowadzona
jako zmienna catkowania by uniknaé¢ kolizji oznaczeri. Mamy wiec

o [~ x(z — 29)
Ay(x7yaz) = Ay(xavaO) + 87/ /ZO Az(xvywz/)dzl - W



Podobnie z drugiego réwnania mamy

0A.(z,y,2)  0A.(,y,2) n Y
0z N oz 2 4 y?

co po odcatkowaniu daje nam

T (0A:(x,y, Y
Aw(xvyvz) - AI(SU,:%ZO) :/ ( (&Cy ) + ; Q)dZ/

20 2 +vy
Aw(xvya Z) = Ag;(ﬂf, Y, ZO / A x y Y, =% )dZ + M
2+y

Wstawiajac te wyniki do trzeciego réwnania otrzymujemy

6Ay(x,y,z) 8Aa:(xay7z)

0= S - SR =
0 x(z — 29)
—(%(A (2,9, 20) +f/A (z,y, 2 )dz—72+y2 >+
0 y(z —20)\
_8y(A Ty, 20) / L(xyy,2")d2 + pEay )_
. 0A (1[,’ y,ZQ) 8 / B g ;p(z — ZO)
o oz * 8$8y 20 A (Cﬂ,% )dZ 81‘( 1‘2 _|_y2 )Jr
6Ax(x7 Y, ZO) 82 /z 8 y(Z — Zo)
— — A _— | —F =
Oy dx0y J., (@, 2)de! dy ( 2 + 92 )
— aAy('raya 'ZO) _ aAt(xvya ZO) +
Ox Oy
- (2> +y°) —a- 2 - (2> +y°) —y-2y _
a (22 +y?)? (2= 20) = (22 + 12)2 (z —20) =
0Ay(2,y,20)  0Au(w,y,20)  y* —a? a? — ¢
= Y ax — 8y - (xz n y2)2 (Z — ZO) - (:1:2 +7y2)2 (Z — Zo) =
_ aAy(‘:C? Y, ZO) _ aA:C(xv Y, ZO)
Ox dy

Mamy wiec réwnanie

8Ay(33a Y, ZO) _ 8A$(l', Y, Zo)

ox dy =0

A
ktore rozwigzujemy przez przeniesienie 5, ha drugg strone i wycatkowanie po

y:

an(x7 Y, ZO) _ aAy(xa Y, ZO)

Ay B Ox
VoA (z, Y, 2
Ag(,y, 20) — Az (2,90, 20) :/ %dy’

Yo




8 Y
AI(ZL'7y,ZO) :Am(wvyOaZO) + %/ Ay($7y/>20)dy/
Yo
Podstawiajac to do poprzednio wyprowadzonego réwnania na A, (z,y, z) otrzy-
mujemy

o [Y o [* y(z — z0)
Am(xvyvz) = Aw(xvyOaZO)—i_% /yo Ay(x7y/520)dy/+% /zo AZ(.T,y,Z/)dZ,+W

Mamy réwniez

o [~ x(z — 29)
Ay(l’,y,Z) = Ay($,y,20) + 873] /ZO Az(zvyaz/)dzl - W

Te dwa warunki wystarczaja w zupelnosci, aby zachodzita réwnosé VxA=
V - 7adne dodatkowe warunki nie sg juz potrzebne. To oznacza, ze funkcje
A (z,y,2), Ay(z,y, 20) 1 Ax(z, Yo, 20) moga by¢ wybrane dowolnie. Zauwazmy
tez, ze te dwa réwnania na A, i A, mozna zapisa¢ w postaci

_ 0 y(z — 20)
Ag(@,y,2) = %f(x7yaz) + T
0 x(z — 20)
Ay(z,y,2) = a*yf(x’i%z) T2 g

gdzie

z

x Yy
f(l?,y,Z) = / Am(93/7y0,20)d$/+/ Ay(SC,y/,Zo)dy/+/ AZ(‘T7yvz/)dZ/ =

Zo Yo Z0

(wy,2)
= / A-dr
(%0,y0,20)
gdzie calkowanie w ostatnim wzorze jest wykonywane po tamanej (zo, yo, 20) —

(iC, Yo, ZO) - ($, Y, ZO) - (iC, Y, Z)
Przy uzyciu funkcji f mozna zapisa¢ rowniez A,:

0
Az(xayvz) = &f(xvzﬁz)

Pokazuje to, ze ogblne rozwigzanie réwnan na potencjal wektorowy moze by¢
zapisane w postaci:
(z—20)., x(z—20).

— - y
A=Y -
f+ $2+y2 € $2+y2 €y

gdzie f jest dowolna funkcja, a 2o dowolna stala. Jest to zgodne z twierdzeniem
z wykladu, ktére moéwilo, ze jesli dodamy do potencjatu wektorowego gradient
dowolnej funkcji, wynik wciaz jest potencjalem wektorowym.

10



Mozna jeszcze dodaé, ze lokalnie (w otoczeniu dowolnego punktu) czesé z zg
mozna zapisaé jako gradient funkcji

—Yyzo Tz - y)

e €y + PR €, = V(zp arctan )= V(zop)

gdzie ¢ jest wspolrzedna kata w plaszczyznie zy (ze wspohrzednych bieguno-
wych). Nie mozna tego jednak zrobi globalnie (w catek przestrzeni), gdyz funk-
cjia ¢ nie mozna zdefiniowaé w sposob ciagly na calej przestrzeni.

Wyklad 7: Twierdzenie Gaussa, zastosowania twier-
dzen Greena, Stokesa i Gaussa

Jest jeszcze trzecie twierdzenie podobne do dwoéch ostatnich; tez mozna je po-
strzegaé jako tw. Greena przeniesione w trzeci wymiar, ale w inny sposéb:

Twierdzenie Gaussa

Niech U C R? bedzie otwartym obszarem, a V:U — R3 bedzie ciaglym i
rézniczkowalnym polem wektorowym okre$lonym na obszarze U. Niech Q C U
bedzie obszarem domknietym ograniczonym powierzchnia zamknietg 0Q2 C U,
zorlentowanq na zewnatrz", tzn. tak, ze wektor prostopadly do powierzchni,
N =20 x or Jest skierowany na zewnatrz obszaru (2.

Ouq
/ V.dS = / dxdydz
o0

Woéwczas
co mozna zapisa¢ takze w jezyku form rézniczkowych, uzywajac w = V,dy A

dz 4+ Vydz Adx + V.dx A dy
/ w = / dw
a0 Q
Dowdad

Dowdd przebiega podobnie do dowodu twierdzenia Greena. Zalézmy, ze obszar
) moze by¢ przedstawiony w postaciach

Q={(z,y,2) R’ : (x,y) € Dyy, fi(z,y) <2< fo(z,y)} =
={(z,y,2) ER*: (y,2) € Dy., 1(y.2) < @ < ga(y,2)} =
={(z,y,2) €R®: (2,2) € Doy, hi(2,2) < y < ho(2,7)}

gdzie Dy, Dy, D, sa pewnymi obszarami domknietymi w R2. Jezeli obszar
) nie daje sie tak przedstawi¢, dzielimy go na mniejsze kawalki Q;, ktére tak
przedstawié¢ sie daja. Analogicznie do tego co mieliSmy w twierdzeniu Greena i
tw. Stokesa, mamy

/ (V- V)dadydz = Z / V- V)dzdydz

11



co wynika z tego, ze Q = )", ), oraz

co wynika z tego, ze wklady od tych kawaltkow ) . 09, ktore leza wewnatrz
pojawiaja sie dwukrotnie, z przeciwnymi orientacjami, wiec beda sie wzajem-
nie kasowaly. Jezeli wiec udowodnimy, ze na maltych kawatkach, ktére mozna
przedstawi¢ za pomoca podanych wyzej wzoréw, tw. Gaussa jest spelnione, to
bedzie spelnione rowniez dla dowolnych obszaréw ktére mozna rozlozy¢ na takie
kawaltki.

Zakladajac, ze obszar §2 rozpisuje sie na sposoby podane powyzej, zdefi-
niujmy

27 ={(z,9,2) €R’: (2,y) € Day, 2 = fi(z,y)}
25 ={(2,y,2) €R®: (2,y) € Dy, 2 = fo(w,y)}
27 ={(z,9,2) €R’: (y,2) € Dyzyx = g1 (y, 2)}
S5 ={(z,y,2) €R®: (y,2) € Dz, = ga(y, 2)}
¥, ={(z,y,2) € R?: (2,2) € Do,y = hi(z,2)}
Z; ={(2,9,2) €ER®: (2,2) € Dop,y = ho(z,2)}

Czyli np. powierzchnia X7 to powierzchnia wyznaczona przez dolne ogranicze-
nie na zmienng z, a powierzchnia X7 jest wyznaczona przez goérne ograniczenie
na zmienng z. Mamy

89 == Zz_ U Zz+ == Zw_ U Zw+ == Zy_ U Zy_;’_

Zwroémy uwage, ze narzucona nam orientacja 9 (na zewnatrz), wyznacza
orientacje powierzchni Zii:

e powierzchnia X7 jest zorientowana tak, ze wektor N ma ujemnyg sktadowa
w kierunku z (poniewaz obszar  znajduje sie ponad ta powierzchnia);
wymaga to kolejnosci wspoéltrzednych (y, x)

e powierzchnia X7 jest zorientowana tak, ze wektor N ma dodatnia skta-
dowa w kierunku z (poniewaz obszar ) znajduje si¢ ponizej tej powierzchni);
wymaga to kolejnoséci wspoétrzednych (z,y)

e powierzchnia ¥ jest zorientowana tak, ze wektor N ma ujemnyg sktadowa
w kierunku z; wymaga to kolejnosci wspoétrzednych (z,y)

e powierzchnia Z; jest zorientowana tak, ze wektor N ma dodatnia skta-
dowa w kierunku z; wymaga to kolejnosci wspotrzednych (y, 2)

e powierzchnia X jest zorientowana tak, ze wektor N ma ujemnyg sktadowa
w kierunku y; wymaga to kolejnosci wspotrzednych (z, 2)
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e powierzchnia X jest zorientowana tak, ze wektor N ma dodatnia skta-
dowa w kierunku y; wymaga to kolejnosci wspotrzednych (z, z)

Sprawdzmy na przyktadzie, ze te kolejnosci wspodtrzednych sa poprawne. Np.
dla powierzchni ¥, mamy parametryzacje 7(z,y) = (x,y, fi(x,y)). Zatem

or of or of1
—=(1,0, =— —=1(0,1, —
oz (”ax)’ oy (”8y)
- or or of1 0fr
N=—x_—=(—=,—-,-1

ayxax (ax’ay’ )
Czyli tak jak zostalo powiedziane, kolejnos¢ wspolrzednych (y,x) daje wektor

N o ujemnej sktadowej w kierunku z. W pozostatych przypadkach rachunek
jest analogiczny.

Mamy

/(fﬁz
o

= / (Vady Adz +Vydz Ade + V.dz Ady) =
o0

:/ dey/\dqu/ +Vydz/\dach/ V.dx ANdy =
soust o, USy

vusT

= dey/\dz—i—/ dey/\dz—i—/ Vydz Adz + Vydz Ada+
b »i v, ohs
+/ Vzd:z:/\dy+/ V.dx A dy
o =7

Aby zamienié te calki na zwykle catki wielokrotne, wspotrzedne muszg byé we
wlasciwej kolejnoéci. Na powierzchniach ¥, musimy wiec zamienié¢ kolejnosé
wspolrzednych, co skutkuje zmiang znaku:

/V-d§=

o0

:—/ dez/\dy—&—/ V$dyAdz—/
o poh =

7/ Vzdy/\der/ V,dx ANdy =
o poha

z

!

—/ Vy (2, hl(z,x)7z)dxdz+/ Vy(x, ho(z, x), z)dzde+
D, D,

Vydr Adz + / Vydz A do+
+

v Xy

Vw(gl(y7z)ayvz)dzdy+/ Vz(QQ(y7’z)7y7z)dde+
D,.

W@%M%M®M+A Vi(z,y, fole,))dady =
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= (V (92(?/7 ) y,z) - Vm(gl(y7 Z), Y, Z))dyd2+

Dy.
—|—/ (z,ha(z,2),2) — Vy(2, hi(2,2), 2))dzdz+
DZ‘E
[ (Vo (o) - Vo alo) =
Dmy
91(y,2)
:/ (/ 76Vw(x’y’z)dx)dydz+
Dyz 92(1}12) ax

hi(z2) gy (z,9,2)
+ D Qy ) dede+
/DZI (/h dy y>

2(z,x)

R0 V. (2,1, )
+/D <-/f P dz)dxdy =

zy 2(z,y)
ov, oV, oV, .
_/Q(am + = By + P )d dydz—/Q(V~V)dxdydz

(koniec dowodu).

Zauwazmy ze wszystkie te trzy twierdzenia, Greena, Stokesa i Gaussa, jesli
zapisane na formach, maja bardzo podobna postacé:

/wz/dw7 /w:/dw, /w:/dw
oD D % p) Ble) Q

réznice sg jedynie w tym, ze

e W twierdzeniu Greena w jest 1-formg, a D obszarem 2-wymiarowym w
przestrzeni R?

e W twierdzeniu Stokesa w jest 1-forma, a ¥ powierzchnig 2-wymiarowag w
przestrzeni R?

e W twierdzeniu Gaussa w jest 2-forma, a ) obszarem 3-wymiarowym w
przestrzeni R3

Mozna by zapisa¢ ogdlne twierdzenie, dla k-formy i (k-+1)-wymiarowej po-
wierzchni w przestrzeni R™, i tez bytoby ono prawdziwe, a ogélny dowod bytby
uog6lnieniem dowodéw przedstawionych powyzej. To ogdlne twierdzenie, uzy-
wane raczej przez matematykow niz przez fizykow réwniez nazywane jest twier-
dzeniem Stokesa.

Te trzy twierdzenia sa bardzo uzyteczne w fizyce, poniewaz wiele wielkosci

fizycznych jest ze soba zwiazanych relacjami rézniczkowymi. Na przyktad pole
elektryczne E' i gestosé tadunku elektrycznego p spelniaja zwiazek:

14



gdzie € jest wlasnodcig osrodka zwang przenikalnoscig elektryczna. Z twierdzenia
Gaussa wynika zatem, ze dla dowolnego obszaru Q) C R?

/ E-dﬁz/ﬁ-ﬁd%:/ﬁd%
0 Q Q€

czyli strumieni pola elektrycznego przez dowolng powierzchnie zamknieta jest
wyznaczony jedynie przez tadunki objete ta powierzchnia. W przypadkach o
szczegblnej symetrii pozwala to tatwo policzy¢ pole elektryczne nie korzystajac
z prawa Coulomba, ktére w przypadku duzych uktadéow tadunkéw moze prowa-
dzi¢ do skomplikowanych catek.

Podobnie prawo Stokesa znajduje zastosowanie w elektromagnetyzmie. Mamy
np. prawo

gdzie E jes polem elektrycznym, a B polem magnetycznym. Twierdzenie Stokesa
pozwala zamieni¢ ten zwigzek na posta¢ catkowa

7{ E-dfz/(ﬁxﬁ)-dﬁz—g/é-dﬁ

co mozna odczytywaé jako: zmiana strumienia pola magnetycznego przeptywa-
jacego przez dang powierzchnie wytwarzaja pole elektryczne krazace po brzegu
tej powierzchni. Jest to efekt znany jako zasada indukcji Faradaya, wykorzy-
stywany do generacji pradu elektrycznego przez poruszajace sie magnesy.

Prawo Greena z kolei znajduje zastosowanie np. do liczenia p6l powierzchni
skomplikowanych figur geometrycznych. Bywa tak, ze cho¢ mozemy tatwo spa-
rametryzowa¢ krzywa ograniczajaca jakis obszar, sam obszar jest trudny do
sparametryzowania. Mozemy wtedy wykorzystaé¢ jeden z ponizszych wzoréw

1
j{ zdy = _j{ ydr = fj{ (zdy — ydz) = / 1dzdy
oD oD 2 Jap D

(wszystkie sa szczegolnymi przypadkami zastosowania twierdzenia Greena) aby
policzy¢ pole obszaru D wykonujac jedynie jedno catkowanie po krzywej ogra-
niczajacej ten obszar. Nalezy pamietaé tylko, by okrazaé obszar w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Istnieje nawet wykorzystywane przez
geodetow urzadzenie zwane planimetrem (pl.wikipedia.org/wiki/Planimetr) me-
chanizujace ten proces i obliczajace pole powierzchni figury plaskiej (np. ob-
szaru na mapie) poprzez oprowadzenie wodzika po granicy tego obszaru.

Mozna tez stosowaé te twierdzenia by utatwi¢ sobie pewne rachunki. Za-
t6zmy, ze mamy do policzenia strumien pewnego pola 1% przez pewng powierzch-
nie o o brzegu 0%. Powiedzmy jednak, ze powierzchnia ¥ ma skomplikowana pa-
rametryzacje, wiec obliczanie strumienia bezposrednio z definicji byloby trudne.
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Jezeli znajdziemy jednak inng powierzchni¢ ¥/ o tym samym brzegu 9%’ = 9%,
to mozemy zauwazy¢, ze te dwie powierzchnie beda ogranicza¢ pewien obszar ()
o brzegu 992 = XUY'. Zakladajac, ze powierzchnie te sg skierowane na zewnatrz
tego obszaru (jesli nie, to trzeba zamieni¢ niektore znaki we wzorze ponizej),

mamy:
/V-d§+/ V-dﬁ:/(ﬁﬁ)d%
> 4 Q

/V.dgz—/ v.d§+/<ﬁ.m3x
> 4 Q

Jezeli powierzchnia ¥ ma prostsza parametryzacje niz powierzchnia X, oraz np.
V - V réwniez ma prosta postaé, to policzenie prawej strony tej rownosci moze
okaza¢ sie¢ prostsze niz liczenie lewej strony z definicji. Nalezy tylko by¢ ostroz-
nym z orientacjami: jak zaznaczytem wczesniej, wazne jest by obie powierzchnie
Y i ¥/ byly zorientowane na zewnatrz obszaru ).

Wyktad 8: Konwencja sumacyjna

Jak dotad, cala analize wektorowa przeprowadzaliémy w kartezjanskim uktadzie
wspoélrzednych, np. pola wektorowe rozpisywaliSémy na sktadowe w kierunkach
XYz (‘7 = V,é, + V€, + V,€,), a operacje rozniczkowe zapisywalismy za po-
moca pochodnych 8%7 8%7 %. W wielu przypadkach warto jednak uzywaé
innych wspoétrzednych, poniewaz upraszczaja one opis sytuacji ktérag mamy do
przeanalizowania. Zanim jednak przejdziemy do uktadéw krzywoliniowych, po-
trzebujemy wprowadzi¢ pewna notacje zwana konwencje sumacyjng Einsteina.

Jest to skrotowy sposéb zapisu wzoréw, ktory oszczedza miejsce poprzez
pominiecie symboli sumowania po indeksach, ktére powtarzaja sie we wzorach
dwukrotnie, raz jako indeks goérny, raz jako indeks dolny. Na przyktad, jesli
mamy dwie macierze A = [A%], B = [BY], wzor na wspotczynniki iloczynu tych
macierzy ma postac

. —
(AB), = 34,5
k
Uzywajac konwencji sumacyjnej zapisaliby$émy po prostu
(AB)}, = A", B,

gdzie sumowanie po k jest domy$lne poniewaz jest to indeks powtarzajacy sie
dwukrotnie, raz jako indeks dolny, raz jako indeks gérny. Podobnie dziatanie
macierzy A na wektor ¥ = (v") zapisuje si¢ normalnie wzorem

(AD)' =) A%
J

co w konwencji sumacyjnej ma postac

(AG)' = A%
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Zysk z konwencji sumacyjnej jest wyrazniejszy przy dluzszych wzorach. Np.
zapisujac iloczyn pieciu macierzy A,B,C,D E zamiast

(ABCDE), = 33 4B, D
k I m n
mamy po prostu ‘ ‘
(ABCDE), = A", B~C!, DTE",
Nalezy tu podkresli¢, ze indeks ktory sie powtarza jest indeksem sumowania,
wiec jego nazwe mozna dowolnie zmieniag:
_— - , ,
AWBY =A\B; = A, B = A’ B
Indeksy, ktoére sie nie powtarzaja, sa indeksami zewnetrznymi- ich nazwy mo-
zemy zmieniaé tylko gdy robimy to po obu stronach réwnania, np.
(AB)}, = A", B,
mozna zapisaé¢ jako
k
(AB)] = ATB",

Konwencja sumacyjne zmusza nas jednak do pilnowania pozycji indekséw, aby
byty one we wlasciwych pozycjach do sumowania. Np. jesli raz postanowili-
$my, ze skladowe wektoréw beda mialy indeksy u gory @ = (v%);=1.23, to ele-
menty bazy przestrzeni wektorowej musza mie¢ indeksy u dotu e = (€}, €5, €3) =
(€;)i=1,2,3 Aby mozna byto zapisaé¢

U=0"€;

Iloczyn skalarny

Konwencja sumacyjna czasem wymusza czasem pewne skomplikowanie wzoréw.
Nie mozemy np. bezposrednio przepisa¢ wzoru

U= E v'w®
i

na konwencje sumacyjna, poniewaz oba indeksy ¢ znajduja sie w pozycji gorne;j.
Aby moéc zapisa¢ ten wzor w konwencji sumacyjnej, musimy wprowadzi¢ symbol
0;; zdefiniowany jako
0ij = €; - €
Poniewaz ‘ A o
5@ = (v'e) - (wiE)) = (& - & )i
to iloczyn skalarny zapisuje sie w konwencji sumacyjnej jako

’l_)" 117 = 5l-jvlw3



Oczywiscie, poniewaz €; to wektory bazowe kartezjanskiego uktadu wspoétrzed-
nych, mamy

5___{ 1 dlai=3j

Y1 0 dlai#0

Jest to zwykla delta Kroneckera. Przemnozona przez wektor nie zmienia war-
tosci jego sktadowych, ale przenosi indeks gorny na dolny:
(Sli’Ui = Ul, 527;’Ui = ’U27 (sgﬂ)i = ’US

Jest to pewna komplikacja wzgledem pierwotnego wzoru, ale z drugiej strony
mozemy zauwazyé, ze kazdy mozliwy iloczyn skalarny (nie tylko standardowy
kartezjanski), mozna zapisa¢ w tej postaci, jesli zastapimy macierz ¢;; przez inng
symetryczna macierz. Jak zobaczymy, bedzie to konieczne gdy przejdziemy do
niekartezjanskich uktadéw wspoétrzednych.

Wprowadzmy tez symbol 6% z indeksami u gory, potrzebny do tego, by méc
odwrdci¢ operacje opuszczani indeksu, co czasem bedzie potrzebne. Czyli jezeli

w; = 5,»ij
to
w' = 0w

mamy wtedy _ _ _ _
w' = %w, = (5““6;@ij

czyli ‘ ‘
56k = 0",

gdzie 5ij jest macierza odwzorowania identycznos$ciowego, 1 = [52]

Poniewaz

€; -V = (é; . €j)’Uj = 5ij1}j
To uzywajac symbolu §% mozemy zapisaé
v = 89 - 7)

czyli N
U= ¢€0" (€ - v)

To przedstawienie przyda nam sie w przysztosci.
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Iloczyn wektorowy

Ograniczmy sie chwilowo do przestrzeni R3. Do opisu iloczynu wektorowego,
wprowadzmy symbol

€ijk = é; . (é} X gk)
ten symbol jest nazywany symbolem Levi-Civity (od nazwiska wtoskiego mate-

matyka, Tullio Levi-Civita). Okazuje sie, ze jest on catkowicie antysymetryczny:
zamiana kolejnosci dowolnych dwoch indekséw zamienia znak:

€ijk = —€ikj = —€kji = —€jik

Konkretnie mamy
€123 = €231 = €312 = 1

€132 = €213 = €321 = —1

oraz €;;; = 0 w przeciwnym przypadku (jezeli dowolne dwa indeksy si¢ powta-

rzaja).
Uzywajac wczes$niej wyprowadzonego przedstawienia

U= ;09 (€; - V) = 0" (E, - V)
zastosowanego do wektora ¥ = €; x € otrzymujmy
S o > ckm (= S o S ok
€ X € = €yd m(em - (& x ej)) = €10 " " €mij
czyli dla dowolnych dwoch wektorow @ = v'e;, w0 = wie;
- o i = i = S o Ni = ck i g
Ux = (v'e) x (we;) = (€ x &)v'w! = erd " ep;v'w’
Zdefiniujmy tez symbol €% z indeksami u gory, jako
€z]k _ 5zl6Jm6kn€lmn

czyli przez podniesienie indekséw uzywajac symbolu . Mozna sprawdzi¢ bez-
posrednim rachunkiem, ze zachodzi zwiazek

Dowodu nie przedstawiam, ale mozna dla dowolnej konkretnej kombinacji in-
deksow np. (ijk) = (123), (Imn) = (321), mozna ten wzor tatwo sprawdzic.
Podstawiajac n = k i uzywajac faktu, ze 5’,2 = 3 otrzymujemy

€ ey = 0507 8% + &% &85 + 84,80k — 516 6%, — 88 576% — 8787, 6% =
= 30507, + 0% 0 4 68,07 — 6167, — 38%, 61 — 6167, =
= 818%, — 81,0
Podstawiajac kolejno m = j mamy

ijk _ §isd i 5T
€ Gljk—élldj_isljél—
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=307—-9}=
= 20}
Wreszcie podstawiajac réwniez [ = i:
eijkeijk = 2611 =6

Te wtasnosci symbolu Levi-Civity sa uzyteczne do przeksztalcania i upraszczania
wzordw i bedziemy z nich korzysta¢ w przysztosci.

Formy rézniczkowe

1-forme a = a;dz? odpowiadajaca polu wektorowemu A = A’€; mozna zapisaé
w postaci

a=A-dF = (A&)) - (€ida’) = Al (&) - &)da’ = AT6;;da’

czyli _ '
o = Ajéji = (SijAJ

W drugg strone, pole wektorowe odpowiadajace 1-formie o = a;dz’ bedzie
zatem dane wzorem

Al =Y a;
A =&,
Co do 2-formy g = B*dy A dz + BYdz A dz + B*dz Ady = Bl'dz? A dx? +

B2dz3 A da' + B3dz!' A dz? odpowiadajacej polu B = B'¢;, zauwazmy, ze
mozna ja zapisa¢ w postaci

b= %eijkBidajj A dz®
Czynnik £ pochodzi stad, ze suma €;;; B'dz’ A da* zawiera zaréwno wyrazy np.
€123B1dz? A da? jak i €133 B'da® A da?. Te dwa wyrazy dajg ten sam wkiad
(poniewaz €123d2? A dz® = €130da® A da? = da? A da®), wiec zeby uzyskaé
trzeba ta sume podzieli¢ przez 2.
W druga strong: jesli 8 = £8;,da? Ada*, to pole B mozemy otrzymac ze wzoru
1

Bi — §€ijkﬂjk

— 1_, ..
B = §ei6”kﬂjk

Sprawdzmy:
1, 1 Lo -
§€”kﬂjk _ 56zykeljkBl _ 525331 = B!

Dodajmy jeszcze ze 3-forme dz’ A dz? A dz* mozna zapisaé jako

da’ Ada? A dz® = €9Fdat A da? A da?
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W drugg strone, dzt A do? A da® mozna zapisaé jako
1 . .
dz! Adz? Ada® = 6eijkdxz Adz? A da®
Jak wyzej, czynnik # jest potrzebny, poniewaz w sumie €;;5dz’ A dad A da® jest
6 niezerowych sktadnikéw dajacych identyczne wktady, np.

e132dzt A dazd A da? = egqda® Ada® Adet = dat A da? A da?

Gradient

Gradient byt zdefiniowany jako pole wektorowe v f odpowiadajace formie

of

= or dz

df

gdzie na potrzeby konwencji sumacyjnej traktujemy % jako posiadajace indeks
dolny, poniewaz z* jest w "mianowniku". Na podstawie wzoru wyprowadzonego
powyzej mamy wiec

S L Of
— .8
Vi=as o

Rotacja

Rotacja pola wektorowego A odpowiadajacemu 1-formie « to pole wektorowe
odpowiadajace 2-formie da Jak juz bylo wyznaczone wczesniej

o = (SijAjdaii
czyli
0A7 & .
da = (5ijwdm A dz*

lub zamieniajac nazwy indeksow (by latwiej skorzystac¢ ze wczesniejszych wzo-
row)
OA™ .
da = Sjm——da? Ada”
oxJ

Mamy wiec

21



Dywergencja

Dywergencja pola wektorowego B odpowiadajacemu 2-formie § to funkcja od-
powiadajaca 3-formie dS5. Mamy

1 .
B = iemjkBmde A dzP

zatem

1 9B . . e
dp = 561]‘1@%(532 ANdx? ANdz¥ =
1 oB! ijk g1 2 3
:ieljk—amiej dx* Adx? ANdx® =

l
_ L, 9B

€ Clik ox’
1., 0B!
= 5251%(1331 A\ de’Q A d.T3 =
Bi
= 9 _dzt A dz? A da?
ox?

dz' Adz? Ada® =

Mamy zatem prosty wzor .
oB'

V- B=——
v ox*

Cwiczenia wykladowe 4: Zastosowania twierdzen Greena,
Stokesa i Gaussa

Jak byto wczesniej powiedziane, twierdzenie Greena moze by¢ uzyte do znalezie-
nia pola powierzchni figury ptaskiej ograniczonej podana krzywa. Rozwiazmy
takie zadanie:

Zad. Znalez¢ pole powierzchni obszrau ograniczonego krzywa sparametry-
zowana przez x(t) = sint, y(t) = sin(2t) (rys. ponizej).
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Pole obszaru jest zadane wzorem

P:/ dxdy
D

. Uzywajac twierdzenia Greena mozemy to zapisa¢ jako np.

P :% xdy
aD

pod warunkiem, ze brzeg jest obiegany przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Zwr6émy uwage, ze zaréwno obszar D jak i ograniczajaca krzywa K mozna
podzieli¢ na dwie czesci (oznaczmy je Dy, Dy oraz K, Ks). Jedna czesé obszaru
jest ograniczong czescia krzywej odpowiadajaca ¢ € [0, 7] otaczajaca ta czesé
obszaru zgodnie z ruchem wskazowek zegara, a druga czes¢ obszaru jest ograni-
czana przez czeSc krzywej odpowiadajaca t € [, 2w], okrazajaca ta czesé obszaru
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Mamy zatem P, = — [ &, T4y, P, =
f P xdy Poniewaz jednak obie czesci sa symetryczne, wystarczy ze obliczymy
pole jednej z nich, a pole calosci bedzie dwa razy tyle; np.

P= —2/ xdy
K

Korzystajac z parametryzacji K1 mamy
xr =sint

dy = d(sin(2t)) = 2 cos(2t)dt
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sint cos(2t)dt =
(sint)(2cos? t — 1)dt ="=cos?

=—4 [ (2u*—1)du=

2 u=1
= —4(§u3 —u) =
4 8
— 4- =2
(3 ) 3

Mozna tez uzy¢ innych wzoréw. Np. uzywajac wzoru

/ dedy = — 7{ yda
D oD

P:2/ ydr =
K1

= 2/ sin(2t) cost dt =
0

otrzymalibyS$my

sint cos? tdt =v=cos?

u?du =

|
0
1
of
-1
2 8
4.2 =2
3 3
Koricowy wynik jest oczywiscie taki sam.

Twierdzenie Stokesa teoretycznie moze byé¢ uzyte w podobny sposéb, do
obliczenia pol powierzchni, ale w praktyce wymagatoby to znalezienia pola wek-
torowego, ktorego rotacja jest w kazdym punkcie powierzchni prostopadta do
powierzchni i posiadajaca dtugos§é 1. Sprawia to, ze to podejscie jest nieprak-
tyczne. W praktyce stosowane jest jedynie wtedy, gdy mamy do policzenia
strumien pola, ktére posiada znany znamy potencjal wektorowy; wtedy pozwala
zamienié¢ catke powierzchniowg na catke po krzywej, co moze uproscié¢ rachunki.

Twierdzenie Gaussa tez pozwala liczy¢ strumienie pol, ale nie musimy znaé
jego potencjalu wektorowego; zamiast tego wymaga ono, by powierzchnia przez
ktora liczymy strumien, byta powierzchnig zamknieta - a jesli nie jest powierzch-
nig domknieta, musimy ja domknaé. Wezmy takie zadanie:

Zad. Policzy¢ strumien pola V= y3e, + 2°€, + 23€, przez powierzchnig
boczng stozka

Q={(z,9,2) eR*: 2 +y* < R*0< 2 < R— /22 + 42}
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zorientowana na zewnatrz.

Mozna ten rachunek zrobi¢ bezposrednio, wprowadzajac parametryzacje po-
wierzchni bocznej walca przez parametry (p, ¢)

T = pcos¢y
y = psing
z=R-—p
Mamy wektory styczne
oF cos oF —psinp
= [sing|, — pCOS p
ap 1 dp 0

Policzony z nich wektor prostopadty do powierzchni

orF oF  |PEBY

N=2"x = si
o~ 0y psin o

P

zgodnie z tre$cig zadania jest skierowany na zewnatrz stozka. Mamy wiec

S =
dy (R3 sin® e, + R® cos® pé, + (R — p)3€z) (pcos e, + psinpe, + pé.) =

/
R 2w
dp/ d<,0(R3psin3 @ cos p + R3pcos® psin g + p(R— p)3) =
0
/ dp(R?psinpcosp + p(R — p)*) =

0

dp2mp(R — p)* =

R
= 277/ dp (R*p — 3R%*p? + 3Rp> — p*) =
0

| 1 1, 1
= 277(R3 SR 3R SR+ 3R R - 7R5> _ T ps

3 ) 10

ale jest tez inny sposob, uzywajacy twierdzenia Gaussa. Oznaczmy podstawe
stozka, zorientowana w do6t (na zewnatrz stozka) przez ¥/. Mamy

MN=xuUyY

/v.d§+/ v.d§:/<ﬁ.v)d3x
> 4 Q
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Zauwazmy jednak, ze na podstawie stozka z = 0, a zatem 1% 5 = yie, + 236,

co oznacza ze pole 1% jest styczne do podstawy, a w konsekwencji

/v.dgzo

Mamy tez

Zatem

2w R—p
dp/ dcp/ dz32%p =

dodatkowy czynniki p pochodzi z jakobianu)

27
:/ dp/ de(R — p)’p =
0 0

R
= / dp2m(R — p)°p =

0
R
= 27r/ dp (R*p — 3R?*p* + 3Rp® — p*) =
0
1 1 1 1 -
=9 3. _R?2 _3R%?2._R3 opd_Zps) = L ps
W(R SR? =38R ZR* 43R (R 5R) R

Dostajemy ten sam wynik, ale z mniejsza iloscig obliczen.

Wyktad 9: Krzywoliniowe uklady wspétrzednych,
czesS¢ 1

Na tym wyktadzie zobaczymy, jak wykonywaé rachunki analizy wektorowej uzy-
wajac wspolrzednych innych niz kartezjanskie.

Zalézmy, ze mamy pewien obszar U C R® sparametryzowany przez wspol-
rzedne (u®),—1 23 (np. wspolrzedne sferyczne ul = r, u? = 0, u® = ). Wspot-
rzedne te bedziemy ogoélnie nazywaé krzywoliniowymi, gdyz w ogélnym przy-
padku linie, wzdluz ktorych maja one stala warto$é sa liniami krzywymi (np.
linie, wzdtuz ktorych r i 0 sa stalte, a ¢ si¢ zmienia, sa kotami). Zal6zmy, ze jest
to parametryzacja regularna, czyli wektory

- or
t Pp—

¢ Que
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sa liniowo niezalezne (dla wspolrzednych sferycznych jest to spelnione w calej
przestrzeni poza osig z). Oznacza to, ze w kazdym punkcie U wektory i, tworza
baze przestrzeni R3, a zatem dowolne pole wektorowe V na U moze zostaé
zapisane w postaci

V=tV
gdzie V® sg pewnymi funkcjami na U. Funkcje te nazywamy skltadowymi pola
wektorowego V we wspolrzednych (u®).
Dla uproszczenia notacji, by nie wprowadzaé¢ zbyt wielu oznaczen, to czy skta-
dowe wektora sg podane we wspolrzednych krzywoliniowych czy kartezjanskich,
bedziemy rozrézniaé¢ nie poprzez dodatkowe symbole, a tylko przez nazwy indek-
sow. Indeksy 4,7, k,[,... beda zawsze odnosi¢ sie do wspotrzednych kartezjan-
skich; indeksy a, b, c,d, ... beda zawsze oznaczaé¢ wspolrzedne krzywoliniowe.

Wektory t, mozna roztozy¢ w bazie standardowej:

7 or  d(x'e;) _ 02

T ua T gue | Coue
czyli 4
te = &T°,
gdzie ‘
;O
T Qua

sa wspolczynnikami macierzy jakobianu. Mamy tez zwigzek odwrotny

Zwiazek pomiedzy wektorami bezowymi przenosi sie na zwiazek pomiedzy skta-
dowymi wektora we wspotrzednych kartezjanskich i wspolrzednych krzywolinio-
wych. Mamy bowiem

eVi=t,ve

gVi=gTi Ve

czyli , '
VZ — TZa V(l

Zaleznos¢ odwrotna wyraza sie zatem wzorem

Iloczyn skalarny

Wezmy dwa pola wektorowe rozpisujace si¢ we wspohrzednych krzywoliniowych
jako V =1,V i W = t,W?. Ich iloczyn skalarny mozemy zapisac jako

VW = (i,V) - (W) — (fo - 1) Vew®
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VW = g VeWw?
gdzie

—

Gab = Fa 7

. Wzér ten jest analogiczny do wcze$niejszego wzoru, gdy definiowal metryke
powierzchni, ale teraz macierz g = (gq5) jest macierza 3 x 3. Nazywana jest
metryka przestrzeni we wspolrzednych krzywoliniowych lub tensorem me-
trycznym.

Poniewaz wektory t, mozemy wyrazi¢ za pomoca wektoréow €; i wspotczyn-
nikéw macierzy 7', mozna to zrobi¢ réwniez z macierza g:

gav = (&T",) - (&T%) = (& - &)T", T,
gab = 65T, T

powyzszy wzér mozna rowniez zapisaé uzywajac macierzy transponowanej

g = (TT),'655T",
co mozna odczytaé¢ jako zwykle mnozenie macierzy:

g=T"1T =TT
7 tego wynika zwigzek

det g = det(TTT) = det(TT) det(T) = (det T)?

ktory przyda nam sie w przyszlosci.

Zajmijmy sie teraz macierza ¢!, odwrotng do g. Wyjatkowo, wspotezynniki
macierzy ¢! oznacza sie g*°: nie zapisuje sie symbolu ~!, a od wspotczynnikow
macierzy ¢ odrézniamy je jedynie pozycja indekséow. Jest to skrotowy zapis
ktory wyksztalcil sie z tego powodu, ze macierz ta pojawia sie w wielu wzorach,

i opuszczenie symbolu ~! moze je znaczaco skrocié i uproécié¢ zapis - pozycja
indekséw wystarcza dla rozréznienia macierzy g od g—'. Mamy wiec

gabgbc = 6?

garg™ = 0
Mamy tez wzory
g = ST T Y,
8i = gap(T~H)%(TH)Y;
7 = 1T
Sprawdzmy: mamy np.

(51']' (Tfl)ai(Tfl)bj)gbc _
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— (61']' T_l)ai(T_l)bj) (5lekalc) _
( aiaikab(T—l)bj(slelc —

)

= (T71)%696"61T', =
)
)

czyli faktycznie §% (T—1)¢, (Tfl)bj jest macierza odwrotng do g. Podobnie mo-
zemy udowodnié¢ pozostale relacje.

Macierzy gqp i g*° uzywa sie do zdefiniowania operacji podnoszenia i opusz-
czania indekséw. Zauwazmy, ze poki co sktadowe wektora byly zawsze nume-
rowane indeksami gérnymi. Analogiczny symbol z indeksem dolnym nie zostal
dotad wykorzystany.Definiuje sie zatem

Va = gabvb

czyli jesli wiemy , ze V jest symbolem pola wektorowego, to V¢ oznacza skta-
dowe tego pola ww wspélrzednych krzywoliniowych, a V, oznacza te sktadowe
przemnozone jeszcze przez macierz gqp. Zeby z Vi, odzyska¢ V* musimy pomno-
7y¢ je przez wspolezynniki macierzy g—!, czyli

Ve = gab‘/b

Przyjecie tej notacji pozwala uproscié¢ pewne wzory przez podnoszenie lub opusz-
czanie indekséw. Na przyktad wzor na iloczyn skalarny mozna zapisa¢ jako

9t VW =V (g W) = VW,
lub (korzystajac z tego, ze gab = Gba)
9 VWP = (g VYW’ = VWP =V,

Podnoszenie i opuszczanie indekséw za pomoca macierzy g do upraszczania
wzoréw jest stosowane w wielu wzorach i powinniscie Panstwo by¢ zaznajomieni
7 t3 mozliwoscig poniewaz jest to jednak nowos$é, postaram sie nie uzywac tego
automatycznie i pozostawia¢ wzory w postaci mozne nieco dluzszej, ale za to
mam nadzieje, przejrzystsze;j.

Iloczyn wektorowy

Analogicznie do przypadku wspotrzednych kartezjanskich, zdefiniujmy

fabc:t_'a'(bXFc)

Mamy _ , o
fave = (€T7,) - (6,T%, x &T"%) =& - (& x &) T, T°,T*"



Jabe = €T, T T,
Z tego ze symbol €4 je zupelnie antysymetryczny (antysymetryczny ze wzgledu

na zamiane dwolnych dwoch indekséw) wynika, ze symbol fup. réwniez jest
zupelie antysymetryczny. Mamy bowiem, na przyktad

ik A
fbac = eijkTZijaT e = _ejiijaszT c = _.fabc

Zupelna antysymetria symbolu f,p. oznacza, ze wszystkie niezerowe wspotczyn-
niki tego symbolu sa wyznaczone przez fio3:

f123 = fa31 = fa1z = —f132 = —f321 = — f132
co mozna w skrocie zapisac
fave = f123€abe
Ale to nie koniec; wspoétezynnik fi23 dany jest wzorem
froz = e TH T TH = TYTA TS + TATSTY + T3 T, T3+
— TYTHT% = TATST — THTTY
w czym mozemy rozpozna¢ wzér na wyznacznik:

fio3 =detT

a przypomne, ze mieliémy wczesniej detg = (detT)?. Zakladajac wiec, ze
uktad wspoélrzednych krzywoliniowych jest zorientowany tak samo jak uktad
wspoétrzednych kartezjanskich, czyli det 7' > 0, mamy

J123 = /det g
fabc =V detg €abc

Jezeli chcemy zapisaé iloczyn dowolnych dwoch wektoréw we wspotrzednych
krzywoliniowych

czyli

X
=
=
Q

VxW =1,V

mamy

zatem

:gabt_;) . (t_'c X {d)vcwd —
= 9" foeaVW? =
= /det g ¢epcq VWY

czyli
V x W = t,\/det g ¢™epeaVWH

30



Formy rézniczkowe

Przypomnijmy: polu wektorowemu A = A’€; odpowiada 1-forma a = &;; A'da.
Jezeli pole wektorowe mamy zapisane we wspotrzednych krzywoliniowych A=
A“e,, i podobnie chcemy zapisa¢ forme, musimy podstawié

At =T A
oraz 4
O .
dad = szdub = T, du’
mamy wiec

a = 8;;(T', A" (T, du®) = (6;;T°,T7,) A%dub = gop A*dub

Oznacza to, ze calki krzywoliniowe skierowane we wspoétrzednych krzywolinio-

wych mozna zapisaé¢ jako
/ A dF:/ GapA%du®
K K

Co do 2-form, polu wektorowemu B = Big, odpowiada 2-forma
8= §Eijk dz? A dx
dokonujac analogicznego podstawienia jak powyzej, mamy
_ 1 i pai q,b k3, ¢
ﬂ = §€ijkT aB (T bdu ) A\ (T Cd’LL ) =
1 o
= ieijszaijTkCB“dub Adut =

1
=5 fapeBAdub A du® =

1
= ix/det g €ape BEdub A du®

Oznacza to, ze caltki powierzchniowe skierowane we wspétrzednych krzywolinio-
wych mozna zapisaé jako

L 1
/ B-dS = / 5\/detgeach”dub A du®
o b

Jest to szczegolnie przydatne, gdy nasza powierzchnia ¥ jest powierzchnig statej
wspoélrzednej. Np. strumien pola B przez kawalek sfery we wspétrzednych
sferycznych (yv/det g = r? sin §) mozemy natychmiast zapisaé¢ jako

L 1
/B-dS:/ ix/detgeach“dub/\duC:
b >
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1
= / 57“2 sim@(elggBldu2 A du? + €130 B*du’ A duz) =
b
= / r?sin@B'du? A du? =
b)
= / r2sin #B"d6 A dy
b

We wzorze nie pojawiaja sie wklady zawierajace du! = dr, bo na sferze r =
u! = const.

Wreszcie 3-forma odpowiadajaca funkcji f, czyli fdz' A dz? A dz3, zapisuje
sie jako
fdzt Ada? Ada® =
1 . .
= éfeijkdxz Adzd Adzh =

1 ) .
= Sfer(Tidu®) A (T dud) A (Thdu?) =

= %ffijkTiaijchdua Adub A dut =
= éf@eabcdua Adu® A du® =
= f\/(?tgdu1 A du? A dud

czyli

/Q fdba = /Q f/detgdu

Biorac pod uwage, ze detg = (detT)?, a T jest macierza jakobianu, jest to
znany wzOr na zamiane zmiennych w calce wielokrotnej.

Podsumowujac, mozemy umiesci¢ wzory z ostatnich dwoch wyktadéow w ta-

beli
wsp. kartezjariskie 2° | wsp. krzywoliniowe u® | zwigzki
wektory bazowe € t te=&T,, T = gg;
pola wektorowe eV? t, Ve Ve = (T-He vt
iloczyn skalarny V - W 81 ViWI Gap VWP Gab = to -ty = 6,5 T% T,
iloczyn wektorowy V' x W é'iéijejle"”'Wl fa\/detgg“bebchch
1-forma odpowiadajaca polu A i Aldad GapArdub
2-forma odpowiadajaca polu B %qjkBidxj A dzk %\/det g €ape BEdub A dut
3-forma odpowiadajaca funkcji f fdx' Adaz? Adad f/det gdut A du? A du?

Wrzory na operatory rézniczkowe we wspotrzednych krzywoliniowych pojawia,
sie na nastepnym wyktadzie.
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Wyklad 10: Wspéirzedne krzywoliniowe, czes$é 2

Gradient

Przypomnijmy, gradient funkcji f jest definiowany jako pole wektorowe odpo-
wiadajace 1-formie df. Mamy

0]
df = &fb u’ = gap(Vf)*du®
czyli
_of
- of
a __ jab ~J
ab Of
Vf =tag e
Wynik ten mozemy réwniez uzyskaé¢ ze wzoru
S L Of
= ;07 —
Vi=e oxJ

Korzystajac ze zwzoru N o
57 = g, T

otrzymujemy
= i a af
Vf=¢&T g7} 50
Poniewaz _
giTZa = {a
oraz ,
g Of _ 022 0f _ Of
b0xi  Oub Oxd  Oub
to of
= — ta (I‘bi
v/ Oub
Rotacja

Tak jak poprzednio, skorzystamy z definicji rotacji pola wektorowego A: jest to
pole wektorowe odpowiadajace 2-formie da, gdzie « jest 1-forma odpowiadajaca
polu A, czyli

a = gapAtdu®
_ a(gabAa) c b _ 1 8(9acAa) a(gabAa) b c
da = e du® Adu’ = 2( 2t ouc )du A du

Zwr6émy uwage, ze w odroznieniu od przypadku wspoétrzednych kartezjariskich,
nie mozemy wyciagnaé g, poza roézniczkowanie, gdzyj jest to w ogélnosci funk-
cja zalezna od wspolrzednych (w odréznieniu od d;;, ktore jest state). Wyrazenie
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zostalo tez zapisane w formie, w ktorej wspotczynnik przy du’ A duc jest anty-
symetryczny, aby mozna bylo poréwnaé ze wzorem na 2-forme odpowiadajaca
polu wektorowemu:

1 8(gacAa) a(ga Aa) c 1 = a c
( . L )dub/\du = SVdetg e (V x A)"du’ A du

2

A zatem

= a  0(gacA?)  O(gapA®)
Vdet g €qpe (V % A) i

= a 1 a(gacAa) a(ga Aa)
€ave (V X A) = m( B b )

Oub ouc

Mnozac obie strony przez €% i uzywajac wzoru ey, = 26 otrzymujemy

etee (6 % A)a _ 1 dbc(a(gacAa) 8(gabAa))

Vgt \Tow T o
v @ 1 9(gacA®)  O(gabA")
264 N = dbe B
54V x A) T ( b b )
s onio Ll 1 ae(0(gacA”)  O(gapA®)
(V X /Y) =3 \/me ( Sub e )

Mozemy ten wzor uprosci¢, korzystajac z relacji

6dbc 6(gab‘4a) __(zamiana oznaczen b « c) 6dcb 8(gacfla)

ouc Oub

__(using antisymmetry of €) _ _edbc a(gacAa)
oub
Otrzymujemy wiec

gdbe (6(gacAa) 0(gapA?) ) — 9¢dbe 0(gacA®)

ouwbt  uc oub

- 1 0(gacA®
(v % A’)d _ 6dbc (gacb )
Vdetg ou
czyli
e | 0(gacA®
V x A= td 6dbc (gacb )
Vdetg Ju
Zamieniajac jeszcze nazwy indekséw a <> d, aby we wzorze byly one w bardziej
naturalnej kolejnosci, mozemy ten wzor zapisaé jako

= T 1 a(gchd)
A= t, abe
v X \/detg6 Oub

Mozna uzyskaé tez ten wzér nie korzystajac z form, ze wzoru

¥ x A = gen20ud)
! oz
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ale jest to bardziej skomplikowane. Mamy
A" = gea(T™ ) (T4 AN = gea(T 1), A

zatem . 8(( 1) ) J
9(0;6A%) _ O((T )% d “1ve 0(geaA?)
T i v e L Gl v

Poniewaz T jest macierza pochodnych wspétrzednych = po wspétrzednych wu,

T - Ozt

@ Qua

to mozna udowodni¢, ze macierz odwrotna jest macierza wspotrzednych u po
wspolrzednych x:

ou®
—1\a __

Mamy zatem
8((T*1)Ck) B 0%xc
Oxd — Oukoud
jest to wyrazenie symetryczny ze wzgledu na zamiane indeksow j <> k. Z kolei
€7% jest symbolem antysymetrycznym. Zatem

ik anc ik anc ik 621‘0
Jukou ¢ dwiddk | © Oukow
czyli
eijk 621,12 B
oukouws
Wynika z tego, ze w mozemy uprosci¢ wyrazenie
k00 AR) i 0((T)%) “1ye O(geaA?)
ijk J _ ik k d 1\c c —
€ axj € ( 48.%] gch + (T ) k &r] )
o 0%a¢ y 0(geqA?)
_ _ijk d ijk —1\c C _
i 7 — a(gchd)
_ Uk T 1\c
€ ( ) k od
Nastepnie korzystajac z relacji
i — 37ubi = ( fl)b ﬂ
oxd  Oxd oud I dub
otrzymujemy
: 8(5kAk) ;. _ _ 8(ngAd)
ijk J _ _ijk 1\b 1\c
e W*“ (T=5)"5(T7)%%, Jub

Korzystajac rowniez ze wzoru



otrzymujemy

det T° oub
1 6abc a(ngAd)
Vdet g oub

Dywergencja

Jak w poprzednich przypadkach, korzystamy z definicji dywergencji pola wekto-
rowego B: jest to funkcja odpowiadajaca 3-formie dg, gdzie g jest 2-formg od-
powiadajaca polu wektorowemu B. We wspolrzednych krzywoliniowych mamy

8= f\/detgeabCB du? A dut

zatem

aad ( \/det g eacha)dud Adub A du’ =

3‘9 ( MEacha) ebedul A du? A du® =
_ éeabced = (Vdetg B)dul A du? A du® =
_ 12538 5 (Vdetg B*)du' A du? A du® =
- (M Ba)dul A du? A du?
poréwnujac to ze wzorem na 3-forme odpowiadajaca funkcji V-B otrzymujemy

(9(Za (\/ de‘cha)du1 Adu? Adu? = (ﬁ . B’)\/detgdu1 A du? A du®
(V- B)v/detg = 5o (/det g B°)

V-B—ma (\/ et B)

Mozna tez udowodnié¢ ten wzor z formuty

dp =

0 .
_B*
ox?

ale jak poprzednio, jest to bardziej skomplikowane niz przy uzyciu form réznicz-
kowych. Mamy

V-B=

B'=T'B"
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oraz _
g _ 0x' 0 0
@9zt Qu® dxt  Ous

zatem

L9

VB = (T,B") =
o o

:T’L B¢ BY_—_
25zt B+ B g

0 a a 0 7
- aua(B )+B axl(Ta)

(T%) =

Z kolei

6 a
Jdotg dur (\/deth ) =

0, . . 1 0 , =\
- Ouo (B%)+ B V/det g au“( det g) =
1 O(detT)

detT  Oue

9 a
N 6u“(B )+ B

Aby udowodni¢ wzér na dywergencje, musimy zatem pokazac, ze

0 i 1 0(detT)
8xi<T‘1)_detT ou®

Zeby to udowodnié, skorzystamy ze wzoru
i TLTITY = (det T)epeq
7z ktorej wynika, ze

1 c el
detT = Eeb e TLTITY

O T) _ Ly O (ot iy

ou® 6 ou®
1 pea (0T T, i g 0T
— s ek(aaTT+Ta T+ Ty 5 )

Uzywajac zamiany oznaczen mozemy udowodnié, ze kazdy z trzech sktadnikéw
daje identyczny wklad; np. zamieniajac oznaczenia ¢ <+ j oraz b <> ¢ w drugim

sktadniku, otrzymujemy

1 pea oT’

Lo orT’, 1
5 ”kaa °Th =

6 Jlk‘Tca aT = 6(_€bccl)(_€u k)

oT
aa

Podobnie mozemy zrobi¢ z trzecim sktadnikiem. Mamy wiec

ddetT) 1 .., OT%

pur 3¢ kg T
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Rozpiszmy teraz
1 l (r—1ye
€ijk = €kl = €T (T7)%

3

dzieki temu otrzymujemy

O(detT 1
( ) — 7€b6d6l_jk:Tle(T_1)

8T§) )
e Jk —
ou® 2

toue € d —
1 ; L1y 0T
= SN T TLTg) (T 5 =

1
= iedeeecd(det (T Y,

1
= 52(sg(olet (T~ 1),

b 0T
' Que

= (det T)(T™1)

Poniewaz )
Ti ox*
b7 ub

to , . , ,
or, %' 0% 9T,

Jut  Outdub  oubdut  Oub
Dodajac do tego fakt, ze

0 oub 9 0
-1 9 _ 0w 0
() Oub T Oxt Qub  xt

Mamy wiec

O(det T')
ou®

oT"
_ —1y0 9L
= (det T)(T~1)", s

Coub T

= (det T)(T™1)
or,
ozt

= (detT)

Zatem faktycznie

a a a a 7\
(B*) +B @(TG)—
0 “ o 1 a(detT)_
T du (B%)+B detT Our
1 0

T det T ou® ((det T)Ba) -

1 0
= Pua (\/deth“)

det g

:



Laplasjan

Potaczmy jeszcze wzory na gradient i dywergencje by otrzyma¢é¢ wzér na laplasjan
funkcji, czyli dywergencje gradientu:

— —

Af=V ()=
B .
= e s (VA9 (90)%) =
19 w Of
= ey o (V99" 5.5)

Powyzszy wzor, choé mozna go zastosowaé dla dowolnych wspoltrzednych, naj-
czedciej stosuje sie w przypadku, tzw. wspolrzednych ortogonalnych, czyli ta-
kich, dla ktorych macierz g, jest diagonalna (co sie zdarza gdy i, - t, = 0 dla
a # b). Rozwazmy ten przypadek. Oznaczmy

he = |£:Z‘
mamy
(h1)2 0 0
[gab} = 0 (h2)2 0
0 0 (hy)?

det g = (hihahs)?

\ detg = hlhghg

1
,_[m ol
=1 0 @y O

0 0 L

(h3)?
Poniewaz jedynie wspoélczynniki g'', ¢%2 i ¢33 macierzy g~ !

na laplasjan przyjmuje postaé

S OV rram Rt U9 ( Jdeiaq2 2L U9 ( Jaeta a0y
Af_\/detg(%ﬂ( detgg 8u1)+\/detg(9u2( detgg 8u2)+\/detg8u3( detgg 6u3)_

— i (o (2 )+ e (B D) 4 o (B2 20)

sq niezerowe, wzor

ou?

oud

oul

Poniewaz wiekszo$¢ przydatnych w fizyce uktadéw wspoétrzednych to uktady or-
togonalne (np. zaréwno uktad wspoétrzednych sferycznych jak i cylindrycznych
sie do nich zaliczaja), powyzszy wzoér pozwala napisa¢ wzor na laplasjan znajac
jedynie funkcje h, czyli dtugosci wektordow ty.
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Zrébmy podsumowanie. Rozszerzajac tabelka podana pod koniec poprzed-
niego wyktadu, mamy

wsp. kartezjarnskie x* | wsp. krzywoliniowe u® | zwiazki
wektory bazowe & T t,=&T!, T = gﬁ;
pola wektorowe &Vv? t, Ve Ve = (T-Hvi
iloczyn skalarny V.-w 6ijVin Gap VOW? Jab = T 5iijlTJl;
iloczyn wektorowy V x W €09 e VEW! tu/det g g*Pepeq VW
1-forma odpowiadajaca polu A i Aldad GapA®dub

2-forma odpowiadajaca polu B

%GijkBidIEj A d:I?k
fdz' Adz? A dad

%\/det g €apeBAdub A du®
f/det gdu® A du? A du?

3-forma odpowiadajaca funkcji f

gradient V f ;6% % £, geb %
rotacja V x A gicijkékl% t_:l\/dleTg abe 8(95524 )
dywergencja V - B 2 ﬁ 52 (y/detg BY)
laplasjan A f 5ij% - 2 (/det g g®2h)

Zauwazmy, ze wszystkie wzory we wspoélrzednych krzywoliniowych udato sie
zapisa¢ za pomoca jednego tylko obiektu: metryki g. Oznacza to, ze sama za-
leznosé wspotrzednych z¢ od wspotrzednych u® przestaje mieé¢ znaczenie, jezeli
tylko znamy metryke. Zdarza sie nawet, 7e rozwaza sie sytuacje zakrzywio-
nych przestrzeni, w ktérych w ogole nie ma czego$ takiego jak wspotrzedne
kartezjariskie, wszystkie uktady wspélrzednych sg uktadami krzywoliniowymi z
nietrywialng metryka - ale jesli tylko ta metryke mamy podana, to mozemy z
powyzszych wzoréw korzysta¢, nie korzystajac w ogole ze wspolrzednych karte-
zjanskich.

Cwiczenia wykladowe 5: Konwencja sumacyjna i
krzywoliniowe uklady wspéirzednych

Rozwiazmy takie zadanie:

Zad. Uzywajac konwencji sumacyjnej, pokazaé, ze
V x (VA) =V(V-A)— AA
gdzie laplasjan pola wektorowego definiujemy jako dzialajacy niezaleznie na
kazda sktadowa: N ,
(AA)" = A(A")

Dowdd przeprowadzimy w kartezjanskim ukladzie wspélrzednych - nie ma
tu potrzeby angazowania ogélnych wzoréw w uktadzie krzywoliniowym. Przy-
pomnijmy, ze
0A!

V x A = &,ekg, —
1 kl 8;103
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Jesli w tym wzorze za A podstawimy V x ff, otrzymujemy

X o o g vV x A)
VX(VXA):é’ie”kékla(va#

Zeby dostac (6 X /_1')[ wystarczy we wzorze na rotacje zamieni¢ nazwy indeksow.
Przede wszystkim ¢ — [, ale nie mozemy tez drugi raz uzy¢ indeksow j, ki [,
wiec zamienimy je odpowiednio na m, n p, otrzymujac

- o 0AP
> lmn
VxA= 1€ 6np7(91‘k
czyli
. 0AP
l lmn
(Vx A) = s

—.

podstawiajac to do wzoru na V x (ﬁ x A) otrzymujemy

L. D
_ 2.tk Y | Amn
Vo (V x A) = e o= (e 5

_ é—iez]kelmnékl(s

0AP )
P Hgm
92 AP

"P 9 Oz

Mamy w tym wzorze wyrazenie elmnéklénp. Mozemy uzy¢ dy; i 0,y do obnizenia
indeksow w €™

lmn m

€ 6kl6np = €k P

ale otrzymujemy w ten sposéb nietypowy symbol € z dwoma indeksami na dole
i jednym na gérze. Mozna jednak obnizy¢ i trzeci indeks, w nastepujacy sposéb

m Tm
€' p = €krp0

Otrzymujemy wiec

- - o iy %A
_ > ijk m
V x (V x A) = € epppd DT Da
Zachodzi N N o o
€ ey = " eppy = 0167 — 5367
Zatem
- - o o o 02 AP
— (55T — §isT\ g™ _
V x (V x A) = ¢€(6;6) — 0,07)d S0
I o 02 AP
— g (§imsi _ §igim _
=¢e;(d 6p 5p6 )axjaxm =
o O%AP S 9%AP
=¢;0"0) ——— — €0 ——— =
c % dzigm P 0 OxIdz™
- cim 0 A7 o cim 92 A?
= 61'6 J =

oziozm 0 Gwiozm
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9 s0AT . 9? .
— . 8tm _ 7. gm 1
&9 oxr™ ( oz ) € OxI Ox™ A
> cim 0 = — 4
:€i6 axim(vj)—el(AA):
=V(V-4) - A4

Jako drugie ¢wiczenie z konwencji sumacyjnej rozwazmy takie zadanie:

Zad. Niech 7 bedzie wektorem o dlugosci 1 oraz € € R, £ # 0. Pokaza¢, ze
macierz odwrotna do macierzy

Aij = 5; —(1=Yn'n; = 5; — (1 = &)n'smk

jest postaci

B, =45 — An'n;

dla pewnego A € R. Znalezé .

Aby to sprawdzié¢, wystarczy przemnozy¢ te dwie macierze:

AL B, = (8 = (L= Onin; ) (5 — wnny ) =
= 5;‘5% - (1= f)ninjéi - A5§njnk + (1= &An'njnin;, =
=0} — (1= &)n'ny, — An'ng + (1 — EA|A|*n'ny, =
=6, — (1= &n'ng — An'ng + (1 — E)In'ng =
=8 — (1 —€E+ENn'n,

Potrzebujemy zatem

1-§6+E0=0
czyli
-1 1
£ £
Dla tego A mamy o '
A" B =4y,
czyli
AB=1

czyli B jest macierza odwrotna do A.
Zrobmy jeszcze ¢wiczenie z odezytywania wzoréw dotyczacych uktadow krzy-
woliniowych.

Zad. Znalez¢ jawne wzory na gradient, rotacje, dywergencje i laplasjan w
sferycznym uktadzie wspotrzednych.
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Mamy u! = r, u? = 0, u® = ¢ oraz zwigzki x = rsinf cos @, y = rsinfsin @,
z =rcosf. Daje nam to

sin @ cos rcosf cos p —rsinfsin g
t, = |sinfsing| , ty = |rcosfsing| , f;,: rsin 6 cos ¢
cosf —rsin 6 0
1 0 0
(9] = [fu- 8] = [0 12 0
0 0 r’sin®0

Vdet g =r?sinf

1 0 0
G = Bl=]0 & 0
0 0 r2 si1n29

Macierz g jest macierza diagonalna, zatem wszystkie wyrazenia w ktérych wy-
stepuje czynnik g.p z a # b beda sie zerowaly. Uprosci nam to wzory znaczaco.

Zajmijmy sie najpierw gradientem. Mamy ogdlny wzor

_ . Of
_ b
Vf=t.g" Jub

Jest on zapisany w konwencji sumacyjnej, co oznacza, ze nalezy go odczytywacé
jako sume wyrazoéw ze wszystkimi mozliwymi kombinacjami wartosci indekséw
a i b. Ale ze wszystkich tych sktadnikéw jedynie trzy beda niezerowe: te w
ktorycha=b=r,a=b=01lub a = b= ¢. W pozostalych a # b, wiec wyrazy
te beda sie zerowaé¢. Mamy wiec

- S L Of o g 0f - af

V=19 == +1yg? =L + 1,g¥P L =

of - 10f 1 of

=t =L +1 i, -
" ?r2gin? 0 Op

or ' "r200
Wezmy teraz rotacje. Mamy ogélny wzor

1 6abc a(gchd)
Vdet g Oub

Wyrazenie zapisane w konwencji sumacyjnej oznacza sumowanie po wszystkich
mozliwych kombinacjach indekséw a, b, ¢, d. Na wstepie oznaczatoby to 3* = 81
kombinacji. Ale czynnik €?* Oznacza, ze wskazniki a,b,c musza byé wszystkie
rézne, lub caly wyraz sie wyzeruje. Z kolei czynnik g.4 oznacza, ze potrzebujemy
d = ¢, lub znéw, caly wyraz sie wyzeruje. Z tego powodu pozostaje nam jedynie
6 sktadnikow:

VxA=t,

a=r, b=20, c=d=y¢



a=r, b=46,
a=20, b=,
a=40, b=r,
a=p, b=r,

o o)

[T

Q Q& Qo
[T

= € 3 <

o o ©
I

a =, b=4,

Mamy wiec

= - - 1 8(9 ALP) 8(999149)
A= i, rfp PP T
VX \/detg(6 00 T Jp )+
1 Opr a(gTTAr) Ore 8(99,,(‘,1490)
Tetg (e +e€ ) +

te
+io dy or
o 1 ) 8(999149) .
t @ré ©Or
+ <'g\/detg<6 or te 00
1 (3(1"2 sin?9A%)  O(r?A%) )+

"r2sinf 00 Dy
- 1 <8A’“ B d(r?sin® A¥) ) n
r25in 6 Op or
| a(r2A%)  oAr
i — =
* Lpﬁsin@( or 00 )
( 1 O(sin? HA%) 1 0AY )
sin 0 00 sinf Oy
- 1 QA"  sinf9(r’A¥)
+t9(ﬂsin9 oo 12 or )+
- 1 9(r?A%) 1 0A"
+t“’(r2sin9 or  r2sinf 06 )

Nastepna w kolejnosci jest dywergencja. Mamy

\/WaavetB

Jest tylko jeden indeks sumowania a, wiec po prostu musimy wypisaé¢ jawnie 3
sktadniki

V-B= ( (v/detg B") 0(\/deth9)+%(\/deth“’)) =

=1,

=1

-

V-B=

\/W
_ 1 (9 mo 0o b0 e N
o 7«251119(3 (r*sin6B )"‘89(7” sinf0B”) + a()0(?” sinfB )) =
_19(*B") 1 9(sindB?) N 9B?
2 or sin 6 09 dp
Mamy wreszcie laplasjan:
Af = det
f \/H (\/Tg 9u b)
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Z powodu obecnosci czynnika g?° bedziemy mieli tylko 3 niezerowe sktadniki,
odpowiadajace a = b:

) )
Af= s/deti(ﬁr(v gwa) gg (V/det geeajecha*(vdetggwé))

1 (9 Oy 9 (2 Oy, 0 oy L Of\N _
_T2sin9(8r(r Smaa )+89( sin 280)+5 ( bmeﬁsinzﬂ&p))_
JL100e0f) 1 0o 1 P
Cr20ry or 2 sin 6 96 sin 00 r2sin? § Op?

Wyktad 11: Funkcje zespolone

Zaczniemy dzi$§ nowy dzial, tak zwana analize zespolong. Jest to dzial matema-
tyki ktory bada funkcje f : C — C pod wzgledem ich wlasnosci analitycznych:
ciagtosci, rézniczkowalnosci, catkowalnosci itd. Zaczniemy jednak od pojeé jesz-
cze bardziej podstawowych:

Definicja: zbiezno$é ciggu liczb zespolonych
Niech (zp)nen = (@n + iYn)nen bedzie ciagiem liczb zespolonych. Mowimy, ze
jest on zbiezny do granicy g € C, co zapisujemy lim,,_, z, = g, gdy

lim z, = Rey, lim y, =Img
n—roo n—oo

Roéwnowaznie warunek ten mozna zapisaé jako

lim |z, —g|=0
n— oo

Ta definicja jest intuicyjna. Ciag punktéw zespolonych dazy do zadanej
granicy, jesli sktadowe rzeczywista i urojona tego ciagu daza odpowiednio do
sktadowej rzeczywistej i urojonej granicy; réwnowaznie, jesli na plaszczyznie
odlegtoé¢ punktoéw z, od punktu granicznego dazy do zera. Réwnowaznosé
tych warunkéw wynika z oszacowan

0 < |z, —Regl|, [yn —Img| < |2, — g| < |2, — Reg| + |y, — Img]

z ktorych wynika, ze jesli |z, — Reg| i |y, — Img| daza do zera to |z, — g| dazy
do zera, i vice versa.

Mamy tez
Definicja: zbiezno$é¢ ciagu liczb zespolonych do nieskoriczonosci
Niech (2n)neny = (Tn + iYn)nen bedzie ciagiem liczb zespolonych. Moéwimy, ze
jest on zbiezny do mieskoriczonosci zespolonej, co zapisujemy lim,_, z, = oo,
gdy

lim |z,| = oo
n—oo
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Ta definicja nie jest juz tak intuicyjna. O ile w liczbach rzeczywistych mamy
dwa kierunki zbieznosci do nieskonczonosci (do +o00 i do —o0), to w liczbach
zespolonych kierunki nie maja znaczenia - mamy tylko jeden "punkt"w nie-
skoriczonosci, tylko jedng nieskonczono$é zespolong. Oznacza to, ze ciagi liczb
rzeczywistych ktore sa zbiezne do —oo, jezeli traktowane jako ciagi liczb rzeczy-
wistych sa wciaz zbiezne do nieskoriczonosci zespolonej. Istniejg nawet ciagi, np.
zn = (—=1)"n, ktére w liczbach rzeczywistych nie maja granicy, nawet nieskori-
czonej (bo oscyluja miedzy +oo a —o0) ale jako ciagi liczb zespolonych maja
granice w nieskonczono$ci zespolonej.

Idea nieskoriczonosci zespolonej jako pojedynczego punktu wiaze sie z poje-
ciem tzw. sfery Riemanna bedacej ptaszczyzng zespolong z "doklejonagnieskon-
czonoscig zespolong, C U {oo}, ktéra bedziemy oznaczaé tez C. Okazuje sie, ze
plaszczyzne zespolong mozna odwzorowaé na powierzchnie sfery dwuwymiaro-
wej (zanurzonej w trzech wymiarach) pokrywajac ta sfere niemal w calosci -
bez jednego punktu. Ten jeden punkt odpowiada nieskoriczonosci zespolone;.
Konkretny wzér na to odwzorowanie to

2Rez 2Imz |22 -1
212417 |22 +17 |22+ 1

(Cazn—>¢(z)=( >€S2CR3

C> o0+ (0,0,1) €S*CR?
a na odwzorowanie odwrotne

X +1iY
1-7

R*>S?> (X,Y,2)— ¢ YX,Y,Z) = eC da (X,Y,Z)#(0,0,1)

R? 5 §%3(0,0,1) = o0 € C

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze te wzory sg faktycznie wzorami na funkcje do siebie
odwrotne, mamy:

2R . 21 ) .
671 (6(2)) = ePel TIEETT _ 2Rez+i2lmz 2(Rez filmz)
1—EET P+ L-(P - D) 2
oraz
12
9Re XY oy XY %‘ -1
o671 (2) = -z 7 2 _
X 1 (X [
2X 2y X24v?
_ 1-Z 1—Z (1-2)2 B
= X24Y2 ' X24Y2 » X24Yv2 =
(1-2)2 +1 (1-2)2 +1 (1=2)? +1
2X 2y 1=z
= 1-Z 1—Z (1-2)2 B
B 1-22 v 172 T =
a—zp t! a=zp t1 gz +1
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( 2Y 1+Z_1>
_ i-2 i-2 -z _
|1 ' 142 ' 142 -
=z t1 =z +1 =2 +1

- 2X 2V (1+2)-(1-2)\
N (1+Z)+(1Z)’(1+Z)+(1Z)’(1+Z)+(1Z))_
()

27272
=(X,Y,2)

Jest to tez odwzorowanie ciagle - przeksztalca ciagi zbiezna na ciagi zbiezne.
Jest to oczywiste, gdy z, — g, bo ¢ obciete do plaszczyzny zespolonej jest
zlozeniem odwzorowan ciaglych. Ale rowniez gdy z, — oo, czyli |z,] — oo
mamy

2
|9(2n) — Bd(c0)|” =
B 2Rez, 2Imz, |z,)*>-1
C\UznP U |za2 1 |22+ 1

_ 2Rez, 2Imz, -2
B |zn > +17 [20]2 + 17 |22 + 1

[ 2Rez, 2+ 2Im 2, 2+ -2 \?
e +1 |2n|? +1 el +1)

_ 4(Rezp)? +4(Imz, )2 +4

- (Iznf? +1)? a

_ Az +1)

(P +1)?

_ 4

- |Zn‘2 +1
czyli ¢(zn) — ¢(00), co oznacza, ze ¢ jest ciagle rowniez w nieskoriczonosci.
¢~ ! rowniez jest ciggle; oczywiste jest, ze jest ciggle w punktach o Z # 0, a gdy
mamy ciag S? 3 (X, Yo, Z,) — (0,0,1) to

‘Qb_l(XnaYnaZn)F =
X, +iY, |?

1oz, | ~

_ Xa+ Y7

2

)—(0,0,1)

2

— 0

(1-2Z.)2
-z
(1-2,)2
147,

T 1-2Z,

Zatem faktycznie ¢~1(X,,,Y,, Z,) zbiega do nieskoriczonosci zespolonej czyli do
¢~1(0,0,1). To, ze zaréwno ¢ jak i ¢! sa ciagte oznacza, ze C jest topologicznie

_>(p0niewai Z,L—>1)_> 00
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rownowazne sferze S?, stad nazwa “sfera Riemanna”. Traktowanie nieskoriczo-
nosci zespolonej jako po prostu jednego z punktéow na sferze Riemanna, bywa
w wielu przypadkach przydatne - uprawomocnia liczenie warto§é¢ funkcji w nie-
skoniczonosci zespolonej, czy méwienie ze wartos$é funkcji w jakim$ punkcie jest
réwna nieskoniczonosé.

Majac definicje granicy ciagéw zespolonych, mozemy zdefiniowac teraz gra-
nice funkcji f : C — C, lub ogdlniej, granice funkcji f : C — C. Mamy

Definicja: granica funkcji na plaszczyznie zespolonej
Niech f : C — C bedzie funkcjg o argumentach i wartoéciach zespolonych.
Moéwimy, ze g € C jest granica tej funkeji w punkcie zg € C, co oznaczamy jako
lim, ., f(z) = g, jesli dla dowolnego ciagu z, € C takiego, ze lim, o 2, = 2o
zachodzi

nlggo f(zn) =g

Jezeli zg € Ci g € C to badanie granicy funkcji zespolonej jest réwnowazne
badanie granicy funkcji dwoch zmiennych na plaszczyznie f(x +iy) = f(x,y), i
powyzsza definicje mozna zapisa¢ w postaci Cauchy’ego:

Mowimy, ze lim,_,., f(z) = g, jesli

Ve>030 >0Vz€C: ((|z2— 20| <8) = (|f(z) —g| <¢))

Powyzsza definicje mozemy jednak zastosowaé réwniez gdy zp = oo lub
g = oo. Na przyktad, gdy 29 = oo, g € C definicja méwi, ze

Mowimy, ze lim, o f(2) = g jesli
e dla kazdego ciagu z, € C takiego, ze |2,| — oo zachodzi lim, o f(2,) = ¢

e (réwnowaznie) Ve > 03IM > 0Vz € C: ((|2] > M) = (|f(2) —g| <€)

Dla zy € C, g = oo mamy

Moéwimy, ze lim,_,,, f(z) = oo jesli

e dla kazdego ciagu z, € C takiego, 7e z, — 2o zachodzi lim,_, | f(zn)| =
00

e (réwnowaznie) VM > 030 > 0Vz € C: ((|z — 20| < 8) = (|f(2)| > M))

Wreszcie dla zg = g = co mamy
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Mowimy, ze lim, o f(2) = oo jesli

e dla kazdego ciagu z, € C takiego, ze |z,| — oo zachodzi lim,,_, o | f(2n)] =
00

e (réwnowaznie) VM; > 03M, > 0Vz € C: ((|2| > M) = (|f(2)] > My))

Majac definicje granicy funkcji, ciaglo$é¢ definiujemy oczywiscie jako

Definicja: granica funkcji na plaszczyznie zespolonej
Funkcje f : C — C nazywamy ciaglta w punkcie 2y € C gdy lim,_,., f(z) =
[ (20).

Zazwyczaj bedziemy zakladaé¢, ze rozwazane funkcje sa wszedzie ciggte; jest
jednak kilka waznych zastosowan analizy zespolonej ktére mozna wykorzystac
jedynie uzywajac funkcji nieciagtych.

Poza liczeniem granic i ciaglodcia, podstawowymi narzedziami analizy sa
rozniczkowanie i catkowanie. Zacznijmy od catkowania. Definiuje sie je analo-
gicznie do calki krzywoliniowej skierowane;j:

Definicja: calka z funkcji po krzywej na plaszczyznie zespolonej
Niech f : C — C, oraz niech K bedzie krzywa na plaszczyznie zespolonej zadana
parametryzacja z(t), t € [a,b]. Definiujemy wowczas

/Kf(z)dz = /ab f(z)%dt

Rozpisujac funkcje f(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y) oraz z(t) = =(t) + iy(t)
mozemy roéowniez zapisaé

/Kf(z)dz = /K(u+w)(dx+idy) = /K(udx — vdy) +i/ (vdz + udy)

K

To przedstawienie bedzie nam przydatne w przysztosci, pozwoli nam bowiem
zastosowa¢ poznane wczesniej narzedzia analizy wektorowej, np. twierdzenie
Greena.

Definicja pochodnej zespolonej jest analogiczna do definicji pochodnej rze-
czywistej:
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Definicja: pochodna w sensie zespolonym
Funkcje f : C — C, nazywamy rdzniczkowalng w sensie zespolonym w punkcie
zp € C, jedli istnieje granica

L £ = 1)

zZ—r 20 Z— 20

Jedli ta granica istnieje, oznaczamy ja f’(z0). Jesli funkcja f jest rozniczkowalna
w kazdym punkcie jakiego§ obszaru, definiuje to funkcje f/ na tym obszarze.

Roézniczkowalnosé funkceji zespolonej okazuje sie mie¢ daleko idace konse-
kwencje. Po pierwsze, okazuje sie, ze jest to warunek silniejszy niz po prostu
rozniczkowalnosé funkeji f(z,y) = f(z + iy); musza by¢ rowniez spetnione do-
datkowe warunki, o czym méwi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie o rézniczkowalno$ci funkcji zespolonej

Niech 4 C C bedzie otwartym obszarem. Niech f : U — C, f(x + iy) =
u(z,y) +iv(z,y) bedzie funkcja ciagla. Funkcja f ma ciagla pochodna w sensie
zespolonym w kazdym punkcie obszaru U wtedy i tylko wtedy gdy funkcje u, v :
R? — R sy ciagle i maja ciagte pochodne czastkowe oraz spetniaja warunki

Ou  0Ov ou ov

dx — dy 9y  Ox

Warunki te nazywamy warunkami Cauchy’ego-Riemanna.

Dowad
Twierdzenie méwi "wtedy i tylko wtedy, gdy", musimy wiec udowodnié je w
dwoch kierunkach.
Zacznijmy od kierunku =-: zakladajac, ze funkcja jest rézniczkowalna i ma
ciagla pochodna, udowodnimy rézniczkowalnosé funkcji w i v i ciaglosé ich po-
chodnych oraz warunki Cauchy’ego-Riemanna.

7 zalozenia, w kazdym punkcie zg = x(¢ + iyg obszaru U istnieje granica

o) — i T = IC0)
z2—20 zZ— 20
Liczac ta granice, mozemy dazy¢ z z do zp w dowolny sposéb; w szczegdlnosci
mozemy dazy¢ wzdtuz kierunku rzeczywistego (z = z9 + ¢, € € R, ¢ — 0) lub
wzdluz kierunku urojonego (z = zg + i¢, € € R, ¢ — 0), i w obu przypadkach
otrzymujemy ta sama granice. Jesli dazymy wzdluz kierunku rzeczywistego,
mamy
(z0) = lim f(z0 +¢) — f(20) _
e—0 €
u(To + € yo) + (w0 + € ¥0) — u(zo,yo) — iv(¥o, Yo)

= lim =
e—0 €

— lim u(wo + €,y0) — u(wo, Yo) 1 ilim v(2o + €,90) — v(T0, Yo) _
e—0 € e—0 €

a0



ou .Ov
= %(%7@/0) +1£(x0,y0)

Z drugiej strony, jesli do zp dazymy wzdtuz kierunku urojonego, mamy

F'(z0) = limg L2010 = J(0)
e—0 1€
— lim u(zo, yo + €) +iv(xo, Yo + €) — ulwo, yo) = iv(x0,%0) _
e—0 ie
_ } lim u(wo, yo + €) — u(wo, yo) +lim v(o, o +€) — v(z0,%0) _
1 e—0 € e—0 €

.0 0
= —18*1;(130,%) + 8*2(%7?}0)

Poniewaz z zalozenia pochodna funkcji f istnieje i jest ciaggla, oznacza to, ze
pochodne czastkowe funkcji v i v réwniez istnieja i sa ciagle. 7Z poréwnania
powyzszych wzoréw otrzymujemy réwniez

ou . Ov Ov . Ou

o Tor "oy oy
czyli warunki Cauchy’ego Riemanna.

ou Ov ou ov

or Oy’ oy Oz
Dowoéd w druga strone: Zakladajac istnienie i ciagto§é pochodnych czast-
kowych funkcji v i v, oraz spelnianie warunkéw Cauchy’ego-Riemanna, chcemy
udowodni¢ istnienie i cigglto$é¢ pochodnej zespolonej funkeji f.
Skoro pochodne czastkowe u istnieja i sg ciagle, oznacza to, ze u ma pochodna
zupelna i rozpisuje sie sie w postaci

ou ou
u(z,y) = u(xo,yo) + ( — xo)%(ﬁm Yo) + (y — yo)@(xo,yo) + Ry (z,y,20,Y0)

gdzie
i Ru(x7y>$0ay0)
im
(@)= @o.w0) /(z — 20)% + (y — ¥0)?

Podobnie funkcja v rozpisuje sie jako

=0

ov v
U(.T, ZU) = 'U(Z‘(), ZUO) + (.T - $0)%(1’0ayo) + (y - yO)%@OJJO) + RU(‘T7 Y, o, ZUO)

gdzie
Rv(x7 Y, Zo, yO)

lim =0
(@y)=(@o.w0) /(z — 20)% + (y — ¥0)?

Mamy zatem

F2) = F20) = (& = 20) G 90) + (0= 10) 5 0) + R, 50 0)) +
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ov

. 0
+ 1((!E - $o)%(170, Yo) + (y — yo)afgj(il?o,yo) + Rq;($7y,9307y0)) =

(korzystajac z warunkéow Cauchy’ego-Riemanna zamieniamy
. ou . v
= ((z —zo) +i(y — yo))%(xov yo) + (= (y — yo) +i(x — z0)) %(5007 Yo)+
+ Ru(l’, Y, Zo, yO) + iRU(‘T7 Y, Zo, yO) =

. ) 0 Ov
= ((33 +1iy) — (w0 + 11/0)) (£($07 Yo) + 16 (xo,yo))‘f'
+ Ru($7y7x07y0) + iRv($7y7x07y0)

czyli
f(Z) _f(Zo) _ au 81} Ru(xayvx()ay())+iRv(xuyvx07y0)
2 — 20 - 8x(x07y0)+ 8$(x07y0)+ ($—$0)+1(y—y0)
Mamy
lim Ru($7y:‘r07y0) +iRU($7y7$07y0) _

(x —20) +1(y — vo)
\/R J? yaanyO)z (JT y>$0790)2

1m
(2,y)—(z0,y0) V(@ —20)2+ (y — yo)?

2 2

- li Ru(m>yvx07y0) Rv(xayaxmyo) _

= im + =
(@,9)=(z0,90) V(T —20)2+ (y — y0)? V(@ —20)2+ (y — yo)?

=0

(z,y)—(x0,y0)

czyli
lim Ru(x’ Y, 2o, yO) + iRv(xv Y, 2o, yO)

Z—r20 zZ— 20

=0
a zatem granica

1) = fn) _ Bty oy 4122 4, )

lim
2— 2o zZ— 2

istnieje i definiuje f'(z0), a z cigglosci pochodnych u i v funkcja f' jest ciagta.

Co byto do udowodnienia.

Wyklad 12: Podstawowe wlasno$ci funkcji holo-
morficznych

Poprzedni wyktad skoniczyliSmy na definicji rézniczkowania w liczbach zespolo-
nych i kryterium na rozpoznawanie funkcji rézniczkowalnych. Wprowadzmy
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Definicja: funkcja holomorficzna
Funkcje f : C — C, nazywamy holomorficzng w punkcie zy € C, jesli jest
rézniczkowalna w sensie zespolonym na pewnym otwartym zbiorze U bedacym
otoczeniem punktu zg (tzn. zg € U).

Podkreslmy, 7ze holomorficznosé jest warunkiem silniejszym niz rézniczkowal-
no$¢. Istnieja funkcje rézniczkowalne w sensie zespolonym tylko w pojedynczym
punkcie, ale juz nie w jego otoczeniu.

Rozwazmy kilka przyktadéw funkeji zespolonych i zbadajmy ich rézniczko-
walnos¢.

Przypadek 1. f(z) =2",neN

Policzmy
R R A
k=0
_1 - <n)hkzn—k _ - (n)hk—lzn—k _
h Z k ; k

n—1

— n n
— hkznfkfl —_ nznfl + < )hkznkl

Czlony ktore zawieraja dodatnig potege h daza do zero dla h — 0:

lim h*znF-1 =0
h—0

zatem ta funkcja jest wszedzie rozniczkowalna (a zatem réwniez wszedzie holo-

morficzna) oraz
. +h)— f(2) _
/ — 1 f(Z — n—1
1) hs h "
Jest to wynik identyczny z wynikiem z analizy funkeji rzeczywistych; bedzie to
prawda dla dowolnej funkcji zbudowanej za pomoca wylacznie operacji algebra-

icznych.

Przypadek 2. f(z) = z*

Mamy
flz+h)—flz)  (z+h)"—2" A"
h N h h
Okazuje sie, ze granica
. h
A

nie istnieje; jesli bowiem h = € € R mamy h*/h = 1; jesli natomiast h = ie, to
h*/h = —1. Zatem funkcja f(z) = z* jest wszedzie nierdzniczkowalna. Mozna
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to rozpoznaé tez z warunkow Cauchy’ego-Riemanna: Mamy f(x +iy) = = — iy,
czyli u(z,y) =z, v(z,y) = —y, wiec

ou ou ov v
S| == == AN
Ox ’ Oy 0, oz 0, Oy
Poniewaz
ou ov
dr * Oy

czyli pierwszy warunek Cauchy’ego Riemanna nie jest spelniony, to funkcja jest
nierézniczkowalna, a wiec i nieholomorficzna.

Przypadek 3. f(z) = |z|*> = 22"

Mamy
fz+h)— f(2) _ (z+h)(z+h)* — 2z _ hz* + zh* + hh _ h—z—l—z*—i—h*
h h h h
Mamy
lim h* =0
h—0
poniewaz

lim |h*| = lim |h| =0
h—0 h—0
Z poprzedniego przykladu wiemy juz, ze granica

h*

lim —

nie istnieje, ale granica
*

lim —z

istnie¢ moze, choé¢ tylko gdy z = 0 (bo wtedy h—h*z = 0, wiec limy,_,q %z =0).
Zatem ta funkcja jest rozniczkowalna tylko w jednym punkcie, z = 0 i nieréznicz-
kowalna poza nim. Oznacza to, ze jest niecholomorficzna, nawet w punkcie z = 0.

Obecnos¢ z* zazwyczaj $§wiadczy o nierézniczkowalnosci funkcji, ale czasem
moze sie zdarzy¢, ze cho¢ we wzorze wystepuje z* funkcja jest nadal rézniczko-
walna; dzieje sie tak, gdy przez pewne (czasem nieoczywiste) przeksztalcenia z*
mozna ze wzoru wyeliminowaé. Wezmy na przyklad funkcje (Przypadek 4.:)

1 i(z* — 1
f(z) = 3 In(zz*) + iarctan % =5 In(z? + y?) + iarctan%
Mamy
u= 1 In(z? + y?) v = arctan 2
2 ’ T
zatem
ou 1 1 x ou 1 1 Y
—_— = = 2x = , — == 2y =
ox 222442 2 +y2 oy 222 +y? x2 +y?

o4



v 1 -y =y v 1 1 x

dr I+ (y/a?a® 2Py Gy 1+(y/aPa P4y
Warunki Cauchy’ego-Riemanna sa spelnione, wiec funkcja jest rézniczkowalna.
Okazuje sie, ze funkcja ta jest sposobem na zdefiniowanie logarytmu liczby ze-
spolonej. Mamy bowiem, dla = > 0:

1 0 1
f(z +i0) = 3 In(x? + 0%) +iarctan ~=3 In(z?) +i0 = Inx
Mozemy zatem zdefiniowaé
1
In(z + iy) := 3 In(z? + y?) + iarctan Yy
X

Ta definicja definiuje funkcje holomorficzna w poiplaszczyznie x > 0 (Rez).
Jedli podstawimy 2 = r cos ¢, y = sin ¢ otrzymujemy (dla ¢ € (=7, 7)).

In(r cos ¢ + irsing) = % In(r?) + iarctan(tan ) = In7 + ip
Ta ostatnia definicje Inz := Inr + ip, mozemy rozszerzy¢ na ¢ ¢ (=%, %),
ale tu musimy juz by¢ ostrozni, bo mamy niejednoznacznosé. Jesli zmienimy
p — p+27m, to z = r cos ¢ +irsin p,, ale wartos§é logarytmu zmienia sie o 27i. Z
tego powodu mowi sie, ze logarytm liczby zespolonej jest funkcjg wieloznaczng.
Sa dwa sposoby, bu uczyni¢ go zwykla, dobrze zdefiniowana sposob.
Pierwszy, to skonstruowanie tzw. powierzchni Riemanna, ktéra rozréznia punkty
o wartosciach kata ¢ i ¢ + 27 - lokalnie wyglada ona jak plaszczyzna zespolona,
ale po okrazeniu 0 o kat pelny nie wracamy do punktu poczatkowego. Mozna
to sobie wyobrazié, jako nieskoriczenie wiele ptaszczyzn zespolonych, rozcietych
wzdluz ujemnej polosi rzeczywistych i sklejonych ze soba tak, ze przekracza-
jac ujemng po6tos rzeczywista przechodze z jednej ptaszczyzny na nastepna. Na
powierzchni Riemanna logarytm kat ¢, liczony od ustalonego punktu jest jed-
noznacznie zdefiniowany, zatem i logarytm jest dobrze zdefiniowany. My jednak
nie bedziemy dalej zajmowa¢ sie tym podej$ciem.
Drugi sposéb to pogodzenie sie z faktem, ze na plaszczyznie zespolonej nie
mozna zdefiniowaé logarytmu w sposob ciggly i wyciecie z tej ptaszczyzny jed-
nej polprostej, tzw. ciecia, na ktorej logarytm bedzie mial niecigglosé. Kazdy
taki wybor oznacza wybodr konkretnego przedziatu wartosci kata ¢. Np. wycie-
cie ujemnej polprostej rzeczywistej odpowiada wyborowi ¢ € (—m, 7). Mamy
wtedy np.
T T T
In(1+i) = 1n(\/§cosZ +1f2smz) = 1nﬁ+iZ
. 77' .. m LT

In(—i) = In(cos( 2) + isin( 2)) = -ig
Wybér innego ciecia, czyli innego przedziatu katow ¢ bedzie prowadzit do innej
definicji logarytmu. Jezeli np. wybiore, aby przedzialem dozwolonych wartosci
katow byto (0, 27), to otrzymuje ciecie na polprostej odpowiadajacej ¢ = 0 (lub
o = 2m), czyli na dodatniej polprostej rzeczywistej. Mamy wtedy

In(1+1) = ln(\/icos% +iv/2sin %) =Inv2+ i%
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jak w poprzednim przypadku, ale

3T 37 37
In(—i) — 1 STy o STy 9T
n(—1i) = In(cos( 5 ) + isin( 5 ) =i 5
co jest juz innym wynikiem. Dlatego liczac logarytm liczb zespolonej musimy
pamietaé, by najpierw jednoznacznie go zdefiniowaé¢ i potem trzymac sie wy-
branej definicji.

Wracajac do tematu rozniczkowalnodci: zauwazyliSmy, ze obecno$é¢ z* w
definicji funkcji f moze §wiaadczyé¢ o jej nierdzniczkowalnosci. Zbadajmy to.
Dla z = z + iy mamy

1 i
r==(z+2%), =_-("—=
5 ( ) y=5( )
Cho¢ z i z* nie sg ani zmiennymi rzeczywistymi, ani niezaleznymi, potraktujmy
powyzsze rownosci jak zamiane zmiennych i zdefiniujmy operacje 8% i 62* na-

stepujaco:
of _oxzof oyof 1(of .0f
0z 0z0x 0z0y 2

Ox lay

of _ovof  oyos 1 (o] of
dz*  0z*0x 0z Oy 2

o +1
or Oy
Operacje te nie sg prawdziwymi pochodnymi czgstkowymi, ale maja takie same
wlasnosci algebraiczne; jezeli wiec mamy funkcje zapisang za pomocy z i 2*,
mozemy te pochodnee” liczy¢ tak jakbysmy liczyli zwykle pochodne czastkowe.
Jesli podstawimy f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), otrzymujemy

of (0w v\ 1 (00 _ou
0z 2\0x 0Oy 2\ 0z Oy

af 1 /0u Ov 1 /0v  Ou
= (-5 )+iz (= +5
0z 2\ 0x 0Oy 2\ 0z Oy
Mozemy wiec stwierdzi¢, ze warunki Cauchy’ego-Riemanna sg spelnione wtedy

i tylko wtedy gdy
of 0

oz*

jest to skrotowy sposdb zapisu warunkéw Cauchy’ego-Riemanna. Mamy réwniez

of Ou . Ov

9: oz lox

A siegajac do dowodu twierdzenia o rézniczkowalnosci funkcji zespolonej, mo-
zemy zauwazyC, ze ta prawa strona to nic innego niz f'(z). Zatem, jesli funkcja
f jest rozniczkowalna, to

_of

HOE-
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czyli, tak jak zauwazyliSmy na przyktadzie funkcji 2™, standardowe metody li-
czenia pochodnej znane z analizy funkcji rzeczywistych mozna wykorzysta¢ do
liczenia pochodnej zespolone;j.

Jesli funkcja jest zapisana za pomoca z i 2%, zazwyczaj tatwo stwierdzi¢, czy

ng* = 0; czasem nalezy jednak by¢ ostroznym o czym $wiadczy podany wyzej

przyktad funkcji

1 o~ i(z* — 2)
flz)= 5 In(zz*) + iarctan P

Cho¢ z* jest w powyzszym wzorze obecne, mamy

0 11 1 1(z* —1(z* —
il 1 i
z 2z i(2* —2) z*+z
1+(T+z)
1 e 2z
= 1 =
2z* (z*+2)2 = (2* — 2)?
1 2z 1 1 _o
2% dzzt 2% 22
Mamy tez
0 11 1 —1(z* —1(z* —
L e AR
T ()t B

— 42 —22 _
2z (z* +2)2 — (2* —2)2
1 22* 1 1 1

2z dzz* z 2z - z

Mamy zatem
1
Inz) ==~
(Inz)' =2

co jest w zgodnosci ze wzorem z analizy funkcji rzeczywistych.

Warunki Cauchy’ego-Riemanna maja jeszcze jedna konsekwencje. Majac

Ou  0Ov ou v

dx 9y 9y Oz

mozemy zauwazyc, ze

Pu v Pu v
022~ dzdy’ o2 Oydx
czyli
u  0%u
Tz + gz =0
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Podobnie mozna pokazaé, ze

0%v . *v —0

ox?  oy?
Zatem jedynie funkcje spetniajgce warunki

Au=Av =0

gdzie A jest laplasjanem na R?, moga byé¢ rzeczywista lub urojong sktadows
funkcji holomorficznej. Mozna tez p6jsé w druga strone. Majac dang funkcje
u: R x2 — R taka, ze Au = 0, mozemy rozwigza¢ warunki

ov  Ou ov ou

oy or dx y
I znalez¢ funkcje v ktora bedzie spelniata warunki Cauchy’ego-Riemanna z dang
funkcja u. Funkcja ta bedzie dana z dokladnoscig do statej. Oznacza to, ze
majac tylko czesé rzeczywista (lub tylko cze$é urojona) funkcji holomorficznej
mozna zrekonstruowaé calg funkcje, z doktadnoscia do stalej.

Cwiczenia wykladowe 6: Badanie funkcji zespolo-

nych

Na wyktadzie zdefiniowana zostata funkcja logarytm od zmiennej zespolonej
Inz=Inr+ip

I zostalto stwierdzone, 7ze bedzie ona posiadaé¢ nieciagtosé, ktorej potozenie za-
lezy od wyboru dozwolonych wartosci kata ¢. Jesli zakresem katow jest (—m, 7),
nieciagtos¢ lezy na ujemnej polosi rzeczywistej (gdzie p = +m); jesli zakresem
jest katow jest (0,2m), nieciagtosé lezy na dodatniej potosi rzeczywistej (gdzie
© =01lub ¢ = 27). (Mozna tez wybieraé¢ inne zakresy katow, (¢o, po + 27) dla
dowolnych wartosci ¢, ale te dwie wyzej wymienione s najczesciej uzywane).
Zbadajmy te nieciaglosci.

Zadanie. Znalezé

lim Inz
Z—20

dla zy lezacego na cieciu logarytmu w zaleznosci od strony, z ktérej do tego
punktu podchodzimy.

Zacznijmy od przypadku, w ktorym In z definiujemy z cieciem na ujemnej
polosi rzeczywistej (czyli dla z € R_), co odpowiada przedzialowi dozwolonych
katow (—m, 7). Wezmy punkt 2o lezacy na cieciu. Mozemy zblizaé¢ sie do tego
punktu od strony dodatnich y lub od strony ujemnych y. Po kazdej stronie
funkcja jest ciggla, wiec mozemy wybraé¢ po jednym konkretnym sposobie zbli-
zania si¢ z kazdej strony. Wybierzmy sposéb w ktorym r = const. = |zg|. Mamy
wiec albo

z = |z0|cosp, y=|2|sing, ¢ 7
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co odpowiada dazeniu do punktu zy od strony dodatnich y, lub

z = |z0|cosp, y=lz[sing, o\ -7
co odpowiada dazeniu do punktu zp od strony ujemnych y. Mamy

lim 1 iy) = lim 1 iy) =
N, n(z +iy) = lim In(z +iy)

= lim In(|z0| cos ¢ + i|zp|sinp) =
p
= lim (In|zo| +ip) =
(Mﬂ( 20| + i)
=1In|zo| + ir

oraz

lim In(z+iy) = lim In(z+1iy) =
PN

y—0—

= lim In(]zo|cosp + i|zg|sinp) =
N

= lim (Inlzo| +ip) =
gp\ﬂr( |20 SD)
=ln|zo| —im

Roéznica pomiedzy tymi granicami udowadnia niecigglos¢.

Podobnie, jesli nieciagtosé logarytmu wybraliby$my na dodatniej pétosi rze-
czywistej (czyli dla z € R;), co odpowiada przedzialowi dozwolonych katow
(0,27). Wezmy punkt 2 lezacy na cieciu. Jak wczesniej, mozemy zblizaé sie od
strony dodatnich y (¢ N\, 0) lub ujemnych y (¢ 7 27). Mamy

yli%l+ In(z +1iy) = E\mo In(z +1iy) =
= éi{rhln(|zo| cos p +i|zg| sinp) =
= limy (Inlzo] +ip) =
= In|z|

yl_i)r(r)lﬁ In(z + iy) = wli/‘lrr217r In(z + iy) =

= S(Ji/rrzlﬂln(\z(ﬂ cos ¢ +1i|zg| sinp) =

— 1 1 1 =
iy (nfz] 1)
= In|zo| + 2im

Jak poprzednio, réznica pokazuje nieciagtosé.
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Rozwazmy teraz bardziej skomplikowang funkcje:
f(z) =In(2*> 4+ 1)

i zbadajmy jej nieciagtos¢. To gdzie bedzie miala ona nieciaglosé zalezy od tego,
gdi wybierzemy niecigglosé funkcji In z.

Wezmy najpierw przypadek, gdy lnz ma nieciagtosé¢ dla z € R_. oznacza
to, ze funkcja f(z) bedzie miata nieciaglosé gdy 22 +1 € R_, gdyz to 22 +1 jest
argumentem logarytmu w funkcji f(z). Musimy zatem rozwiaza¢ warunki

Re(2? +1) <0, Im (2> 4+1)=0
podstawiajac z = x + iy mamy
Re((z+iy)? +1) <0, Im ((z+iy)*+1)=0
Re(z? + 2izy —y> +1) < 0, Im (22 + 2izy —y? +1) =0
2 —y?+1<0, 2xy = 0

Z drugiego warunku mamy x = 0 lub y = 0, ale jesli y = 0 to pierwszy warunek
przyjmuje posta¢ 22 +1 < 0 i nie ma rozwiazan w liczbach rzeczywistych. Zatem
mamy

z =0, —>4+1<0

x =0, yr>1
x =0, y € (—oo0,—1) U (1,00)

Ciecie bedzie mialo zatem posta¢ dwoch polprostych, lezacych na osi urojonej
(z = 0). Policzmy granicy funkcji po obu stronach obu cieé.
Wezmy najpierw zo = 0+ iy, y > 1. Trzymajmy y = const. i zblizajmy sie do
ciecia zmieniajac x, albo z — 0%, albo x — 0~. Mamy
lim In(2? 4+ 1) = lim In(2? —y* + 1 + 2ixy)

z—0t z—0+
skorzystajmy z wyniku poprzedniego zadania. Mamy 22 — 32 +1 —1—y2 <0
oraz 2zy — 07 (poniewaz y > 0i x — 07). Zatem

lim In(z? —y? + 1+ 2izy) = liIglJr In(—(y? — 1) +ie) = In(y? — 1) +in
e—

z—0t

lim In(2% 4+ 1) = In(y? — 1) +in

z—0t

Zblizajac sie do tego samego punktu z drugiej strony (x — 07 ) mamy 2zyo — 0~
zatem

lim In(z* 4+ 1) = lim In(—(y* — 1) +ie) = In(y* — 1) —ir

z—0~ e—0—
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Analiza dolnego ciecia yo < —1 jest analogiczna, ale poniewaz teraz yo < 0
bedziemy mie¢ zamiane znakow:

lim In(2? 4+ 1) = lim In(—(y* — 1) +ie) =In(y* — 1) —im

z—0t e—0—

lim In(2? 4+ 1) = lim In(—(y* — 1) +i€) = In(y* — 1) +im

z—0~ e—0t

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej Inz definiujemy inaczej, z cieciem na
dodatniej potprostej rzeczywistej. Aby znalezé cigcie In(22 + 1) musimy wtedy
rozwiazaé¢ warunki

22 —y2+1>0, 20y =0

Tym razem przypadek y = 0 jest mozliwy; mamy
(z=0Vy=0)Az?-y?*+1>0
(x=0A —y*+1>0)V (y=0 A 22 +1>0)
(x=0A3*<1)V (y=0 A z€R)
(x=0A-1<y<l)V (y=0AzeR)

Tym razem ciecie bedzie skladalo sie z odcinka 2z = 0, —1 < y < 1 (odcinek od
—i do +i) oraz calej prostej rzeczywistej. Rozpatrze granice przy wybranych
kawatkach, na pozostaltych rachunek jest analogiczny.

Na kawaltku y = 0, > 0 (dodatnia po6tos rzeczywista) mamy

lim In(z? +1) = lim In(z? —y* + 1 + 2izy)

y—0+ y—0+
poniewaz € = 2xy > 0 mamy

lim In(2? +1) = lim In(2? + 1 +ie) = In(z? + 1)

y—0t e—0Tt
Z kolei zblizajac sie od strony ujemnych y mamy

lim In(2? 4+ 1) = lim In(z? + 1 +ie) = In(2® + 1) +i27

y—0— e—0—

Wezmy jeszcze kawatek ciecia z = 0, 0 < y < 1. Jedli zblizamy sie od strony
dodatnich  mamy € = 2zxy > 0 zatem

lim In(2? +1) = lim In(—y? + 1 +1ie) = In(1 — ?)

z—0t e—0t

a zblizajac sie od drugiej strony

lim In(2? 4+ 1) = lim In(—y? + 1 +ie) = In(1 — y?) +i27

x—0~ e—0—
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Wyklad 13: Szereg Taylora zmiennej zespolonej,
funkcja wykladnicza i potegowa

Oprocz definiowania funkcji zespolonej w postaci f(z +iy) = u(x,y) + iv(x, y),
gdzie u i v sa danymi funkcjami zmiennych rzeczywistych, jest tez inny wazny
sposOb zadawania funkcji zespolonych, zwlaszcza funkcji holomorficznych, mia-
nowicie poprzez szereg potegowy - posiadajac pojecie zbieznosci na plaszczyznie
zespolonej mozemy badacé zbiezno$é¢ ciggoéw i szeregdw, w tym szeregéw funk-
cyjuych. Niech (a,)nen bedzie danym ciagiem liczb zespolonych oraz zp € C.
Zdefiniujmy funkcje f jako

N —oc0

N o)
f(z) = lim Z an(z — 29)" = Z an(z — 20)"
n=0 n=0

Aby ten szereg byl zbiezny, potrzebujemy, by

oo
lim Z an(z —29)" =0
N —o00
n=N+1
czyli
o0
lim Z an(z —20)"| =0
N—o00
n=N+1
Zauwazmy, ze
[ee] (oo} (oo}
Yooanlz=20)" < Y lanz—20)"= Y lan|lz — 2|
n=N-+1 n=N+1 n=N+1
Jezeli zatem
(oo}
i, 3 =0l -
i |an[|z = 20[" =0
n=N+1
czyli szereg
o0
> lanl|z = 2o (%)
n=0

jest zbiezny, to gwarantuje to zbieznos¢ szeregu definiujacego funkcje f. Ale sze-
reg (x) jest szeregiem o wspotczynnikach rzeczywistych; znamy warunek okre-
slajacy jego zbieznosc:

limsup ¥/|an| |z — 20|” < 1
n—oo
(dla przypomnienia lim sup oznacza tzw. granice gorng ciagu, czyli supremum
zbioru granic wszystkich podciagéw zbieznych ciagu; jesli a,, jes ciagiem zbiez-

nym, to limsup,,_, @, = lim,_,c a,). Mamy wiec

|z — zo| limsup {/]a,| < 1
n—oo

62



1

limsup,, ,. V/|an]

Obszar zadany tym warunkiem jest kotem o $rodku w punkcie zy i promieniu
r. W przypadku szeregdéw zespolonych nie méwimy wiec o przedziale zbiezno-
§ci (jak dla funkcji rzeczywistych) ale o kole zbieznos$ci. Wzoér na promien
zbieznosci jest taki sam jak w przypadku funkcji rzeczywistych; ogolny wzor
jest podany wyzej, ale jesli istnieja odpowiednie granice, mozemy policzy¢ go

rowniez ze wzoréw
1
— = lim V|a,| = lim
R n— 00 | n| n— 00

|z — 20| < R =

anJrl
an

Funkcja zdefiniowana szeregiem jak wyzej jest zawsze funkcjg holomorficzna
wewnatrz swojego kota zbieznoéci. Mamy bowiem

e o0
f'(z)= Znan(z —z)" "t = Z(n + Dans1(z — 20)"
n=0 n=0
badajac zbieznosé tego szeregu otrzymujemy
2
R = lim M — lim L+ 7 |ans2 — lim Ont1| _ R
n—oo | (n + 1)an41 n—oo 1+ = |nt1 n—oo | ap

Funkcje wyktadnicza zmiennej rzeczywistej mozna zdefiniowaé¢ jako granice
ciagu
€T n
exp(z) = lim (1 + 7>
n

n—oo

lub jako granice szeregu
oo 1 .
exp(z) = Z 17
n=0

. Dowodyzi sie, ze obie definicje sa rownowazne i definiuja funkcje okreslona dla
wszystkich € R (nie bede teraz tego dowodu powtarzal). Podobnie funkcje
wykladniczg zmiennej zespolonej mozna zdefiniowaé jako

o0
. Z\" 1
exp(z) = nhﬂngo (1 + 5) = Z 17
n=0
Dowdd, ze obie definicje sg rownowazne jest analogiczny do dowodu w przypadku

rzeczywistym, i definiujg funkcje exp dla wszystkich z € C. Analogicznie jak w
przypadku rzeczywistym, mozna tez udowodnié¢, ze funkcja ta spetnia warunki

exp(0) =1
exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2), dla dowolnych 27,29 € C
d > 1 =1
_ = _— 1 n— — " =
P exp(z) Z CF (n+1)z Z e exp(z)

n=0 n=0
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Poniewaz wszystkie wspolczynniki szeregu potegowego sag liczbami rzeczywi-
stymi, mamy réwniez

exp(z) = Y ()" = (Z ;,) — (exp(2))"
n=0 n=0

Ze wzoroéw tych wynika, ze

| exp(z)’2 = (exp(z))* exp(z) = exp(z*) exp(z) = exp(z*+2) = exp(2Re z) = (exp(Re z))2
czyli
|exp(z +1iy)| = expz = €*

W szczegolnosci oznacza to, ze

|exp(iy)| = 1
czyli
exp(iy) = cos p(y) + isinp(y)

dla pewnej funkeji ¢(y). Rozniczkujac powyzsza rownosé po y otrzymujemy

iexp(iy) = ( —sinp(y) +icosp(y)) fT(;

Mamy wiec

i(cosp(y) +ising(y)) = (—sing(y) + iCOSSO(y))?TSyO

icosp(y) —sinp(y) = (—sing(y) +icosp(y)) (STS;

z czego wynika, ze

de

dy
czyli

e(y) =y +#(0)
Z réwnosci
exp(0) =1

mamy (0) = 0, a zatem

o(y) =y

exp(iy) = cosy + isiny

Dowodzi to relacji ktéra byta juz do tej pory uzywana w rachunkach, ale byta
dotad pozostawiona bez dowodu. Mamy ostatecznie
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exp(z +1iy) = e” cosy + ie” siny

Mozna sprawdzié¢, ze tak zdefiniowana funkcja spelnia warunki Cauchy’ego-
Riemanna oraz dla liczb rzeczywistych pokrywa sie z definicjg eksponenta dla
liczb rzeczywistych.

Zauwazmy, ze na plaszczyznie zespolonej funkcja exp jest funkcja okresowa,
z okresem 27ri:

exp(z + 27i) = exp(z) exp(27i) = exp(z) - 1 = exp(z)

Sprawdzmy tez, ze tak zdefiniowana funkcja exp i wczesniej zdefiniowana
funkcja In
In(rcosp +irsing) =lnr +ip

s do siebie funkcjami odwrotnymi. Mamy

In Inr

exp In(r cos p+irsin ) = exp(Inr+ip) = €™ cos p+ie™ " sin ¢ = r cos p-+ir sin ¢

Ta réownos¢ spelniona jest zawsze.
lnexp(z + iy) = In(e” cosy + 1" siny) = In(e”) + iy = = + iy

Ta réwnosé jest spelniona jesli y nalezy do odpowiedniego przedziatu katéw, np.
y € (0,27) jesli wybralisSmy ciecie logarytmu wzdtuz dodatniej polosi rzeczywi-
stej.

Uzywajac funkcji exp definiujemy potegowanie liczb zespolonych. Dla liczb
z,a € C definiujemy

2% := exp(alnz)

W szczegolnodci

e =exp(zlne) =expz
Definicja potegowania zalezy od definicji logarytmu; poniewaz funkcja In ma
nieciagtosé, funkcja 2 rowniez w ogolnosci ma niecigglosé (wyjatkiem jest przy-
padek « € Z). Zalozmy na przyktad, ze o € R, a ciecie logarytmu wybierzemy
na dodatniej poélosi rzeczywistej; wtedy, dla > 0 mamy

lim 1 iy) =1
yi)%l+ n(z+iy) =Inz

lim In(z +1iy) = lnz + 27i

y—0—
Mamy zatem

lim (z +iy)® = exp(alnz) = 2
y—0t

lirél (z+iy)* = exp (a(lnz+27i)) = 2 exp(27ia) = 2* (cos(2ra)+isin(27a))
y—0~

Jesli zatem a ¢ Z mamy nieciagtos¢ wzdtuz dodatniej potosi rzeczywistej. Fakt
ten bedzie znaczacy do pewnych zastosowan analizy zespolonej.
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Wyklad 14: Osobliwosci funkcji zespolonych. Twier-
dzenie Cauchy’ego-Goursata. Wzoér catkowy Cau-
chy’ego

Wrécimy dzi§ do rozwazania bardziej ogdlnych funkcji zmiennej zespolonej. O
ile jak najbardziej mozliwe jest, by funkcja byla holomorficzna na calej plasz-
czyznie zespolonej (taka funkcje nazywamy funkcjg catkowitq), to zazwyczaj
obszar holomorficzno$ci funkcji nie obejmuje calej ptaszczyzny. Prowadzi to do
pojecia punktu osobliwego/osobliwosci:

Definicja: punkt osobliwy/regularny

Punkt 2y € C nazywamy punktem osobliwym lub osobliwoscig funkcji f jesli
funkcja f nie jest holomorficzna w tym punkcie, czyli nie istnieje otwarty zbior
U C C taki, ze zp € U, a funkcja f jest rozniczkowalna na . Punkt, ktory nie
jest osobliwy nazywamy punktem regularnym.

Mozna wyr6zni¢ rézne rodzaje punktéow osobliwych:

Definicja: punkt osobliwy izolowany /nieizolowany.

Punkt osobliwy 2y € C funkcji f nazywamy izolowanym jesli istnieje otwarty
zbior U C C taki, ze zg € U, a funkcja f jest holomorficzna na U \ {zo}.

Punkt osobliwy, ktéry nie jest izolowany nazywamy punktem osobliwym nieizo-
lowanym.

Innymi stowy, jesli punkt 2 jest osobliwoscig izolowanga funkcji f, to istnieje ta-
kie r > 0, ze w kole {z : |z — 29| < r} funkcja f nie ma innych osobliwosci.

Przykladami osobliwosci izolowanych sa np. zp = 0 dla funkcji f(z) = %,

albo z, = 7=, n € Z\ {0} dla funkcji f(z) = —r. Przyktadami osobliwosci

nm’
nieizolowanych sa punkty linii ciecia dla funkcji posiadajacych linie ciecia (np.
In z), ale takze np. punkt zo = 0 dla funkeji f(z) = sinl. Gwoli wyjasnienia
tego ostatniego przyktadu: jest to osobliwosé nieizolowana, poniewaz niezalez-
nie jak male otoczenie tego punktu wezme, znajda sie w nim inne osobliwosci
postaci z, = n—lﬂ
Szczegoblnie nalezy tez wyrdzni¢ punkty rozgatezienia. Sa to konicowe punkty
linii cie¢. Sa one szczegdlne z tego wzgledu, ze linie ciecia mozna zazwyczaj
przesuwad, zmieniajac minimalnie definicje funkcji - z tego powodu osobliwosci
w punktach wewnetrznych linii ciecia mozna wyeliminowaé¢ przez przesuniecie
ciecia w inne miejsce. Punkty rozgalezienia sa jednak nieruchome, i osobliwosci
w tych punktach wyeliminowaé¢ nie mozna.

Osobliwosci izolowane dzieli sie dalej, na podstawie tego "jak bardzo oso-
bliwy"jest to punkt:
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Definicja:osobliwo$é¢ pozorna
Punkt osobliwy izolowany zy € C funkcji f nazywamy osobliwo$ciq pozorng
jesli istnieje liczba a € C, taka, ze punkt zy jest punktem regularnym funkcji g

zdefiniowanej jako
| f(z) dlaz# 2
g(z)—{a dla z = z

sin z

Przyktadem osobliwosci pozornej jest punkt zp = 0 dla funkcji f(z) = 2=.
Funkcja ta nie jest zdefiniowana w punkcie zg = 0, wiec jest to punkt osobliwy;
jesli jednak dodefiniuje f(0) = 1, to otrzymana funkcja nie bedzie miata osobli-
wosci.

Definicja: biegun/osobliwos$é istotna

Punkt osobliwy izolowany zg € C funkcji f nazywamy biegunem rzedu n, n € N
gdy jest on punktem regularnym funkcji (z — z0)™ f(z), ale punktem osobliwym
funkcji (z — 20)" "L f(2).

Jesli nie istnieje liczba naturalna n € N taka, ze punkt zy jest punktem regular-
nym funkcji (z — 29)™ f(2), punkt ten nazywamy osobliwoscia istotna.

Przykladem bieguna rzedu n jest punkt zo = 0 dla funkcji f(z) = %. Mozna
nawet podaé twierdzenia

Twierdzenie
Punkt osobliwy izolowany zg € C funkcji f jest biegunem rzedu n, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje funkcja holomorficzna g taka, ze g(z9) # 0 oraz

f(z):& dla z # 2z

(z — zo)™

Twierdzenie
Punkt osobliwy izolowany zy € C funkcji f jest biegunem rzedu n, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje funkcja holomorficzna h oraz liczby c1,co,...c,, takie, ze
¢, # 0 oraz

C1 C2 Cp,

f(Z)Zh(Z)—‘rZ_ZO-i-(Z_ZO)Q-‘F""FW dla z # zo

Te twierdzenia pozwalaja szybko rozpoznaé bieguny wielu funkcji i podac
ich rzedy.

Dowdd (obu twierdzen):
Jesli zg jest biegunem rzedu n zdefiniujmy

9(z) = { (2 —20)" f(2) dla z # zo

lim, ., (2 — 20)" f(2) dla z =z

Z definicji bieguna, funkcja g bedzie holomorficzna w punkcie zg, oraz g(zo) # 0
(bo inaczej biegun bylby nizszego rzedu). Funkcje h oraz wspoiczynniki ¢,
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definiujemy przez szereg Taylora funkcji g:
9(2) =cp +en1(z—20) +...c1(z — 20)" 1+ (2 — 20)"h(2)

Tak skonstruowane funkcje spelniaja warunki wystepujace w twierdzeniach po-
WYyZej.
W druga strone: Jesli
9(2)
f) = Lo
(2) = 2)"
marmy

(z—20)"f(2) = g(2), (z— Zo)n_lf(z) _ g(2)

Z— 20

Poniewaz 7 zalozenia g(z9) # 0, oznacza to, ze zp jest punktem regularnym
funkeji (z — 20)" f(2), ale nie funkcji (z — 29)" 1 f(2), czyli jest biegunem rzedu
n.

Podobnie, jesli

C1 C2 Cn

z—zo+(zfzo)2 a (z — zo)™
mamy

(z—20)"f(2) = (2 — 20)"g(2) + (2 — 20)" " re1 4+ + (2 — 20)Cn_1 + Cn

(2= 20)" " f(2) = (2 = 20)"""g(2) + (2 — 20)" 2e1 4+ + et + —

zZ— 20

Poniewaz z zalozenia ¢,, # 0, oznacza to, ze zg jest punktem regularnym funkcji
(2 — 20)" f(2), ale nie funkcji (z — 20)" 1 f(2), czyli jest biegunem rzedu n.

Zanim przejdziemy do bardziej zaawansowanych twierdzeri, wprowadzmy
jeszcze jedno pojecie z dziedziny topologii, ktére bedzie nam potrzebne.

Definicja: obszar jednospodjny
Obszar U C C nazywamy jednospdjnym jesli kazda krzywa zamknieta K C
ogranicza pewien obszar D C U.

Jednosp6jnosé mozna rozumieé jako "brak dziur". Na przyktad kolo {z :
|z —zo| < R} jest jednospojne, ale pierscien {z:r < |[z—zp| < R} dla0 <r < R
jednospdjny nie jest, ma "dziure"w $rodku.

Przejdzmy teraz do twierdzen analizy zespolonej. Zacznijmy od twierdzenia

Twierdzenie Cauchy’ego-Goursata Niech f bedzie funkcja holomorficzng
na obszarze jednospéjnym U C C. K C U bedzie krzywa zamknieta. Wéwczas

?{{ f(z)dz=0
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Dowdad:
Dowdd opiera sie na wykorzystaniu twierdzenia Greena i warunkéw Cauchy’ego-
Riemanna. Rozpiszmy f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y). Mamy

jli f(z)dz = é{(u + iv)(dz +idy) =
= é{(udx —vdy) + 17{ (vdz + udy)

K

Korzystajac z twierdzenia Greena, mamy

ou Ov
%{(udx—vdy)—/D(—a—y—a)dxdy

ov  Ou
]{((vdx—i—udy)—/D(—afy—i-%)dxdy

Warunki Cauchy’ego moéwia, ze

ou ov ov  Ou

dy  ox’  dy Oz
z czego wynika, ze

]{ f(z)dz=0+10=0
K

Nalezy podkreslié, ze jezeli krzywa zamknieta otacza jakie§ osobliwosci, to
mozliwe jest, by ¢ f(z)dz # 0, poniewaz takie osobliwosci stanowia dziury w
obszarze holomorficznosci, wiec zalozenie powyzszego twierdzenia nie jest spetl-
nione.

Z twierdzenia Cauchy’ego-Goursata wnikajg natychmiast dwa wazne wnio-
sek: jezeli mamy dwie krzywe K7 i K5 o tych samych koncach, to jezeli funkcja
f jest holomorficzna w obszarze zawartym pomiedzy tymi krzywymi, to

Fed= [ f(e)z
K K>

Wynika to z tego, ze mozna wzia¢ krzywa zamknieta ztozona z krzywej K1 oraz
krzywej K, przebieganej w przeciwng strone, i catka po tej krzywej zamknietej
jest rowna 0.

W praktyce oznacza to, ze dowolna krzywa catkowania mozna deformowag,
przeksztalcaé, i zmienia¢ jej ksztalt, pod warunkiem ze robimy to w sposéb
ciagly i nie przeciagamy jej przez zadne osobliwosci. Dotyczy to takze krzywych
zamknietych (bo mozna najpierw zdeformowaé jeden jej kawalem, potem inny,
potem kolejny, ostatecznie przeksztalcajac cala krzywa). Zalozmy na przyktad,
ze mamy dwie krzywe zamkniete otaczajace jakas osobliwosé (wiec mozliwe jest,
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ze § f(z)dz # 0). Jesli jednak pomiedzy tymi dwoma krzywymi nie ma zadnych
osobliwo$ci, mamy

f(z)dz= ¢ f(z)dz
K, K>

Niech f bedzie funkcjg holomorficzng na obszarze jednospojnym U. Niech
zo € U. Niech K C U bedzie krzywa zamknieta otaczajaca punkt zy. Policzmy
calke

I 4,
K ?— X0
Jedynym punktem osobliwym funkcji g(z) = Zf_(zz)o jest punkt zg. Wedlug tego,

co zostalo powiedziane powyzej, kontur calkowania mozemy wiec przeksztal-
ca¢, pod warunkiem ze nie przeciaggniemy go przez punkt zg. W szczegdlnosci
mozemy go przeksztalci¢ do postaci matego okregu otaczajacej punkt zg, o pro-
mieniu €, i warto$¢ calki sie nie zmieni.

7f(z) dz :j{ 7f(z) dz
K ? 7~ %0 |z—z0|=€ Z — 20

Przyjmujac dodatnia orientacje, ten malty okrag mozemy sparametryzowacé po-
przez .
2(t) = 2z + e, t €0, 27]
dz = ieeltdt
Mamy

O S (GRS R
szml—e odz_jg ( ee'’dt =

z—z 20 + ee't) — 2o
2 .
=i f(zo + ee)dt
0

Poniewaz promien € moze by¢ dowolnie maly, mozemy wykonaé¢ granice € — O:

7]‘(2) dz = lim 7]”(2) dz =
K 2~ 20 e—0 |z—zo|=¢ # — %0
i 27 f(ZO n geit)dt __zaktadajac, ze mozna z granica wej$¢ pod calke
e—0 0
27
= i/ lim f(zo + ee)dt =
0 e—0
2m
=i f(Zo)dt =
0
= 2mif(zo)

W tym obliczeniu zalozyliSmy, ze mozna z granica wejé¢ pod catke; sprawdzmy
wiec poprawnosé policzonej granicy, przez policzenie
2m

i f(zo + ee®)dt — 2mif(20)| =
0
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/02“ (f(Zo +ee) — f(Zo))dt‘ <

2
< [ 1o+ ) = flao]de
0
Jezeli wezmiemy dostatecznie male €, to poniewaz funkcja f jest ciagta mamy

‘f(zo +ee) — f(20)| <0

dla dowolnie malego §. A zatem, dla kazdego 6 > 0 istnieje € wystarczajaco
male, aby

27
i f(zo + eet)dt — 2mif(z9)| < 276
0
Oznacza to, ze
2m
lim |i f(z0 + ee™)dt — 2mif(z0)| = 0
e—0 0
czyli faktycznie
2m
lim i f(zo + ee™)dt = 27if(20)
=0 Jo

Ten wynik jest waznym twierdzeniem w analizie zespolone;j:

Twierdzenie: wzor calkowe Cauchy’ego
Niech f bedzie funkcja holomorficzna na obszarze jednospojnym & C C. K C U
bedzie krzywa zamknieta otaczajaca punkt zg € Y. Wowczas

flz0) = 1 (2) dz

2mi i 2 — 2o

Dowédd juz przeprowadziliSmy.

Jako konsekwencje tego twierdzenia mamy

Twierdzenie: wzor calkowe Cauchy’ego dla pochodnych
Niech f bedzie funkcja holomorficzna na obszarze jednospéjnym &/ C C. K C U
bedzie krzywa zamknieta otaczajaca punkt zg € U. Wowczas

f(n) (z0) = L' 7{( ( f(z) dz

z — zg)"Hl

gdzie f(") oznacza n-ta pochodng funkcji f.

Wz6r ten mozna uzyskaé rézniczkujac podstawowy wzér catkowy Cauchy’ego
po zg. Ze wzoru catkowego Cauchy’ego mamy

F(z) = a1 Mdz

dz* 27 i 2 — 20
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Jezeli uprawnione jest wejécie z pochodng pod znak calki, mamy wiec Ze wzoru
catkowego Cauchy’ego mamy

f(")(zo):i]{ " f(z) dz

2mi Ji 02" 2 — 2o

Poniewaz
om 1 n!

02 z— 29 (2 — zp)"H1

otrzymujemy teze twierdzenia:

£ (z) = nl j{( f(2) 1

2mi (z — zo)nt1

Pozostaje tylko kwestia tego, czy wchodzenie z rézniczkowaniem po parame-
trze pod catke jest tu faktycznie dozwolone. Np. dla pierwszego rézniczkowania

musimy pokazaé, ze 1 B 1)
dzo Jx 2 — 20 :]i (2 — 20)?
e L) L

1 N h
h\z—zg—h 2z—2 (z—20)2 (2 —20—h)(z — 20)2

wiec warunek do udowodnienia ma postaé

czyli
=0

lim
h—0

Zachodzi

lim
h—0

h
$.0e) ERES T

Deformujac krzywa K do okregu o $§rodku w zp i promieniu r > h mamy

h
e e -
2 y h
o T G e
2m i
|/ (20 +re)| |A]
<), Thetwr s

2T i
(20 + el 1]
S/o D

ireitdt‘ <

gdzie ostatnia nieréwno$¢ wynika z nieréwnosci trojkata, |rel — h| > r — |h|.
Poniewaz funkcja |f(zo + re't)| jest ograniczona (bo jest ciaglta na przedziale
zwartym), czyli |f(zo + re't)| < M, mamy

V}M (e—=ie—=p)®
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a zatem faktycznie

d flz) f(z)
dzo Kz—zO]{{(z—ZOP

Dowdd dla wyzszych pochodnych jest analogiczny, ale nie bede go tutaj przed-
stawiatl.

Cwiczenia wykladowe 7: Funkcje odwrotne do funk-
cji trygonometrycznych

Opierajac sie na wzorach wyrazajacych funkcje sin i tan za pomoca funkcji exp,
wyrazmy funkcje arcsin i arctan za pomocg funkcji In.

Wzér wyrazajacy funkcje sin za pomoca funkeji exp ma postac:

) iz efiz
sinz = -
2i

Mamy wiec
e —e ¥ —2isinz =0
e?? _ 2isinze® —1=0
(e —isinz)? —1+sin®z =0

(e —isinz)? =1 —sin’ 2

D=

e'” —isinz = (1 —sin” 2)

e'” =isinz + (1 —sin’ 2)

N

1z—ln(1smz—|— 1—sm 2) %)
z:—11n(151nz—|—(1—sm2z)%)

czyli )
arcsinz = —iln (iz + (1 — 2%)?)

arcsin jest funkcja niejednoznaczna, jej wartosc zalezy od tego, jak zdefiniujemy
funkcje In (gdzie wybierzemy jej ciecie).
Podobnie dla funkcji tan:

sin z e —e7? 2 e —e ®
tan z = = - - — = — -
Ccos z 21 e 4e72 j(elr +ei%)

czyli
i(e” +e ®)tanz =e” —e™®

¢(1 —itanz) = e *(1 +itan z)
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2, l+itanz

 1—itanz
1+it

2iz:lnw

1—itanz

1 1+itanz

z=—In———

21 1 —itanz

) | 14iz
arctan z = — In

21 1—1iz

Zbadajmy tak zdefiniowane funkcje arcsin i arctan. Ich definicja zalezy od
definicji funkeji In, czyli od tego, gdzie wybierzemy jej ciecie/nieciagtosé. Roz-
waze tu tylko jeden przypadek, gdy ciecie wybiore na ujemnej pétosi rzeczywi-
stej, czyli

lim In(zx +ie) = lim In(x +ie) =lnz dlaz >0
e—0t e—0—

lim In(x +ie) = In(—z) +ir, lim In(z +1ie) = In(—2z) —ir dlaz <0

e—0+ e—0—

ten wybor wplywa réwniez na nieciggltosé funkeji potegowej:

1
2

lim (z +1i€)? = lim (z+i€)? =vz  dlaz >0

e—0t e—0~

lim (z +1i€)? =iv—z, lim (= + ie)é = —iv—x dlaz <0

e—0t e—0

Zacznijmy od funkcji arcsin. Nieciaglosé tej funkeji moze pochodzié¢ z dwoch
zrodel: albo z nieciaglosci zewnetrznego logarytmu, albo z niecigglosci funkeji
potegowej. Czyli nieciggtosé jest tam, gdzie

1-22ceR™) Vv (iz+(1—z2)%€R_)
Mamy
1-22eR™ & (1-22+y*<0)A(2zy =0)

& (y=0)A(1-2<0)V (=0 A1+y*<0)
& (y=0)A(z?>1)

czyli bedzie ciecie na dwoch potprostych od —oo do —1 oraz od 1 do co. Druga
mozliwo$¢ daje nam

iz+(1—22)%€R*<:> 3a>0:iz+(1722)%:7a
& Ja>0:(1-2)2=—a—iz
= Ja>0:1-2%=(—a—iz)?
& Fa>0:1-2"=d"+2iaz — 2
< ﬂa>0:z:ia2_1
2a
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< dbeR:z=1ib

gdzie ostatnie przejScie wynika z tego, ze zbiorem wartosci funkcji “22;1 dla
a > 0 jest caly zbior R. Wnioskujemy wiec, ze ciecie MOZE by¢ tylko dla =z
czysto urojonego; nie ma jednak gwarancji, ze faktycznie tam bedzie, poniewaz
w pewnym momencie podnieslismy réwno$¢ do kwadratu, co daje wynikanie
tylko w jedna strone, a nie w obie. Sprawdzmy wiec; dla z = ib mamy

z=ib = iz (1-2)F=—b+(14+b)7=-b+V1+b2>0

wiec jednak )
iz+(1-2%)2 ¢ R

wiec nieciagglosci na osi urojonej nie bedzie.
Podsumowujac: funkcja arcsin, zdefiniowana jako arcsinz = —iln (iz +(1-

22)%) ma nieciggtos¢ na dwodch poédlprostych: od —oo do —1 oraz od 1 do oc.
Zbadajmy ta niecigglos¢. Dla x > 1 mamy

N

lim (1 —2%2 = lim (1 —2? +y* — Zixy)% =

y—0+ y—0t

= lim (1—2%+i€)? =
e—0—

=—ivaz2 -1

N
W=

lim (1 —2%)2 = lim (1 — 2% +¢* — 2ixy)2 =
y—0— y—0—

= lim (1—2%+ie)? =
e—0t

= +iva2 -1

zatem

lim arcsinz = —iln (ix —ivax? — 1) =

y—0+

:—i(ln(x— x2—1) —I—iz) =

= —iln(z — xz—l)—l—g

11%1 arcsinz = —iln (ix +iva2 — 1) =
y—0~
—i(ln(m—&—\/xz—l)—i—ig) =
— —iln (z + \/x2—1)+%
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gdzie wykorzystywany jest fakt, ze dla x > 1 mamy x — V22 —1 > 0 oraz
r++vVx? —1>0,adlaa>0mamy In(ia) =Ina+i7.
Z kolei dla x < —1 mamy

lim (1—2%)% = lim (1 —22+y? — 2iay)? =
yg&( %) ygon+( z® +y° — 2izvy)

lim (1 —a2? +ie)? =
e—0t

=iva? -1

N

lim (1 —2%)2 = lim (1 —2% +¢* - 2imy)% =
y—0— y—0—

= lim (1—2%+i€)? =
e—0—

=—ivz2 -1

lim arcsinz = —iln (ix +ivaz? — 1)

y—0t

111(1)1 arcsinz = —iln (ixfi\/ x2 — 1) =

y—0~
:—i(ln(for\/:czfl) —ig) =
=—iln(—z+ Va2 -1) —g

gdzie wykorzystywany jest fakt, ze dla * < —1 mamy =z — v22 — 1 < 0 oraz
r++va?—1<0,adlaa<0mamy In(ia) = In(—a) —i7.

Podobnie postepujemy w przypadku funkcji arctan; jest o tyle prosciej, ze
we Wzorze

ns = L 1HE
arctanz = o In 7——

mamy tylko jedno zrédlo potencjalnej niecigglosci, i jest to logarytm. Przyjmu-
jac (tak jak poprzednio) ciecie logarytmu na ujemnej polosi rzeczywistej, mamy
warunek na ciecie:

14i 1+]
TZ R Ja>0: 2 4

1—iz - 1—iz
& (1-iz#0)A(Ja>0: 1+iz=—a(l —i2))
& (z#£-1)A(Fa>0:iz(1—a)=-1—a)
14+a
< )

(z#fi)/\(zla>0:z:11_a
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& (z#-i)A(Fbe (—o0,—-1)U(1l,00) : z =ib)

& zefib:(b<-1)Vv(b>1)}
gdzie przedostatnie przejscie wynika z tego, ze zbiorem wartosci funkcji }f—g
dla a > 0 jest zbior (—oo, —1) U (1,00). Ciecie funkcji arctan sktada sie wiec
z dwéch polprostych lezacych na osi y, jednej od —ico do —i i drugiej od i do
+ioco. Mamy

l+iz 1—y+4iz (Q-—y+ir)l+y+iz) 1—2®—y>+4 2 1— a2 —y?

- L : L) e
1—iz 14y—iz (Q+y—iz)(l+y+ir) (14+y)? 422 (14y)? + 22
gdzie € = M;ﬁ € zawsze ma ten sam znak co x, wiec niezaleznie od tego

czy y < —1 czy y > 1, jedli zblizam sie do nieciagtoSci mam

i .- 1—a®—y? . 2z
lim arctanz = lim — In 4 _
w0t oo A\ h )P v a? At gP et

1 1 —y? .
o2 ((1 +y)? J”e)
1

1 -y
— lim —In{—Y +ic) =
Jim, 57 In (1 +1€>

+y
1 y—1
= — 1 1 =
2i<ny+1+m)

llyfl ™

Eny+1+2

. . y | 1—22—y? i 2
11m arctan z m —1n i —
e 0" e—0t 20 \(1+y)? +22  (14y)* +a?

1 1—y? .
evo- 21 ((1 Ty J”E)

Wyktlad 15: wnioski ze wzoru caltkowego Cauchy’ego.
Szereg Taylora, twierdzenie Liouville’a, podstawowe
twierdzenie algebry

Na ostatnim wykladzie skoriczyliSmy na wzorze catkowym Cauchy’ego dla po-

chodnych
|
iy~ M f)
f (=) 2wi?€{(z—zO)n+le
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Zwr6émy uwage, ze dowod tego wzoru udowadnia nie tylko sam wzor, ale przede
wszystkim istnienie pochodnej f("). Zalozeniem bylo jedynie ze funkcja f jest
holomorficzna, czyli rézniczkowalna przynajmniej raz na catym obszarze ogra-
niczonym krzywa K; mozemy natomiast wnioskowaé, ze jest rézniczkowalna do-
wolng ilosé razy:

Twierdzenie:
Niech f bedzie funkcja holomorficzna na obszarze U, to jest rézniczkowalna
dowolng ilo§¢ razy na obszarze U.

Moze to by¢ zaskakujace, bo w przypadku funkcji zmiennej rzeczywistej nie
jest trudno skonstruowaé funkcje rézniczkowalna tylko ograniczona ilo$¢ razy
(np. f(z) = |z|>***!, n € N). W przypadku funkcji zmiennej zespolonej okazuje
sie to niemozliwe - jesli funkcja jest rozniczkowalna raz, to jest rozniczkowalna
dowolnie wiele razy.

Wynika tez z tego, ze majac dowolny punkt zg w otoczeniu ktérego funkcja
f jest holomorficzna, mozemy dla tej funkcji skonstruowaé szereg Taylora, czyli
ciag funkcji
N
Sn(2) =Y ——(z— z0)

n.
n=0

Pokazemy, ze jesli funkcja f jest holomorficzna w kole zadanym warunkiem
|z — 20| < 1, to szereg Taylora bedzie zbiezny przynajmniej wewnatrz tego kota
(a by¢ moze tez dalej).

Pare wykladéw temu bylo juz pokazane, ze jesli funkcja zmiennej zespolonej
jest zadana szeregiem Y a,(z—20)", to obszarem zbieznosci jest koto zadane
warunkiem |z — zg| < R, gdzie

1

 limsup, ., V/Jan]

R

dla szeregu Taylora mamy

(n)
a, = S (20)
n!
Rozwazmy wiec krzywa K bedaca okregiem o §rodku zp promieniu € < r. Z
zalozenia, funkcja f jest holomorficzna wewnatrz tego okregu, mozemy wiec

wykorzystaé¢ wzor catkowy Cauchy’ego, otrzymujac

_ 1 f(2)
tn = 27 fi (z — zp)t! dz

Parametryzacja tego okregu jest z(t) = 2o + ee'’, t € [0, 2], wiec

1 2m f(ZO 4 eeit)ieeitdt _ 1 2m

it\  —int
= — _—~ dt
2mi Jy (eeit)ntl 2mwen F(zo + e

an
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a zatem

1 n
v ‘an‘ = e\/

1 [P - 1,1 [ 4
), f(zo—i—ee”f)emtdt’<€ %/0 |f (20 + eeft)| dt

Funkcja f na okregu K jest ograniczona, mamy wiec, dla pewnego M < oc:

| f (20 —|—eeit)| <M

1,1 [*" . W1 1,
= |f(z0 + eeit)|dt < {/ —27M = =V M
e\ 2m J, 2m €

177/
n\/ ‘an‘ S z \/M

Mamy wiec odzacowanie gorne ciagu {/|a,| ciagiem zbieznym

Mamy wiec

lim 1\/"M:1

n—o0 € €

z czego wynika, ze

limsup V/|a,| < -

n—oo
Konieczno$é¢ uzycia granicy gornej lim sup wynika z tego, ze nie mamy gwarancji,
ze ciag a, jest zbiezny. Przypomne, granica gérna to supremum zbioru granic
wszystkich zbieznych podciagéw; poniewaz granica kazdego zbieznego podciagu
ciagu {/|an| bedzie spelniata powyzsze oszacowanie, to i granica gérna catego
ciagu {/|a,| oszacowanie to speilnia. Mamy wreszcie

1
R= >€

poniewaz za € byto promieniem dowolnego okregu o srodku w zy zawartego w ob-
szarze holomorficznosci, oznacza to, ze R > r, czyli promien zbieznosci szeregu
Taylora jest przynajmniej tak duzy jak promien najwiekszego kota o srodku w
zo wewnatrz ktorego funkcja f jest holomorficzna.

Dowiedzmy jeszcze, ze szereg Taylora jest zbiezny do oryginalnej funkcji (dla
funkcji zmiennej rzeczywistej tak by¢ nie musi, np. dla szeregu f(x) = e~ 1/
dookota xg = 0). Dla dowolnego punktu z lezacego w obszarze zbieznosci szeregu
Taylora niech K bedzie okregiem o §rodku w zy i promieniu r spelniajacym
warunek |z — zg| < r < R; taki okrag okrazy oba punkty z i zo, zawierajac sie
przy tym w obszarze holomorficznosci. Mamy

N N
- Z ZO (z=20)" = Z 2%1% —fgm (2 = 20)"d¢

n=0
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gdzie ¢ zostala uzyta jako zmienna catkowania poniewaz symbol z byt juz w
uzyciu. Mamy dalej, wykorzystujac wzér na skonczonag sume szeregu geome-
trycznego:

N n

2mi Jie ¢ — 20 = (C—z0)"

1— (Z*ZO)NJrl

1 f(©) (LY
N 27r17£((—zo 1— z=20 o=

¢—20

1 f(Q) (z — 2g)NT!
N %724—2 (1_ <<—ZO>N+I)dC
a zatem

y— 2 N+1
0w = oy f 1ac L J IO (Lo

Com JC—2 0 2mi Jg (-2 (¢ — zo)NF1

(2= z)V Tt f(Q)
= 2 7& C— (- )N

podstawiajac parametryzacje okregu ((t) = zg + rel! otrzymujemy

2 = 20N 2T fzo+ret) i
-8 = —em VM AC| <
1) = () = Egite— | [ DR e <
< |z — zo|VH! /27T | f(z0 + 1e")] ¢
- 2mrN o |20 —z+relt]

Funkcja f na tym okregu jest ograniczona, f(zo + re't) < M. Mamy tez, z
nieréwnosci tréjkata .
|20 — z +re't| > r — |z — 2

a zatem

— [N+ _ _ N
£(2)— ()] < E= 2 T Ty

r—l|z—2| r—|z— 2] r

Poniewaz wybraliSmy r > |z — 29| mamy |z — 2¢|/r < 1 a zatem prawa strona
nieréwnosci dazy do 0. Zatem

Jim |f(z) = Sy (z)] =0

czyli
J\}im Sn(z) = f(=)

A zatem faktycznie szereg Taylora jest zbiezny do oryginalnej funkcji.

Jezeli ograniczenie na promien kota holomorficznosci wynika z istnienia punk-
téw osobliwych, czyli jest rowny odlegtosci punktu 2y od najblizszego punktu
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osobliwego, to mozemy nawet stwierdzi¢, ze promien szeregu Taylora bedzie do-
kladnie réwny tej odlegtosci. Nie moze by¢ bowiem mniejszy (co pokazaliSmy
powyzej), ale nie moze by¢ tez wiekszy, bo w takim przypadku obszar zbieznosci
szeregu Taylora obejmowatby punkty, w ktorych funkcja zadana tym szeregiem
nie jest rézniczkowalna, co dla szeregéw potegowych jest niemozliwe. Mamy
zatem

Twierdzenie:
Niech f bedzie funkcja holomorficzng w otoczeniu punktu zgp, a jej punktami
osobliwymi sg punkty zj, k < 1, to w obszarze zadanym warunkiem |z—z9| < R,
gdzie

R= ir}if |z0 — 2k

funkcja f jest granica swojego szeregu Taylora:
2L F(y, .
f=3 )y

n!
n=0

Twierdzenie to pozwala szybko wyznacza¢ promien zbieznosci szeregu - jesli
znamy punkty osobliwe funkcji, nie musimy liczy¢ nieraz skomplikowanych gra-
nic.

Ze wzoru catkowego Cauchy’ego wynika tez tzw. twierdzenie Liouville’a:

Twierdzenie Liouville’a:
Jesli f jest funkcja holomorficzna na catej ptaszczyznie zespolonej i ograniczona,
to jest funkcja stata.

Zméw, moze to by¢ zaskakujace, bo w nietrudno jest znalez¢ gtadka i ogra-
niczong funkcje zmiennej rzeczywistej, ktora nie jest funkcja stala (np. f(z) =
sinz). Na plaszczyZnie zespolonej jest to niemozliwe; funkcja ktora nie jest
funkcja stala jenie moze byé¢ jednoczesnie ograniczona i holomorficzna na calej
plaszczyznie zespolonej.

Dowdad.

Zalozmy, ze funkcja f jest ograniczona przez stala M, |f(z)| < M. Poniewaz
funkcja f jest z zalozenia holomorficzna na calej plaszczyznie zespolonej, oznacza
to, ze we wzorze catkowym Cauchy’ego moge wykorzystywaé okregi o dowolnie
duzym promieniu R - zaden z nich nie okraza zadnych osobliwo$ci, bo tych
osobliwo$ci na plaszczyznie zespolonej po prostu nie ma. Mamy wiec

| 27
),y — e o1
Fz0) =55 }{_Zol_R (z — 20)" "~ 2zR"

f(zo + Re')e ™t dt

gdzie wykorzystano juz wielokrotnie stosowang parametryzacje okregu z(t) =
20 + Re''. Poniewaz z zalozenia |f(z)| < M, mamy

1 2 M
Rt 2mM = —
e n

(n) —
| £ (20)] o R Rn

f(zo + Reit)e_i"tdt‘ <
0
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Poniewaz promienn R moze zosta¢ wybrany dowolnie duzy, oznacza to, z (™) (20) =
0 dlan > 0. Jedyny niezerowy wyraz szereg Taylora moze zatem by¢ dla n = 0
a taki szereg definiuje funkcje stala.

Twierdzenie Liouville’a mozemy z kolei wykorzysta¢ do udowodnienia twier-
dzenia

Podstawowe twierdzenie algebry:
Kazdy wielomian stopnia wiekszego lub réwnego 1 o wspoélczynnikach zespolo-
nych ma na plaszczyznie zespolonej przynajmniej jedno miejsce zerowe.

Jak w przypadku poprzednich twierdzen, tak i to nie bytoby spelione w licz-
bach rzeczywistych, np. wielomian f(z) = 22 + 1 nie ma rzeczywistych miejsc
zerowych.

Dowad.
Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zalézmy, ze mamy wielomian

W(z) = a0+ a1z + a,z", a, #0, n>1

ktory nie ma miejsc zerowych na plaszczyznie zespolonej. Oznaczaloby to, ze
funkcja

Nie ma zadnych osobliwosci na plaszczyznie zespolonej. Zapiszmy ta funkcje
jako
1 1
f(Z) = o a1 T aann,zl +1

anz"™
n Ay 2™ + anznfl

Postaé¢ ta pokazuje, ze lim, o, f(z) = 0. Podzielmy ptaszczyzne zespolona na
dwa obszary. Pierwszym niech bedzie obszar zadany warunkiem |z| > R, gdzie
R jest na tyle duze, aby w tym obszarze |f(z)| < 1; takie R istnieje, poniewaz
lim,_, o f(2) = 0. Pozostaly obszar bedzie zatem zadany warunkiem |z| < R.
W pierwszym obszarze funkcja jest oczywiscie ograniczona (przez 1). Ale row-
niez w drugim obszarze funkcja jest ograniczona, poniewaz jest to obszar zwarty
a funkcja f jest ciagta i nie ma zadnych osobliwosci. Wybierajac wieksze z tych
dwoéch ograniczen otrzymujemy ograniczenie na funkcje f na calej ptaszczyznie
zespolonej.

Skoro funkcja f jest holomorficzna i ograniczona na calej plaszczyznie ze-
spolonej, to mozemy zastosowaé twierdzenie Liouville’a. Ale z tego twierdzenia
wynika, Ze funkcja f jest funkcja stala, a zatem i wielomian W (z) jest wielo-
mianem stalym, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze jest on wielomianem
stopnia wiekszego lub réwnego 1. Ta sprzecznosé koriczy dowod nie wprost.
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Wyklad 16: szereg Laurenta, residua

Na poprzednim wykladzie pokazaliSémy, ze ke kazda funkcje f holomorficzng w
punkcie zp da sie w peewnym otoczeniu tego punktu zapisa¢ w postaci szeregu
Taylora:

o0

FF) (2o
:Zak(zfzo)k, ap = 7]@‘(’ )

k=0 ’
Pokazalismy tez wczesniej, ze w jesli funkcja f ma biegun n-tego rzedu, ale jest
holomorficzna poza nim, mozna jg zapisa¢ w postaci

C1 Cn

z—20 | (z—2)"

gdzie g jest funkcja holomorficzng w otoczeniu punktu zg. ¥aczac te dwa fakty,
mozemy stwierdzi¢, ze funkcje posiadajaca w punkcie zy biegun n-tego rzedu
mozemy zapisa¢ w postaci

o0

Zakz—ZOk—f—Z Z*Zo Zak(Z—ZO)k

k=1 k=—n

gdzie w poréwnaniu z poprzednim wzorem, zmienitem oznaczenie ¢, — a_y.

W ogélnosci, jesli nie znamy rodzaju osobliwoéci, to pod warunkiem, ze jest
osobliwos¢ izolowana (czyli istnieje takie jej otoczenie, w ktorym nie ma innych
osobliwosci) mozemy funkcje zapisa¢ w postaci

oo o
Sl Y = S e
k=0

k:l k=—o0

Takie przedstawienie nazywamy szeregiem Laurenta. Szereg Taylora jest
szczegolnym przypadkiem szeregu Laurenta w sytuacji, gdy wszystkie wspol-
czynniki a; o ujemnych indeksach sa réowne 0, czyli gdy punkt zo nie jest oso-
bliwy. Jesli osobliwo$é¢ jest biegunem, wtedy tylko skoriczona ilo§¢ wspotczyn-
nikéw ay z indeksami ujemnymi (czyli przy ujemnych potegach (z — zp)) jest
niezerowa; konkretnie, jesli osobliwo$¢ jest biegunem n-tego rzedu, to ay = 0 dla
k < —n. Jezeli jednak osobliwo$é¢ nie jest biegunem (jest osobliwoscia istotna),
to funkcji nie mozna zapisaé¢ za przy uzyciu skonczenie jedynie skoriczenie wielu
wyrazow z indeksami ujemnymi. Gdy jednak mamy tych wyrazéw nieskoriczenie
wiele, pojawia sie problem zbieznosci nieskoriczonego szeregu.

Rozwazmy zagadnienie zbieznosci blizej. Jak wida¢ powyzej, szereg Lau-
renta, rozpisuje si¢ jako suma dwoch szeregow:

(o] oo
E aszzo E aszZOkJrE
Z—Zo

k=—o00 k=1
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Mowimy, ze szereg Laurenta jest zbiezny, jesli oba te szeregi sa zbiezne, kazdy
z osobna. Pierwszy a nich jest zwyklym szeregiem potegowym, dla ktérego juz
dobrze wiemy, kiedy jest on zbiezny; mianowicie, gdy

1

hmsupn—)oo 7\/l |an|

|z — 20| <

Co do drugiego z nich, mamy
> a = a
—k . —k
g — = g , dzie ¢ = ——
prfl Gt Vit * s (z = 20)"

jego zbiezno$¢ wyznaczamy z kryterium Cauchy’ego:

limsup {/|c,| < 1

n—oo

czyli
n
|a—nl

lim sup <1

n—oo |Z - ZO|

limsup /|a—n| < |z — 20|

n—oo

Laczac warunki na zbiezno$é obu czesci szeregu, otrzymujemy, ze szereg Lau-
renta jest zbiezny w obszarze danym warunkiem R; < |zo| < Rz, gdzie

Ry =limsup V/|a—_n|
n—oo

1

 limsup, ., V/]an]

Taki obszar nazywamy pierscieniem o Srodku w punkcie zy, wewnetrznym pro-
mieniu R; i zewnetrznym promieniu Ry. Mozliwe jest, ze Ry = 0; wtedy ten
pierscien jest kotem o §rodku zg i promieniu R, jednak z wyrzuconym punktem
zo (bo mamy warunek 0 < |z — zg]). Z kolei jesli Ry = oo to pierscienn nie ma
zewnetrznego ograniczenia, i obejmuje caly plaszczyzne zespolong z wycietym
kotem |z — 29| < Ry.

Ry

Zalozmy, ze funkcja f jest holomorficzna w pewnym pierscieniu Ry < |zg| <
Ry. Zeby znalezé wzory na wspolczynniki a, szeregu Laurenta zbieznego do
funkcji f w tym pierécieniu, skorzystajmy ze wzoru Cauchy’ego

1) = 5 § 4

gdzie K jest brzegiem obszaru o nietypowym ksztalcie, przedstawionym na ry-
sunku ponizej. Dla przejrzystosci pozostawiono przerwe pomiedzy pomiedzy
dwoma odcinkami przebieganymi w przeciwne strony, ale nalezy je traktowadc
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jako pokrywajace sie odcinki. Krzywa K jest zatem zlozona z dwdch okre-
géw i odcinka: ujemnie zorientowanego okregu o $rodku w zg i promieniu
r1 € (R1,]z — 20]); dodatnio zorientowanego okregu o $rodku w zo i promie-
niu ro € (|z — 20|, R2); oraz laczacego tego okregi odcinka, przebieganego w obie
strony. Jak wida¢ na rysunku, obszar ograniczony ta krzywa jest w calosci za-
warty w obszarze holomorficznosci funkeji f (w pierscieniu ), wiec uzycie wzoru
Cauchy’ego jest uprawnione.

Przy catkowaniu po calym konturze dwa wktady od catkowania po odcinku
skasujg sie wzajemnie (bo caltkuje jedng funkcje po tym samym odcinku, ale
w przeciwnych kierunkach), pozostawiajac catki po okregach; poniewaz we-
wnetrzny okrag jest ujemnie zorientowany, wyprodukuje to znak —:

f(©) 1O f©)
S Q¢ = ~222 4¢ — d
?i (-2 ‘ fi(zd_rz (=2 ‘ ficm—n ¢—= ‘

na wewnetrznym okregu mamy | — 2| = 72 < |2 —20|; mozemy wiec rozpisaé

1 1 _ 1 L1 & C==\"
(-2 ((—20)—(2—20)  2z—21-520 Z—ZOZ<Z—20)

z—2z0 n=0

1 & C—=)"
C—z z:(z—zo)"Jrl

n=0

gdzie skorzystano ze wzoru na sume szeregu geometrycznego, uprawnionego
S=20| 1,

poniewaz
zZ—z0
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Z kolei na zewnetrznym okregu mamy | — 29| = 1 > |z — 20| oraz Z:ig <1,
wiec
I 1 1 I | i (z - z0>
(—z ((—2)—(2—2) (—2l1-22 (-2 \(—2
1 i (z — z)"
(—z = (C—z)" !

Otrzymujemy wiec

27if(z) = i{ gf(_ode =

_ j{ 3 (z - zO)nf(OdC-Fj{ 3 (S Zo)”f(@)dC _
I I<

720‘:7‘2 n=0 (C - zo)n+1 (Z - Zo)n+1

= 3 z—z9)" 7f<
—ngo( 0) jli

) = 1 e
—zo‘:T‘z (C - ZO)nJrl dC + ng() (Z — ZO)"+1 fC—Z():T] f(C)(< 0) dC
)
)

R o VR /(¢
—HZ:;)( 0) ji

Lk f(©)
—so|ry (€ — 20)"F1 d¢ + ;(z 20) fi( ——=——d(

—Z[)l:'r‘l (C - Zo)ik+1

—zo0|=T1 p=0

gdzie zalozylisSmy, ze mozna zamieni¢ kolejnoscia liczenie calki i nieskoriczonej
sumy (mozna to udowodni¢ podobnie jak to bylo zrobione w dowodzie twierdze-
nia o szeregu Taylora, przez policzenie sumy skoriczonej i oszacowanie réznicy

pomiedzy sumg skoniczong i domniemana granica; szczegdétowego dowodu nie
bede teraz powtarzal).
Mamy zatem

_ ! £(©)
" 2mi [(—zo|=T2 de, dlan =0
¢ 1 %d@ dlan < —1

" Tm |[¢—2z0|=m1 (C - ZO)

Poniewaz jednak funkcje podcatkowe w powyzszych catkach nie maja osobli-
wosci w obszarze Ry < |z9| < Rp, mozemy oba calki zamieni¢ na catki po
jednym, dowolnym okregu o $rodku o $rodku w zg i promieniu r € (Ry, Rs).
Otrzymujemy jednolity wzor

2mi

_ b _ O
ap = = jI{C—zo—r - Zo)n+1dc’ dlanecZz

Zapisujac to w postaci twierdzenia:
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Twierdzenie (o szeregu Laurenta):
Niech f bedzie funkcja holomorficzng w pierscieniu Ry < |z — 29| < Rg. Szereg
Laurenta Y.~ an(z — 29)" jest zbiezny w pierscieniu Ry < |z| < Rs do
funkcji f jesli
1
Y ON

= — €z
271 S (2 — 20)"H = "

gdzie K jest dowolnym dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w punkcie
2o 1 promieniu r € (Ry, Ra)

Dowdd przeprowadziliSmy powyzej.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze chociaz powyzsze twierdzenie udowadnia istnie-
nie szeregu Laurenta zbieznego do wybranej funkcji, wykorzystanie podanych
wzoréw zazwyczaj jest niepraktyczne. W praktyce wspoétczynniki szeregu Lau-
renta wyznacza sie inaczej, a konkretna metoda zalezy od samej funkcji. Przy-
ktady zostana pokazane na ¢éwiczeniach wyktadowych.

W odréznieniu od szeregu Taylora, wokot ustalonego punktu zg jedna funkcja
f moze mie¢ wiele szeregéw Laurenta do niej zbieznych, kazdy o innym pier-
Scieniu zbiezno$ci. Granice pomiedzy tymi pierScieniami sg wyznaczona przez
polozenia innych punktéw osobliwych poza zy. Dla przykltadu, jesli nie liczac
punktu zo (ktéry moze byé osobliwy lub nie) funkcja f ma na plaszczyznie ze-
spolonej dwa punkty osobliwe z; i z5 takie, ze |21 — 29| = 71 < |22 — 20| = 72, to
funkcja ta bedzie miala trzy rézne szeregi Laurenta wokot punktu zg:

1. pierwszy w obszarze 0 < |z — zg| < 71
2. drugi w obszarze r1 < |z — zg| < 12
3. trzeci w obszarze ra < |zg| < 0o

Przypomne twierdzenie Cauchy’ego-Gorsata: jesli funkcja f jest holomor-
ficzna w obszarze ograniczonym krzywa K, to

f;{ f(z)dz=0

Mamy teraz juz narzedzia, by rozwazy¢ bardziej skomplikowany przypadek. Za-
tozmy, 7e krzywa K zawiera sie w pewnym pierscieniu Ry < |z — 29| < Ra w
ktorym funkcja f jest holomorficzna. (dopuszczamy istnienie osobliwo$ci w kole
|z — 20| < Ry; wymagamy jedynie by nie bylto osobliwosci pomiedzy wewnetrz-
nym a zewnetrznym okregiem). Sprobujmy policzy¢ catke fK f(2)d=.

Poniewaz w pier§cieniu nie ma osobliwosci, mozemy krzywa K zdeformowaé
i uprosci¢ do okregu o dowolnym promieniu r € (Ry, Rz). Mamy

frea=4  seue
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Funkcje f mozemy rozwingé w szereg Laurenta:

oo

f@ =Y aulz—z)"

n=—oo

Mamy wiec

7{( f(z)d Z an j{ (z — 29)"dz

ne—o0o |z—zo|=r

Wykorzystujac parametryzacje okregu z = zg + rel’ mamy

27 . . 27 .
% (2 —20)"dz = / (re!)ireltdt = ir" ! / el gy
|z—z0|=r 0 0

Jesli n # —1 mamy

21 i(n t=2m (n i

/ ol gy — el e _¢ (i1 -0
0 (n—i— 1) +=0 1(7'L+ 1)
Natomiast dla n = —1:
27 . 2
/ el (g = / 1dt = 27
0 0
Mamy wiec

ni._J O dlan # —1
j’im_r(z —20)"dz = { 2ri dlan = —1

A zatem z calej cumy wyrazajacej poszukiwana calke pozostaje tylko jeden

wyraz
jlg f(z)dz = Z an% (z — 20)"dz = 27ia_q
K

ne—oo |z—zo|=r

Jak widzimy powyzej, wspotczynnik a_; szeregu Laurenta ma szczegélne
znaczenie; na tyle, ze czasem otrzymuje szczegblna nazwe:

Definicja (residuum):
Residuum funkcji f w izolowanym punkcie osobliwym zg nazywamy wspotczyn-
nik a_; szeregu Laurenta ) > a,(z—z0)" zbieznego do funkcji f w otoczeniu
punktu zg, czyli w pewnym pierscieniu 0 < |z — z9| < R. Stosowane oznaczenia
to

Res,, f = Res(f,2z0) = a_1

Jezeli zatem mamy krzywa okrazajaca tylko jeden punkt osobliwy funkcji f,
to poniewaz mozemy taky krzywy zdeformowaé do matego okregu okrazajacego
punkt zgp mamy

]{ f(2)dz = 2wiRes(f, z0)
K
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Definiuje sie tez

Definicja (residuum w nieskoriczonos$ci):

Residuum funkcji f w nieskoriczonosci nazywamy minus wspotczynnik a_; sze-
regu Laurenta > >° _ a,2" zbieznego do funkcji f w otoczeniu nieskoniczonosci,
czyli w pewnym pierécieniu R < |z| < co. Stosowane oznaczenia to

Resso f = Res(f,00) = —a_1

Residuum w nieskoniczonosci jest definiowane jako minus wspotczynnik a_4
odpowiedniego szeregu Laurenta, poniewaz otoczenie nieskonczono$ci znajduje
sie na zewnatrz okregu |z| = R, w odrdznieniu od otoczen zwyktych punktow
20, ktore znajduja sie wewnatrz okregow |z — z9| < R. Ta roznica powoduje
zmiane naturalnej orientacji tego okregu, stad przeciwny znak. A zatem dla
krzywej okrazajaca wszystkie punkty osobliwe danej funkcji f (krzywa taka
mozna zdeformowaé¢ do dowolnie duzego okregu) mamy

j{ f(z)dz = —2miRes(f, o)
K

Pozostaje jeszcze przypadek, gdy krzywa K otacza kilka punktéw izolowa-
nych, cho¢ niekoniecznie wszystkie. W takim przypadku w pierwszym kroku
catke po takiej krzywej K nalezy rozpisa¢ jako sume catek po kilku krzywych
K;, z ktorych kazda otacza tylko jeden punkt osobliwy, jak pokazano na rysunku
ponizej:

<~

Poniewaz calki po dodanych odcinkach wewnatrz obszaru beda sie kasowaé
(bo kazdy odcinek jest przebiegany dwukrotnie, w przeciwnych kierunkach),

o ]{(f(z)dz = z;jib f(z)dz

Poniewaz kazda z krzywych k; otacza tylko jeden punkt osobliwy, mamy dla
nich

?{ f(z)dz = 2miRes(f, z;)
K;
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gdzie z; jest odpowiednim punktem osobliwym. Dostajemy zatem

Twierdzenie o residuach:

Jesli dodatnio zorientowana krzywa K okraza skoniczong ilosé izolowanych punk-
toéw osobliwych funkcji f, ktora to funkcja jest poza tymi punktami holomor-
ficzna, to

f;{ f(z)dz = 27riZRes(f, i)

gdzie sumowanie wykonywane jest po wszystkich punktach osobliwych z; okra-
zanych przez krzywa K

Mozna zwréci¢ uwage, ze jeli funkcja f ma na plaszczyznie zespolonej skoni-
czonyg liczbe punktéw osobliwych, to powyzszy wzoér stosuje sie réwniez, gdy
krzywa K okraza je wszystkie. W takim przypadku catke fK f(2)dz mozna po-
liczy¢ na dwa sposoby: albo z residuéw w punktach osobliwych, albo z residuum
w nieskoriczono$ci. Mamy zatem

ZWiZRes(f, z;) = ?{ f(z)dz = —27iRes(f, o)
- K

Mozemy z tego wyprowadzi¢ wzor

ZRes(f, z;) + Res(f,00) =0

Ten wzor mozemy wykorzystaé, gdy twierdzenie o residuach wymaga od nas po-
liczenia sumy residuéw w wielu punktach; zamiast tego mozemy policzy¢ residua
w pozostalych punktach i residuum w nieskoriczonosci; wiedzac, ze suma wszyst-
kich musi by¢ réwna 0, mozemy wyznaczy¢ poczatkowo poszukiwang sume.

Na koniec tego wyktadu, wyprowadzmy jeszcze wzory pozwalajace znajdo-
wac warto$¢ residuum nie liczac catego szeregu Laurenta. Jezeli osobliwo$¢ w zg
jest osobliwo$cig istotna, takiego wzoru niestety nie ma; residuum czasem daje
sie obliczy¢, ale zalezy to od postaci samej funkcji f. Jezeli jednak punkt zg jest
biegunem rzedu n, mamy w otoczeniu tego punktu

f(z)= Z ar(z — 20)"
k=—n
(z=20)"f(2) = Y ar(z = 20)T" = ax_n(z — 20)"
k=—n k=0

funkcja f(z)(z—z0)™ jest funkcja holomorficzng w otoczeniu punktu zg, a prawa
strona powyzszej réwnosci to jej szereg Taylora. Mamy zatem

o = e (e 0 1(2)

w szczegodlnosci, dla kK = n — 1 mamy

Z=Zz0
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Res(f.0) = gy et (= 20)"/(2))

z=z0

Aby znalez¢ wzoér na residuum w nieskoriczonosci, zauwazmy natomiast, ze
jesli w otoczeniu nieskoriczonosci (dla duzych |z|) mamy

flz) = Z apz"
k=—o
to dla matych |z| (w otoczeniu 0) mamy

1) =Y met= Y aut

k=—oc0 k=—oc0

k=—o0

—Q_9 —aA_32+ ...

A zatem —a_; jest nie tylko residuum w nieskonczonosci funkcji f(z), ale row-
niez residuum w 0 funkcji —Z%f(%)

Res(f,00) = Res(— %f(%),())

Cwiczenia wykladowe 8: wyznaczanie szeregu Lau-
renta

Wspoétczynniki szereg Laurenta mozna teoretycznie prébowaé znalezé ze wzoru

1 f(2)
tn = 27 f;( (z — zo)”“dz

ale w praktyce istnieja lepsze, prostsze metody (cho¢ o ograniczonym zakresie
zastosowarl). Waznym przypadkiem sa na przyklad funkcje wymierne.
Rozwazmy najpierw funkcje
1
zZ— 2z

f(z) =

Bedziemy chcieli znalezé jej szereg Laurenta wokoét punktu zg. Jedli zg = 21,
jest to trywialne; funkcja f jest juz zapisana w postaci szeregu Laurenta:

f(2) = 40-(2—20) 340-(2—20) 2 +1-(z—20) " +0-(2—20) " +0-(z—20) +. ..
czyli wtedy

[0 dlan#-1
=911 dlan=-1
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to przedstawienie jest oczywiScie poprawne na calej plaszczyznie zespolonej
(poza punktem osobliwym z = 29 = 21).

Jesli zg = z; sytuacja jest bardziej skomplikowana. Mozemy wyrézni¢ dwa
pierscienie holomorficznosci

1. pierwszy dany warunkiem 0 < |z — zo| < |21 — 20|
2. drugi dany warunkiem |z; — 29| < |z — 20| < 00

W zaleznosci od tego w ktorym obszarze jeste$my, bedziemy mie¢ inny szereg.

W pierwszym obszarze mamy, wykorzustujac wzor na sume szeregu geome-
trycznego

I 1 _ 1 I 1 53 z—20\"
- - _ Z=Z0 Z1 — 20 Z1 — 20

zZ— 21 (z - Zo) - (21 - Zo) Z1—201 21—20 n=0
Ly o
z— 2z = (21— 20)" !
czyli
-1
a, — W dla n 2 0
0 dlan < -1

W drugim obszarze mamy

I 1 1 11 S (zn—2\"
- - z1—zo Z z— 2o

z—2z1 (22— 20)— (21 — 20) z—zl— 220 2z
e D P
z—z (2= 20) "*1 = (2- 20)F
czyli
o — 0 dlan>0
" (21 —20) dlan< -1

Nalezy tu podkresli¢, ze oba rozwiniecia sg stuszne tylko w odpowiednich
obszarach, tylko tam, gdzie odpowiedni szereg geometryczny jest zbiezny.
Na konkretnym przykladzie: rozwiimy funkcje f(z) = 1 wokol punktu zo =

2i. Mamy 2z =0, |21 — 20| = | — 2i| = 2. A zatem dla |z — 2i] < 2 mamy
1 1
z  (z— )+21
_211—1—211(2—21)
21— i(z-2i)
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n=0
> n—1
= —(z—2i)" =
n+1
n:O2
-1 1 2 .
—7—&—1(2'—21)—1—7(2—21) - —(z—=20)"+.

Z kolei dla |z — 2i| > 2 mamy

I 1 B

z  (z—2i)+2
2_211+zzi2i
z—211—z:22ii B

o0

1 —2i \n
_zfmiz@fm)_

L B .
22 (z—20)% " (z-2i)  (z— 20

+...

Aby znalezé rozwiniecie funkcji f(z) = ﬁ dla k > 1 mozemy skorzystac
7e Wzoru

1 (_l)kr—l dk—l 1

(z—2z)F  (E—1Ddek-lz—2

1
zZ—Zz1

Na przyklad dla funkeji f(z) = 25 wokol punktu 2o = 2i mamy, dla |z —2i| <
2:

Znamy juz rozwiniecie funkcji

i mozemy je wstawi¢ do powyzszego wzoru.

1 _1d21_
22 2dz22
1d2 & in—l

= 52 O g2~ 2" =
n=0

o0 ey
lnl

— Z n(n _ 1)(2 _ 21)7;—2 _wyrazy dlan =01in =153 réwne 0
2n+2

n=0

o jn—1
n=2
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sk+1
(k+2)(k+1)(z —20)F =

pqu

okt a
k=0
i -3 —3i 5
== -2 —2i)% + —— (2 —2i)®
) 4+ — 16 (z —2i) + 16 —(z—20)" + 3 (z —2i)° +

adla|z —2i] <2

—_
jol
)

N
o |
o,
8
[\

—2i"(z —2i) " =

I
| —
NM‘%

N | =
LI

3
I
=)

—)"2" (= 1) (—n — 2)(z — 2i) "3 =

H
MS N

3
Il
<

—i)F=32k=4(k — 2)(k — 1)
(z — 2i)k
1 —6i —24
T Goap G2 T Goap

=~
Il
w0

Jesli mamy bardziej skomplikowang funkcje wymierna (o wielu punktach
osobliwych), pierwsze co musimy zrobié, to roztozy¢ ja na utamki proste. Mamy
na przyktad

z —1 2
(z—1)(z—2) z—1+z—2
Potem kazda ze sktadowych funkcji rozwijamy na wszystkie mozliwe sposoby,
odnotowujac obszary w ktorych rozwiniecie jest prawidlowe. Dla powyzszej
funkcji, dla rozwiniecia wokét zp = 0 mamy (podaje koricowy wynik, obliczenia
sa analogiczne do tych wyzej):

-1 3>, dalz<1
z—1 | 2,2 dafz|>1

n=1 zn
2 _ [ Yo dalz<2
z—2 | 30,4 dlalz]>2

n=1 zn

Sumujac oba sktadniki mozemy dostaé¢ trzy wyniki, w zaleznosci od tego ktoére
z rozwinie¢ dla obu sktadnikéw jest poprawne

1 9 oo (1—ﬁ) " dla |z| < 1
_1_|_ — = Zno%n—’_anz” dlal<|z| <2
¥ N PO dla |z| > 2

Czasem daje sie to zrobi¢ nieco prosciej. Na przyktad, gdy mamy do rozpi-
sanie funkcje

2,2

f(Z):m
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dokota zp = 0, zamiast dokonywa¢ rozkladu na utamki proste

1 2 1
LS e e A F |

i znajdowa¢ rozwiniecie kazdego czlonu z osobna, mozemy od razu wykorzystaé
rozwiniecie ﬁ

oo  —(n4+2)(n+l) n
L D et %z dla |z| < 1
(z—1)3 yoxo  omln) dla |z] > 1

i przemnozy¢ je przez z2 by otrzymac

22 ZOO—O Mzn-‘ﬂ — 200_2 —"(;—1)Zn dla |Z| <1
EEIEI S I _FE i g5

Oprocz szeregu geometrycznego czasem potrzeba tez znaé i wykorzystywac
szeregi Taylora innych funkcji, np.:

=1
expz = Z Ez”, dla z € C

n=0

cosz = Z ((;713' P dlaz € C

n=0

o~ (-1)"
: _ — 2n+1
S1nzfz(2n+1)!z , dla z € C
n=0
oraz, zakladajac, ze ciecie funkcji In i funkcji potegowej mamy na ujemnej potosi
rzeczywistej:

1n(1—z):z%, dla |z] < 1

> a- 1) -n-- -1
(1_2)—a—1+zo‘(0‘+) @fn=Dn  giajz<1

)

n=1

Na przyktad, mozemy znalezé rozwiniecie funkcji f(z) = 23(1 — Z%)% dla
|z| >1:

N[ =

2y

=

—1-

|~

(1- .

N

Loy oy L

N

)olom=3) 1
n!

f(Z)Zzg—%erZ(i
n=2
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1 (= k4+ D 1
_ .3+ 2/ "2 2 _
SERECADY (k+2)! 2R

k=0

1 o (=1)-1-3-----(2k+1)
J— 377 ==
=z 2z+kZ:0 2k+2(k 4 2)!

, 1 i7(2k+1)!! 1

T T L gRa(g gyl

k=0

Wyklad 17: zastosowania calek zespolonych do li-
czenia calek rzeczywistych

Znamy juz dwie niezalezne metody liczenia calek zespolonych: z definicji, przez
sparamatryzowanie krzywej caltkowania za pomoca zmiennej rzeczywistej:

(" dz(t)
/Kf(z)dz—/t1 f(z(¢) o dt

oraz, w przypadku catek po krzywych zamknietych, przez residua:

/ f(z)dz = 27riZRes(f, 2k)
K k

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich punktach osobliwych w obszarze
ograniczonym krzywa K.

Zauwazmy, ze poréwnujac oba wzory mamy

/ i f(z(@)) dZit) dt = QWiZReS(f, 2k)
t P’

Po lewej stronie mamy jakas calke po zmiennej rzeczywistej, by¢ moze skom-
plikowana; po prawej stronie mamy wyrazenie wymagajace policzenia jedynie
residuéw funkcji zespolonej w kilku punktach. Wzér ten daje wiec nam nowa
metode liczenia calek, nie opierajaca sie na znajdywaniu funkcji pierwotne;j.
Wynik mozna czesto uzyskaé szybciej i mniejszym wynikiem niz fundamental-
nymi metodami, a czasem pozwala nawet liczy¢ calki, ktérych fundamentalnymi
metodami w ogoble policzy¢ sie nie daje. Metoda ta ma jednak tez swoje ogra-
niczenia.

Po pierwsze, krzywa na plaszczyznie zespolonej wykorzystywana w tej me-
todzie musi by¢ krzywa zamknieta. Zazwyczaj oznacza to, ze ta metoda mozna
obliczy¢ wytacznie calki oznaczone o $cisle wyznaczonych granicach (jak zoba-
czymy na przyktadach w dalszej czesci wyktadu). Po drugie, funkcja f wykorzy-
stywana w tym wzorze musi by¢ funkcja holomorficzng w obszarze ograniczonym
krzywa K, za wyjatkiem skoiiczonej liczby izolowanych punktéw osobliwych;
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ewentualnie, mozemy wykorzysta¢ residuum w nieskonczonosci, wtedy funkcja
f musi by¢ holomorficzna na calej plaszczyznie zespolonej za wyjatkiem obszary
ograniczonego krzywa K. Po trzecie, w praktyce zazwyczaj nie mamy danych
funkcji f(z) i krzywej K, a jedynie mamy zadang catke

[%ma

Aby wykorzysta¢ metode residuéw, musimy dopiero znalezé odpowiednig krzywa,
zamknieta K i funkcje f(z) takie, aby

K%@mﬁﬂ@u

albo przynajmniej catka f:lz g(t)dt wyrazala sie w prosty sposéb przez caltke
Ji f(2)dz (przyktady beda dane pozniej).

Te ograniczenia powoduja, ze w praktyce metode residuéw mozna zastoso-
waé jedynie dla pewnych szczegblnych calek rzeczywistych. Jest kilka rodzajow
takich szczegdlnych calek, ktore teraz zaczniemy omawiaé szczegdlowo.

Calki fo% g(cost,sint)dt, gdzie g jest funkcja wymierna
Przypomnijmy wzory

oit 4 g—it _ ot _ it
cost = ——, sint = ————
2 2i
Jezeli wezmiemy zatem okrag o srodku w 0 i promieniu 1, sparametryzowany

przez z(t) = e, mozemy zapisa¢

z4 271 . z—z71
cost = ————, sint = ———
2 21
Mamy tez _
dz = iel*dt = izdt
czyli
dz
iz

POzwala nam to zapisaé

2m -1 -1
Z+z Z—z dz
t,sint)dt = ( . ),7
/0 g(cost,sint) %z|_lg ) 51 P

Jesli g jest funkcja wymierng, to rowniez funkcja

f(2) :g(z+22_17 - _212_1) :
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jest funkcja wymierna, co gwarantuje, ze ma skoriczong ilos¢ punktéw osobli-
wych.

Mogltby pojawié sie pewien problem, gdy funkcja f posiada punkty osobliwe
na okregu |z| = 1; jesli tak jest, to okregu nie mozemy tu wykorzystaé, po-
niewaz twierdzenie o residuach wymaga, by punkty osobliwe znajdowaly sie
wewnatrz obszaru ograniczonego krzywa calkowania (potozenie na brzegu jest
niedozowolne). Istnienie punktu osobliwego funkeji f(z) gdzies na okregu |z| = 1
oznaczatoby jednak, ze funkcja g(cost,sint) ma osobliwosé gdzies na odcinku
[0,27]. Jezeli jednak bedziemy rozwazac tylko takie funkcje g ktére nie maja
osobliwosci (czyli na przykiad Hin% lub 2+(iost’ ale nie Si;t CZY T—5amzi)> tO
funkcja f nie bedzie miata osobliwoéci na okregu |z| = 1.

Mozna jeszcze zauwazy¢, ze wykorzystujac podstawienie z(t) = el mamy

eint + e—int PN eint _ e—int P U
S t = = 51 t = =
cos(nt) 5 5 sin(nt) 5 5

Pozwala to szybko przeksztalci¢ funkcje g wykorzystujace cos(nt) i sin(nt) na
funkcje na plaszczyznie zespolonej. Mozna réowniez dopuscié, by funkcja g za-
wierala wyrazenia e = 2" lub e™'"* = 27", bo ich obecno$¢ nie wptywnie na
wymierno$¢ funkcji f.

Podsumujmy to co zostalo powyzej powiedziane w formie twierdzenia:

Twierdzenie:
Jesli g jest funkcja wymierna dwoch zmiennych taka, ze funkcja g(cost,sint)
jest ciagla na przedziale [0, 27| oraz

z—i—zil z—z71

f(z):g< 2 T % )é

to
27
/ g(cost,sint)dt = 27i Z Res(f, zx)
0 k

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, ze |z| < 1.

czy nawet bardziej ogélnie
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Twierdzenie:
Jedli g jest funkcja wymierng dwoch zmiennych taka, ze funkcja g(e't, e™it) jest
ciagta na przedziale [0, 27] oraz

fE) =g(=27) =

to

27
| atet et = 2mi Y Res(f. 1)
0 k

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, ze |zz| < 1.

Przyklad. Obliczmy
2m
3(4t
/ cos(4t) dt
o 2—cost
Standardowa metoda polegalaby na uzyciu podstawienia za u = tan% by spro-
wadzié¢ ta catke do catki z funkcji wymiernej. Metoda przez residua da jednak

wynik szybciej.
Korzystajac z tego, ze cos(4t) = Ree'*! zapiszmy najpierw

27 27 i4t
4t !
/ ©08(4) 11 — Re / ey
o 2—cost o 2—cost

mozna by sie oby¢ bez tego kroku, ale wykonujac go bedziemy mieé¢ prostsze
obliczenia, Uzywajac podstawienia z = e'¥ mamy

24271 dz
d=—
2 )

27 idt 4 d
Re/ _¢ dt:Re% £ =
o 2—cost |2]=1 2,% iz

1 4
:Re% 72721(12
al=1 122 — 252

1 24
~R d
efjd_l Tij222 4z i1

cost = -
iz

Mamy
1 24

(z) = —2i22 — 4241
Znajdzmy punkty osobliwe tej funkcji:
22 —42z4+1=0
S(2-22-3=0
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&(z—2)2 =3
S(z-2=V3)V(z-2=-V3)
S(z=2+V3)V(z=2-V3)
Punkt 2 + /3 lezy poza okregiem |z| = 1, ale punkt 2 — /3 lezy wewnatrz
okregu; musimy wiec policzy¢ residuum w tym drugim punkcie. Jest to miejsce

zerowe pierwszego rzedu mianownika, zatem bedzie to biegun pierwszego rzedu
funkcji f. Mamy wiec

Res(f,2 —V3) =
=2J;fi1¢g(<z—<2—ﬁ>>f<z>):

. 1 Z4
:Hlff( )*1/222*4’2*1):

' 1 24 —
:.Hlff( - )71/2(2_(2_\/3))(2—(2+\/§)))_
:z_gm\f(fl/Qz— 2+\[))

! (2—v3)* _
C202-VE) - (2+VE)
_ L e=vyt
S —i/2 23
_2=v3)!
=7

A zatem

/O ' %dt = Re<27riReS(f, 2— \/5)) = 27T(2_\/\§/§)

Calki [*_ f(z)dz, gdzie f jest funkcja wymierng

Kontur Kg, ktory bedziemy wykorzystywa¢ do policzenia takiej catki, ma po-
stac:
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-R R

czyli sklada sie z dwoch kawatkéw: odcinka lezacego na osi rzeczywistej, ktory
mozemy sparametryzowaé przez z(z) = x, x € [—R, R], oraz tuku ktéry mozemy
sparametryzowaé przez z(t) = Re'!, t € [0,7]. Mamy zatem, dla dowolnej
funkcji f(z), ciaglej na tym konturze:

R g
f(z)dz:/_R f(x)dx+/0 f(Re")iRe" dt

Kr

Mozemy zatem zapisac

R T
/ f(z)dz = f(z)dz — / f(Ret)iRe''dt
-R Kr 0

a zatem, zakladajac ze dla dostatecznie duzego R funkcja f jest ciagta na wszyst-
kich konturach K g, mamy

/, O; fl)de = Jim ( y{{ )z - / " f(Re")iRe )

Rozwazmy sytuacje, gdy funkcja f jest funkcjg wymierng. Aby mieé¢ gwa-
rancje, ze calka jest zbiezna, musimy zalozy¢, ze funkcja f jest ciagla na calej
prostej rzeczywistej (czyli mianownik nie ma rzeczywistych miejsc rzeczywi-
stych; dopuszczamy np. funkcje x%ﬂ, ale nie ﬁ) Musimy tez zalozyé¢, ze
odpowiednio szybko (czyli szybciej niz %) maleje w oo:

lim zf(x) = lim zf(x)=0

T—r00 Tr—r—00

Innymi stowy jesli f(z) = fgg, gdzie p i r s3 wielomianami, musimy mie¢

degr > degp + 2.

Poniewaz zaktadamy, 7e zadna osobliwo$¢ f z nich nie znajduje sie na osi rze-
czywistej, gwarantuje to ciaglo$¢ f na fragmencie konturu bedacym odcinkiem.
Funkcje wymierne maja tez skonczong liczbe osobliwosci, jezeli wiec wezme

R > max{|z| : z jest punktem osobliwym funkcji f}
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mam tez gwarancje, ze tuk nie przechodzi przez zaden z punktéw osobliwych. a
zatem zalozenie, ze dla dostatecznie duzego R funkcja f jest cigglta na wszystkich
konturach Kg jest prawdziwe, i moge policzyé ffooo f(x)dx ze wzoru podanego
powyzej.

Jeszcze raz wykorzystujac fakt, ze punktow osobliwych funkeji f jest skon-
czona ilos¢, i zaden z nichh nie lezy na osi rzeczywistej, mozemy zauwazyc¢, ze
dla dostatecznie duzego R kontur K obejmie wszystkie punkty osobliwe lezace
w gornej czesci plaszczyzny zespolonej (czyli tej dla ktorej Imz > 0). Mamy
wiec, z twierdzenia o residuach

1im]{ f(z)dz = 27i Z Res(f, zr)
Kgr

R—o
Im 2z, >0

Nalezy podkreslié, ze sumujemy wylacznie po punktach osobliwych lezacych
w gornej polplaszczyznie; czesty blad popelniany przez studentéw polega na
uwzglednianiu wszystkich punktéw osobliwych.

Zatozylismy tez, ze f(z) = 2 8 gdzie p i r sg wielomianami oraz degr >
deg p + 2. Udowodnijmy, ze istnieje oszacowanie:

[Rf(Re")| < M(R),  gdzie  lim M(R) =0

Mamy bowiem, dla p(z) = > p_, arz®, 7(z) = Y1, arz®:
apR"e™ + ... a1 Re't + ag
b, Rmelmt + by Reit 4 by

Qn 1+aiyll%7eli‘+”'+%

by, Rm—n—1 b1 .4 by
m ]. + mee“ + + memeimt

[Rf(Re)| = |R

Ay —
< (o7 1+ anRelit +”'+%
~ by, Rm—n-1 ‘1 N o ) bo
b1n Reit memeimt
jezeli teraz wezme R wystarczajaco duze, aby
_ by — b 1
It | |20 g | Oml 0 o
an Re't a, Rneint b, Relt b, Rmelmt 2m
mamy
Qp—1 ao
1+ — |+t |[———=|<n+1
anRelt aanemt -
T LT D L N
b Relt by, Rmelmt | — 2
a zatem
. a
RIS < 20 +1) || = ar(
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poniewaz zalozyliSmy, ze degr =m > degp+2=n+2mamym—-n—1>1a
zatem faktycznie limp oo M(R) = 0.

Majac to oszacowanie mamy
27

/ﬂ f(Reit)iReitdt’ < /7r |f(Re")R|dt < M(R)dt = 2rM(R) — 0
0 0 0

a zatem .
lim / f(Re)iRe'tdt = 0
0

R—o0

Laczac otrzymane wzory otrzymujemy

/700 f(x)dx = 27 Z Res(f, zx)

Im 2, >0

Zapiszmy twierdzenie:

Twierdzenie:

Jesli f(z) = fgz; gdzie p i r sa wielomianami takimi, ze degr > degp + 2, oraz

wielomian r nie posiada miejsc zerowych na osi rzeczywistej, to to

/OO fz)dz = ZWiZRes(f, 2k)
oo .

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, ze Im z; > 0.

Przyklad. Obliczmy znang catke

< 1
[t
oo L+

Ta caltke akurat tatwo policzy¢ fundamentalnymi metodami:

[t = () [ <5~ ()
—xadr = | arctanx = =——\|\—=) =7
001+x2 T=—00 2 2

Ale sprawdzmy, ze metoda przez residua daje ten sam wynik.
Funkcja f(z) = H% ma dwa punkty osobliwe: i oraz —i. Punkt —i lezy w

dolnej poétptaszczyznie, wiec nas nie interesuje. Mamy wiec

& 1 1
/ ———dzr=27iRes | ——,i | =
oo L+ 22 1+ 22

ol ( i) 1
=27ilim((z —i1)————— | =
i +i)(z—1)
. 1 !
= 27ilim - =2mi— =7
z—iz +1 2i

Otrzymany wynik sie zgadza. Nie wymagal jednak liczenia funkcji pierwotnej,
co w przypadku skomplikowanych funkcji wymiernych jest duzym uproszcze-
niem.
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Wyklad 18: zastosowania calek zespolonych do li-
czenia calek rzeczywistych, czesé 2

Kontynuujac rozpoczeta na poprzednim wyktadzie liste szczegblnych przypad-
kow catek, ktére mozna policzyé metoda przez residua:

Calki [~ g(z)cos(kz)dz i [7_ g(z)sin(kz)dz, gdzie g jest funk-
cja wymierna

Jezeli catki [*_g(x)et*®dx sy zbiezne, mozna za ich pomoca zapisaé calki
7 g(z)cos(kx)dz i 7 g(x) sin(kz)da:

/°° g(z) cos(kx)dx = %/OO (@) dz + % /Oo g(x)e o dz

— 0 —o0

/ g(x)sin(kx)d = / x)e rdr — % / g(x)e *dy
—o0 1/-x

Jesli g(z) jest funkcja, ktoa dla rzeczywistych argumentéw = przyjmuje rze-
czywiste wartosci, mozemy tez zapisaé

/OO g(z) cos(kz)dr = Re /00 g(x)e*de

— 00

/ g(z) sin(kx)dz = Im/ z)elFrdg

Na poprzednim wyktadzie mieli§my wzor

/ flx)dz = hm ( f(z)dz—/ﬂ f(Reit)iReitdt)
Kr 0

gdzie kontur Kp jest brzegiem pétkola o §rodku w 0 i promieniu R potozonego
w gornej poélplaszczyznie plaszczyzny zespolonej. Zastandéwmy sie, czy mozemy
wykorzystaé ten wzor dla funkeji f(z) = g(x)el**, gdzie g jest funkcja wymierna.

Udowodnimy najpierw tzw. lemat Jordana:

Twierdzenie (Lemat Jordana):
Jesli k& > 0, a g(z) jest funkcja taka, ze istnieje funkcja M (R) taka, ze
limp oo M(R) =0

Viz| > R: [g(2)] < M(R)

to dla funkcji f(2) = g(z)el** zachodzi

lim f(z)dz = lim / f(Re")iRe' ' dt = 0

R—=00 J|4|=R,Im >0 R—oo Jg
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Dowdd: Podstawiajac podang posta¢ funkeji f do catki mamy
/ f(ReM)iRe''dt =
0
_ / g(Reit)ekRie“iReitdt _
0

s
— / g(Relt)e—kRsmt+1chostiReltdt
0

/ f(Reit)iReitdt‘ =
0

/ﬂg(Reit)e—kRsint+ichostiReitdt <
0

< /07r |g(Reit)efkRsint+ichos tiReit| dt =
_ /07r ’g(Reit)‘ e kRsintpgy <

< /0 ' M(R)e *sntRdt =

= RM(R) /0 " ekRsintgy

Rozwazmy wiec calke [ e Ffisintqg,

sint = sin(7 — t) mamy

Tr .
/ e—kRsmtdt —
0

/2 T
efkrRsintdt_’_/ efkRsintdt:

/2

0

e—kRsintdt+/ e—kRsin(ﬂ'—s)(_dS) —
/2

Po pierwsze, korzystajac z tego, ze

Il
S— S

/2

/2 ) /2 )
e—kR31ntdt_|_/ e—kRsmst:
0
/2
— 2/ e—kRsintdt
0

Na przedziale t € [0, 7/2] funkcja sint jest wklesta, z czego wynika nier6wnosé
. 2t
sint > —
T

jak widaé tez z wykresu:
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Poniewaz ponadto zalozyliSmy, ze k£ > 0 mamy zatem,

— i — 2t
e kRsint Se kR

a .
/ e—kRsmtdt _
0

/2 )
_ / efkRsmtdt <
0

/2 o
< 2/ e FRT At =
0

a wiec

t=

—T _kR2|'TE
= 27 T —
%R t=0

7T —kR
=m0

Podstawiajac to do wczesniej uzyskanego wyniku otrzymujemy
s
‘ / f(Re“)iRe“dt‘ <
0

SRM(R)/ e_kRSintdtS
0

< %M(R) (1 — e *R) 5 R=e
A zatem .
lim / f(Reif)iReifdt' =0
R—o0 0

co bylo do udowodnienia.

Wracajac do samej catki konturowej, otrzymujemy zatem, ze jesli zatozenia
lematu Jordana sg spelnione, to

/ g(z)e*®dz = lim g(z)e**dz

oo R—o0 Kr
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Przypomnijmy: zalozenia mowia, ze k > 0 i istnieje oszacowanie: dla |z| > R,
lg(2)] < M(R), gdzie limp 0o M(R) = 0. Jezeli g jest funkcja wymierna,

g(z) = 28, to drugie zalozenie jest spelnione gdy degr > degp + 1, czyli gdy

mianownik rosnie z z| szybciej niz licznik.

Podobnie jak na poprzednim wyktadzie, zal6zmy, ze funkcja wymierna g(x)
nie ma osobliwosci na osi rzeczywistej, wszystkie jej punkty osobliwe leza albo
powyzej albo ponizej osi rzeczywistej. Wszystkie punkty lezace powyzej prostej
rzeczywistej zostang objete konturem Kpr dla dostatecznie duzego R, a zatem z
twierdzenia o residuach mamy

/ g(z)e**dz = 27i Z Res(g(2)e'**, z,,) dla k>0

Zn:Im z, >0

Podsumowujac, mamy twierdzenie:

Twierdzenie:
Jesli f(z) = 28 e'** gdzie p i r sa wielomianami takimi, ze degr > degp + 1,
wielomian r nie posiada miejsc zerowych na osi rzeczywistej, oraz k > 0 to to

/:)o f(z)dz = QWiZRes(f, Zn)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
wych funkeji f takich, ze Im z, > 0.

Podkreslmy, ze zalozenie k > 0 jest wazne; bez niego nie mamy nieréwnosci
53 _ 2t . - . . .
e kRsint < o=kRZ Yiore jest konieczne do udowodnienia Lematu Jordana. Jak
wiec zatem policzy¢ calki postaci

/ g(x)e*dx

jesli k < 0?7 Po pierwsze, dla k = 0 jest to przypadek omowiony na poprzednim
wyktadzie; aby mie¢ zbieznos¢ catek, potrzebujemy wtedy degr > degp+ 2, ale
wzor pozostaje ten sam. Jesli natomiast £ < 0 mamy

/ g(z)e*dr = / g(z)e ikzdy

Niech g(z) bedzie funkcja wymierna taka, ze dla x € R zachodzi g(x) = g(x);
otrzymujemy ta funkcje przez sprzezenie zespolone wszystkich wspotczynnikow
w liczniku i mianowniku, nie sprzegamy jednak samej zmiennej z. Mozna ta
funkcje zapisa¢ rowniez jako g(z) = g(z). Mamy wtedy

oo . oo .
/ g(x)e *dy :/ glz)e "R dy

—00 — 00
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Calke ta mozemy mozemy juz policzy¢ powyzszg metoda, poniewaz jesli k < 0,
to —k > 0 a zatem mamy

oo
/ glz)e "R = omi Z Res(g(z)e %%, 2,)
- Zp:Im 2z, >0
a zatem

/ g@)e™ = —2xi 3 Res(g(e)e %, 20)  dlak <0

Zp:Im 2z, >0

Inng metoda na policzenie takich catek jest wziecie innego konturu; zamiast
potkola w gornej poétplaszezyznie nalezy wziaé pétkole w dolnej péiptaszezyznie:

-R R

Przeprowadzajac analogiczne rachunki mozna sie przekonaé, ze dla takiego
konturu lemat Jordana wymaga wtlasnie £ < 0. Ten kontur bedzie obejmo-
watl osobliwosci na dolnej poétptaszezyznie. Trzeba tez zwrocié uwage, ze jesli
przebiegamy taki kontur w kierunku dodatnim (przeciwnym do ruchu wskazo-
wek zegara) to po osi rzeczywistej poruszamy sie od +o0o do —oo, co sowoduje
dodatkowy znak minus w koicowym wzorze, ktéry bedzie miat postac:

(o)
/ g(x)e**dr = —27i E Res(g(2)e™**, z,,) dlak <0
—o0

Zp:Im 2z, <0

Cwiczenia wykladowe 9: zastosowania calek zespo-
lonych do liczenia calek rzeczywistych

Zacznijmy od przyktadu ilustrujacego metode z dzisiejszego wyktadu. Policzmy
catke
°° xsin(2z)
I= —=d
/_Oo wira

X

e xeiZ
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Zaltozenia Lematu Jordana sa spelnione: mamy k = 2 > 0 oraz degr = 4 >
degp = 1. Mamy wiec

Ze2iz
I =Im (27Ti E Res <4_|_47Zn)>
z

Zp:Imzy, >0

Znajdzmy wiec punkty osobliwe funkcji podcatkowej.

A 44=0
& 2t =4 =467
AN \“/Zeiﬁ"‘izlm’ n € {0,1,2,3}
& ze{V2F V2T V2T V2T

& ze{l+i—1+41i-1-i1-i}

Z tych punktéw dwa leza w gornej pédiptaszczyznie: 1 41 oraz —1 + i. Mamy
wiec

e} xei2x ) Zei2z ) ZeiQZ )
/_OO mdm = 2771 (ReS (Z4+4, 1 + 1) + Res (M, —1 + l))

Policzmy te residua. Niech z, € {z0,z1} = {1 +1,—1+1i}. Sa to pierwiastki
jednokrotne mianownika, wiec beda to bieguny pierwszego rzedu calej funkcji.

Mamy zatem
2iz
ze
Res| ——,2, | =
(z4 +4 n)

. (2= zp)2e?*
= lim ————
2—2n 24+ 4

1 (Gt i
Z—2Zn 423

287 4 (2 — 2,)e'%* + (2 — 2,)2ize?*

= lim =
Z2—Zn 423

_0/0,uzywamy tw. de I'Hospitala

ZHGQIZ"

3
4z3

2izy,

e
2
4z2

62120 e2iZ1
I=Im (27— +—-—)) =
m(7”<4%+4ﬁ>)
e

e2i(141) 2i(—1+i)
— Im [ 27i —
m(“(«ruv*«4+ng>
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jest to jeden z tych wynikow, ktore uzyskaé bez uzycia metody przez residua
bytoby bardzo trudno.

Drugie zadanie, ktore zrobimy dzisiaj nie bedzie wykorzystywalo jednego ze
standardowych konturéw, ktére omawiamy ostatnio na wyktadzie:

— €

Zadanie: Catkujac funkcje f(z) = bmf(rim)

po konturze

1 1
—R-35 -R+3

Wyprowadzi¢ wzoér na catke Gaussa ff‘;o o7 .

Nasz kontur catkowania sktada sie z czterech odcinkéw, sparametryzowanych
kolejno wzorami:

o Ki: z(t):tJr%Jrit, te[-R,R

e Ky: z(t) = R+t+iR, te[i —1]

N[

e Ky z(t)=t—3+it, t€[R —R
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¢ Kislt) = ~R+t-iR, te[-4}]
Zacznijmy od krétkich odcinkéw
L= [ f(2dz=

Ki
1

-3 eiw(R+t+iR)2
[ st
1 sin(m(R+t+iR))
1 oim(2iR?+2{(R+iR)+t7) 1
= t
/—é sin(mw(R + t)) cos(miR) + cos(m(R + t)) sin(miR)
e—2mR*+i2mt(R+iR)+imt?
_ dt
/_ sin(m (R + t)) cos(miR) + cos(m(R + t)) sin(wiR)
/ o~ 27 R*+i27t (R+iR)+imt?
gdzie wykorzystane zostaly wzory cos(iz) = coshz, sin(iz) = isinh . Mozemy
wiec oszacowaé modut Is:

sin(m (R + t)) cosh(mR) + icos(m(R + t)) sinh(7R)
o e—27rR2+127rt(R+iR)+i7rt2
< [

; sin(m (R + t)) cosh(mR) + icos(m(R + t)) sinh(7R)

—27rR2—7tR
e
/ T dt =

-

Nl

=

N

dt

|-

=

dt| =

sin? )) cosh?(7R) + cos?(m(R + t)) sinh® (7 R)
727TR277I'tR
/ <
T2 \/sm ) + sinh?(7R)
3 e—27rR2+§R
< ——dt =
- /,; sinh(7R)
2
e 2mR*+3R o~ 27R*+ IR o—2R2-FR
= ] — 2
sinh(m R) 1(e™R —e~7R) 1 —e—27R

gdzie wykorzystano tozsamo$cé

sin? 2 cosh? y + cos? zsinh? y =
= sin? 2(1 + sinh® y) 4 cos® xsinh? y =
= sin? 2 + (sin? z + cos? y) sinh? y =
=sin? 2 + sinh®y
Mamy Cmn
e 3

A 2 e =0
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co dowodzi, ze

Analogiczny dowod mozna przeprowadzi¢ dla catki po odcinku Kjy.

R— o0

R—o00
Pozostaja dtugie odcinki
I = f(z)dz =
K
eiﬂ(t+%+it)2

R
:/;smW@+é+ﬁD

[

oraz

/st

(1+i)dt =

eim (2187 +t+it+])

R
/Ram(wmw+9

(I1+1)dt =
e—2wtzelz im(t+it)
14+i)dt =
cos(m(t + it)) (1+)

—mt? Jim(t+it)

[§] e

i . R
ej(l“rl)/Rmdt:

lf/

727rt 17r(t+1t)

—dt

g cos(m(t +it))

17r(t7 §+1t)

R
“J.

-/,
/.

(I1+1i)dt =
in(m(t — % +it))
e17r(21t2—t it+1)

sin(m(t +it) — 3)

(1+i)dt =
—2mt? im

eT efm(tJrit)

—cos(m(t +it))

e

(141i)dt =

o= 27t o —im(t+it)

R
-t [y

M/

11+I3—1\/>/

M/

A zatem

—27rt2 —17T(t+1t)
—dt

r cos(mw(t+1it))

,27rt 17r(t+it) +efi7r(t+it))
cos( (t+1it))
e=27*9 cos (m(t + it))

(t+it))

dt =

COS
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R
=i2v2 / e 2™ ¢
—R

czyli
lim (I; + I3) = 12\/5/ e 2 4t
R—o0 o

Mamy wiec lacznie

Jim § 7= Jim (1 + L+ T ) =i2VE [ e
oo Ji oo PN
Z drugiej strony, calke ta mozemy policzyé przez residua. Funkcja f(z) =
i7'rz2
67) ma punkty osobliwe tam, gdzie sin(rz) = 0, czyli dla z € Z. Z tych

sin(mz
punktow jednak tylko jeden lezy wewnatrz konturu: z = 0. Mamy wiec

B 2
. B . elﬂ'z
E}gnoo ?{{ f(z)dz = 27miRes (sin(ﬂz)’())

jest to biegun 1-go rzedu (bo z = 0 jest miejscem zerowym pierwszego stopnia

funkcji sin(7z)), wiec

imz?
Res (.e, O) =
sin(7z)

Zeiﬂ'z2
_0/0, korzystamy z tw. de I’'Hospitala

= 1.
paesy sin(7z)

. 2 . . 2
elmz + 21Z2e17rz 1

= lim ———— = —
z—0  wcos(mz) T

czyli
lim j{ f(z)dz =2i
R—oo [

Poréwnujac oba wzory na catke konturowg otrzymujemy

i2v/2 / e 2™t — 94

> —2mt? 1
e dt = —
/_oo V2

Aby otrzymac teraz wzor na catke Gaussa, musimy dokonaé¢ zamiany zmiennych
t = /5=, otrzymujac

/°° —ax? ad 1
e —dr = —
oo 27 V2
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o0
2 T
/ e dr=4/—
o a

Oczywiscie istnieje prostsza metoda na policzenie tej calki (przez zamiane
zmiennych z kartezjanskich na biegunowe na plaszczyznie R?) ale powyzsze za-
danie miato zaprezentowaé, jak nalezy podchodzi¢ do zadan typu ¢atkujac dang
funkcje po danym konturze, obliczy¢ dang caltke".

Wyklad 19: zastosowania calek zespolonych do li-
czenia calek rzeczywistych, czesé 3

Calki [;° g(x)z*dz, gdzie « ¢ Z oraz g jest funkcja wymierna

Kolejny uzyteczny kontur przydatny do catkowania przez residua jest nazywany
dziurkg od klucza i ma postaé

A

Ten kontur uzywany jest do catkowania funkcji, ktore maja ciecie na dodatniej
polosi rzeczywistej, ale poza tym maja tylko skoriczong ilo§¢ punktéw osobli-
wych (konkretne przyktady zostana podane p6zniej). Jest on charakteryzowany
przez trzy parametry: Promien zewnetrznego okregu R, promieri wewnetrznego
okregu r, oraz odstep pomiedzy dwoma odcinkami 2¢. Zawsze jednak bedziemy
rozwazac¢ jedynie granice

lim limr — 0 lim f(z)dz
R—00 e—0t K(R,re€)

W granicy lim._.o staja sie pelnymi okregami, ktére mozemy sparametryzowac
standardowo (z(t) = Reit, t € [0,27] oraz z(t) = re’, t € [0,27]; zwréémy
uwage, ze wewnetrzny okrag jest przebiegany w kierunku zgodnym z ruchem

114



wskazowek zegara, wiec trzeba bedzie zmieni¢ znak calki). Proste odcinki w
granicy staja sie dodatnia poiprosta rzeczywista przebiegana albo od 0 do oo,
albo przeciwnie. Mozemy wiec zapisa¢

lim lim lim fRdz=L+L+1I+1,

R—oor—0e—0+ K(R,r¢)

gdzie

R—oor—0e—0+

I, = lim lim hm/ f(z+1ie)d

/ ( lim f(z+ie))da
0

e—0+
2m
I, = lim f(Re)iRedt

R—o0 /g

0
Is = lim limr — 0 lim/ f(z —ie)dx =

R—o0 e—=0t J o

- [ i s -i)as

Iy = hm/ f(relt)ireltdt =

r—0

= — lim f(re Hire'dt
r—0 0
W calkach I oraz I3 pozostawitlem jawnie lim._, o+, poniewaz, jak zostalo powie-
dziane kontur ten uzywany jest do funkcji majacych ciecie na dodatniej pétosi
rzeczywistej, wiec nie mozemy po prostu zapisaé lim g+ f(z + i€) = f(z) =
lim,_,o+ f(x —i€); granice z obu stron beda rézne, wiec musimy pamietac z kto-
rej strony zblizamy sie do osi rzeczywistej, aby policzy¢ wartosé tych calek.

Jedna z prostszych funkcji ktére spetniaja warunek posiadania ciecia na pét-
osi rzeczywistej, a poza tym maja skonczong liczbe osobliwos$ci sa funkcje postaci

gdzie o ¢ Z, a g(z) = E g jest funkcja wymierna. Zalézmy tez, ze g(z) nie
posiada osobliwosci na dodatniej potosi rzeczywistej. Dla takich funkcji mamy

hm flz+ie) = g(z hm ( +ie)* =

1 i
9(z Solg})(fve )" =

(@)
(x)
g(x)z® lim e¥®
9(x)
9(x)

©—0
= g(z)z®
lim f(x —ie) = g(x) lim (x —1 =
e—0t f( 6) e~>0+( 6)
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A zatem
oo
L :/ g(x)z“dx
0

Is = —eiQ’TO‘/ g(z)z*dx
0

Musimy jeszcze upewnié sie, ze catka fooo g(x)z*dx jest zbiezna. Dla g(z) = %

niech n = degp = n oraz degq = m, czyli p(x) = po + p1x + ...pra™ oraz
q(x) = g + gz + ... qgnx™, gdzie p, # 0 oraz q,, # 0. Zalozmy, tez ze
p(0) = po # 0 oraz ¢(0) = go # 0; gdyby tak nie bylo, to z p i ¢ mozna by
wyciagnaé czynniki x i wcielié¢ go to czynnika x®, wiec nie tracimy na ogélnosci
czyniac to zalozenie.

W takim przypadku, dla matych x mamy

o _ Potpirt ... paz” po Do a

(1+O(=))
G +qr+...gpr™ qo

g(x)x
czyli calka [ g(z)z®dx jest zbiezna w 0 wtedy i tylko wtedy gdy catka [z*dx
jest zbiezna w 0, co ma miejsce dla
oa>—1
Z kolei dla duzych x mamy

a _ Po +P1$+-~-Pn5ﬂn 7% — pinanrnfm
Qo +q@x+...gnx™ dm

g(x)x (1+0@E™)

czyli calka [ g(z)z“dx jest zbiezna w oo wtedy i tylko wtedy gdy catka [ z**t"~™dz
jest zbiezna w 0, co ma miejsce dla

a+n—m<—1

Oba powyzsze warunki musza byé¢ spelnione, aby calka fooo g(z)x*dz byta
zbiezna.

Przyjrzyjmy sie teraz catkom I i I,. Podobnie jak wyzej, dla duzych |z|
mamy

n
2y = 2O i 2o = Erjotnom (1+0(=")
Qo+ qaz+...qmz™ qm,
czyli dla dostatecznie duzych |z| istnieje stata C taka, ze:

[f(2)] < Clef*Tmmm
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a zatem dla dostatecznie duzych R mamy

27

f(Reit)iReitdt’ <
0

2m
S/ | f(Re")iRe! | dt =
0

2m
:R/O |f(Re™)|dt <

27
<R CRT" ™At =
0
S 27TOR1+a+n7m

Poniewaz jednak, by mie¢ zbiezno$é¢ calki fooo g(z)x*dx musieliSmy zalozy¢, ze
a+n—m < —1 mamy

lim R'fetn—m —
R—o0

a zatem
27

I, = lim f(Re")iRedt = 0

R—o0 /o

Podobnie jest z I,; dla dostatecznie matych |z| mamy

If(2)] =

P01+ 0()| < Claf
0

a zatem

27

f(reit)ireitdt‘ <
0

< r/% ‘f(reitﬂdt <
0

27
< 7"/ Crodt =
0

< 2rCrite
Poniewaz oo > —1 to
lim r1t* =0
r—0
a zatem
27 ) )
I, = — lim f(re)ire'*dt = 0
r—0 0
Podsumowujac, mamy
lim limr — 0 lim f(z)dz =
R—o00 e—0Tt K(R,re)

=L+ L+ L+ =
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= / g(x)z*dx + 0 — 2™ / g(x)zdz +0 =
0 0

=(1- eizm‘) /OOO g(z)x*dx

Z drugiej strony, catke ta mozemy policzy¢ przez residua. Jezeli wezme do-
statecznie mate r i € oraz dostatecznie duze R, kontur obejmie wszystkie punkty
osobliwe funkcji g(z) (przypominam, zalozyliémy, ze funkcja g ma skoriczenie
wiele punktéw osobliwych, i zaden z nich nie lezy na dodatniej poétosi rzeczywi-
stej). Mamy zatem

lim limr — 0 lim f(z)dz = 27riZRes(g(z)zo‘, Zk)
Zk

R—o0 e—0t K(R,re€)

Poréwnujac oba wzory otrzymujemy
(1- ei2m)/ g(x)z*dz = ZWiZRes(g(z)za, Zk)
0 P
czyli
o0 2 :
/0 R Z Res(g(2)=", 21)

Zauwazajac jeszcze, ze mozemy zapisac

e

1— elZTra — _ 17Ta(el7ra —e

TImey — _9ie™ sin(ma)

powyzszy wynik mozna zapisa¢ jako

[e%S) ) -
Oéd — -t R [0
/0 g(z)z*dx e P gk es(g(2)z%, zx)

Jak wida¢ potrzebujemy « ¢ Z aby sin(wa) # 0, i nie bylo dzielenia przez 0.
Zapiszmy twierdzenie:

Twierdzenie:

Niech p i ¢ beda wielomianami takimi, ze p(0) # 0 # ¢(0), wielomian ¢ nie
posiada miejsc zerowych na dodatniej polosi rzeczywistej. Niech o ¢ Z, —1 <
a < —1 —degp + degq. Niech f(z) = 28 2%, z cieciem na dodatniej potosi

rzeczywistej. Wtedy

p(z) —i 7
ad — 1T R
/0 x%dx e - gk es(f, zk)

q(x)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
p(z)

wych funkcji i)

Przyktad zostanie policzony na ¢wiczeniach wyktadowych.
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Calki [ g(x)dz, gdzie g jest funkcja wymierna

Mozna jeszcze zauwazy¢, ze dla funkcji wymiernej g(z), przy zalozeniu, ze catka
fooo g(z)dz jest zbiezna, mozna ja zapisa¢ jako

/ g(z)dz = lim g(z)x*dx
0

a—0 0

A catke z prawej strony mozna juz liczy¢ ze wzoru przedstawionego powyzej.
Mamy wiec

= lim (iZReS(g(z)Za,Zk)>

a—0

Pozwala to policzy¢ calki fooo g(z)dz, mimo ze twierdzenie powyzej wymaga
obecnosci czynnik 2 7z « ¢ Z.

Jest tez inny sposoéb na policzenie takich calek, bezposrednio z metody cal-
kowania przez residua. Polega on na wycatkowaniu funkcji

f(z) = g(2)Inz

po dziurce od klucza.
Jak poprzednio, mamy

lim lim lim fdz=L+L+I3+14

R—ocor—0e—0+ K(R,r€)

gdzie

o
I, = lim limr — 0 lim / f(z+ie)dx =
0

R—o0 e—0*t

/OC( lim f(z +ie))da
0

e—0t
2m . .
I, = lim f(Re™)iRe™dt

R—o0 0

0
I3y = lim limr — 0 lim / f(z —ie)dx =

R— o0 =0t Jo

_/000( lim f(z —ie))dx

e—0+
O . .
Iy =lim [ f(re")iredt =

r—0 o
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27
= — lim f(relt)iretdt

r—0 0

Poniewaz

lim f(zx+ie) =

e—0t

lim (Inz + ip) =
p—0

A zatem

Il—|—13:/ g(x) lnxdx—/ g(x)(lnx+27ri)dx=—27ri/ g(z)dx
0

0 0

Przy zatozeniu, ze g(x) = %, gdzie ¢(0) # 0, n = degp, m = deggq, oraz

¢(x) nie ma pierwiastkow na dodatniej polosi rzeczywistej, catka fooo g(z)dx
jest zbiezna gdy m > n + 1. Mamy w tym przypadku

|[f(Re')| =

= |g(Re'")| | In R +it| <

< |g(Reit)| | InR+ 27Ti| Sdla dostatecznie duzych R
<CR"™.2InR=2CR" ™InR |f(re!)| =
= |g(re')| | Inr +it| <

< |g(Reit)| | Inr+ 27Ti| Sdla dostatecznie matych r

< C-2|lnr|=2C|Inr|

A zatem

2m

f(Reit)iReitdt’ <dla dostatecznie duzych R
) >

< AnCRY™"™" ™InR
27

f(’f’eit)i’f’eitdt’ <d1a dostatecznie malych r
) >
< AnxCr|lnr|
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Skorom >n+1,to 1+n—m <0 wiec

InR R Ritn—m
lim R ™R = lim ——— =" 1i = lim ——
Rl—I>noc . R1—r>noo Rm—n—1 Rl—I>noo (m —-n — ]_)Rmfan Rl—I>noo m-—n—1
. . o Inr 5o r1 .
limrlnr = lim — =" lim = lim(—r) =0
r—0 r—07r— r—0 —r— r—0
Z czego wynika, ze
2m ) )
Iy = lim f(ReM)iRedt =0
R—o0 J
27
I, = — 1 ity:,., it —
4 lim ; f(re®)ire*dt =0
Mamy wiec w sumie
lim limr — 0 lim g(z)Inzdz = —27ri/ g(z)dx
R—o0 e—0T K(R,r€) 0

Z drugiej strony, liczac ta catke przez residua mamy

lim limr — 0 lim g(z)Inzdz = QWiZ Res(g(z) In z, zx)

R—o0 e—0t K(R,re) .

gdzie sumujemy po wszystkich miejscach zerowych funkcji g (bo zalozylismy, ze
zadne z nich nie lezy na dodatniej polosi rzeczywistej). Poréwnujac te wzory
otrzymujemy

/0OO g(x)dr = — ZRes(g(z) Inz,z)

Podsumujmy to w formie twierdzenia:

Twierdzenie:

Niech p i ¢ beda wielomianami takimi, ze wielomian g nie posiada miejsc zero-
wych na dodatuniej potosi rzeczywistej (lacznie z zerem), oraz degq > 1+ degp.
Niech f(z) = 2(2) 1 2, 7 cieciem na dodatniej polosi rzeczywistej. Wtedy

“a(?)
/000 p(I;dx =— ZRes(f, 2k)

q(x

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
p(z)
q(z) "

wych funkcji

Dobrze jest w tym miejscu podkresli¢, ze cho¢ ostatecznie otrzymujemy wzor
na caltke z funkcji wymiernej g(x) = %, to po konturze zespolonym catkujemy
funkcje g(z) In z, i to tej funkeji residua musimy liczy¢. Liczenie residuéw samej

funkcji g(2) jest czestym bledem wsrod studentow.
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Cwiczenia wykladowe 10: zastosowania calek ze-
spolonych do liczenia calek rzeczywistych, czesé¢ 2

Zacznijmy od przyktadéw na wzory przedstawione na ostatnim wyktadzie. Po-
liczmy najpierw catke
o0 \/'%

0 T2+x+1

/0C><> zgzixo‘dx

gdzie p(x) = 1, q(x) = ﬁ, o = . Na wykladzie pojawil si¢ twierdzenie na
liczenie takich catek tej postaci, ale zeby z niego skorzystaé, musimy sprawdzié
zalozenia. ZnajdZzmy najpierw miejsca zerowe q:

dx

Jest to catka postaci

Z4+241=0 o
@(z+%)2+g=0 N
1 3
slty) =] ®
®Z+%=ii§ N
@zz—%ii?
Niech 2z :—%4—1? :ei%’r,@:_%_i§ AL

e p(0) # 0 # q(0); spelnione: mamy p(0) = ¢(0) =1#£0

e ¢ nie ma miejsc zerowych na dodatniej polosi rzeczywistej; spelnione:
miejsca zerowe ¢ leza poza prosta rzeczywista,

e a ¢ 7; spelnione: mamy a = % ¢ 7

e —1 < a< —1—degp + degq; spelnione: mamy degp = 0, deggq = 2,
-1<3<1=-1-0+2

Zalozenia twierdzenia sa spelnione, mozemy wiec skorzystaé ze wzoru

Oop(x) feY _ _ —ima 71' . M oY
/0 —z%zr = —e Sjﬂﬁ@ZRes(q(z)z ) 2k

q(z) Zk

Mamy 22 + 2z + 1= (2 — 21)(z — 22), wiec

z

23 3
_— = 1. — _— =
Res ((z—zl (z—zg)’zl> zgrzll(z Zl)(z—zl (z — 22)
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L 1
5 2
22 2

= lim = =
2721 2 — 29 21 — 22
()2 ¢iF

=A TiA

1 1+4iv3 V3B

B 2 23

Podobnie
2 2
Res ((z —21)(z — 22)’ ZQ) - zILHJQ(Z ) (z—21)(z — 22) -
1 1

= lim z % =
Zoz 2 — 21 2 — 21
(€5)z  oF

=5/ " Ts

1 —1+4i1V3  —V3-i
B2 2B

Podkredle tu, ze nalezy by¢ ostroznym jak liczymy potegi zj. twierdzenie wy-

maga, aby ciecie z® byto na dodatniej potlosi rzeczywistej, co oznacza, ze musimy

zapisa¢ bieguny w postaci z = re'?, gdzie ¢ € (0, 27), aby skorzysltaé Z€ WZOoru

(rel?)® = rel®?_ Choé¢ wiec mogliby§my napisac zo = e 15 to 27 # e 715,
Wracajac do obliczei. Mamy

ZR(SE?) S ok ¥ ek

2V/3 2V/3 V3

wiec

o) _3 —]
J e L
o q() sin 5 /3

Jako drugi przyktad, policzmy

> 1
/0 EESEED T

Mozna ta catke policzy¢ bez uzycia liczb zespolonych, wykonujac rozktad na
utamki proste:

1 1 1 1 1 1

(x+1)(z+2)(x+3) 7§x+17x+2+§x+3

1 1 1 1 (@4 D(x+3)
/ DTS dz = 3 1n(x+1)—1n(x+2)+§ In(z+3)+C = 3 In w2

+C
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o (@+1)(z+2)(z+3) 2 (x +2)2 v—0

o 1. 224+4x+3 1. 3
=lm —-h——— —Z-ln- =
o002 244z +4 24
im 1+44 3 L4
= lim =1In —In=- =
r—00 2 1+%—|—l% 2 3
1 4 1. 4
=-Inl+-ln-=-In-
2 2 3 2 3

Sprawdzmy jednak réowniez dwie metody przedstawione na wyktadzie.
Pierwsza polegala na policzeniu
o0 (0%
lim x dx
a=0Jo (z+1)(z+2)(z+3)

mamy p(x) =1, g(z) = (x + 1)(z + 2)(z + 3). Sprawdzajac zalozenia:
e p(0) # 0 # ¢(0); spelnione: mamy p(0) =1, ¢(0) =6

e ¢ nie ma miejsc zerowych na dodatniej polosi rzeczywistej; spelnione:
miejsca zerowe q to 21 = —1, 20 = =21 23 = —3

e o ¢ 7Z; spelnione: ostatecznie bedziemy liczyé granice o — 0, ale przed
wykonaniem tej granicy o ¢ Z

e -1 < a< —1—degp+ deggq; spelnione: mamy degp = 0, degq = 3,
co daje warunek —1 < «a < 2; jezeli « — 0, to « bedzie spelnialo ten
warunek

Zalozenia sg spelnione, mozemy wiec skorzystaé¢ ze wzoru. Liczymy wiec resi-
dua:

Z(X

Res <(z+1)(z+2)(z+3)’_1) =
- z£@1(z+1)(2+1)(2+2)(z+3) -
B T

-nH* 1 1,
— ( ) — 7(6171')& — _elam

1-2 2

Za

Res <(z+ 1)(2+2)(z+3)’_2) =
=G ) G e e -

(o3

lim ———
522 (z+ 1)(2 +3)
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—9)a ) )
( ) (2el7T)Oé — _QOLGIOLTF

T 11
ZQ
Res ,—3 | =
((z+1)(z+2)(z+3) )
Za
= lim (z+3 =
A ) e 1)
P
=3 (24 D) (2+2)
(—3)~ 1, . 1.,
— :7317T0f:73a10471'
(o) 2T =g
Mamy wiec
/oo & de — 76'71017&/T eiom' B 2aeiaﬂ' N 3aeia7r _ 7T(—]. + 20 _ 304)
o (z+1)(x+2)(z+3) sin am 2 2 2sin T
oo :I/,Ot
lim dz =
aao/o (x+1)(x+2)(x+3)
B CIEE I D
a—0 2sin o
m(2In2-2* —1n3 - 3%)
= lim =
a—0 21 cos T
7(2In2-In3) 1 4
=t Y T p=
27 2 3
gdzie wykorzystano réwnosé %z”‘ = %e”‘ Iz — Inger™® = Ingzaz®. Jak wi-

dzimy, wynik jest tak sam jak uzywajac oryginalnej metody.

Ostatnia metoda polega na wykorzystaniu caltki konturowej z funkcji W’W

i odpowiedniego twierdzenia. Sprawdzmy zalozenia twierdzenia

e ¢ nie ma miejsc zerowych na dodatniej pétosi rzeczywistej; spelnione:
miejsca zerowe q to 21 = —1, 20 = =21 23 = —3

e degq > 1+ degp; spelnione: mamy degp =0,degg=3,3>1+0

Mamy wzoér

> 1 Inz
| <x+1><x+2><x+3>d“‘%;Res(<z+1><z+2><z+s>’“>

Liczymy wiec residua:

Inz . Inz
Res <(z F1)(z+2)(z+ 3)’_1> =M D ez e

Inz

= 1.
501 (2 +2)(2 +3)
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1-2 2 2
Inz . Inz _
fes (<z+1><z+2><z+3>"2> = ) e o)
Inz

= ey
_ In(-2)

= = —In(2e") = —(In2 + i)

Inz . Inz
fRes (<z+ 1><z+2><z+3>’3> = e e e
. Inz
zl—l>n—l3m

In(— 1 : 1
= In(=3) =3 In(3e'™) = 5(1113 + i)

—2-(-1)
Zatem
/OO ! d (1' (12+')+1(13+'))
r=— | zir — (In i) + =(In i) | =
o (z+1)(x+2)(z+3) 2 2
:ln2—11n3:11né
2 2 3

Wyklad 20: zastosowania calek zespolonych do li-
czenia calek rzeczywistych, czesé 4

Calki fooog(cc) In" zdx, gdzie n € N oraz g jest funkcjg wy-
mierng

Jak bylo pokazane na poprzednich wykladzie, catkowanie funkcji g(z)z* po
dziurce od klucza pozwala obliczy¢ caltke fooo g(z)x*dz. Jednak catkowanie
funkcji g(z)Inz po tym konturze pozwala jedynie policzy¢ catke fooo g(x)dz.
Jak wiec policzy¢ catke fooo g(x)Inzdz? Przedstawie dwa sposoby.

Pierwszy sposéb polega na wykorzystaniu réwnosci

Mamy wiec

a=0

co, przy zalozeniu ze obie calki wystepujace we wzorze ponizej sa zbiezne, daje

- [ stamate= (& [ sorenas)
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Calke po prawej stronie mozemy juz policzy¢ wykorzystujac metode przedsta-
wiong na poprzednim wykladzie.

Drugi sposob polega na catkowaniu po dziurce od klucza funkeji g(2) In? 2.
Zauwazmy, ze dla £ > 0 mamy

lim In?(z —i€) = (Inz + 27i)? = In* z + 4wilnz — 47>
e—0t

Mamy wiec

lim lim lim g2)Inzdz =1 + L+ s+ 14
R—oo r—0e—0+ K(R,rc)

gdzie

oo
L= / g(x) In® zdx
0

2w

I = lim g(Re'")(In R + it) iRel*dt
R—o0 /g
I =— / g(z)(In? z + 4milnz — 47%)dz
0
2m 9
T it )2 it
I, = }1_1% ; g(re™)(Inr + it) “ire'dt

Jezeli wiec calki I i I znikaja w granicy R — oo, 7 — 0 (na co warunki sa takie
same jak w przypadku catki fK(R re) 9(2) In zdz; dowod tego faktu juz pomine,
poniewaz jest analogiczny do tamtego przypadku), otrzymujemy

lim lim lim g(z)In? zdz = 747ri/ g(z) Inxdx + 47r2/ g(z)dx
0 0

R—ocor—0e—0+ K(R,r,e)

lewsg strone otrzymujemy z twierdzenia o residuach

lim lim li In?zdz=27i) R In?

Poréwnujac powyzsze rownosci, otrzymujemy
(o] o0
ZRes(g(z) In?z, z) = —2/ g(x)Inzdr — 27ri/ g(x)dx
o 0 0

Jesli wiec funkcja g jest funkcja wymierna o rzeczywistych wspotezynnikach,

mamy
/ g(x)Inzdr = —%Re <Z Res(g(2) In® 2, zk)>
0 -

Zapisujac to w formie twierdzenia:
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Twierdzenie:

Niech p i ¢ beda wielomianami o wspoélczynnikach rzeczywistych takimi, ze wie-
lomian ¢ nie posiada miejsc zerowych na dodatniej pétosi rzeczywistej (racznie
z zerem), oraz degq > 1+ degp. Niech f(z) = 58 In? 2, z cieciem na dodatniej

polosi rzeczywistej. Wtedy

o 1
/O p(z) Inzdx = —§Re <; Res(f, Zk))

q(z)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-

i p(2)
wych funkecji i)

Mamy tez przy okazji nowy wzor na [, g(z)da:

/000 g(x)dzr = —%Im (Z Res(g(z)In? z, zk)>

Nawet jesli g(x) jest funkcja wymierna o wspotczynnikach zespolonych (np.
g(z) = ﬁ), wciaz mamy

oo 1 ) ) oo
/0 g(x)Inzdr = —3 ;Res(g(z) In®z, z) — 1/0 g(x)dx

W tym przypadku musimy jednak najpierw policzy¢ fooo g(x)dx uzywajac weze-
$niej przedstawionych metod.

Zauwazmy, ze powyzsze metody mozna uogolnic na licznie catek fooo g(z) In" zdx,
n € N. Aby uogdélni¢ pierwszg metode, zauwazmy, ze

(5e")
Inz={=—x
da™ 0

/0 g(z)In" zdx = <ddoz”/0 g(x)xadx>

Druga metoda wykorzytuje catke konturowa po dziurce od klucza z funkcji
g(z)In"™! 2. Poniewaz mamy, dla x>0:

A zatem

a=0

lim In" ™ (z —i€) = (Inz 4 27i)" ! =

e—0t
n+1
1
_ Z (TL + >(27ri)n+l—m lnm T =
m=0 m
n—1 TL+1
=In" "z 4+ 2n(n + Di(lnz)" + Z ( )(2771)"“_’” In™ 2z

m
m=0
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Z czego (przy identycznych zalozeniach odnosnie funkcji g jak poprzednio), ze

lim lim lim g(z)In" ! 2dz =
R—ocor—0e—0+ K(R,’I",E)

= / g(x) In" " zdx — / g(z)(Inz + 27ri)n de =
0 0

— on(n+ 1)1/000 g(@)(Inz)"de — ni (” 1

m
m=0

)(27ri)”+1_m/ g(x)In™ xdx
0
Liczac ta caltke konturowa z twierdzenia o residuach otrzymujemy

—2m(n+ 1)i/ooog($)(lnx)”dx - il (” +1

m=0

) (2mi)nHimm /O h g(z)In™ xdx =

m

= 2ri Z Res(g(z) In" 2, 2;)

czyli
*° 1
/0 g(x)(Inz)"dx = e} ;Res(g(z) In"*tt 2, 2)+
n—1
1 n+1 S\n—m > m
_TH-IMZ_O( m )(27r1) /0 g(z) In™ zdx

Ta metoda opiera sie na rekurencji; aby policzy¢ catke fooo g(x)(In z)"™dx musimy
zna¢ najpierw catki [ g(z)(Inz)™dz dlam <n — 1.

Calki fabg(x)(:v —a)*(b—x)dx gdzie o, 3 ¢ Z, a + B € Z

To bedzie juz ostatnia klasa funkcji, ktorych calki liczy sie za pomoca standar-
dowych konturéw zespolonych, i ktére oméwimy na wyktadzie. Rozwazmy catke
postaci

b
I:/ g(z)(z — a)®(b—z)’dx

gdzie a,b € R, a < b, o + § € Z oraz g jest funkcja wymierna. Aby calka
byla zbiezna, musimy zalozyé¢, ze funkcja g nie ma ona osobliwosci wewnatrz
odcinka (a,b). Bez starty ogélnosci mozemy tez zalozy¢, ze na koricach odcinka
(w punktach a i b) funkcja g nie ma biegunéw ani miejsc zerowych; gdyby jakies
miata, mozemy je usunaé¢ z funkcji g przez wyciagniecie z niej odpowiednich
czynnikow (z —a)™ lub (b— x)", ktore te czynniki mozemy nastepnie wcieli¢ do
(z —a)® lub (b — x)®. Zacznijmy od spostrzezenia, ze mozna ja zapisa¢ jako

Iz/abg@:)(b—x)a*ﬁ (=2) -
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gdzie n = a + (. Bedziemy oznaczaé¢ g(x)(b — z)"” = h(zx).

Podam dwie metody na liczenie takich calek. W pierwszej metodzie doko-
nujemy podstawienia

T —a
&= b—=x
czyli, co tatwo sprawdzi¢,
&b+a
Tr =
E+1

Jezeli x € (a,b) to przy tym przeksztalceniu £ € (0,00). Mamy tez

b—a

Calka I przy tym przeksztalceniu przyjmuje wiec postaé
&b+ a> b—a /°°
I:/ h( ' dz = u(z)zdx
0 £+1 (€+1)? 0 (@)

o -t (1)

Jesli h jest funkcjg wymierng, to u rowniez jest funkcja wymierng; a zatem, przy
zalozeniu ze calka ta jest odpowiednio zbiezna, mozna ja policzy¢ wykorzystujac
kontur dziurke od klucza.

gdzie

Druga metoda wykorzystuje nowy kontur, tzw. kosé:

m . ”
uw
Kontur ten sparametryzowany jest poprzez polozenia §rodkéw dwoch okregdw

(a oraz b), promien r oraz odstep pomiedzy odcinkami 2¢. Bedzie nas interso-
watla granica r — 0, € — 0.
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Bedziemy po tym konturze catkowaé funkcje

fo =) (222)

gdzie ciecie funkcji potegowej jest wybrane na dodatniej poélosi rzeczywistej;
oznacza to, ze funkcja f ma ciecie tam, gdzie

Tr—a

b—x

R,

Rozwiazujac ten warunek otrzymujemy

r—a

b—x

3t>0:x:tb+a
t+1

tb
:CE{ +a:t>0}
t+1

x € (a,b)

dt>0: =t

czyli funkcja f ma ciecie na odcinku pomiedzy punktami a i b; niezaleznie od
parametréw r i € konturu, odcinek ten zawiera sie w calo$ci w obszarze ograni-

czonym konturem; co jest wazne nie przecina konturu, wiec funkcja f jest ciagla
na konturze.

Caly kontur sktada sie z dwoch odcinkéw i dwoch okregéw, sparametryzo-
wanych przez

z1(x) =t +1ie w granicy ¢ zmienia sie od a do b
25(t) = b —re't w granicy ¢ zmienia si¢ od +m do —m
z3(t) =t —ie w granicy ¢ zmienia sie od b do a
24(t) = a + re't w granicy ¢ zmienia sie od 27 do 0

Mamy roéwniez, dla « € (a,b):

-y (g oey

_ lim ((x—a)(b—$)+ie(b—a)—62>"‘: {6:( e(b— a)

(b—x)2+ ¢ b— 1)+ €2
r—a “ r—a\"
5g(r)l+<b—x+1) (b—x)
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- () -

. r—a . a: r—a\" o
_513(?+<b—13 16) (b—x) ¢

A zatem calke konturowa mozna (po wykonaniu granic r — 0, € — 0) zapisac
jako:

«
zZ—a
lim i h dz=L+L+I+]1

I :/abh(x) (z:;‘)adle

Jp ity « '
I, =— lin(lJ h(b+ re't) <(b+re)a> ire''dt =
T— s

gdzie

b— (b+reit)
- . b— i\ >
=—lim [ h(b+ret) (‘“Ltre) ireitdt =
r—=0 ). —re!
= —ilim h(b+re") (—r — (b— a)e*it)a ri=eeltdt
r—0

—T

@ r—a\” .
I = 2mad —_
3 /b h(zx) (b—x) e dx
b o e )
_ _e2wail h(x) <Z_;l> de = _6271'(11[

Iy = lim - h(a + re') 7@ tret) —a)" ireftdt =
150 " b— (a+reit) N
- reit

[0
= lim h(a + re') <blt) ireldt =
—a—re

r—0 .

_ g e [ ity (_ el T it
= 1}1_r)r%)r /_ﬂh(a—&—re)( r+(b—a)e™™) "e'dt

Zakladamy tu, ze funkcja h nie ma osobliwosci na odcinku (a, b), czyli ze mo-
zemy zapisaé lime — Oh(z + ie) = .

Przyjrzyjmy sie I, oraz I, blizej. Mamy

I = —i/ (}1_1}% T h(b + reit)) (—(b— a)e_it)a elldt =
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=—i /:T (lim rh(b + reit)> ((b - a)ei(”*t)yl elldt =

r—0

= —i(b— a)a/ (lim r1=n(b + reit)) ele(m=telt gy

_p \r—=0

I = —i/ (lim rteh(a + re“)) ((b—a)e ™) “eitdt =

r—0
0 . . .
= —i(b—a)™® / (lim rTh(a + re‘t)) el®teltdt
—r r—0
Jezeli wiec zalozymy, ze

lim r'=h(b+ re'’) = 0

r—0

oraz
lim 7' *h(a + re'’) = 0
r—0

to

Przypomnijmy, mamy
h(z) = (b—2)"g(2)

gdzie n = a + B € Z, a funkcja g nie ma miejsc zerowych ani biegunéw w
punktach a i b, czyli g(a) oraz g(b) sa skoniczone i rézne od 0. Mamy wowczas

. -« ity 1 l—a(_ . it\n it _
}13(1)7“ h(b—l—re)—ilg%r (—re)"u(b 4 re®)
= u(b)e™ (—=1)" lim r*t"—e
r—0
lim 7' *h(a + re’) = lim r' (b — a — re')"u(a + re') =
r—0 r—0

=u(a)(b—a)" ll_rf(l) plte

Aby wiec mie¢

lim ,rlfozh(b + reit) — hr%,,,lJrah(a + reit) =0
r—

r—0
potrzebujemy
l+n—a=14+8>0
1+a>0
czyli
a,B>—1

Przy tych zalozeniach mamy

lim lim h(z) (Z — a> dz =
r—0e—0+t K(re) b—=z
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= (1 — 2™ /abh(x) (i_;L)adw =
b
= (=) [ o) =) (b - 2)’ds

7 drugiej strony mozemy uzy¢ twierdzenia o residuach by policzy¢ ta catke
konturowa. Nie mozemy jednak uzy¢ osobliwosci wewnatrz konturu: osobliwo§é
wewnatrz konturu jest cieciem, a twierdzenie zaklada, ze wewnatrz konturu
funkcja jest holomorficzna za wyjatkiem skorniczonej liczby punktéw. Zamiast
tego, musimy uzy¢ osobliwosci na zewnatrz konturu - wliczajac w to residuum
w nieskoriczonoéci. Mamy

lim lim h(z) (Z — a) dz =
r—0e—0t K(re) b—=z

= (=1)%- 2ri (;Res<h(2) (’Z:Z)a ,Zk) +ReS(h(Z) (i::)a’oo)>

Dwa czynniki —1, ktére sie kasuja, biora sie z tego, ze z po pierwsze uzywamy
biegunéw na zewnatrz konturu, a po drugie, kontur, tak jak zostal narysowany,
jest obiegany w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, czyli w kierunku
ujemnym.

Poréwnujac oba wzory, i wykorzystujac rownosé

27 —me 1T

1—e2mai sin(ma)

otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie:

Niech a,b € R, a < b. Niech g beda funkcja wymierna nie posiadajaca oso-
bliwosci na odcinku [a, b] oraz nie posiadajaca miejsc zerowych w punktach a
i b. Niech a,f € R\ Z spehiaja warunki o + § € Z, o, > —1. Niech
f(2) = g(2)(b— 2)*TF(5=2)~, gdzie cigcie funkcji potegowe] jest na dodatniej
polosi rzeczywistej (czyli funkcja f ma ciecie na odcinku (a,b)). Wtedy

—imTa

b —7e
/ g(z)(z —a)*(b—2z)Pde = ——— <Z Res(f, z;) + Res(f, oo))

sin(ra)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa sie po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji g.

Wyktlad 21: Faktoryzacja Weierstrassa

Na zakonczenie tego dziatu (analizy zespolonej) chciatbym jeszcze przedstawié
pare wzoréw ktére wyprowadza sie przy uzyciu metod analizy zespolonej, ale
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czesto znajduja zastosowanie w innych dziatach.

Zacznijmy od przypomnienia podstawowego twierdzenia algebry, ktére mowi,
ze kazdy wielomian o wspoétczynnikach zespolonych ma pierwiastek na ptasz-
czyznie zespolonej. Konsekwencja tego twierdzenia jest gwarancja, ze kazdy
wielomian mozna zapisa¢ w postaci

w(z)=a(z —2z1)" (2 — 22)" ... (2 — z)"™*

gdzie z; sa pierwiastkami tego wielomianu, a n; € N sg krotnosciami tych pier-
wiastkow. Dalej wynika z tego, ze kazdy wielomian jest jednoznacznie wyzna-
czony z doktadnosciag do statej multiplikatywnej przez swoje miejsca zerowe i ich
krotnosci. Moze pojawié sie pytanie, czy w podobny sposéb mozna wyznaczaé
inne funkcje zespolone.

Niestety, w ogolnosci jest to niemozliwe. Na przyktad funkcje h(z) = e9(2),
gdzie g(z) jest dowolna funkcja holomorficzna na calej plaszczyznie zespolonej,
jest sama funkcjg holomorficzng na catej ptaszczyznie zespolonej, i na dodatek
nie posiada zadnych miejsc zerowych (bo funkcja wykladnicza nigdy sie nie
zeruje, nawet dla zespolonych argumentéw). Oznacza to, ze jesli rozwazamy
dowolne funkcje holomorficzne, a nie tylko wielomiany, to podajac jej miejsca
zerowe 1 krotnosci funkcji mozemy okresli¢ funkcje co najwyzej z doktadnoscia
do czynnika e9(?),

Istnieja jednak przypadki, gdy ten czynnik jest znany. Zdefiniujmy funkcje

_ZH( ngﬂz)

S(z) = lim Sy(z)

N—o00

_ZH( nW)

(przypomnienie: [] oznacza iloczyn podanych czynnikow). Poki co zakladamy,
ze ta granica istnieje, ale zamierzam to udowodni¢. Zauwazmy, ze dla kazdego
k € Z mamy Sy(km) =0 dla N > |k| Zatem w szczegdlnosci

czyli

gdzie

lim SN(]CTI') =0
N—o0

S(km) =0

A zatem funkcja S ma miejsca zerowe w punktach zp = kw, kK € Z. Znamy
juz jedna funkcje o tej wlasnosci, funkcje sinus. I faktycznie, okazuje sie, ze

S(z) = sin z, czyli
smz—zH ( n27r2)
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jest to tak zwana faktoryzacja Weierstrassa. Udowodnijmy ten wzor.

Zacznijmy od udowodnienia, ze nieskonczony iloczyn ktéry wypisaliSmy po-
wyzej jest w ogole dobrze zdefiniowany, czyli ze granica N — oo istnieje dla
dowolnego z (a nie tylko dla z, = k).

Rozwazmy |z| < R gdzie R jest dowolng liczba dodatnia. Wykorzystujac osza-
cowanie
14+z<e” dlaxeR

mozemy otrzymac oszacowanie

22 |2|? 1212 R
1_ ~ ].+ Sen27r2 genznz
n2m2 n2m2
A zatem
N N
[T (1 )| = [T e e
=er n=1p
n27r2
n=1 n=1
waz Sz £ zbiez zZ ZaCOW.
Poniewaz szere ne1 7z jest zbiezny mamy zatem oszacowanie

2 oo 1
|Sn(2)] < e Zn=1 5 = M(R)

To, ze wszystkie funkcje Sy (z) maja wspélne ograniczenie M (R) na kole |z| <
R, gwarantuje istnienie granicy, na podstawie twierdzenia o zbiezno$ci ograni-
czonej. Poniewaz promienn R byl wybrany dowolnie, oznacza to ze zbieznosé
zachodzi na calej ptaszczyznie zespolone;j.

Udowodnijmy tez, ze funkcja S(z) nie ma miejsc zerowych innych niz k7 (co

jest teoretycznie mozliwe, bo iloczyn nieskonczonej liczby niezerowych czynni-
kow moze byé¢ w granicy rowny 0). Zalézmy wiec, ze z # kr 1 wezmy N > |z|.

Rozpiszmy
- H n27r2 ’ H T 22

n=N+1

Pierwszy cynnik jes skoriczonym iloczynem, wiec przy zalozeniu, ze z # km

mamy
[T (1) #0

2
Co do druglego czynnika, zauwazmy, ze gdy n > N > |z| mamy 0 < ‘ ‘ 5 < 2%
adla |z| < & mamy

11—z >1—|z| > e 2

Mamy wiec
22 _ 2022
1 — Z e n2n2
n2m2
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72\z\2 [eS]

1
> e a2 n=N+1 2

Poniewaz suma Y~ v -5 jest skoficzona, mamy
oo
- — > —00
w2 n?

n=N+1

a zatem
72|Z\2 S 1
e 2 n=N+15,2 > ()

i w konsekwencji
|S(z)] >0

Dowodzi to, ze funkcja S(z) nie ma inncyh miejsc zerowych niz k.

Rozwazmy wiec funkcje
sin z

f(Z)Zw

Poniewaz wiemy juz, ze we wszystkich punktach w ktérych, w ktérych sinus ma
miejsce zerowe funkcja S(z) rowniez ma miejsce zerowe, to oznacza, ze funkcja
f nie bedzie miata zadnych osobliwosci, bedzie funkcja holomorficzng na calej
plaszczyznie zespolonej. Wiemy tez, ze funkcja f nigdzie sie nie zeruje, bo
wszystkie zera funkcji S sg kasowane przez zera funkcji sin z. Oznacza to, ze jesli
wezmiemy funkcje In f(z) to nigdzie nie bedzie miata on punktu rozgalezienia
(bo to wymagaloby f(z) = 0), a wiec bedzie jednoznacznie zdefiniowana na
calej ptaszczyznie zespolonej. Policzmy pochodna (In f(z))’. Zacznijmy od

S'(z) = (zﬁ (1_ nj;)>:

n=1

Il
3
-
/N
—
|
3
(o]
S|
(V]
S~
+
I
[]e
N
—
I
o~
IS
[\v]
[\v]
~——
TN
|
3
|
3|
(V]
~——
|

I
—12
VRS
—
|
3
N W
3w
[\v]
N———
|
[]#
| ro
[V}
3|,
[\v]
VRS
3
NN
3w
[V
N———

n=1 k=1 n#k
a zatem
oo 2,2
S'(z) 1 el
= - _ — =
S5(2) S L= ﬁ
R 2z
Tz 22 — k272
k=1
oraz

iy COSzZ  sinz ') —
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o0

_cosz_sinz 1_'_2 2z
S(2) S(2) \ 2 P 22 — k2m?

"(z = 22
sy =L g 13 2
k

f(z) — 22 — k272

Podkreslmy, ze wbrew pozorom funkcja (In f(z))’ nie ma zadnych osobliwosci;
wszystkie bieguny funkcji cotangens sg kasowane przez odpowiednie wyrazy z
pozostalej czesci.

/

Rozwazmy teraz kwadrat o srodku w 0 i boku 27(N + 3) dla duzego N:

. . . . . . (N + %)

Dodanie do N sktadnika % gwarantuje, ze kwadrat nie bedzie przechodzit przez
zadng z osobliwosci funkcji cotangens.

Oszacujmy wartosci funkcji (In f)’ na tym kwadracie. Bedziemy osobno sza-
cowac |ctgz| i pozostala czesc.

Wezmy najpierw |ctgz|. Dla pionowych bokéw mamy

1
z:7r(N+§)+iy

1
ctgz = ctg (7(N + 5) +iy) =

= —tan(iy) = tanhy
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a zatem na tych bokach mamy |ctg z| < 1 Dla poziomych bokéw mamy

otz — (z£in(N +1)) B
557 S (xiiw(N 1)
B cosa:cos( % ) F sinx sin <I7T(N + %))
~ sinzcos (in(N + 1)) £ cosasin (in(N + 1))
_cosxcosh( + 3)) Fisinzsinh (7(N + 3)) B
_sinxcosh( % ):I:lcosxsmh(w(Nﬁ—% ) o
_coszF isin x tanh (71' )
 sinz +icosx tanh (7r )
A zatem
et 2|2 = cos? x + sin? z tanh? (m(N+3))
sin® z + cos? z tanh? ( )
s (cos? .a:2— sin? z)(1 tanh2 (m( N1+ H) -
sin® z + cos? z tanh® (7(N + 3))
<14 1 — tanh? (7r(N + %))

sin® z + cos? x tanh? (m(N + 1)) ~
<14 1 — tanh® (7(N + 3)) _
- tanh? (7(N + 3))
1
<
~ tanh? (m(N + 1))

Dla duzych N mamy
1
tanh (7(N + 2)) — 1
anh (7(N + 2))
, a wiec dla dostatecznie duzych N mamy

tanh (7 (N + %)) >

N | =

|ctg (2 + Hir(N + 1))| <2

Dla pozostatlej czesci (In )" mamy, na pionowych bokach

1 2z
;"'Zzz_kzwz -

1 . U ( 1 1 )
= -+ lim + =
z Moool=\z— kr  z+krw
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M

li 1
= lim =
M—so0  4— z—km
& 1
= lim T — =
M—oo, £~ (N—k+3)m+iy

rozbijamy sume na dwa kawatki

B 1 al 1

_J\}i—rgo(k_z_:M (N_k+%)ﬂ+iy+k§i-1 (N—k+%)7r+iy)

w drugiej sumie podstawiamy n = N — k; w trzeciej sumie podstawiamy n =k — N — 1
M+N 1 M—N-1 1
S (Y L)
1 : 1 :
Moo RZ:O (n+ 5)m+1y nZ:o (—n — )7 +iy
inaczej organizujemy sumy

M+N 1 M—-N-1 1 1
= lim — 4 + —
M%o< 2. (n+Hm+iy 2 <(n+;)w+iy —(n+§)w+iy>>
- y

n=M-N n=0
M+N 1 M-N-1 o
= i — 0t %9
e <”=%:—N (ot 5)m + iy nz::o (n+5)%n% + y2>
Mamy oszacowanie (zakladajac M > N)

M+N M+N

Y o Y N\ WY
n=M-N (n+3)m +1iy n=M-N (M-=N+3)m  (M—N+3)r
wiec
M+N )
lim - =0
M=o n:%;N (71 + %)ﬂ— + 1y
Mamy tez

M—-N-1

2y
lim 7 | =
M—o0 nE::O (n+ %)27r2 + 92

_ i 2y|
)Pyt T

2|y
t27['2 _|_ y2

oo
2
S/ ol =
12 77 +y

(2 ﬂt) o
= | —arctan —
m lyl

poniewaz funkcja jest malejaca dla t > 0

1
t=35
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2
:177arctani <1
™ 2[y|

Na poziomych bokach mozna skonstruowaé¢ podobne oszacowanie (choé jest to
nieco bardziej skomplikowane, te cze$¢ pomine).

W kazdym razie, oszacowujac oba skladniki |(In f)’| na wszystkich bokach
dowodzimy, ze (In f) jest funkcja ograniczona na kwadracie; Ponadto to ogra-
niczenie jest wspolne dla wszystkich kwadratéw o dostatecznie duzym boku.
Wynika z tego, ze funkcja (In f)’ jest funkcjg ograniczona na calej plaszczyznie,
a poniewaz jest ponadto holomorfoczna na calej ptaszczyznie, to z twierdzenia
Liouville’a wynika, ze jest funkcja stala:

(Inf(z)) =c

a zatem
Inf(z) =cz+d
f(z) = e+t
Mamy jednak
sin z . cosz 1
JO) =lim gy =gy =7 =1
A zatem
et =1
d=0

Poniewaz ponadto f(z) jest funkcja parzysta (poniewaz zaréwno sin z jak i S(z)
sa funkcjami nieparzystymi) to f(z) = f(—z), z czego wynika, ze ¢ = 0. Mamy

zatem f =1, czyli
: r 22
sinz = 85(z) ==z 11 (1 — n2772>

Podobne rozwiniecie mozna skontruowaé dla funkcji cosinus. Podam, juz

bez dowodu:
o0 ,22
m“ZIIO‘m+p%J

n=1

Mozna uzywacé tych rozwinie¢ do znajdywania sum pewnych szeregow. Jesli
na przyklad rozwiniemy sunkcje sin z do wyrazéw rzedu 23 otrzymujemy

z—€+0(z5)=z—ﬁZ—+o<z5)

Poréwnujac obie strony, znajdujemy
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Otrzymane przy okazji rozwiniecie

Moo
= 1.
ctgz Mlgloo Z z—km

lub
M 1

1
ctg (rz) = p—
M

lim
M —oc0
k=—

réwniez ma swoje zastosowania; jezeli mamy na przyktad dowolng funkcje ho-
lomorficzng f ktéra nie ma osobliwosci dla z € Z, mozemy sprobowaé policzyé

szereg
> Sk

k=—o0

wykorzystujac catke konturowa z funkcji wetg (7z) f(2) Mamy bowiem

Res (mctg (72) f(2),n) = Res (kz Zf (_Zi:n) = f(n)
Jezeli wybierzemy odpowiedni kontur catkowania, mamy wiec

]{Wctg (72) f(2)dz = 27 (Z fn)+ Z Res (metg (w2) f(2), zm)>

k

gdzie sumowanie po n obejmuje wszystkie liczby catkowite okrazane przez dany
kontur, a z,, sa punktami osobliwymi funkcji f, réwniez okrazanymi przez kon-
tur. Uzyteczno$¢ tej metody zalezy jednak od tego, czy uda sie znalezé odpo-
wiedni kontur dla ktérego jesteSmy w stanie policzy¢ powyzsza catke konturowa,
przynajmniej w jakiej§ granicy.

Cwiczenia wykladowe 11: zastosowania calek ze-
spolonych do liczenia calek rzeczywistych, czesé 3

oo
1
[

Uzywajac przedstawionych na wykladzie metod.

Policzmy catke

Pierwsza metoda polegala na zapisaniu tej calki za pomoca pochodnej po
parametrze:
<1 d [z~
/ L dr= / A,
o x3+1 da Jy 22 +1
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Latwo sprawdzié, ze dla o ~ 0 calka jest zbiezna, wiec do jej policzenia mozna
uzy¢ calki konturowej po dziurce od klucza:

2% o
———dz= (1 - d
£<23+1Z (1—e )/0 R e

oraz z drugiej strony
P ] P
\é{ mdz = QWIzZReS <Z?’—|—1,Zk>
k

Punktami osobliwymi sg miejsca zerowe wielomianu z3 + 1:

24+1=0 =
P=—1=¢" =
z= eL +3127rk: = ew, ke {0,1,2}
Mamy wiec
2 =e3, 2'2:ei337r =™ —1, 2326153”

Za
Res| ——,zx | =
2B +1
(z — 2z)2"
— lim k __0/0,uzywajac reguly de I'Hospitala
Z2— 2 z3 +1

. 2% (2= zp)azv !
= lim =
2=z 322
_ Ak lza,g _ }ew
322 37k 3
2
€s 2k | =
3 )
z 1
k=0 T
2
1 in(a—2)(2k+1) 1 ir(a—2) 27 (a—2) idm(a—2)
= g —e 3 = —e 3 1+e 3 +e 3 =
3 3
k=0
1— qn+l
ze wzoru na skonczona sume szeregu geometrycznego 1 +q+---+¢" = H—a
-q

1 ira—2) 1 — ei27(@=2) 1 ina—z 1 — ei27me
=3¢ 3 2n(a—2) 5€ 3 i27(a—2)
3 1—e 3 3 1—e 3

a zatem

dz =

z% 27 im(e=2) 1 — ef2me
-z e -
K Z‘3 + 1 3 1— 67127"(;72)
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[e's} «@ i2ma
x 2mi in(a-2) 1—e
(1- ezm)/ ———drx=—e .
0

341 3 1oy
/°° 2 2 =52
—_—dr=———F—— =
0 fL'S + 1 3 1 - e121\'(3—2)
2 1
= ?efiw(;72) _ iw(c1372) =
2 1
— Tq cosom(a—2) =
3 _9isin 3
B -
3sin 771’(0(372)
* Inz
" dr =
A 3 +1 .
= d —
( xS +1 x) a=0
B (dO‘?)sm7T )> a:O_
[ -1 T (o — 2) B
- TS 2aa2 3% 3
a=0

727r

Druga przedstawiona metoda bezposrednio wykorzystuje catke konturows

po dziurce od klucza z funkcji “3’ % oraz wzor

In? 2 * Inz >~ 1
————dz = —4mri —d 472 d
f;{z3+1z m/o B 1:—!—71'/0 x3+1x

Z ktoérego otrzymujemy

lub
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Mamy

In? 2
Res (M’ Zk) =
_ jim (z— z;)In? 2

2=z 23 + 1

In®z 4 (2 — z)2Inz

_0/0,uzywajac reguly de I’'Hospitala

= lim =
Z—2) 322
im(2k+1)
In? 2k In?e™ 3
2 im(2k+1)
3z 3(eT s )2
. 2
im(2k+1) 5 5
3 —m?(2k + 1)
- im(4k+2) - im(4k+2)
e~ 3 27e™ 3

12
f¥dz
In?
—27715 Res( i k):

. ( —7T2 —972 —257T2)
= 271 == 1 — 4 ' =

i67 il0m
3

27e73

e 75T 494250 T ) —

_ 2 _1_- _1 .
i <21\/§+9+25J;1‘/§> _

727”7( 4 +i12V/3)

> Inz
" dr =
/0 31t

_ Re (_127“2( 4+112f))

a zatem

4 27
—Re(27( 2+16\[)>
_ —2m?

27

Druga calka, ktora policzymy, bedzie

e
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Jest to szczegdlny przypadek catki

b
[ 9t@)w = oy 2)da

za=0b=1 g(x) =1, a = = —3. Parametry te spelniaja podane na
wyktadzie warunki, wiec mozemy skorzysta¢ z przedstawionych na wykladzie

metod.

Pierwsza metoda polega na zamianie zmiennych:

z §

&= , T dx = dé

TS (E+1)?

Przy tej transformacji otrzymujemy

dg

U 1 d¢ _/005—5
/o \/m_/o /ﬁ.ﬁl(iﬂ)?_ o E+1

Calke te liczymy za pomoca calki konturowej po dziurce od klucza

e e eh - | -4
1- 2mi = d¢ = 27iR
(—etn) [ Emae = f S ae - omives | 2
czyli
oo é——%
d =
/0 e ®
Z_%
= -27i —, 1] =
rpp— 7T1R,€S<Z+1, )
- 1
= oo i, (Z 2>_
1 N &
27-27ri(e”r) 2 =
= mie % =i (-i)=m

Druga metoda polega na wykorzystaniu catki konturowej po kosci i wzoru

%{g(z)(b—z)“"‘ﬂ (z_a>adz: (1—ezmi)/abg(x)(x—a)a@—x)ﬁdm

w tym przypadku

~1 o
7{ ! ( : ) dz=(1- e_m)/ dixdx
K].—Z 1—2z 0 x(l—gj)
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1
. 2. . , - . .
Funkcja liz (1;) nie posiada na plaszczyznie zespolonej osobliwosci poza

obszarem objetym konturem, wiec do policzenia catki konturowej potrzebujemy
jedynie residuum w nieskornczonosci:

1
1 -3
7{ ( i > dz =
1
1 z \ 2
:2. =
7r1Res<1_Z (1—2) 7oo)

uzywajac wzoru Res(f(z),00) = Res(;—zlf(%)7 0)

-1 1 1
= 27iRes 221—1< j1> 70 =

A zatem

/1 o 1 f{ 1 ( 2 )‘5d L,
Tr = - 2 =—2T=T
0o Vza(l—uz) l—em Jprl—2\1-2 2

Podkresle, ze przy liczeniu calek z wykorzystaniem dziurki od klucza lub ko-
$ci nalezy by¢ ostroznym przy obliczaniu wartosci wartosci poteg i logarytméw.
Sa to funkcje wieloznaczne, wiec wazne jest, by przy ich liczeniu uzywacé rozktadu
2z =rel? z p € (0,27), ktory pozwala wybra¢ konkretng waro$é pierwiastka i
logarytmu. Nalezy réwniez unika¢ dokonywania uproszczen opierajacych sie na
wtasnosciach poteg, bo moze to prowadzi¢ do zlego wyniku. Na przyktad w
przyktadzie powyzej mielismy

()

(z-1)°

z=0

i otrzymaliby$my bledny wynik. Wynika to z tego, ze po wprowadzeniu ciecia
i skonkretyzowaniu warto$ci funkeji potegowej wzor (2%)° = 228 przestaje by¢
zawsze spelniony.
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Wyklad 22: Funkcja Gamma

Dotad zajmowalismy sie niemal wylacznie tzw. funkcjami elementarnymi: sa to
funkcje, ktore mozna zbudowaé za pomoca podstawowych operacji algebraicz-
nych (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie) oraz funkcji:
wykladniczej oraz logarytm. Istnieje jednak wiele funkcji majacych zastosowa-
nie w fizyce, ktore nie daja sie wyrazi¢ jako funkcje elementarne. Funkcje te
zazwyczaj sa definiowane jako rozwigzania szczegélnych rownan roézniczkowych
(np. tzw. /it funkcje Bessela) lub za pomoca caltki z parametrem. Zajmiemy
sie dzi$ jedna z najczesciej spotykanych funkcji tej drugiej kategorii, tzw. /it
funkcja gamma (T") Eulera.

Funkcja I Eulera jest zdefiniowana wzorem

F(z):/ t*~te~tdt
0

Zbadajmy zbiezno$¢ tej calki. Nie ma problemu ze zbieznoscia dla ¢ — oo,
poniewaz funkcja e’ roénie szybciej niz dowolna funkcja potegowa t?, co czyni
powyzsza catke zbiezng w nieskonczonosci dla dowolnego z € C. Jest jednak
problem dla ¢t — 0. Poniewaz e~! zbiega do 1 dla t — 0, to powyzsza calka jest
zbiezna wtedy i tylko wtedy gdy catka

1 z
/ 7 ldt = (t)
0 Z

jest zbiezna, co zachodzi gdy Rez > 0, (bo wtedy (t*),—0 = 0). Oznacza
to, ze funkcja I' moze by¢ zdefiniowana powyzszym wzorem tylko na polplasz-
czyznie wyznaczonej tym warunkiem. Mozna ja zdefiniowaé tez na pozostalej
czescl plaszezyzny (za wyjatkiem izolowanych punktow) ale do tego dojdziemy
za chwile. Najpierw udowodnijmy pare wlasnosci.

t=1

t=0

Po pierwsze pokazmy, ze jest ona funkcjg holomorficzng. W tym celu po-
trzebujemy pokazaé, ze calka

>0 1t /OO 1t
— (tF e ) dt = Intt* e "dt
/0 8z( ) 0

jest zbiezna; wtedy funkcja I' bedzie miata pochodna réwna tej calce. ZBieznosé
tej calki pokazuje sie podobnie jak zbiezno$¢ calki definiujacej sama funkcje
gamma, jedynie zamiast zbieznosci caltki fol t*~1dt musimy zbadaé¢ zbieznosé

catki )
/ Int > dt
0

Calkujac przez czesci z v’ = t*~1, v = Int, mamy

1 tz
/ Intt*~1dt = <lnt>
0 Z

t=1

1
1¢# t* tF

[ ()
+=0 o t =z z 0z

t=1

t=0
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Jak poprzednio, granica w ¢ = 0 istnieje wtedy i tylko wtedy gdy Rez > 0. Za-
tem w obszarze, na ktérym funkcja I' jest zdefiniowana jest ona rézniczkowalna,
wiec jest funkcja holomorficzna.

Po drugie, udowodnijmy wzér rekurencyjny na funkcje I':

I'(z+1) = 2I'(2) dlaRez >0

Mamy

'(z+1) :/ tYe tdt =
0

catkujac przez czesci ' = e v =17, u=—e" ", v = 2*!
o0
= (—tze_t) ZSO —|—/0 27 et =
oo
=0+ z/ t*~letdt =
0
= 2I'(2)

Zauwazmy tez, ze

Oznacza to, ze dlan € N
Fn+1)=nI'(n)+nn—-1)Tn-1)=---=nn-1)...1-T(1) =n!

Oznacza to, ze funkcje I'(z+1) mozemy traktowaé jako uogolnienie funkcji silnia
na liczby niecatkowite, a nawet na liczby zespolone.

Relacja I'(z + 1) = 2I'(z) pozwala nam tez rozszerzy¢ definicje funkcji I' na
wiekszy obszar. Mozemy bowiem zdefiniowaé

1 1 [
I'(z) = ;F(z +1):= ;/0 te~tdt

i ten ostatni wzor jest dobrze okreslony dla Rez > —1, z # 0. Mozemy tez
kontynuowaé ta metode; uzywajac wielokrotnie wzoru I'(z + 1) = 2I'(2) otrzy-
mujemy

Fz+n)=(z+n—1(z+n-2)...2I(2)
co pozwala nam zdefiniowaé

1 ooznfl —t
F(z)::z(z+1)(z+2)...(z+n—1)/0 e

co pozwala zdefiniowaé¢ funkcje I' dla Rez > —n, z #0,—1,-2,...,n — 1. Po-
przez catkowanie przez czesci mozna pokazaé, ze rozne te definicje daja ten sam
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wynik na obszarach gdzie obie maja zastosowanie. Dzieki temu, i poniewaz n
moge wybra¢ dowolnie duze, mozna w ten sposéb zdefiniowaé funkcje I' na ca-
lej plaszczyznie zespolonej, poza punktami z € {0,—1,—2,...}, w ktorych to
punktach funkcja I' ma osobliwosci.

Kolejna wlasno$é funkcji I' wynika ze wzoru

t n
lim (1 — ) Lion)(t) =€, dlat>0
n—o00 n

gdzie 1pg ,,(t) jest funkcjg charakterystyczng przedziatu [0, 7], czyli

(1 dlate[o,n]
1io,m) (1) —{ 0 dlat¢][0,n]

Jest to zbiezno$¢ jednostajna, co pozwala nam zapisaé

o0
/ > le7tdt =
0
t

oo n
= lim =1 (1 — ) 1,y (t)dt =
0 n

I'(z)

n— oo

n + n
lim Tl 1—-=) dt=
n—oo [q n
zamiana zmiennej catkowania t = ns
1

. z—1 AN ) _
—nli)rr;o ; (ns)*~*(1 — s)"nds
1
= lim nz/ 711 — s)"ds =
n— oo 0

uzywajac wielokrotnie catkowania przez czesci

z s=1 1
= lim n* (S(l - s)") + E/ s*(1—s)"lds | =
nee z s=0 *Jo

1
= lim nzﬁ/ s%(1—s)""tds =
0

n—00 z

kontynuujac catkowanie przez czesci

z _ _ 1
— lim nn—1)...(n—k+1) / TR — )" Rds =
n—soo  z(z4+1)...(z+k—-1) Jy

“on(n—1)...1 !
= lim — nin—1) /sernflds:
nsooz(z+1)...(z4+n—-1) Jy

n* - n!
= lim
n—oo z(z+1)...(z+n)

Ten ostatni wzér mozna traktowaé jako alternatywna definicje funkcji I'; jest to
definicja dobra dla wszystkich z € C\ {0,—-1,-2,...}.
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Definiuje sie rowniez tzw. funkcje digamma:

Wykorzystujac wyzej wyprowadzony wzor na funkcje I' mamy

3

n—oQ

InT(z) = lim (z Inn + In(n!) — Z In(z + k))

a zatem

W szczegolnodci

k=0
n+1 1
= nh—>Holo <lnn — kz_l k) =

poniewaz ostatni wyraz szeregu dazy do 0
n 1
= lim (Inn— -
n— 00 < ; k

Okazuje sie, ze wartos¢ ¢ (1) nie daje sie wyrazi¢ za pomoca operacji algebra-
icznych i liczb takich jak e czy . Jest ona réwna

P(1) = —v

gdzie
v~ 0.5772156649 . ..

jest nowa stala niewymierna, nazywana statq Fulera-Mascheroniego. Pojawia
si¢ ona czasem w fizyce. Wyraza ona réznica pomiedzy catka [ idx a sumy

O
. "1 " dx
7= Jlim (Zk—/l )
k=1
Funkcje digamma mozna tez wykorzysta¢ do zapisywania sum pewnych sze-
regow. Na przyklad, dla a,b ¢ {0,—1,—2,...}, a # b mamy

o0 oo

1 1 1 1
(k+a)(k +b) :kzzob—a <k+ak+b) -

k=0
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k=0
"1 "1
“ it (o) - (o0 5a)) -
_P(b) —(a)
o b—a

W podobny sposéb mozna zapisa¢ sume dowolnego zbieznego szeregu

> q(k)
k=0

gdzie q jest funkcja wymierng ktorej pierwiastki sa jednokrotne; gdy ¢ ma pier-
wiastki wielokrotne, mozna uzy¢ podobnej metody, ale trzeba wykorzystaé po-
chodne funkcji 9.

Rozwazmy teraz iloczyn

o0 (o)
/ t"_le_tdt/ P le™ds =
0 0
oo oo
/ (/ to‘lsﬁletsds> dt =
0 0

zamieniajac zmienne s = u-t

/ (/ teL( t)ﬁle“du> dt =
0 t

zamieniajac kolejnos¢ catkowania

/ (/ =1 —t)ﬁ—le—“dt)duz
0 0

zamieniajac zmienne t = ux

/OOO (/ )" Hu— W)ﬁle“udx> du =

[eS) 1
uotpl *“du/ 271 — )P lde =
0

0

F(a+,8)/ a1 —x)Plde

Otrzymujemy zatem wzor
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funkcje B(a, 5) nazywa sie funkcjq beta Fulera; jak widzimy, mozna ja wyrazié
za pomocy funkcji I'. Pozwala to szybko policzy¢ catki typu
P(n+1HI'(m+1) n!-m!

1
"1—xz)"de =B 1 1) = =
Aa:( @) de (n+1m+1) T'(n+m+2) (n+m+1)!

Mamy réwniez

1
I'a)'(1—a)= F(1)/0 N1 —2)"*dz

liczac ta catke uzywajac catki konturowej po kosci otrzymujemy (dla « € (0,1)):

1 a-l(] —gyods = — 2 gy (2 s
Ox - e ey o A\ 13 z=
2mri z \*!
*71_e2miReS ((12)(1_2) ,oo)
2mri 1 1 \“!
—71_627@1%65 <(1z) (z—l) ’0> =

om 1 \*!
_1—e2m15%(1_z)<z—1> B

2

— -1 _
T ] = e27ai (7 )0‘ -
2mi i
= 1 — e2mai (_ 0‘1) -

- 27i _

eTrai _ e—ﬂ'od
o
 sin(ra)

Otrzymujemy wiec wzor
s

MNa)l'l—a)=

()L(1 = <) sin(ma)

Cho¢ udowodnilismy go jedynie dla a € (0,1), mozna udowodni¢ ze jest on
speliony dla wszystkich o € C\Z. Szczegdlnym przypadkiem jego zastosowania
jest v = 1, ktore daje nam

czyli



Uzywajac wzoru rekurencyjnego otrzymujemy

(e )= (-2 (n-1) -

czyli nie tylko n! ale i (In — 1)!! mozna zapisa¢ za pomoca funkcji I'. Nawet
wiecej: dowolny iloczyn postaci

mozna dla o ¢ {0, —1,—2,...} zapisa¢ jako

_ I'a+n+1)
I(a)

Zalézmy teraz z € R, z > 0. Zapiszmy funkcje I' w postaci

I(z+1) = / teldt =
0

zamieniamy zmienne t = zs

o0
/ (z8)%e *%2ds =
0
o0
= zzﬂ/ s¥e”*%ds =
0

[eS)
_ Zz+1/ ezlnse—zsds _
0

(o]
— zz-i—l / e—z(s—lns)ds
0

Przyjrzyjmy sie funkcji f(s) = s—In s, zbadajmy jej przebieg. Poniewaz f'(s) =
1-— %, funkcja f ma ekstremum w s = 1; dalsze badanie pokazaloby, ze jest to
jedyne minimum. Jezeli zatem liczymy catke fooo e=*/(9)ds dla duzego z > 1,
to gtéwny wktad do tej calki bedzie pochodzit od s ~ 1: dla punktéw odlegtych
od s = 1 mamy zf(s) > zf(1) a zatem e~*/(*) < ¢=*/(1). Rozwijajac funkcje
f w szereg Taylora wokot s = 1 do wyrazéow kwadratowych mamy

F(8) = Q)+ F(1)(s = 1)+ 3 /(1) ~ 17 + 7(5) =
—1+4 %(s —1)% 4 r(s)
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Pozwala nam to zrobi¢ przyblizenie

o | & (s=1)2 ° (s=1)?
/ e 2(s7Ins)qg ~ / e 2+ 5 )ds e ? / e ? 2z ds
0 0 — o0

Mamy z kolei, z catki Gaussa:

oo 2 0o
Seop? _z.2 2

/ e ds = / e 2% ds =14/ —
oo oo z

W sumie dostajemy, dla duzych z:

F(Z+1 z+1 -z [ ="
z

czyli w szczegoblnosci

3
CDI
3 Q‘
N
:
S
l\D

Jest to tak zwany wzdr Stirlinga. Scisty dowéd moze pokazaé, ze

n! 1
nte~"\/2mn =1+o <n)
Wyklad 23: Szereg Fouriera

Zatozmy, ze funkcja g jest holomorficzna na pierscieniu o §rodku w z = 0 i
zawierajacym okrag |z| = 1. W tym pierScieniu moze ona by¢ rozwinieta w
szereg Laurenta:

W= 3
gdzie
1
o 9(2) 4
27l | | 1 Zn+1

Gdy podstawimy z = ¥ otrzymujemy

o0
E cpe?

n=—oo

oraz

C :i " ( 14/7) ltpdsp_i/ 1 —incpdgo
"7 om ), (et

Oznaczmy g(e¥) = f(p). Z konstrukcji f jest funkcja ciagla (a nawet
gladka) na R, okresowa z okresem 27. Mamy dla niej

oo
E c,e™¥

n=-—oo
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gdzie
1 4 ;

Cn = — e "

= ) @
Takie przedstawienie nazywamy funkcji okresowej nazywamy szeregiem Fouriera.
Cho¢ powyzej zostalo ono wyprowadzone jedynie dla funkcji postaci f(¢) =
g(e'?) gdzie ¢ jest funkcja holomorficzna, okazuje sie, ze mozna je uogdlni¢ na
funkcje okresowe o dowolnym okresie, i nawet niekoniecznie ciagglte (cho¢ pewne

warunki wciaz beda musialy spelniac).

Twierdzenie o szeregu Fouriera:
Niech f : R — C bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze

e jest kawatkami gladka, czyli przedzial (—m,7) mozna podzieli¢ na skorn-
czong liczbe przedzialow (z;,x;11) na ktorych funkcja f jest ciagta i ma
ciagta pochodna

e na kazdym przedziale gtadkoSci pochodna funkcji f jest ograniczona

e w punktach nieciggtosci z; granice lewostronna i prawostronna funkcji f
sg skoniczone i spelniaja one warunek

T—T;— T=Ti4

o) =5 (L s+ )

Wtedy dla wszystkich n € Z calki

1

Cp =
27

' f(z)e " dx

—T

sg zbiezne i dla dowolnego = € R zachodzi

f(l‘)z Z Cneinz

n=—oo

Dowdd.

Jesli f jest kawatkami gladka, a na koncach przedzialow gtadkosci ma skoniczone
granice, to na kazdym przedziale gtadkosci jest ograniczona. Skoro tych prze-
dziatow gladkosci jest skonczona ilosé, to funkcja f jest ograniczona na catym
R. Z tego wynika, ze |f(z)e™"*| < M a zatem calki ¢, spelniaja relacje

1 27
< — Mdx =M
21

1 27 )
L= — —inz 4
el == [ s@ead] < o [

0

czyli te catki sa zbiezne.
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Udowodnimy teraz, ze wzor

oo
E cnelnw

n=—oo

jest spetiony dla = 0. Zeby potem udowodni¢ spelnianie tego wzoru dla
x = a # 0 wystarczy rozwazy¢ funkcje f,(x) = f(z + a); jezeli szereg Fouriera
funkcji f, jest zbiezny do f,(x) dla = 0, to szereg Fouriera funkcji f bedzie
zbiezny do f(z) dla z = a.

Chcemy wiec pokazaé, ze

fO)="Y e
Rozwazmy
N 1 X x '
ch=§2[ﬁf(x)e dx =
n=—N n=—N

= § : e e dy =
27
korzystajqc Ze WzOrll Na sume szeregu geometrycznego

elNz _ 71(N+1)93

e
1(N+ E —1(N+ )z
= f x — dx =
271' - el —e iz
1 [" sin((N + 1))
T om o f(@) sin 5 do
Rozpiszmy te catke w postaci
1 sin((N + 1)x) 1 (7 sin((N + 1)) 4
el 277y = — — 2774 N dz
5 [ o™ e = [ o™ e [ gl g
gdzie

(o) = %ﬂx) (w2 2)

2

Zwréémy uwage, ze funkcja —— — 2 Jest gltadka na przedziale [—, 7], poniewaz

osobliwo$ci obu wyrazéw w z = 0 sie kasuja. Zatem funkcja g(x) Jest kawatkami
gtadka.

Udowodnijmy, ze

T ™

lim g(x)sin((N + 1) )da = hm g(z)sin(Az)dz =0
N—oo J_. 2 A—oo J_ o
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Wiemy, ze g(x) jest kawalkami gtadka; na kazdym przedziale gladkosci mamy,
z catkowania przez czesci

/:ﬂ g(z) sin(Az)dx = (g(x)_cosw)

T=Tj41 1

Tit1
+ X/ g'(z) cos(\z)dx

r=x, i

A

i

Poniewaz funkcja f i jej pochodna sa ograniczone (co przenosi sie na funkcje g),

mamy
. —cos(Ax)\ [T
i (o6=5327) e
1 Tig1
lim f/ g (x) cos(Az)dz = 0
A—oo A z;
czyli

s

lim g(z)sin(Az)dx =0
A—00 -

Potrzebujemy zatem pokazaé, ze

. 1 (7 sin((N + 1)) L 4 sin(Az) .
Mmoo /,7r (x)Tdm = im ,,r J@) = de = J(0)
Mamy

podstawienie t = \x

AT :
t .sint 1
—/ F)—eydt=

A7 ﬂ')\
AT .
t. sint
0 . AT .
t . sint t. sint
= —)——dt —)——dt
/_,\Wf()\) mt + 0 f()\) mt

Dla t > 0 mamy

lim £(5) = lim f(2)

A—00 z—04

z kolei dla ¢ < 0 mamy

lim f(%): lim f(z)

A—00 z—0_
A zatem
) T sin(Az) =~
i [ g™ =
0

= [ (i sw) o [ (i sio0) St =
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0 co .+
. sint . sint
—Q%WWQ/MM“+Q%j@>Am“

sint

Poniewaz
Tt

jest funkcja parzysta, mamy

/0 sintdt:/oosintdt:}/Oo sintdtzl
oo T o mt 2 )_ mt 2

gdzie wykorzystano otrzymany wczesniej na ¢wiczeniach za pomoca catki kon-
turowej wynik

Mamy zatem

Y RCE (T E) € E))

Jezeli funkcja f jest ciagla w & = 0 jest to oczywiscie rowne f(0); jesli jest
nieciagta, to rowniez jest f(0) poniewaz zalozylismy, ze w punktach nieciagtosci
funkcja f spelnia

flay =3 (i s+ im 7))

T—>T;— T—Ti4

Podsumowujac, pokazliémy w ten sposoéb, ze

N—o0

N
lim Y ¢, = f(0)
n=—N

co byto do pokazania.

Zalozenia tego twierdzenia mozna troche ostabi¢ (mozna np. w niektérych
przypadkach dopusci¢, by pochodna byla nieograniczona), ale dowod staje sie
wtedy bardziej skomplikowany.

Szereg Fouriera zapisuje sie tez czasem w inny sposob. Definiujac

1 s
(p =Cp +Cp=— f(z) cos(nx)dx dlan>0
77

—T

by, =i(cp, —c_p) = 1 f(z)sin(nx)dx dlan >0

—T

czyli
Lao dlan=0
Cn = i(an —iby,) dlan >0
g( _ntib_y,) dlan<0
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otrzymujemy

fla)= Y cnel® =

a > 1 ‘ 1’n1} inz

=5 T2 jlen—iby) +Z 5 (0 b =

n=1 n=-—oo
1
0 ln.’L —171/.'11'

=5+ - +Z (an +ibn)e™"" =
n=1

= ?0 + Z (an cos(nzx) + by, sin(nx))

i
1

Jest to inne rozwiniecie funkcji f w szereg, ale rowniez nazywamy je szeregiem
Fouriera. Mowimy odpowiednio o wyktadnicze)i trygonometrycznej postaci sze-
regu Fouriera.

W przypadku funkcji o dowolnym okresie T' wzory na wspélczynniki szeregu
Fouriera (i sam szereg) maja postac:

T/2
= cos 27m )dx
/T/2 T
T/2
= */ sm 27m )dx
T/2
T/2
i/ —271'1an$
T/2
flz) =2+ Z (an cos (27mT) + b, sin (277” )) Z ¢, 2T F

Mozna tez zwroci¢ uwage, ze chociaz w powyzszych wzorach catkowanie
zawsze robie od —T/2 do T/2, to poniewaz catkowane funkcje sa okresowe,
przedzial catkowania mozna przesunaé, np. na od 0 do T'; wazne jest jedynie,
by zawsze catkowaé¢ po pelnym okresie.

Cwiczenia wykladowe 12: szeregi Fouriera

Policzmy kilka szeregéw Fouriera i zobaczmy co mozna z nich uzyskacé.

Zacznijmy od funkcji

{ z? dlaz € [, 7

okresowa z okresem 27 poza tym przedzialem

fx) =
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Jest to funkcja ciggta, kawatkami gladka, pochodna jest ograniczona, wiec spel-
nia zalozenia twierdzenia o szeregu Fouriera.
Dla tej funkcji mamy, dla n # 0:

1
2

1 [" ;
= —/ z2e Ty =
2 J_,

caltkujac przez czesci

Cn =

RO

1 p2e—inz =7 T 9re—ine
_ 1 ( 7/ xe. dx) _
2w —in T=—T7 -7 —1n
(e s [ ) -
2 (—in)2 R . (—in)? T =
_ 1 26—1n1, e—nw; N 2e_inw =7 B
o (—in)? " (—in3 )|,
B i ’/T2 —inm __ 1n7r) B 2,/T(efin7r + einﬂ') N 2(efin7r _ ei’ﬂﬂ') _
N 2 (—i’l’l,)2 (—in)3 -
(o o 0 O (Gl o 0 (Gt VO A O
2 (—in)? (—in)3
_ 1 dn(
27
2(—1)”

Przypadek n = 0 jest przypadkiem szczegdlnym:
1 ™

00:% 22dx =
1 i 9
= —_— d =
27‘_ xr-axr
1 1 .7
= — 7;33 =
2 3 |,
1245 n?
233

Mamy wiec szereg Fouriera w postaci wykladniczej

2 _1\n .

neZ\{0}

Wspétczynniki a,, i b, mozna policzy¢ ze wspotczynnikéw ¢, , lub mozna poli-
czy¢ je bezposrednio. W ramach prezentacji policze je bezposrednio. Poniewaz
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funkcja f(x) jest funkcja parzysta, a funkcje sin(nz) sa funkcjami nieparzy-
stymi, czyli iloczyn f(z)sin(nz) jest funkcja nieparzysta, mozemy bez liczenia
stwierdzi¢, ze wspoétczynniki b, beda réwne 0: catka z funkcji nieparzystej po
przedziale symetrycznym (w tym przypadku [—m,7]) jest zawsze rowna 0. Z
kolei wspolczynniki a,, sa dla n # 0 réwne

1 s
an = 7/ 22 cos(nx)dx =
L

caltkujac kilkakrotnie przez czesci

_ % <x2 Sir;(nx) N 2z C(:;(nw) B 2szzgnx)) j::r _

1 (72(sin(nm) — sin(—nn 27 (cos(nm) + cos(—nw 2(sin(nm) — sin(—nm
:W<(()n ( ))+(()nt( ))_(()n3( )
_ 147r(—1)” _

11y

Jak poprzednio, n = 0 jest szczegblnym przypadkiem

1 s
apg = f/ 22dr =
7T -

Mamy zatem (pamigtajac ze wyraz wolny jest réwny % ):

71'2 o0 _1\n
f(z) = 3 + Z 4(n21) cos(nx)

7 tej rownosci mozemy wyciagnac pare interesujacych wnioskéw. Jezeli na
przyktad podstawimy x = 0 otrzymujemy

£(0) = % +n§::1 ~— cos(n0)
2 S 4(-1)"
0= 3 + nzz:l n2
i Ay
n2 3

)



7T
:5 z:: cosmr)
=4
:77
=4 272
2?2%
> ET

Mozna tez probowac¢ podstawiaé¢ inne punkty, by dosta¢ inne szeregi.
Wezmy teraz funkcje podobng jak poprzednio, ale zdefiniowang jako

z? dlax € (0,2m)
flx)=2< 272 dlaz=2nm,neZ
okresowa z okresem 27 poza tym

Ta funkcja jest kawatkami gladka, nieciggta w punktach x = 2nm, ale jej wartosé
w tych punktach zostala tak dobrana, by funkcja spetniata zalozenia twierdzenia
o szeregu Fouriera. Ta funkcja pokrywa sie z poprzednia na przedziale (0, ), ale
np. na przedziale (7, 27) jej wartosci sa rozne od wartosci poprzedniej funkcji.

Zamiast catkowa¢ od —7 do m, przedzial catkowania wybierzemy od 0 do
2m; nie zmieni to wartosci calki (bo funkcja jest okresowa), ale dzieki temu
obliczenia beda prostsze. Mamy dla n # 0

e =5 %rf() Sy
"7 9
27\'
= % ey =
caltkujac przez czesci jak poprzednio
1 [22e"in®  Qpe—ine  ge—inw\ |T=2T
T o < —in (—in)? + (—in)3> o0 -
1 [4r2e7i2nm — (0 dge~i2nT (0 2(e7i2nT 1)
T on ( —in  (—in)? + (—in)3 ) -
1 [ 4n? 47
T or (—m a (—m)2> -
1 /.4n% 4x¢
- L (n ?12) _
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2m 2
:17+72
n n

adlan=0

cp = — 22z =

|
DN
8
o
jol
)
|

A zatem

Tym razem policzmy wspoélczynniki a,, i b, ze wspoélczynnikéw c,. Mamy

21 2 2T 2 4
Qp =Cp +Con = 17+72 + *174’72 ==
n n n n n

dla n # 0 oraz

82
0,0:260:%

by, =1i(cp, —c_p) =1 12—7T+1 - _12£+3 _ 4n
n — n -n) — n 7’[,2 " n2 = -

Co daje nam przedstawienie funkcji f w postaci
4?4 4
flx)= % + ; o cos(nx) — nz::l % sin(nx)

7 tego szeregu réwniez mozemy wyciagnaé informacje o sumie pewnych sze-
regéw. Jesli podstawimy = = 0 otrzymujemy

3 — n2
Sa_oe
— n?2 3
&1
— n?2 6
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a z podstawienia x = 7 otrzymujemy

412 X 4
2 = T (_1\n
T 3 +Zn2( 1)
n=1
>4 2
(1) = —
nz::an( ) 3
— n? 12

Mozemy jeszcze podstawic na przyktad x = 5. Korzystajac z tego, ze

cos(nz)— 0 dlan=2k+1
27 | (=DF dlan=2k

sin(ng) = (~1)!

otrzymujemy

2

3

47 > 4 47r
_74_2 =

n
k:l

47

n

M8

1372
-1 n—1 _
(1) T

M8
ﬁﬁ

n=1

wykorzystujac wezesniej otrzymany rezultat Zk 1 kIQ) = f’lr—; mamy
i T noq 1372 w2 9
_ = —_ — =T
n 12 12
n=1
= n 4

Zrébmy jeszcze jeden przypadek, w ktorym funkcja ma inny okres

. Niech
0 < 7 < T, 1 niech funkcja f bedzie dana wzorem

dla z € (0,7)

_ dla z € {0, 7}
fla) = 0 dlaze(t,T)

okresowa z okresem T poza tym

N[—= =

Mamy dla tej funkcji, dla n £ 0:

e ins
T/o f(x)e™?™nTdy =
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T T
(/ 1e_2”i”%dx—|—/ Oe_%i”%dx) =
0 T

67271'177,%

Nl =

_ 2min
T

67271’177,? -1

N~ =

_ 2min
T
e—'rrin% _ eﬂ'in%
= e
—27in

—2isin(mnz) o g _

in =
TNy —

—2min

sin(mnz) e

™
dlan =0:
1 (T
C":T/O fz)dz =

1 [ T
—— [ 1dz =L
T/O e

sin(winZ% o o
f(SU) — % 4 Z ( T)efmnfe%rmf
neZ\{0}

czyli

Wrzory wyrazajace a, i b, za pomoca c, sa takie same jak w przypadku
okresu 27:

sin(mn% .. osin(mnZ) . . 2sin(mns
0 — e to, = SNT) ring | SOONF) ring _ 28(TRE) cos(rn L)
™ ™ ™ T
dla n # 0 oraz
2T
apg = 200 = ?
sin(mnZ .. sin(mnZ) _. . 2sin(mns
b = i(cn—c_p) = -Meﬂnnf 71Me7"1n? — Msin(wni)
™ ™ ™ T
czyli
T = 2sin(mnF) T x . T, . x
fz) = T + nz::l — (COS(?TTLT) cos(27mf) + sm(ﬂ'nT) 31n(27rnT)>

Chce na koniec zwréoci¢ uwage na kilka faktow:

1. Jesli funkcja f ma wartosci rzeczywiste, to a, i b, sa rzeczywiste (¢,
niekoniecznie).

2. Jegli funkcja f jest funkcja parzysta, to b, = 0.
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3. Jesli funkcja f jest funkcjg nieparzysta, to a,, = 0.

Swiadomosé¢ tych faktéw pozwala czasem uproéci¢ obliczenia lub rozpoznaé
bledny wynik (jesli na przyklad dla funkcji o wartosciach rzeczywistych poli-
czymy a, i b, z ¢, 1 nie wychodza rzeczywiste, wiemy, ze gdzie§ w obliczeniach
musial wystapié blad).

Wyktlad 24: Wlasciwosci szeregu Fouriera

Liczenie szeregu Fouriera mozna traktowac jako odwzorowanie ze zbioru funkcji
spelniajacych odpowiednie warunki w zbor ¢iagow" (w cudzystowie, bo numero-
wanych liczbami catkowitymi, wiec o indeksie od —oo do +00):

= Sr[f] == (en)nez

gdzie T jest okresem funkecji ktérej szereg Fouriera liczymy, oraz

PRI L p

W przypdku, gdy T = 27 bede pomijal indeks T, czyli S[f] := Sax[f]-
Odwzorowanie to ma kilka waznych wtasnosci.

Po pierwsze, jest liniowe, co wynika z liniowosci calki ze wzgledu na funkcje

podcatkowa. Jesli g(z) = A1 f1(X) + Ao fa(z), to

T
(Srlg)n = %/0 (M f1(2) + Ao fo(x))e 2 " F dz =

I in s I iz
== / f1 (:U)efzmnfd:c 4+ Ao — / fg(x)ef%mfdm =
T Jo T Jo
=M (S7fi])n + A2 (ST[f2])n
Jezeli wiec mamy skomplikowang funkcje, co do ktérej mozemy jednak zauwa-
zy¢, ze daje sie ja rozpisaé¢ jako sume dwoch prostszych funkcji, mozemy obliczy¢

szereg Fouriera dla kazdej sktadowej oddzielnie i zsumowaé je dopiero po obli-
czeniu.

Wezmy teraz g(x) = f(x — a) (czyli wykres funkcji g jest wykresem funkeji
f przesunietym poziomo o odlegtosé a). Mamy

(Srlgn / f(z 4 a)e™?™nT dg =v=rta

T+a
I / 727r1n

poniewaz funkcja podcaltkowa jest okresowa, przedzial caltkowania moge przesunac

dyf

167



_ l /T f( ) —2min 27rin%d _
=7 ), y)e e y=
= E (ST[f])n

Jezeli wiec przesuniemy argument funkcji o stala, powoduje to przemnozenie
wspoOtezynnikéw szeregu Fouriera o czynniki e?™ "7

Mozemy tez odwrécié¢ sytuacje i przesunaé szereg Fouriera. Zalézmy, ze
(Stl9])n = (ST[f)n—m, m € Z. Oznacza, to, ze

gl@) =) (Srlghne®™"F =

neE”Z

= S (Srlf - e E o

nez

_ Z(ST [f])ke27ri(k+m)% _

kEZ

— eQﬂ”im%f(x)

Czyli aby otrzymagc szereg Fouriera o przesunietych wspotczynnikach, potrzebu-
jemy przemnozy¢ funkcje f przez czynnik e? ™7

Mozemy tez wziaé¢ g(z) = f(ax), a > 0, ale musimy zwroci¢ uwage, ze w tym
przypadku okres funkcji sie zmienia. Jezeli funkcja f miata okres T', to funkcja
g bedzie miata okres % Mamy wtedy

T
(Szlghn = 3/ Flag)e 2N 4y —vi=ar
a T 0

oo [ e
e —2min &
— 7 [ sy
= (Sr([fDn
Przeskalowanie argumentu funkcji nie zmienia zatem wspotczynnikow szeregu

Fouriera. Trzeba jednak pamietac¢, ze zeby odzyskaé funkcje z szeregu Fouriera
musimy uzy¢ innych wzoréw, w zaleznosci od docelowego okresu:

f(x) _ che%rin%

ne”Z

g(x) _ Z CneQ'n'in%

nez

To ze mozemy przeskalowywac okres funkcji bez zmiany szeregu wspotczynnikoéw
szeregu Fouriera pokazuje, ze do wielu zastosowan (np. do liczenia szeregow)
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wystarczy rozwazac¢ funkcje okresowe o okresie 2.

Jezeli wezmiemy g(z) = f(—=x), mamy

1 [T i

- _ —2min _yi=—=x
T/o f(—x)e dz
1T —

—7 [ f@eETE ) -

1 /° N
:7/ Fly)e MWy =

7/ f —Qﬂl(n%d _

[f])=n

Laczac ten przypadek z poprzednim, mozemy znalez¢ szereg Fouriera dla g(x) =
f(az) dla dowolnego a # 0.

Rozpatrzmy teraz g(z) = (f(x))* (sprzezenie zespolone funkcji). Mamy

(Srlahn = [ (1) et =

o) -
= ((Srf)-n)’

Wezmy nastepnie g(z) = f'(x); zalézmy przy tym, ze pochodna f'(x) ist-
nieje wszedzie, i rowniez spelnia warunki twierdzenia o szeregu Fouriera. Mamy

wtedy
(Stlg))n / ()2 g —catkujac proes cresci
= (;f’(x)e_2”‘”> _ 7/ ( 27rme_2mn;> da —
= e )+ 2 [ et =

z okresowosci funkcji f’ pierwszy sktadnik sie zeruje

AT

Wazne jest tu, aby pochodna f’ istniala wszedzie; jezeli istnieje tylko prawie
wszedzie (z wyjatkiem pojedynczych punktow) powyzszy wzor nie musi byé
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speliony. Takim przyktadem, gdy ten wzor nie dziala, jest np. funkcja
T T
r dlaze (—?, %)
f(l‘): 0 dlaJTE{—?,f
jest okresowa z okresem T’

ktorej pochodna jest réwna 1 prawie wszedzie, za wyjatkiem punktow =z
% + nT, gdzie pochodna nie istnieje; jednak szereg Fouriera funkcji g(z) =
stale réwnej jeden ma wspolczynniki

(Stlg)o =1, (Stlg)n=0dlan#0

1 nawet bez liczenia szeregu funkcji f mozna fatwo zauwazy¢, ze jest niemozliwe,
aby (St(g])n = %#(ST[JC])H-

1

Znajdzmy teraz taka funkcje g, dla ktorej
(Stlgl)n = (STlfi])n(ST[f2])n

gdzie f1 1 fo sy danymi punkcjami. Mamy

“”:EZQ;AfM”””*®>wﬂmn&M%:

nez

T
= % /0 h(y) (Z(Sﬂfznne%””%y) dy =

neE”L

=7 [ 5=y

Wyprowadzenie to zaktada, ze mozna zamienia¢ nieskoriczone sumowanie z cat-
kowaniem; w ogélnosci nie jest to zawsze dopuszczalne, ale jesli szeregi i calki
sa odpowiednio dobrze zbiezne, nie ma z tym wielkiego problemu.

Uzywajac tych wyrazen mozemy konstruowaé funkcje o zadanych szeregow
Fouriera - przydatne, gdy mamy do obliczenia konkretng sume szeregu licz-
bowego i potrzebujemy znalezé¢ odpowiednig funkcje umozliwiajaca znalezienie
wartosci danego szeregu.

Rozpatrzmy szczegélny przypadek ostatniego wzoru, gdy + =0, T = 27. Z
jednej strony, mamy
1 2m
9(0) = — fi(y) f2(—y)dy

:271— 0

a z drugiej

9(0) = > (Slga = > _(SIfD)u(SLf2)n

nez ne”Z
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Daje nam to rownos¢

1 2m
o h@)fo(=a)dz =Y (S[ADa(S[f2Dn

neZ
Zmienmy teraz oznaczenia: niech f(x) = fi(x) oraz fo(x) = (g(—x))* Na
podstawie wcze$niej wyprowadzonych wzoréw mamy

(S[f2l)n = (Slg™])—n = (Slg])

a zatem otrzymujemy ré6wnosé

! ﬂ)((»wx=§]ﬂﬁmxwwnf

2
nez

*

Ten wzor jest znany jako twierdzenie Plancherela:

Twierdzenie Plancherela dla szeregu Fouriera:
Niech f,g : R % (C deq funkcjami okresowymi o okresie 27 takimi, ze calki

fo% |f(2)]?dx i f x)|2dz sa zbiezne. Jesli

flx) = Z cpe™ = % + (an cos(nx) + by, sin(nz))

HMS

nez n=1
g(z) = » &, eln — 30 + ; (@y, cos(nx) + bn sin(nz))

= MECIUCIREED ST %*gz%% ba(Fn)")

Warunek, ze calki OQW |f(x)]2dz i f x)|?dz sa zbieine, jest potrzebny
by zagwarantowac zbiezno$¢ calek i szeregow Wystquchych w tezie. Czes¢ tezy
dotyczaca szeregu Fouriera w postaci trygonometrycznej wynika ze wzoréw

@
=55
Cn (Cn) +c_y (C—n) = 9 N 9 -+ D) . 9 =
= (@) +b,60))  dlan>1

Szczegblny przypadek twierdzenia Plancherela, dla g = f, nosi nazwe twier-
dzenia Parsevala:
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Twierdzenie Parsevala dla szeregu Fouriera:
Niech f : R — C bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze calka
fo% |f(z)|?dz jest zbiezna. Jesli

) = ch inw _ 50 i (an cos(nz) + by, sin(nz))

neZ n=1

to

1 |CL0|2 1 2 2
o z)| dx_Z|Cn| +§Z(|an| + [bn[”)

21
ne”Z n

Twierdzenia Plancherela i Paresevala réwniez mozna wykorzystywacé do li-
czenia szeregéw. Sa one o tyle pomocne, ze zeby policzy¢ np. szereg > -1 -1 Nie
potrzebujemy funkcji, ktorej szereg Fouriera ma wspélezynniki proporcjonalne
do % Poniewaz we wzorze Parsevala wspotczynniki te sa podnoszone do kwa-
dratu, wystarczy nam funkcja o szeregu ze wspétczynnikami proporcjonalnymi
do %

n

Wyklad 25: Transformata Fouriera

Rozwazmy dowolng funkcje f : R — C, niekoniecznie okresowa, ale taka, ze
na kazdym skoiiczonym przedziale spelnia pozostate zalozenia twierdzenia o
szeregu Fouriera (czyli jest kawatkami gladka, ograniczona na kazdym przedziale
itd.). Zdefiniujmy dla niej funkcje f7 : R — C nastepujaco:

f@)  dase(-1.%)
fT(x): % dlal‘E{*E,j

jest okresowa z okresem T’

Funkcje fr spelniaja zalozenia twierdzenia o szeregu Fouriera dla funkcji okre-
sowej z okresem 7', mozna je wiec przedstawi¢ jako:

x) = Z cn(T)e*™ T
neL

Poniewaz dla T > 2|z| may fr(x) = f(x), dla dowolnego = € R zachodzi:

f(fr) = lim fT(JS) = lim ch(T)e%rin%

Okazuje sie, ze jesli uzyjemy odpowiednich przeksztalcen, to ta granice sumy
mozna przedstawi¢ jako catke (podobnie jak to sie robi w calce Riemanna). W
tym celu wybierzmy T = 27N zdefiniujmy

2mn n

Nziz—
Fin(N) Ty N
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Zdefiniujmy tez funkcje

1 n

fN:NZ:{N:neZ}—MC
nastepujaco:
I'n N
fn(k) = Tnern (Tn) = T - % /;V f(x)e N e g = /T; fz)e *2dy

Mamy woéwczas

fl)= lim > e, (Iy)e*™maw =

N—o0
ne”Z
= i 3 (e -
ke Z
k) .
N—o00 T, N
N
Ak(N)
: ikx
ke

W granicy N — oo mamy Ak(N) — 0, wiec dyskretne wartodci zmiennej k €
ﬁZ staja sie warto$ciami ciaglej zmiennej k € R, a sumowanie po K € %Z
zamienia sie w catkowanie po k € R, i otrzymujemy

f@) = [ jwersE

gdzie f jest funkcja ktora dla k = - € Q jest wyznaczona przez granica funkcji

: . R ()
Jk) = Jim fam(R) = Jim Sv(20) =
3T
= lim fl@)e ' mTde =

N—oo 7%TNm

= /_0:0 f(x)e **de

Ten ostatni wzér mozna obliczyé rowniez dla k € R\ Q, i definiuje on f(k) dla
tych argumentow.
Mamy wiec
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Twierdzenie o transformacie Fouriera:
Niech f:R — C bedzie funkcjy taky, ze

e jest kawaltkami gtadka, czyli kazdy skoriczony przedzial (a,b) mozna po-
dzieli¢ na skonczong liczbe przedziatow (z;,x;41) na ktorych funkcja f
jest ciagla i ma ciagla pochodna

e na kazdym przedziale gtadkosci pochodna funkcji f jest ograniczona

e w punktach niecigglosci z; granice lewostronna i prawostronna funkcji f
s skoriczone i spelniaja one warunek

T—>T;— T—Ti4

flao =3 (I @)+ tim 1)

e catka [ |f(z)|dz jest zbiezna

Wtedy dla wszystkich k € R catki
fo = [ e
sg zbiezne i dla dowolnego = € R zachodzi
< -, dk
— k ikx 2V
fla) = [ Fwergt

Przeksztalcenie funkcji f +— f nazywamy transformatq Fouriera, a przeksztal-
cenie odwrotne f — f nazywamy adekwatnie odwrotng transformatq Fouriera.

Uwaga: istnieja tez inne konwencje

Powyzsza procedure wyprowadzenia wzoréw na transformate Fouriera mozna
przeprowadzi¢ nieco inaczej, i wtedy dostaniemy nieco inne wzory na transfor-
mate Fouriera i odwrotng transformate Fouriera. Wyzej przedstawione sa wzory
uzywane przez wiekszo$é fizykow; majg one ta zalety, ze pod pewnymi wzgle-
dami sa najprostsze: we wzorach koricowych wyrazenie 27 pojawia sie tylko w
jednym miejscu i jak zobaczymy, w kolejnych wzorach tez bedzie pojawiaé sie
tylko w tym jednym miejscu (zawsze gdy bedzie calkowanie po k, rozniczka dk
bedzie dzielona przez 27). Sa tez w uzyciu tez inne konwencje.

Matematycy zazwyczaj wola konwencje, w ktorej

foy = —= [ " f@)eteds

_L <z eikx
f@)= = /  Fikgetna

Ta konwencja ma ta zalete, ze wzory na transformate i odwrotng transformate
sa niemal identyczne, réznica jest jedynie w zamianie i na —i w wyktadniku
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eksponensa. Ceng za to jest pojawienie sie pierwiastkoéw. Podobnie wszystkie
pochodne wzory sa w tej konwencji podobnie symetryczne.

Czasem tez mozna napotkaé¢ konwencje w postaci

fo)= [ s

fla)= [ fwemea

W tej konwencji réwniez wzory sa symetryczne, za co placimy czynnikiem 2w
w wyktadnikach eksponenséw. Ta konwencja jest uzywana najczesciej przez lu-
dzi zajmujacych sie obrobka sygnalow czasowych; x (oznaczane wtedy t) pelni
wtedy role czasu, a v czestotliwosci, odwrotna transformata opisuje rozktad sy-
gnalu na fale o réznych czestotliwosciach.

Wszystkie wzory dotyczace transformaty Fouriera ktore jeszcze sie pojawia
mozna wyprowadza¢ w dowolnej konwencji, jednak w réznych konwencjach beda
wygladaly réznie. Dlatego czytajac ksigzki i inne zrodla na temat transformaty
Fouriera nalezy zwréci¢ uwage, ktoérej konwencji one uzywaja. Roznice we wzo-
rach moga wynika¢ z réznic w konwencjach, a niekoniecznie z jakiegos btedu po
ktorej stronie. Na tym wyktadzie bede uzywal pierwszej z podanych konwencji.

Wilasciwosci transformaty Fouriera
Roé7zne wlasciwosci transformaty Fouriera mozna znalezé w podobny sposob jak
znajdowali$émy wtasciwosci szeregu Fouriera. Wyprowadzenia sa catkowicie ana-
logiczne, wiec przedstawie tylko wyniki obliczem:

9(x) g(k)
f(x—a) e ke f(k)
M f () flk—X)
flaz),  a#0 af (5)
fla)* (f(=k)"
() ik f (k)
a /() (ik)" f (k)
zf(x) iy (k)
" f(x) it f(k ,
f1(@) o) S Pk ok — )
[0 fiy) f2(w — y)dy fi(k) f2(k)

Mamy tez wzory Plencherela i Parsevala dla transformaty Fouriera:
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Twierdzenie Plancherela dla transformaty Fouriera:
Niech f,g : R — C beda funkcjami takimi, ze calki ffcoo|f(x)|2dx i
I |9(x)|*dz sq zbiezne. Wowczas

/ " f@) (9(a)) de = / T i)

oo oo 2

Twierdzenie Parsevala dla transformaty Fouriera:

Niech f : R — C bedzie funkeja taka, ze calka [*_|f(xz)|?dz jest zbiezna.

Woéwczas - - "
| ls@pkas= [ ifeps;

— 00 —0o0

Udowodnijmy twierdzenie Plancherela (twierdzenie Parsevala jest szczegol-
nym przypadkiem g = f):

Mamy

Na wlasciwodciach transformaty Fouriera opiera sie tzw. zasada nieozna-
czonosci, o ogromnym znaczeniu w fizyce. Jeje interpretacje fizyczng poznacie
panstwo na wyktadzie z mechaniki kwantowej, na poziomie matematycznym ma
ona postac:
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Zasada nieoznaczonosci:
Niech fR — C beda funkcja posiadajgcy transformate Fouriera taka, ze
JZ5 | f(z)|?dz = 1. Niech

ey = /OO z|f(z)[Pdz < oo, € = /00 kI f (k)2

2= [ @ el

Wowczas

Dowod:
Rozwazmy funkcje

(o) = (S fe) ~ ienf(@)) + Mo - e (0

gdzie A € R.
Dla dowolnego A € R zachodzi

og/ I () Pda =

- /_O; ’ (Cif(x) - iekf(x)> + Mz —ez) f()

:/\2/_0; %f(x)—iekfx dx+/\/ ( Cienf(@ ))*((x—em)f(x))dx+

[ (e ens@) (ddf(x) - iekf<x>) dz + / (- Pl a) s =

2
dx =

= )\2 ‘ —iepf(z 2da:+2)\Re UZ <;xf(x) iekf(x)>* (x — ez) f(z))dz| +

+/_ (2 — )2 f(2) Pde

Niech q
o(x) = = f(2) ~ierf (@)

Korzystajac z wlasciwosci transformaty Fouriera, mozemy stwierdzi¢, ze

g(k) = ik f(k) — e f(z) = i(k — er) f ()
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Z twierdzenia Parsevala mamy wtedy

| ls@pr= [ awes:

L by~ ienf ()

[z

Mamy tez

ke[ [~ ( & pw) - lekf<x>)* (o )] (w)) | =

(e
=2ReUOO( )(x*—ex)f(x)>dx]:

= [ (L )+ s D Yo -
= [ @-es (5@ do -

caltkujac przez czesci

~[@-eog (0P - [T e el

Poniewaz [*_ z|f(z)[*dz < oo (zzalozenia), wymaga to, aby lim, 4 o 2| f(2)|? =
0, czyli wyraz brzegowy jest réowny 0. Otrzymujemy zatem

S R

—0o0
Wreszcie mamy
o
[ @-eir@pa =2
—00

Mamy zatem:
0<N07 — A+ 02

Poniewaz jest to spelnione dla dowolnego A € R, oznacza to ze réwnanie 0 =
)\20,% —2X\ + 02 ma co najwyzej jedno rozwigzanie rzeczywiste. W przeciwnym
przypadku bowiem istnialby przedzial (A1, A2), taki, ze dla A € (A1, A2) zacho-
dziloby A\?0% — 2\ + 02 < 0. A zatem wyr6znik A tego réwnania kwadratowego
jest mniejszy lub réwny O:

A<O0

1—40%02 <0

2 2
0,01 =

| =
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co byto do udowodnienia.

NA koniec tego wyktadu, zwroce jeszcze uwage, ze transformate Fouriera
mozna uogdlni¢ na funkcje wielu zmiennych. Dla funkcji f : R"C definiujemy
f :R™ — C nastepujaco:

flki ko, ky) = [ flzy,m,... 2, )e  Frormikeza==ikan g0 dgy . day,
Rn

czyli, uzywajac standardowego iloczynu skalarnego

- @

Cwiczenia wykladowe 13: transformata Fouriera
Jako przyklad obliczenia transformaty Fouriera, znajdzmy transformate Fo-

uriera funkcji
[ 1-2% dlalz|<1
f(f“){o dla 2] > 1

Uzywajac definicji, mamy

fo = [ 7 fa)etedr =

— / (1 _ xQ)e—lkrcdx __caltkujac przez czesci
-1

r o—ikz =1 1 o—ikz

= [(1—2? — -2 dz =
- ]_ [
r e—ikm e—ik’m z=1 1 e—ikr

= |(1 - 2? 2 -2 dz =
_( )t x(ik)QL_1+/_1( s
r e—ikx e—ikw e—ikw z=1

=|(1-2° 2 —2 =
=) 2 e (—ik)3L_ 1

B 2e—ik + ok _26—ik _ ik B

-7 (k)2 (k)3

B 2cosk —2isink B

IR
sink — kcosk

:4T
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Uzywajac odwrotnej transformaty Fouriera mamy zatem

> sink —kcosk ;. dk
f(x)_/ 4 kg € %

— 00

czyli na przyktad
> sink — kcosk dk
fo) = [ amRESemE e

o k3 2
2 [ sink —kcosk
1== 22— EORR
W/_oo 3 dk

czyli obliczyliémy w ten sposéb wartos$é catki

> sink — kcosk i

— 00

Do liczenia transformat Fouriera trzeba czesto uzy¢ metody catkowania kon-
turowego z analizy zespolonej. WeZzmy na przyktad

xT

f(m):m, a>0

Mamy

fk) = /OO LN

o (@2 + a?)2
Mozemy uzy¢ konturu po pétkolu w gérnej ptaszczyznie zespolonej, ale wymaga
to —k > 0 czyli £ < 0. Dla tych k, calka po bedacym czescia tego konturu
potokregu dazy do nieskoriczonosci w granicy Roo, mamy wiec

k) = 7§ me—”ﬂdz -

) Ze—lk‘Z )
= 27iRes (M,1a> =

biegun jest drugiego rzedu
d Zefikz
m zl—>nila dz ((Z 1&) (22 + a2)2)
d —ikz
= 2ri lim — [ | =
z—ia dz \ (z +ia)?
—ikz __ ik —ikz —ikz
= 27i lim | < o 9 )=
zia (z +ia)? (z +ia)?
[ e* + kaeke iaeka
= 27i - —2— =
(2ia)? (2ia)3

o [ 1+ ka ia
= ke — =
= 2mie < P 2 81@3)

= 27ief =
4a
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—imkeka
2a

Dla k£ > 0 mozemy natomiast uzy¢ relacji

[ e ([ rtapea) = Vewr

czyli

Yaczac przypadki £ < 01 k > 0 otrzymujemy

~ —izkelkla

floy = ="

Zwr6¢my uwage, ze chociaz funkcja f byta funkcja o warto$ciach rzeczywistych,
to funkcja f jest funkcja o wartosciach czysto urojonych. Mozna sie tego byto
spodziewaé¢ na podstawie relacji

W naszym przypadku funkcja f jest nieparzysta funkcja o wartosciach rzeczy-
wistych, czyli

z czego wynika, ze
a zatem miedzy innymi

czyli f jest funkcja nieparzysta o czysto urojonych wartosciach, tak jak to zna-
lezlismy.
Otrzymany wynik mozna uzy¢ na przyktad do policzenia catki

o0 2 s
/—oo (:vziia?)‘*dx = /_OO |f (x)]*dx

oo ~ dk
= B2 =
/mlf( s
/°° m2k2e~2kle qf;

o 4a? 21
9]
— % k2€—2|k|adk _
8a? J_
— 4%/ k2e72kadk :k:;—a
a“ Jo
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T 1 R
a2 (2a)3/0 ¢

s ™
= 71—‘ = —
32a® (3) 16a5

Zwr6émy uwage, ze gdyby liczy¢ ta catke od razu za pomocy catki konturowej,
musieliby$my policzy¢ residuum w biegunie czwartego rzedu; przy uzyciu trans-
formaty Fouriera wystarczyto nam liczy¢ residuum w biegunie drugiego rzedu.

Policzmy jeszcze jaka$ transformate wielowymiarowa. Wezmy funkcje f :

R3 — R dang wzorem
e~ Al

f(@) = , A>0

la
Ta funkcja ma co prawda osobliwo$é w x = 0, ale jest to osobliwosé catkowalna,
wiec okazuje sie, ze transformate Fouriera wciaz mozna policzy¢. Mamy

. Mgl
f(k) = / C e iy
R3

aby policzy¢ ta catke, wprowadZzmy wspoélrzedne sferyczne, cho¢ w nieco nie-
typowy sposéb, mianowicie, zamiast liczy¢ kat 6 od osi Z, liczmy ten kat od
kierunku wyznaczonego przez wektor k. Podobnie kat o bedzie rozréznial rézne
kierunki dookota osi wyznaczonej przez wektor k. Reszty nie zmienaimy, wiec
nadal mamy |Z| = r oraz d®z = r?sin drdfddyp. Mamy tez

k-7 =|k||Z cosf = |k|rcos6

A zatem

. e} T 27 ef)‘r -
f(k):/ dr/ dg der? sin §—— e 1klr oot
0 0 0 r
o] T .
= 271'/ dr Te_M/ d6 sin feiIklreosd —
0 0
O=m
_ 271'/ drre~ Ar e—i|E\rcos€
ik |r

_ dre Ar ( 1\k|r —i\féh‘) —
ilk\

2r

ifk] Jo

k|/ dr e sin(|k|r) =

_ Im (/ —)xr+1k|rd7,.) —
\k| 0

182

0=0

dre 21 sin(|E|r) =



o0

_ 441111 1 _ ef)\r+i|l_c'|r
|| —A+1ilk|
4 1
B\ Ak

Ar A+ ||
=—=Im| ——— | =
k| A2 + |k|?

CdAn k|
R+ RR
_ 47
EBCERPE

r=0

Jest to przypadek wazny fizycznie, poniewaz tzw. potencjal Yukawy jest wy-
razony przez funkcje f, a w granicy A — 0 otrzymujemy znany potencjat Co-
ulomba. W sensie tej granicy mozemy zatem powiedzie¢, ze transformata Fo-
uriera funkcji

1
f T) = =
jest funkcja
P 4
k' - =
) =

co jest wykorzystywane w wielu wyprowadzeniach w fizyce.

Wyklad 26: Dystrybucje
Przypomnijmy pewng konstrukcje z dziedziny algebry:

Jesli V' jest przestrzenia wektorowa nad cialem K (zazwyczaj K = R lub
C), to zbior L(V,K) odwzorowan liniowych z V' do ciala KKk z dzialaniami
zdefiniowanymi jako

(¢1+ h2)(v) = ¢1(v) + ¢2(v) dla wszystkich ¢1,¢ € L(V,K), veV
(Ap)(v) = Ao (v) dla wszystkich A e K, ¢ € L(V,K), veV

réwniez jest przestrzenia wektorowa nad K.

7 punktu widzenia analizy najbardziej interesujacymi przestrzeniami wek-
torowymi sa przestrzenie, ktorych elementami sa funkcje, miedzy innymi

e C(X,Y): zbior funkcji ciagtych ze zbioru X do zbioru Y,

e C1(X,Y): zbiér funkeji ciagtych z X do Y, dla ktérych pochodna istnieje
w kazdym punkcie i réwniez jest ciagla,
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e O (X,Y): zbior funkcji gltadkich z X do Y,
e LP(X,Y): zbior funkcji f z X do Y dla ktérych tzw. p-norma | f|, :=

(fx Hf(x)||pdx)1/p istnieje i jest skoriczona

Gdy zbidér Y nie jest podany, zazwyczaj przyjmuje sie Y = C.

Definicja (funkcjonal):
Niech V bedzie pewna przestrzenig funkcji. Funkcjonatem na przestrzeni V o
wartosciach w ciele K nazywamy dowolne odwzorowanie z V do K.

Innymi stowy, funkcjonaly to funkcje, ktérych argumentami sg inne funkcje.
Z tego powodu stosuje sie dla nich czesto wyjatkowe oznaczenie: argument funk-
cjonalu umieszczamy w nawiasach kwadratowych a nie okragtych. Przyktadami
funkcjonalow na przestrzeni V = C°°([—1, 1]) sa miedzy innymi

o L[f] = f(0)

1

o Lifl=/"
o LIf]= [, (f(2)? + f(x)*)dz

Jesli funkcjonatl jest jednoczesnie odwzorowaniem liniowym, nazywamy go funk-
cjonatem liniowym lub dystrybucjq:

1 e f@dy

Definicja (dystrybucja):

Niech V bedzie pewna przestrzenig funkcji na danym zbiorze X o wartosciach
w ciele K (K = R lub C). Dystrybucjami na przestrzeni funkcyjnej V nazywamy
funkcjonaly liniowe na przestrzeni V, czyli elementy przestrzeni L(V,K). Prze-
strzen V nazywamy wtedy przestrzenig funkcji probnych dla tych dystrybucji.

Wezmy na przyktad V = C*°([—1,1]). Dystrybucjami na tej przestrzenia sa
miedzy innymi

o &i[f]l = [, fla)dx
o dolf] = 1"(3)
o G3[f] = [} f'(x)22da

Dystrybucje tworza przestrzen wektorowa, to znaczy mozna je do siebie do-
dawaé¢ i mnozy¢ przez liczby. Jak jednak pokazemy poézniej, mozna na nich
wykonywaé tez inne operacje.

7 pojeciem dystrybucji wiaze sie pojecie funkcji uwogdlnionych. Zauwazmy,
ze jesli wezmiemy funkcje g : X — K, to odwzorowanie

glf) = /X o) f(z)da
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jest dystrybucja (przy zalozeniu ze powyzsza calka jest zbiezna dla wszystkich
funkcji f € V). Uwaga: funkcja g i dystrybucja g sa, technicznie rzecz biorac,
réznymi obiektami, jedynie powiazanymi powyzsza relacja. Tym niemniej cze-
sto oznacza sie je tym samym symbolem, jak zrobilem to powyzej. W takim
przypadku rozrézniamy miedzy funkcja a dystrybucja patrzac, co jest argumen-
tem: g(z) oznacza wartosci funkcji w punkcie € X, a g[f] oznacza wartosé
dystrybucji na funkcji f.

Istnieje jednak wiele dystrybucji ktoérych nie daje sie zapisa¢ w powyzszy
sposob, na przyktad, dla V = C'(R) mamy dystrybucje

ktorej nie da sie zapisa¢ w postaci
)= [ 8 fas

gdzie §(z) jest funkcja. Tym niemniej, wciaz uzywa sie tego zapisu, twierdzac
jedynie, ze d(x) jest funkcjq uogdlniong. Funkcje uogoélnione nie sa definiowane
przez ich wartosci w kazdym punkcie zbioru X jak zwykle funkcje, ale wlasnie
przez powigzane z nimi dystrybucje. Czyli konkretnie w tym przypadku §(x)
jest taka funkcja uogdlniona, ze dla dowolnej funkeji f € C'(R) zachodzi

/ " 5(@)f()dz = £(0)

Ta dystrybucje/funkcje uogélniong nazywa si¢ deltq Diraca. Terminy dystrybu-
cja i funkcja uogodlniona czesto stosuje sie wymiennie.

Na funkcjach uogélnionych mozemy wykonywaé¢ wiele dziatan tak jak na
funkcjach. Mozemy je do siebie dodawac, jak i dodawac¢ do nich zwyktle funkcje.
Mozemy je mnozy¢ przez liczby, a takze przez zwykle funkcje. W ogoélnosci nie
mozemy jednak mnozy¢é dwoch funkeji uogélnionych przez siebie. Zobaczmy na
przyktad co sie dzieje, jesli sprobujemy przemnozy¢ delta Diraca przez siebie i
policzyé¢ (6(x))2. Jesli wynik byltby réwniez dystrybucja, mogliby$my policzy¢

/ " (5(2)*f (w)dz = / " 5(2)(5(2) () dz = 5(0) £(0)

ten wynik jednak nie ma sensu, bo §(z) nie jest funkcja i nie ma czegos takiego
jak 6(0). Mnozenie przez zwykle funkcje jednak dziata bezproblemowo:

o0

/ " (9(2)8(2)) f(a)da = / 5(x) (9(x) f(x))dz = 9(0) £(0)

— 00 — 00

W tym ostatnim wzorze zauwazmy jeszcze, ze mozemy wynik zapisaé jako

oo

9(0)£(0) = 9(0) /_Oo o(x) f(x)dx =/ (9(0)d()) f (z)dx

— 00
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Poréwnujac oba wzory, i pamietajac, ze rownosé zachodzi dla dowolnej funkeji
f, dostajemy relacje

9(x)d(x) = g(0)d(x)

czyli ze mnozenie delty Diraca przez funkcje g(z) jest rownowazne mnozeniu
przez liczbe g(0). Jest to wazna wlasciwosé delty Diraca umozliwiajaca uprasz-
czanie wielu wzoréw w ktoérych ona sie pojawia.

W funkcjach uogélnionych mozna tez wykonywaé operacje na argumencie x
tych funkcji, przynajmniej niektore. Zasada jest taka, ze funkcja uogdlniona z
przeksztalconym argumentem zachowuje sie pod catka tak, jakby byta zwykla
funkcja. Mamy na przyktad

/ " (a—a) f(x)da —Podstavienie y =z —a_ / " () flyra)dy = f(0+a) = f(a)

Czyli analogicznie do tego, jak dystrybucja d(x) obliczona na funkcji f daje
wartosé funkcji f w punkcie 0, dystrybucja d(x — a) obliczona na funkcji f daje
wartos¢ funkcji f w punkcie a.

Mozemy tez policzy¢, dla A > 0

[ soaiwas = [ swrdray =150 = [ pwa
czyli

&Mﬂ:ﬁ?r dla A >0

Dla A < 0 mamy podobnie, ale po zamianie zmiennej granice catkowani sie
odwracaja, co generuje dodatkowy znak minus:

| soas@ar = [ s = 150 = [ s

e A

~—

0
an:l%r dla A <0
F.aczac oba przypadki mamy

)
o0(Ax) = |()\x|) dla A #0
Mozemy tez zrobi¢ bardziej skomplikowane przeksztalcenie argumentu. Za-
t6zmy, 7e h : R — R jest funkcja monotonicznie rosnaca, rézniczkowalna, i
dla dowolnego z € R pochodna h'(x) jest §ci§le dodatnia. Oznaczmy a =
lim, o A(x), b = lim, o h(x). Mamy

| stwanseas = [ 5w ) o) =
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b
= [ S )Y )y =

-/ bg@)f(h—l(w)mdy
T4, catke mozemy zapisa¢ jako
()= [ stwatwas =900
e 1)) ——L— dlaye (a,b)
o) = 5@'(w)w@lw» dbj%(mm

W przypadku, gdy 0 € (a,b) oznaczmy h~1(0) =: x¢, czyli 2o spetnia warunek
h(z¢) = 0. Mamy

0= | 7@ty = I s f(x)de gdy 0 € (a,b)
g 0= [ 0f(x)dz gdy 0 ¢ (a,b)

Poréwnujac poczatkowe wyrazenie z koicowym i pamietajac, ze réwnosé zacho-
dzi dla dowolnej funkcji f, dostajemy

5(h(x)) = { 6,(1'“5(;?)]) gdy 0 € (limy—— oo h(2), limy 00 h(x))

0 gdy 0 ¢ (limg— oo h(x),lim, o h(2))

W tym wyprowadzeniu zalozyliSmy ze h jest funkcja rosnaca, o dodatniej po-
chodnej. Analogiczne wyprowadzenie mozna powtérzy¢ dla h bedacego funkcja,
malejaca, i taczac oba przypadki mozemy znalezé wzor

5(h(x)) = % gdy h(z) przyjmuje warto$é 0 dla pewnego = = x
0 gdy h(z) nie przyjmuje wartosci 0 dla zadnego x

Mozemy tez rozwazy¢ funkcje h ktora nie jest monotoniczna, pod warunkiem
ze jest kawatkami monotoniczna, czyli mozemy rozlozy¢ cala prosta rzeczywista
R na sume przedziatéow I;

R:UL
K3

takich, ze na kazdym przedziale funkcja h jest monotoniczna. Mamy wtedy
oo
| stans@is =3 [ stha)s(ea
oo —JI,

Na kazdym z przedzialéw mozemy dokonaé zamiany zmiennych tak jak w przy-
padku funkcji monotonicznej. Dalsze przeksztalcenia sa analogiczne, i ostatecz-
nie otrzymujemy
0(x — xg)
d(h(x)) = _
) =2 i)

k
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gdzie xj sg wszystkimi punktami takimi, ze h(zy) = 0.

Mozna tez liczy¢ granice ciagdéw dystrybucji, definiujac je poprzez wzoér
(nlggo gn)lf] = nlggo gnlf]

Definicja ta w sposob naturalny przenosi sie na liczenie granicy po ciaglym
parametrze.
Moze sie zdarzyé¢, ze pewien ciag funkcji ma granice ktora jest dystrybucja.

Rozwazmy na przyktad
€

o) = i

I policzmy granice € — 0. Mamy

/ ( lim 6) f(@)dz = lim éf(:r)dz _z=ey

e—04 12 + €2 =04 J_ o 2 + €2

. * €
=dn | eprel@dy=
— 613& A 1f(ey)dy _
|
= [ o -
=mf(0) =
:/ wo(x) f(x)dx

A zatem mozemy powiedzie¢, ze w sensie dystrybucji

5(z) = lim ~—©

im ————
=04 T 2?2 4 €2
Podobnie mozemy pokazaé, ze

6(z) = lim ——e & =

e—0 eﬁ
sin( %
= lim (6)
e—01  TTX

czy nawet ogolnie, dla (prawie) dowolnej funkcji g(x) takiej, ze ffooo g(z)dx = 1:

Dystrybucje mozna réwniez rézniczkowac; tu zasada jest taka, ze calki zawie-
rajace pochodna dystrybucji mozna catkowaé przez czesci z wyrazem brzegowym
rownym 0, czyli dla dystrybucji ¢ na C'(R) mamy

g = [ " (@) fla)de = / " g(@)f(@)de = —glf

— 00 — 00
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Ten sam wzoér mozemy otrzymac jesli zdefiniujemy pochodng jako granice ilorazu
réznicowego:

/OO ¢ (2)f(2)dz = /OO <nm WM_Q@) F(@)de =

P o e—0 €

~tin ([ s on@ar— [ g ) -

e—0 € o — 00

~ tim (/Do g(@)f(x - e)dr — /OO g@)f(x)dx) -

c—0 € — 00 —00

— lim = g(x)wdx -

=0 J_ o
= [ s anas

— 00

Mozna tu zwrécié uwage, ze nawet jesli g jest dystrybucja zdefiniowana na
funkcjach ciagtych (ze zbioru C(R)), to ¢’ jest zdefiniowane jedynie na funk-
cjach ciagtych o ciaglych pochodnej (ze zbioru C*(R)), poniewaz definicja tej
dystrybucji wymaga policzenia pochodnej funkcji f.

W szczegolnosci dla delty Diraca mamy
| d@i@ae=- [ s@)aae =10

Roézniczkowanie i catkowanie przez czesci mozna powtarza¢ wielokrotnie, otrzy-
mujac wzor

oo
[ @@z = (-1 100)
Wreszcie, mozna liczy¢ transformate Fouriera dystrybucji. Jak zawsze, chcemy

by pod calka funkcja uogélniona zachowywata sie tak samo jak zwykta funkcja.
Dla zwyklej funkcji g(z) mamy:

/_OO Q(k)f(k)% = /_Z (/_O; g(x)e—ikxdx) J;(k)% _

m =[:mw<[ifMﬂmi)M=

- [ s@rt-o

— 00

Transformate Fouriera dystrybucji definiujemy tak, aby ta sama relacja byla
spetniona, czyli transformata Fouriera dystrybucji g(z) jest dystrybucja g(k)
taka, ze dzialajac na 5- f(k) daje ten sam wynik co dystrybucja g(z) dzialajaca
na funkcje f(—z).
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Na przyklad, dla delty Diraca §(z) mamy
[ i / o
/ f —1k0 dk

-/ f’(k)g

Poréwnujac obie strony réwnosci znajdujemy
6(k) =1

Zapisujac odwrotna transformate Fouriera otrzymujemy wiec interesujacy wzor
e dE e dk
J)) —_ / (5(k,)elkm7 _ / elkxﬁ
o 27 oo 2T

/ Ak = 276 (x)

— 00

czyli mozemy zapisac

lub (zamieniajac oznaczenia k — =, x — —k):
/ e dg = 218 (k)

Nalezy tu jednak caly czas pamietac¢, ze ta rowno$¢ wyraza jedynie zwigzek po-
miedzy dwoma dystrybucjami (delta Diraca i jej transformatg Fouriera); caltka
/- Oooo —ikZq2 nie jest zbiezna i nie ma wartosci liczbowej, a sens matematyczny
ma tylko jako dystrybucja, czyli dzialajac na jakas funkcje prébna.

Wyktlad 27: Dystrybucje, cd.
Na poprzednim wykltadzie zajmowalidmy sie jedynie badZz ogélnag teoria dys-
trybucji, badz jej zastosowaniami do dystrybucji delta Diraca. Istnieja jednak

réwniez inne wazne dystrybucje.

Dystrybucja zwana thetq Heaviside’a jest zdefiniowana na funkcjach f €

LY(R) wzorem
olf) = / 0(@)f (x)da = / f(@)dz

Zalozenie, ze f € L'(R) (czyh ze [ |f(z)|dz < oo) jest potrzebne, aby za-
gwarantowaé, ze catka fo (z)dz jest skonczona.
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W odréznieniu od delty Diraca, thete Heaviside’a mozna traktowac jako
zwykla funkcje (choc¢ nieciagla), przyjmujac na przyktad

0 dlax<0
O(z)y=< 1 dlaz>0
% dlaxz=0

Wartosé tej funkcji w x = 0 jest bez znaczenia, poniewaz nie wplywa ona na

warto$¢ calki [*_6(z)f(z)dz; zwykle przyjmuje si¢ 6(0) = 1, ale mozna tez
przyjac¢ 0(0) = 0 lub 6(0) = 1; tak jak powiedzialem, nie ma to znaczenia dla
dystrybucji 6. Funkcje te nazywa sie funkcja schodkowa Heaviside’a, poniewaz

jej wykres ma postaé¢ pojedynczego schodka. Przy wyborze 6(0) = L jest ona

2
blisko zwiazana z funkcja signum:

-1 dlaz<0
sgn(z)=¢ 1 dlaz>0
0 dlaxz=0

relacja
sgn(z) =20(x) — 1
Zauwazmy tez, ze
(—xz)+0(x) =1
Ta ré6wnoé¢ przyda nam sie za chwile.
Uzywajac tej dystrybucji mozna zapisa¢ takze inne dystrybucje, na przyktad

[ s 7 st a -
— [ owst+ aay -
- /0; 0(z — a) f(z)dz
| s@ao= [ s-pay-
~ [ o+ i -
- /; o [ s = [T s [ -

- [0 -0 -0 -v) s

Policzmy pochodng thety Heaviside’a w sensie dystrybucji. Zwré¢my uwage,
ze oznacza to co$ innego, niz liczenie zwyklej pochodnej funkcji schodkowej. Dla
zwyktej pochodnej mamy

9,($):{0 dla z # 0

nie istnieje dla x =0
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Zwykla pochodna jest wszedzie réwna 0, poza jednym punktem, gdzie niesit-
nieje. Przyjecie §'(x) = 0 byloby jednak bledem, jak mozemy sie przekonaé
liczac pochodna 0(x) w sensie dystrybucji:

/_O:oﬂl(x)f / 0(z x:—/ooof’(x)dxz

- (f@) “”_3" = — Jim f(x) + £(0) = /(0) =

= /_OO 0(z) f(x)dx

gdzie granica lim, . f(x) poniewaz zalozylismy, ze ffooo |f(x)]dz < oo, comoze
zachodzi¢ tylko wtedy, gdy |f(x)| dazy w nieskoriczonosci do zera.

7 por6éwnania obu stron mamy zatem

0 (x) = o(x)

W sensie dystrybucji pochodna (z) jest dobrze okreslona i jednoznaczna, widaé
tez, ze nie jest réwna 0.

Spostrzezenie, ze funkcje schodkowa mozna zrézniczkowaé¢ w sensie dystry-
bucji, nawet jesli jest nieciagla nie mozna jej zrozniczkowaé w sensie funkcji,
daje nam idee jak mozna rozniczkowaé inne funkcje nieciagte (pod warunkiem
7e s3 kawaltkami ciggle). Wezmy na przyktad funkcje

fi dazx<a

f(x):{ fo dlaz>a

gdzie fi1 i fo sa funkcjami klasy C!(R) (ciagltymi i z ciagla pochodna). War-
tos¢ funkcji f w punkcie x = a jest bez znaczenia, jesli traktujemy ja jako
dystrybucje. Taka funkcje mozemy zapisaé jako

f(z) = fi(@)0(a —z) + fa(z)0(z — a)
lub
f@) = fi(2) + (f2(2) = fi(2))0(z - a)
Uzywajac reguly Leibniza dla iloczynu funkcji (mozna sprawdzi¢, ze dziata ona

dla iloczynu funkeji i dystrybucji tak samo jak dla iloczynu dwoéch funkeji)
otrzymujemy:

_ g
—J1

(@) = fi(@)la —2) + fi() (0la— ) + fo(@)8(z — a) + fo(2) (0(z — @) =
—f1($)9(a—w)+f1($)( d(a—x)) + f5(2)0(z — a) + fo(x)d(z — a) =
= fi(@)0(a — 2) + f5(x)0(z — a) + (f2(z) — f1(2))d(z — a) =

(#)0(a —z) + f( (

2)0(a — ) + f3(2)0(z — a) + (f2(a) — fi(a))d(z — a)

gdzie ostatnie przeksztatcenie wynika ze wzoru g(z)d(z — a) = g(a)d(xz — a).
Z drugiego rozpisania funkcji f otrzymujemy réwnowazny wzor

f'(@) = fil@) + (f2(2) = f1(2))0(z — a) + (f2(a) — fi(a))d(z — a)
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Podobnie mozna rozpisa¢ dowolng funkcje f(z) ze skoniczong liczba niecia-
glosci w punktach a; € R, ¢ € {1,...,n}. Funkcje f postaci

folz) dlazx<ag
fi(z) dlaaz < aig1, ie{l,...n}
fulz) dlax>ay,

fz) =

mozna zapisa¢ w postaci

n

f@) = fo(z) + > (filz) = fimr(2))0(z — a;)

i=1
co prowadzi do wzoru na pochodng

n n

F@) = o)+ > (F@) = fi_1(2)0(x — a;) + Y (fila) = fi-1(a))d(x — a;)

=1 =1

Traktowanie funkcji jako dystrybucje, i znajdywanie ich pochodnych w sensie
dystrybucji pozwala na uzycie aparatu analizy matematycznej réwniez do funk-
cji niecigglych nawet do funkeji nieciggtych lub do takich, ktorych pochodna jest
nieciggla. Jak jeszcze zobaczymy pdzniej, ma to zastosowanie np. w rozwigzy-
waniu niektorych réwnan rézniczkowych (np. w mechanice kwantowej pojawiaja
sie rownania przy ktoérych ta metoda jest przydatna).

Policzmy jeszcze transformate Fouriera dystrybucji 6. Nie mozemy policzy¢
jej bezposrednio poniewaz calki fooo e **dx nie sg zbiezne. Dlatego przed-
stawmy dystrybucje 0(x) jako granice:

O(z) = lim g.(z)

E*)OJr
gdzie

(@) = 0 dlaz <0
Iell) =1 e~ dlaz >0

Dla funkcji g. transformate Fouriera mozemy znalezé bez problemu:

a = [ " g@)e*edr =

— 0o

o .
_ / efezeflkzdx _
0

: T=00
—ex—ikz
(&

—e—ik |,_,
- € — ik
e+ik €2+ k2

Musimy teraz znale7¢ granice € — 0. Pamietaé trzeba, ze szukamy tej granicy
w sensie granicy dystrybucji, a nie jedynie w sensie granicy funkcji.
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Jak juz zostalo pokazane na poprzednim wykladzie,

Z kolei dystrybucja

okazuje sie¢ by¢ nowa dystrybucja, ktorej jeszcze nie rozwazalismy. Pokazmy, ze

0 T ) —€ f T oo f "
/,Oo (65‘% W) flz)dz = lip < . M +/E ;)da)

Mamy bowiem

oo ' . —€ f %) f
[ (m ezimg) f<x>dx:51a ([ s [ ) -

[ ] )

T

|
£F
/N
g 4
+
N
8
7 N
ml\')
_|_
H[\')

8
SN—
}
E
g
+

e

fB

ml\')

_|_

8

[ V)
i:
I

Poniewaz zaréowno catki

() s
Loy

d
[11+y2y

sg zbiezne, mozna z granicg lim. .o, wej$¢ pod catke, otrzymujac

1
Yy
dy + lim _— dy =
/ / 1 y (0) Y 510+ 1 yzf(o) y=20

gdzie zerowanie sie calek wynika z tego, ze catkowane sg funkcje nieparzyste po
zbiorach symetrycznych (ale mozna tez policzy¢ tez te calki normalnie i spraw-
dzi¢, ze sa rowne 0).

jak i

Wyrazenie
—€ (oo}
lim < de—l— / f(x)dx)
e—04 o T 6 x
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(

nazywa sie wartoscig gtdwng (ang. principal value) calki f @) 4z i oznacza

by ([ [ 100) < [ 20

czasem spotyka sie tez oznaczenia P [~ P.V. [*  p.w. [* lub podobne. Na
tej podstawie oznaczamy réwniez

T 1
<61—1>O+ 62 —+ 1‘2> - PV;

Wracajac do transformaty Fouriera dystrybucji 8 mamy wiec

~ . e —ik ) 1
Ok) = i oy = ™ok 1PV
Przy okazji mozemy tez znalezé wzory
1.
lim =PV — +ind(z)

1

e—04 T + ie

1
= PV— —ind(x)
x

Wzory te znajduja zastosowanie w fizyce (m.in. w mechanice kwantowej), gdzie
zdarza sie ze potrzeba znajdowaé¢ wartosci wyrazen postaci

hm (eli%i /_O:o x{g)iiedx) =Im (/oo (PV —o Fimd(a— xo))f(x)dg;> -

_:FT('/ 5$—$0 ()d.’L‘::Fﬂ'f(l"O)

Na koniec dodam jeszcze, ze dystrybucje mozna konstruowaé takze wielu
wymiarach. Mamy na przyktad delte Diraca w trzech wymiarach, zdefiniowana
wzorem

83 (7 — 7o) f(F)d’r = f(70)
R3
Poniewaz mozemy zapisac

f(70) = f(xo,y0, 20) =
/ 5(2 — 20) f (w0, 40, 2)dz = (... ) =

/ / / (= 20)d(y — y0)d(z — 20) f(#,y, z)dwdydz
otrzymujemy relacje

53(77— 7o) = 0(x — x0)6(y — Yo)d(2 — 20)
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Cwiczenia wykladowe 14: dystrybucje

Jak wspomniatem na wykladzie, dystrybucje mozna stosowa¢ do rozwiazywania
pewnych réwnan rézniczkowych. Wezmy na przyktad rownanie

f'(x) = afx) f(x)

gdzie

) = 0 dlaz <0
YTy x dlaz>0

Nie ma wielkiego problemu , by rozwigzaé¢ to réwnanie osobno dla x > 0 i dla
2 > 0. Dla < 0 mamy
fl@)=0
czyli
f(z) = const. = Cy

Z kolei dla z > 0 mamy

= zdzx

d4s
f
L o
In|f| = 5% + const.

f = Cher®

Jesli nie uzywamy jezyka dystrybucji, musimy w tym momencie doda¢ dodat-
kowy warunek na funkcje f, mianowicie, ze funkcja f jest ciggta w punkcie x —0.
Jezeli jednak uzyjemy jezyka dystrybucji, mozemy zobaczy¢, ze nie jest to na-
prawde dodatkowy warunek, ale koniecznosé¢. Jesli bowiem wezmiemy funkcje

f(z) = C10(—z) + Cre*® 0(z)
mamy
F(z) = —C18(z) + Caze?™ 0(z) + Cae?® §(z) = Coze?™ O(z) + (Co — C1)d(x)

Jezeli wiec podstawimy ten wynik do poczatkowego réwnania, otrzymujemy
warunek

(Cg — 01)5(1’) =0
czyli potrzebujemy Cy = C;.
W przypadku réwnan pierwszego stopnia jest tylko uzasadnienie zasady, ze

rozwiazanie powinno by¢ ciagte. Sa tez ciekawsze zastosowania.
Mozemy na przyktad rozwazaé¢ rownanie
€

@) = 5—— f(x)

2 + €2
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gdzie € jest pewnym parametrem, lecz ostatecznie by¢ zainteresowanymi jedynie
przypadkiem, gdy € jest bardzo male, granica ¢ — 0. Bez uzycia dystrybu-
cji jest to trudny problem. Jezeli jednak wykonam juz na poziomie réwnania

wykonamy granice
. €
lim 3 5
e—04 < + €

=7d(x)
otrzymujemy roéwnanie
f(@) = o0(x)f(x)

I rownanie staje si¢ prostsze. Zaréowno dla x > 0 jakidlaz < 0 mamy f”(z) = 0,
co daje nam
f(x) = (C1+ Cax)0(x) + (C3 + Caz)0(x)

Aby jednak rownanie bylo spelnione takze w x = 0, spodziewamy sie pewnych
zwiazkow pomiedzy stalymi C;. Po pierwsze, aby w ogole mnozenie (x)f(x)
mialo sens, funkcja f(x) musi by¢ ciagla w 0 (poniewaz dystrybucja § jest
zdefiniowana jedynie na funkcjach ciagtych w zerze, jedynie przez takie funkcje
mozna jg mnozy¢). Otrzymujemy z tego warunek C; = C3 i mamy funkcje f w
postaci

f(z) = C1 4 Cazb(—x) + Cazb(x)

o(x) f(x) = 0(2)f(0) = Cro(x)
Policzmy teraz pochodne
f(@) = Ca(0(—2) — 26(2)) + Cy(0(z) + 26(z)) = Ca0(—z) + C46(x)
f”(.%‘) = CQ( — 5($)) + 04(5($) = (04 — 02)(5($)
Podstawiajac te wyniki do réwnania, otrzymujemy
(04 — CQ)5($) = 015(33)

czyli
Ci=0C4—Cy

Mamy zatem rozwiagzanie

f(x) = Cao(=1+ 26(—2x)) + Cs(1 + 20(x))

lub réwnowaznie (dla Dy = %, Dy = 04502):
f(x) = D1(20(—z) + z0(z)) + D2 (1 + z0(z) — 26(—x)) = Dyz + Do(1 + |z|)

Inny przypadek, wazny w fizyce, to tzw. funkcje Greena. Zalézmy ze mamy
do rozwiazania pewne niejednorodne réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego

stopnia:
o T 10 (@) = efa)
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Niech funkcja G(z,y) bezie rozwigzaniem rownania

9G(z,y)

() =5+ b(a)Gla,y) = da — y)

Ta funkcja jest nazywana funkcja Greena dla operatora rézniczkowego a(x) % +
b(x). Jesli znamy ta funkcje (ktora dla konkretnego operatora wystarczy znalezé
raz na zawsze), to wtedy dla dowolnej funkcji ¢ funkcja

fw:/meM@w

— 00

jest rozwigzaniem poczatkowego réwnania. Mamy bowiem

o@D 40)500) = (001 % 40 [ Gl
B /_Z (a(x)ach,w + b(x)G(m»y)) c(y)dy =

xT

:/fag—yw@Myzdw

Znajomo$¢ funkeji Greena dla danego réwnania rozniczkowego pozwala zatem
szybko znajdowa¢ rozwigzania szczegdlne réwnan niejednorodnych z dowolng
niejednorodnoscia. A zeby jednak znalez¢ funkcje Greena, trzeba rozwigzac
réwnanie niejednorodne z niejednorodnoscia postaci é(x —y). Przyklad znajdy-
wania funkcji Greena beda mieli paiistwo na ¢wiczeniach.

Termin funkcji Greena uzywa sie tez w nieco innym ale podobnym kontek-
§cie rownan rézniczkowych czastkowych. Zalézmy, ze mamy do rozwigzania

rOwnanie
of (z,1)
ot

=D(z,t)f(,t)
z warunkiem poczatkowym
f(2,0) = u(z)
gdzie u(z) jest dana funkcja, a D(x,t) jest pewnym operatorem rézniczkowym

liniowym zbudowanym z pochodnych a%’ dowolnego stopnia, np.

2

D(zx,t) = a(x, t)% + b(z, t)a2 + c(z,t)

W tym kontekscie funkcja Greena nazywamy funkcje G(x,y,t) spelniajaca row-
nanie

G (z,y,1)

T D(z,t)G(z,y,1)

7 warunkiem poczatkowym

G(z,y,0) = d0(x —y)
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Wtedy rozwiazanie poczatkowego zagadnienia jest dane wzorem

o0

fat)= [ Gty
—0o0

To tatwo sprawdzi¢; poniewaz funkcja G spelniala dane réwnanie rézniczkowe,

to funkcja f réwniez bedzie je spetniaé, a dla ¢ = 0 mamy

oo

f(z,0) = /Oo G(z,y,0)u(y)dy = / §(z — y)u(y)dy = u(x)

— 00 — 00

Waznym przyktadem tego przypadku jest tzw. swobodne réwnanie Schridin-
gera, lezace u podstawy duzej czesci mechaniki kwantowej. Ma ono postaé

of (z,t) _ W* 9* (z,t)

0 _
! ot 2m Ox?

gdzie m jest parametrem (oznaczajacym mase czastki elementarnej), a 7 jest
stalg fizyczna. Aby znalezé¢ funkcje Greena dla tego rownania, bedziemy jej
szuka¢ przy uzyciu jej transformaty Fouriera:

< i AK
G(xvyvt):/ G(kvyvt)ek %

Mamy wtedy
82 R 2
5ezClent) = [ Gy t(=#)

Podstawiajac tg forme funkcji Greena do réwnania, otrzymujemy

3G (k,y,t) ., dk /°° h2k2 - G dE
h ikx 770 k t ikx Y
/ ! o on 2m Gk, y, t)e o

eikw%
2w

— 00 — 00

czyli

G (k,y,t)  h*k? -

ktore mozemy traktowaé jako réwnanie zwyczajne (nie czastkowe) z parame-
trami k i y. Otrzymujemy

ik

dG  hk?
~ = dt
G 2im

- - hk?t
= G(k,y,t) = G(k,y,0) exp < 5 )

Warunek poczatkowy dla funkeji G(k,y,t) ma postac

G(k,y,0) = / G(z,y,0)e *dg = / §(z —y)e *ody = e MY

— 00 — 00
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A zatem znajdujemy

~ k2t
G(k,y,t) = exp <2im - 1ky>

> hk2t dk
G(z,y,t) = / exp (2im +ik(x — y)) by

— 00

Calka ta nie jest zbiezna w sensie funkcji, co $wiadczy o tym, ze G(z,y,t) nie
jest w ogolnosci zwykty funkcja, ale dystrybucja. Aby ja znalezé, dodajmy maty
parametr € > 0 i policzmy granice e — 04

> ht dk
G(z,y,t) = e111(1)1+/ exp ( k <e 2im> +ik(z y)) o

— 00

wystepujaca tu catka jest postaci

> 2
/ efak +bkdk
—o0

gdzie Rea > 0 takie calki sg zbiezna, i rowne
/OO o—ak?+bk gp. _ (Z) H o
oo a
co daje nam wzoér na funkcje Greena:
3
L1 ™ —(z—y)*
G(z,y,t) —613&% (E_ m) exp <4(6_ iy | =

_( m )%ex im(z — y)?
~ \orine) P\ 2

Tej funkcji Greena mozna odtad uzywaé¢ do znajdywania rozwigzan swobodnego
rownania Schrodingera z dowolnym warunkiem poczatkowym.

Wyklad 28: Przestrzenie Hilberta

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowg na d C, ktorej elementami sa pewne
funkcje f : X — C. Na poprzednich wyktadach rozwazaliS§my operatory liniowe
¢V — C, czyli dystrybucje na zbiorze X. Na tym wykladzie bede chcial roz-
wazy¢ wlasnosci analityczne operatorow liniowe A : V' — V. Najpierw jednak
przypomnienie (i wprowadzenie) kilku definicji.
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Definicja (iloczyn skalarny, norma):
Iloczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej V nad C nazywamy odwzoro-
wanie (-|-) : V x V — C takie, ze

® Vf,g1,92 € VVAL A € C (f|Aig1 + Aag2) = Ai(flgr) + A2(flg2)
e Vf,geV (flg) = ({glf)

e VfeV (fIf) =20

e VfeV ((fIf)=0)«=(f=0)

Przestrzenn V nad C na ktoérej zostal okreslony iloczyn skalarny nazywamy prze-
strzeniq unitarng.

Iloczyn skalarny spelnia réwniez warunek (wynikajacy z powyzszych, wiec
nie musi by¢ czescig definicji):

Vi, fo,g € VAL A € C (ALfi + Xafalg) = AT (f1lg) + A3(f]g)

Definicja (iloczyn skalarny, norma):
Normg na przestrzeni wektorowej V nad K (K = C lub R) nazywamy odwzoro-
wanie || - || : V — R takie, ze

o VfeVVAEK [Af]=I[A[lIF]
e VfeV |fllz0

e VfeV (Ifl=0)=(f=0)
e Vi, geV |f+gll <IfII+ gl

Przestrzenn V' nad K na ktoérej zostata okreslona norma nazywamy przestrzenig
UNOTMOWANG.

Na przestrzeni unitarnej istnieje naturalna norma zadana wzorem

1F1 == VL)

To, ze ten wzor zadaje norme spelniajaca powyzsza definicje, wynika z tzw.
nieréwnosci Schwarza:

Twierdzenie (nieré6wnosé Schwarza):
Niech V' bedzie przestrzenig unitarng. Dla dowolnych f,g € V zachodzi

[(Fla) < 1A 19l

Dowod:
Mozemy zalozy¢, ze g # 0 (dla g = 0 nier6wnoS$¢ jest oczywista). Rozwazmy
h = f + A\g, gdzie A jest dowolng liczbg zespolong. Mamy

0 < [Ihl* = (f + Aglf + Ag) = IFII* + A{flg) + A" (glf) + IM[lg]?
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Wybierajac

G el

A= — - _
gl llgll>
otrzymujemy
0 5 {9lf) _ (flg) [l 2 gz (fl9)1?

Z czego wynika
[{Fla)* < 112 Mgl

[(Flad < 119l

co byto do okazania.

Majac spelniona nieréwnosé Schwarza, mamy
1F +gll* = [LF11? + (flg) + gl) +1gl* < IFIP+20 £ gl + gl = (LAl + gl

czyli
I1f+ gl < IFI+ gl

Pozostate dwie wymagane wlasnosci normy wynikaja bezposrednio z algebra-
icznych wtadciwodci iloczynu skalarnego.

Istnienie normy w przestrzeni wektorowej pozwala réwniez zdefiniowa¢ zbiez-
nos¢ ciagow:
Definicja (ciagi zbiezne, ciagi Cauchy’ego, zupelnosé):
Niech V' bedzie przestrzenia unormowana.
Moéwimy, ze ciag f, € V jest zbiezny do granicy g jesli

Tim £ — gl =0
Moéwimy, ze ciag f, € V jest ciggiem Cauchy’ego jesli
Ve > 03N € NVn,m > N||fn — fml| <€

Jesli kazdy ciag Cauchy’ego elementéw z danego zbioru X posiada granice w
zbiorze X, zbiér X nazywamy zupetnym.

Przestrzenie skoriczenie wymiarowe sa zawsze zupelne, ale przestrzenie nie-
skoniczenie wymiarowych (jakimi czesto sa przestrzenie funkcyjne) zupeine byé
nie mMusza.

Ze zbieznosci ciagébw mozna wyprowadzié kolejne liczne definicje (m.in. doty-
czace zbieznosci szeregow lub ciaglosci funkeji z V' lub w V') Sa one analogiczne
do twierdzen dotyczacych funkcji z R w R, wiec nie bede ich tu powtarzat.
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Definicja (przestrzen Banacha, przestrzen Hilberta):
Zupelna unormowang przestrzen wektorowa nazywamy przestrzenig Banacha.
Zupelna unitarng przestrzen wektorowa nazywamy przestrzeniq Hilberta.

Wiekszos¢ twierdzen analizy funkcjonalnej dotyczy przestrzeni Banacha lub
przestrzeni Hilberta. W szczegolnosci w fizyce, zwtaszcza w mechanice kwanto-
wej, przestrzenie Hilberta sa waznym narzedziem.

W przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej baza jest definiowana jako

Definicja (baza):
Niech V bedzie przestrzenia nieskoriczonego wymiar. Ciag e, € V nazywamy
bazq wektorow z V', jesli dla dowolnego wektora v € V istnieje N < oo oraz ciag

a, € C,n=1...N taki, ze
N
U= Zanen
n=1

W ogélnosci, nawet w przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowej wy-
magamy, aby kazdy wektor rozpisywal sie na skonczona liczbe wektoréw bazo-
wych; wynika z tego, ze w ogblnosci nie mamy pojecia granicy w przestrzeni
wektorowej, wiec nie mozemy liczy¢ sum nieskonczonych szeregéw. W przy-
padku przestrzeni unormowanych jest to jednak mozliwe; definiuje sie wiec:

Definicja (zupelny uklad wektorow):
Niech V' bedzie przestrzenia unormowana. Ciag e, € V nazywamy uktadem
zupetnym, jesli dla dowolnego wektora v € V istnieje ciag «,, € C taki, ze

)
v = E Qp€n
n=1

Zwr6émy uwage, ze uklad zupelny nie musi byé¢ baza; dla bazy wymagane
jest, aby kazdy element przestrzeni wektorowej rozpisywal sie jako skoriczona
suma, wektoréw bazowych; dla uktadu zupelnego wystarczy, ze kazdy wektor
byt granica pewnego szeregu.
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Twierdzenie:
Niech V' bedzie przestrzenia Hilberta. Jesli ciag e, € V jest ortonormalnym
uktadem wektoréw (czyli takim, ze [le;|| = 1 oraz (e;|ej) = 0 dla i # j) oraz

an € C to szereg
o0
§ Qpn€n
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy szereg liczbowy

[e%S)
> lanf?
n=1

jest zbiezny.

Dowdod: Szereg jest zbiezny gdy cigg sum czesciowych jest zbiezny. Sprawdzmy

n
fn =" aex
k=1

wiec:

Dla m > n mamy

|Sm — sl

gdzie s, = >.p_, |ox|?>. Wynika z tego, ze ciag f, jest ciagiem Cauchy’ego
wtedy i tylko wtedy gdy ciag s, jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz zaréwno
przestrzenn Hilberta (w ktorej leza wartosci ciagu f,,) jak i zbior R sa zbiorami
zupelnymi, oznacza to, ze ciag f, jest ciggiem zbieznym wtedy i tylko wtedy
gdy ciag s, jest ciagiem zbieznym, z czego wynika teza twierdzenia.

7 powyzszego twierdzenia mamy wniosek:

Twierdzenie:
Niech V bedzie przestrzenia Hilberta. Jezeli e,, € V jest zupelnym ortonormal-
nym ukladem wektoréw, to kazdy wektor f € V mozna jednoznacznie zapisaé

w postaci
o0
f = Z Qn€n
n=1

gdzie
(o)
Z lon|? < o0
n=1
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Jednoznacznosé¢ wynika z tego, ze dla ortonormalnego ukltadu wektorow

(;anen0> & (;an|20> = (VnEN:an:O)

7 tego twierdzenia wynika, ze tak jak przestrzenie skoniczenie wymiarowe
mozna utozsamiac z C" (przez wybor bazy), tak nieskonczenie-wymiarowe prze-
strzenie Hilberta mozna utozsamiaé z przestrzenia ciggdéw sumowalnych z kwa-
dratem (przez wybor zupelnego ortonormalnego uktadu wektorow).

Zajmijmy sie teraz konkretnie przypadkiem przestrzeni funkcji. Najczesciej
spotykany iloczyn skalarny wprowadzanych na takich przestrzeniach ma postac

b
um:/fwwmmmm

gdzie a,b € R sa ustalonymi liczbami, a w(z) > 0 dla « € (a,b), np.

(o) = | rle)sla)is

umwzﬁffurmwmv

(flg) = /000 f@)*g(z)e *dx

Przestrzen v jest wtedy definiowana jako przestrzen takich funkcji dla ktoérych
(f|f) < oo, czasem spehiajacych tez pewne dodatkowe warunki.

Taka definicja (-|-) spelnia pierwsze trzy wymagane wlasnosci iloczynu ska-
larnego:

e Vf, 91,92 € VVAL, A € C (flAig1 + A2g2) = M (flg1) + X2(flg2)
e Vf,geV (flg) = ((g9lf)
eVfeV (flf)>0

Pojawia sie jednak pewien problem z czwartym warunkiem, a to z tego powodu,
ze jesli zmienimy warto$¢ funkcji w jednym punkcie, nie wplywa to na wartosé
calki. Na przyktad, dla

1 dlaz=0
f(””):{ 0 dlaz#0

mamy

/luun%x=o

-1
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mimo, ze f # 0. Sugeruje to, ze fil f(@)*g(z)dx nie jest dobrym iloczynem
skalarnym. Zeby sobie z tym poradzi¢, musimy utozsamic ze soba funkcje f i
fo takie, ze

b
[ 1510) = o) Ptz = 0

O takich funkcjach mowimy, ze sy rowne prawie wszedzie. Choé¢ z punktu wi-
dzenia ich wartosci nie sa one réwne, obie sg traktowane jako ten sam element
przestrzeni unitarnej. Mozna to uscisli¢ (przez skonstruowanie tzw. klas réwno-
waznosci i przestrzeni ilorazowej), ale w praktycznych zastosowaniach wystarczy
wiedzie¢ tyle: jesli funkcje f1 i fo sa rOwne prawie wszedzie, to w przestrzeni
unitarnej s3 jednym elementem.

Pojawia sie tez problem ze zupelno$cia tak skonstruowanej przestrzeni. Zda-
zaja sie bowiem ciagi funkcji catkowalnych w senise catki Riemanna, ktérych
granica punktowa nie jest calkowalna. Z tym problemem takze mozna sobie
poradzi¢, definiujagc tzw. catke Lesbegue’a.

Zeby zdefiniowaé catke Lesbegue’a, musimy najpierw zdefiniowac tzw. miare
Lesbegue’a zbioru. Dla zbioru X C R jest ona zdefiniowane nastepujaco:

w(X) = inf{z |Ik| : (Ir)ken jest ciagiem otwartych przedziatow takim, ze X C UIk}
k k

gdzie dla Iy = (ag,by) mamy || = |by — ag|. Tlumaczac wzor: majac dany
zbior X pokrywamy go za pomoca ciaggu przedziatow I; dla kazdego pokrycia
mierzymy >, |Ij|, czyli taczna dtugos¢ wszystkich przedzialow; biorac wszyst-
kie mozliwe pokrycia, tworzymy zbior {>, [Ix|} i znajdujemy jego kres dolny.

Dla zbior6w X C R™ miare Lesbegue’a definiuje sie analogicznie, tylko po-
krywa sie te zbiory prostopadlo$cianami, a nie przedzialami, i sumujemy obje-
tosci tych prostopadto$cianéw.

Zbiér X nazywany jest mierzalnym w sensie miary Lesbegue’a jesli dla do-
wolnego zbioru Y zachodzi

p(Y) = p(Y N X) +p(Y \ X)

Istnienie zbioréw niemierzalnych jest matematyczna ciekawostka wynikajaca z
tzw. aksjomatu wyboru, ale zbiory te nie sg konstruowalne (mozna udowodnié,
ze istnieja, ale nie istnieje formuly definiujace takie zbiory). Nie bedziemy sie
wiec nimi przejmowac¢. Wszystkie zbiory pojawiajace si¢ w fizycznych oblicze-
niach s3 mierzalne.

Miara Lebesgue’a wyraza to, co mozemy intuicyjnie rozumie¢ jako zozmiarz-
bioru:

e Dla dowolnego zbioru u(X) > 0; u(0) = 0.
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e Jesli X jest przedziatem (otwartym lub zamknietym) o koricach a i b to
u(X) = b~ al.

e Jesli X jest zbiorem jednopunktowym, to pu(X) = 0.
e Jesli Y C X jest zbiorem mierzalnym, to u(X) = u(Y) + u(X \Y)

e Jesli X jest suma przeliczalnie wielu roztacznych zbioréw mierzalnych X =
U; Xi, to u(X) = 3, n(X;)

cho¢ czasem moze dawaé zaskakujace wyniki, np. p(Q) = 0.

Majac miare Lesbegue’a, definiujemy calke Lesbegue’a z funkcji f : X — R
nastepujaco

o Jesli f(xz) >0, to

o Jesli f(x) <0, to
/X f(a)de = /X (—f())de = — / u({z - fz) < —A})dx
o Jesli f(z) = fy(z) — f-(2), gdzie fi(z) =0, f-(x) =0 to

[ s@nz = [ pi@ae— [ @

gdzie calki po A sa zwyklymi catkami Riemanna.

W poréwnaniu do catki Riemanna, ktéra mozna wyobrazac sobie jako granice
sumy poél pionowych prostokatow wypelniajacych pole pod wykresem funkeji,
catke Lesbegue’a mozna sobie wyobraza¢ jako grranice sum poziomych prosto-
katow wypelniajacych pole pod wykresem (rys. ponizej).
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| f(x)

Moze by¢ zastanawiajace,, co taka zmiana nam daje, ale okazuje sie by¢
przydatna w catkowaniu funkcji ktére sa bardzo "postrzepione". Kazda funkcja
catkowalna w sensie Riemanna jest tez catkowalna w sensie Lesbegue’a (i obie
calki sa sobie rowne), ale istnieja funkcje calkowalne w sensie Lesbegue’a ktore
nie sa catkowalne w sensie Riemanna. Dzieki temu zbiér funkcji na zbiorze z
dla ktérych calka

[ r@Pus

jest skoriczona okazuje sie byé¢ przestrzenia zupelna (ale nie bedzie to na tym
wyktadzie dowodzone).

Przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem i wagg w na zbiorze X ozna-
czaé bedziemy L?(X,w). W przypadku gdy w = 1 bedziemy je pomijac i pi-
sa¢ po prostu L?(X). Mamy zatem np. przestrzenie L?([-1,1]), L*(R) czy
L?([0,00),e7"); wszystkie te wymienione przestrzenie maja zastosowanie w fi-
zyce.

Wyktad 29: Operatory na przestrzeni Hilberta

Przejdziemy dzi§ do rozwazania operatoréw na przestrzeni Hilberta. Zacznijmy
od pewnej waznej roznicy miedzy przypadkiem skoniczenie-wymiarowym, a nieskoiiczenie-
wymiarowym. W przypadku skoniczenie wymiarowym wymaga sie, aby opera-
tor byl zdefiniowany na wszystkich wektorach przestrzeni V. Okazuje sie, ze
w przypadku nieskoniczenie wymiarowym ten warunek wykluczalby cala mase
interesujacych operatoréw. Czasem dlatego, ze zadnej operacji nie mozna na
jakim§ wektorze wykona¢ (np. istnieja funkcje nierozniczkowalne), a czasem
dlatego, ze wynik operacji nie nalezatby do docelowej przestrzeni Hilberta (np.
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nie jest funkcja catkowalng z kwadratem). Na przyktad operator rézniczkowa-
nia D, (Df)(x) = f'(x), nie jest okre§lony na calej przestrzeni L*(R), bo ta
przestrzen bowiem funkcje nierézniczkowalne. Nie mozemy tych funkcji po pro-
stu wyrzucié¢ z naszej przestrzeni, poniewaz stanowia one granice ciggow funkcji
rézniczkowalnych, na przyktad

22 . 1 .2
|z]le™ = lim /22 + —e™"
n—o00 n2

Nie mozemy sie zatem ograniczy¢ wyltacznie do funkcji rozniczkowalnych (jesli
chcemy mie¢ przestrzen Hilberta), ale nie chcemy réwniez rezygnowac z rozwa-
zania operatora rézniczkowania. W tym celu dopuszczamy, by operatory miaty
dziedzine mniejsza niz cala przestrzen, z tym ograniczeniem ze dziedzina ta po-
winna by¢ zbiorem gestym w przestrzeni V', tzn. dla dowolnego elementu v € V
istnieje ciag z,, € X taki, ze v = lim, o T,,- Mozna udowodni¢, ze opera-
tor rézniczkowanai spetnia ten warunek; choé¢ nie kazda funkcja z L?(R) jest
rozniczkowalna, to kazda jest granica pewnego ciggu funkcji rozniczkowalnych.
Dziedzine operatora A oznacza¢ bedziemy D(A).

Rozwaza sie réwniez wylacznie operatory ciggte, czyli posiadajace ta wla-
snosé, ze jesli ciag x,, elementéw z D(A) ma granice w D(A), to

lim (Az,) = A( lim z,)

n—oo n—oo

Dla operatoréw na przestrzeni Hilberta definiuje sie norme nastepujaco:

Definicja (norma operatora, operatory ograniczone i nieograniczone):
Normg operatora A : D(A) - W, D(A) C V, gdzie V i W sa przestrzeniami
Hilberta, nazywamy

[AS]
£l

Jesli ||A]| < oo, operator A nazywamy ograniczonym. Jesli || Al = oo, operator
A nazywamy nieograniczonym.

IA]] := sup { 1 f € D(A)\{0}} =sup {[|Aflw : f € D(A), [|fllv =1}

Przyktady:
e operator translacji T, : L?>(R) — L*(R), (T.f)(z) = f(x — a). Mamy
AP = [ e -afde= [ (f@Pde= 1)
a zatem ||A| =1

e operator mnozenia przez x: A : D(A) — L*(R), (Af)(x) = zf(z). Wezmy
funkcje probne

fulz) = 1 dlazen,n+1]
"l 0w przeciwnym przypadku
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Mamy dla nich
n+1
5l = [ 1o =1

z dlazen,n+1]
0 w przeciwnym przypadku

() = {

n+1
1 1 1
s = [ atae= g1 - = g

[Afnll _ /o 1
=3\/n“+n+ -
121 3

Ten iloraz moze byé dowolnie duzy, wiec ||A|| = oo.

Operatory ograniczone maja lepsze wlasnoSci, niektére bardziej zaawanso-
wane twierdzenia sg spelnione tylko dla operatoréw ograniczonych. Na przy-
ktad mozna udowodnié, ze jesli operator ograniczony A jest ciagly i okreslony
na gestej dziedzinie, to mozna go w ciagly sposéb rozszerzy¢ na cala przestrzen
Hilberta V. Wezmy bowiem dowolny wektor f € V' i dowolny ciag f,, € D(A)
zbiezny do v. Dla tego ciagu mamy

Poniewaz ciag f, byt zbiezny, wiec byl takze ciaggiem Cauchy’ego, to wynika
z tego, ze rowniez ciag Af, jest ciagiem Cauchy’ego, wiec jest ciagiem zbiez-
nym. Mozna zatem przez ciaglo$¢ zdefiniowa¢ Af := lim,,_ ., Af,. Poniewaz
mozemy tak rozszerzaé¢ dziedzine bedziemy odtag zaklada¢, ze dla operatoréow
ogranicoznych D(A) = V.

Dla operatoroéw nieograniczonych, gdy || Al = oo powyzsza konstrukcja nie musi
dziata¢, bo nie mozemy udowodnié, ze ciag Af, jest zbiezny. Tym niemniej, w
fizyce potrzebujemy czesto takze operatoréw nieograniczonych.

W przestrzeniach Hilberta mozna zdefiniowaé sprzezenie hermitowskie ope-
ratora:

Definicja (operator sprzezony):

Operatorem sprzezonym do operatora ograniczonego A : D(A) — Vo, D(A) C V4
gdzie Vi i Vi sa przestrzeniami Hilberta, nazywamy operator AT : D(AT) — V7,
D(AT) C V; taki, ze

e DAY ={feVa:Iec<oaVge D(A): (flAg) <dlgl}
e VfeD(A),ge DAY : (f|Ag) = (Alglf)

Ten pierwszy warunek jest potrzebny aby zapewni¢, ze ATf € V;. Dla ope-
ratorow ograniczonych definicja jest nieco prostsza, bo dla nich zawsze mamy
D(A) = Vi, D(A") = V4, i do zdefiniowania operatora AT wystarczy nam drugi
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warunek.

Dla operatoréw z jednej przestrzeni Hilberta do tej samej przestrzeni Hil-
berta mamy dodatkowo pojecia operatoréw hermitowskich i samosprzezonych:

Definicja (operator hermitowski):
Operator A : D(A) — V, D(A) C V gdzie V jest przestrzenia Hilberta, nazy-
wamy hermitowskim jesli dla dowolnych wektoréw f1, fo € V zachodzi

(filAf2) = (Af1lf2)

Definicja (operator samosprzezony):
Operator A : D(A) — V, D(A) C V gdzie V jest przestrzenia Hilberta, nazy-
wamy samosprzezonym jesli AT = A.

W skorniczonym wymiarze operator jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest hermitowski. W nieskoniczonym wymairze jest tak jedynie dla ope-
ratorow ograniczonych; dla operatoréw nieograniczonych tak byé nie musi. O
ile operator samosprzezony jest zawsze hermitowski, to aby operator hermi-
towski byt samosprzezony musi spetnia¢ dodatkowy warunek D(AT) = D(A).
(UWAGA: niektore zrédla nie stosuja tego rozréznienia rygorystycznie, i stosuja
terminy wymiennie; réznica jednak istnieje, pewne zaawansowane twierdzenia
sa spetnione tylko dla operatoréw samosprzezonych, sama hermitowskosé dla
nich nie wystarcza).

Skupmy si¢ teraz na operatorach na L?(X).

Wezesniej rozwazane funkcjonaly liniowe na przestrzeni funkcji, czyli dys-
trybucje, przypisuja funkcji liczbe i zapisuje sie je za pomoca calki:

WF[%WMMM

Na podobnej zasadzie jest definiowane

Definicja (jadro calkowe):
Jadrem catkowym operatora A : L?(X,w) — L*(X,w) nazywamy funkcje uogél-
niong A(z,y) taka, ze

mmm=Lme@@

Jadro calkowe dla operatora na przestrzeni funkcyjnej pelni role analogiczna
do macierzy operatora w przestrzeni skoriczenie wymiarowej; powyzszy wzor
stanowi nieskoniczenie-wymiarowy odpowiednik wzoru

(Av)' =" A%
J
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dla przypadku skoriczenie wymiarowego.

Dla przykladu (wszystkie ponizsze operatory sa zdefiniowane na L?(R)):

e Dla A =1 bedacego operatora identycznosciowym:
(Un@ =@ = [ sw-orw) = [ se-nsw

A(z,y) = d0(z —y)

Dla A = T, bedacego operatorem przesuniecia:

T = fa-a= [ su--aiw = [ se-y-aiw
Alz,y) = 6(x —y —a)
e Dla A bedacego operatorem mnozenia przez ustalona funkcje g(z):
(AN@) = 9@ = [ 9@ty = [ 9@ -0
Az, y) = g(x)é(x —y)
e Dla A = 0, bedacego operatorem rozniczkowania:
@h) = 1@ = [ Sw-orw = [ de-niw

Alz,y) =" (z —y)

e Dla A = F bedacego transformatg Fouriera:

FHw = Fw = [ T ek f(a)de

A(k,xz) = ek

Dla A = F~! bedacego odwrotng transformata Fouriera:

FP@) = f@) = [ e
Az, k) = %elm
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Niech f; bedzie zupelnym ortonormalnym ukladem wektoréow w przestrzeni
L?(R), czyli funkcje f; spetiaja warunek

Gl = [ i) e =5
Dowolng funkcje g € L?(R) mozemy rozpisa¢ w postaci
z) = Z ;i fi(z)
Zauwazmy, ze
(filg) = / filx ZanJ dm—Za]/ filx)" fi(x dm—ZaJ i =
A zatem

o(0) = D45l i) = 3 i V[ sran= [ (X £@50)7 )ty

Poniewaz g(z) = [ &(x —y)g(y), i wzory te sa spelnione dla dowolnej funkcji
g, musi zachodzi¢ réwnos¢:

= Zfi(m)f Y

To przedstawienie funkcji § nazywa sie rozktadem jedynki (bo 6(x — y) jest ja-
drem catkowym operatora identycznosciowego 1), i stosuje sie w fizyce w wielu
przypadkach, w zaleznosci od sytuacji wybierane sg rézne uktady funkcji f;.

Operacje algebraiczne na operatorach mozna przettumaczyé na operacje na
jadrach catkowych. Na przyktad

e Jadro catkowe sumy operatoréw jest suma jader catkowych; jesli
/Alxy y)dy, (Aaf)(z /Agxy
to dla A = Ay + A mamy
(AN)(@) = (Ale) + (4D)@) = [ Ao+ [ Aol flu)dy =

A(x,y) = Al(CL’, y) + Ag(l‘,y)
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e Jadro catkowe iloczynu operatoréw jest splotem jader catkowych; dla tych
samych A; i As co poprzednio i A = A; Ay mamy

(Af)(@) = (A1 As (2 / A () (A f) (9)dy

:/XA1(x,y) /XA2(3/7Z)f(z)dz)dy:
:/X(/XA1($,y)A2(y,z)dy>f(z)dZ

A(ac,z):/XAl(m,y)Ag(y,z)dy

e Dla operatora sprzezonego do operatora A : L?(X,w) — L?*(X,w) mamy
warunek

(AT fu1fo) = (F1]Afa)
/X (AT£)(@))" fale)w(z)dz = / ()" (Afa)(w)w(y)dy

[ ([ Atwannw >dy) Fale)u () = / £ ([ Atwa) o)) wla)y

/ (AT (z,9)) (@) f1(y)" fo(z)dzdy = / Aly, 2)w(y) f1(y)" fo(x)dady
XxX

XxX

Dostajemy wiec zwiazek
(AT (@, 9) w(z) = Ay, 2)w(y)

Al(z,y) = Ay, ) w(y)

w(x)

W przypadku w = 1 otrzymujemy Af(z,y) = A(y,z)* co jest analogiem
zwiazku z przestrzeni skoriczenie wymiarowej AT = (AT)*.

e Przeprowadzajac podobny rachunek, co w poprzednim przypadku, mo-
zemy stwierdzi¢, ze dla operatoréw hermitowskich zachodzi

Az, y) = ﬁfl(yyw)*w(y)

Na podstawie tej ostatniej wlasnosci tatwo rozpoznawaé operatory hermi-
towskie. Oczywiscie operatorem hermitowskim jest operator identycznoSciowy
(z jadrem d(z —y)) ale takze operator mnozenia przez funkcje rzeczywista g(x),
z jadrem g(z)d(x — y), poniewaz

(9()s(y — x))" = g(x)d(x —y)
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Operator rézniczkowania 0., z jadrem 6’(z — y) hermitowski nie jest; dla niego

mamy
(0'(y—2))" =~0'"(x—y)

Ale jesli przemnozymy ten operator przez jednostke urojona, otrzymujac ope-
rator 10, z jadrem i’ (x — y) otrzymamy operator hermitowski:

(i0'(y — )" =1"(=8"(z —y)) = 1'(z —y)

Operatory hermitowskie i samosprzezone posiadaja szereg kilka przydatnych
wlasnosci:

e Wszystkie wartosci wlasne operatora hermitowskiego sa rzeczywiste. Wy-
nika to z rownosci (dla Af = Af, f #0):

ML) = (FINF) = (FIASF) = (AFLF) = (AFLS) = A(FL)
jesli f # 0, oznacza to, ze A = \*.

e Wektory wlasne operatora hermitowskeigo odpowiadajace réznym warto-
§ciom wlasnym sa prostopadte. Jesli Af; = A1 f1, Afs = Aafa, mamy

Mfilf2) = (Mfilf2) = (Afilf2) = (filAf2) = (filAaf2) = X2 (fil f2)
Jesli A1 # Ao, oznacza to, ze (f1]f2) = 0.

o (tzw. rozktad spektralny operatora). Jesli wektory wlasne tworza zupelny
uktad ortonormalny, to operator samosprzezony mozna zapisa¢ w postaci

A= anpn

gdzie P, jest rzutem ortogonalnym na podprzestrzen wektoréw wlasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej \,,.

Ta ostatnia wlasnosé jest czesto uzywana w fizyce, do obliczania wyrazen
postaci (g|Ah) uzywajac tej wlasnosci mamy

(g|AR) = Z/\ glPuh) =3 Aalgl P2h) ZA P,g|P,h)

Majac zupelny ortonormalny uklad wektorow wlasnych f,, odpowiadajacych
wartoSciom wlasnym A, wektory ¢g i h mozna rozpisaé¢ jako

gzzanfna h:Zann

i wtedy
Png:anfna Pn:Bngn

(Png|Pnh) = a;ﬂn<fn|f7z> = arbﬁn
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a zatem

(9lAR) = 3" Aua B,

Znajomos$¢ rozkladu ¢g i h na wektory wlasne operatora A pozwala zatem po-
liczy¢ (g|Ah). Z tego powodu przewazajaca wiekszo$¢ obliczen w fizyce jest
prowadzonych w uktadzie wektorow wlasnych jakiego§ waznego operatora samo-
sprzezonego (uklad ten nazywany jest przez fizykow baza wektorow wlasnych,
cho¢ $cisle rzecz biorac baza nie jest, réznica miedzy baza a zupelnym ukladem
wektorow zostata podkreslona na poprzednim wyktadzie).

Zdarza sie, tez czesto, ze fizycy nazywaja wektorami wlasnymi operatora
A rozwigzania rownania Af = Af ktoére nie naleza do ustalonej przestrzeni
Hilberta, wiec §cisle rzecz biorac, wektorami wlasnymi nie sg. Dzieje sie tak na
przyktad dla operatora
—i0;
w fizyce znanego jako operator pedu (bo w mechanice kwantowej ma zwiazek z
pedem czastki kwantowej). Jesli rozwiazujemy rownanie

_laxf = )‘f

otrzymujemy rozwigzania .
A EC, f(x) =

zadne z tych rozwiazan (nawet te dla A € R) nie jest catkowalne z kwadra-
tem, czyli nie sa one elementami przestrzeni L?(R); rozwigzania dla A ¢ R nie
stanowig zatem kontrprzykladu do twierdzenia, ze wszystkie wartosci wlasne
musza by¢ rzeczywiste. Mimo to fizycy czesto nazywaja funkcje uy(z) = e+
dla ¥ € RR wektorami wlasnymi lub nienormowalnymi wektorami. Nie jest
to §ciste matematycznie, ale przydatne z praktycznego punktu widzenia. Na
podstawie wyniku otrzymanego wczesniej gdy moéwilismy o dysytrybucjach

_ ikx
oe) = / ¢ o

— 00

mozna bowiem znalezé
e dk
— ) = ik(z—y) 2
é(x—y)= /_ © 5
—id(zx —y) = h keik(z*y)%
o 2w
co jest wzorem analogicznym do rozkladu spektralnego A = )\, P,, cho¢
sume Yy trzeba bylo zastapié¢ calka [ ‘;—T"; (i oczywiscie caly wzor jest zapisany
na jadrach catkowych).

Teoria operatoréw na przestrzeniach Hilberta jest bogata i obejmuje duzo
wiecej twierdzen, ale mam nadzieje, ze to co przedstawitem tutaj bedzie sta-
nowito wystarczajaca podstawe matematyczng do zastosowan fizycznych ktoére
pojawia sie na innych przedmiotach.
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Cwiczenia wykladowe 15: wielomiany ortogonalne

Te ostatnie tematy nie beda juz wchodzié¢ w zakres egzaminu pisemnego, wiec na
tych éwiczeniach wyktadowych chciatbym raczej pokazaé jak rézne metody po-
znane w tym semestrze moga by¢ przydatne w analizie konkretnego zagadnienia.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

(2 = 1)f"(z) + 22f"(x) = Af(x) =0

Jest to tak zwane réwnanie Legenedre’a, pojawiajace sie czasem w fizyce. Mozna
je traktowac jako rownanie na wektory wtasne Af = Af dla operatora

(Af)(@) = (2 = 1) f"(z) + 220 f'(2) = ((2* = 1) '(2))

Pokazmy najpierw, ze ten operator jest operatorem hermitowskim w przestrzeni
L?([-1,1]), czyli z iloczynem skalarnym zadanym wzorem

/

1
@mw:/ o()*h(z)dz

-1

Mamy

1
(g|Ah> _ / g(m)*((x2 . 1)h/($))ld$ __catkujac przez czesci

-1

@) @ = W @]~ [ ) @ = ) @)de =

1
_ / g/(x)*(x2 _ 1)h/(l‘)dl‘ :jeszcze raz calkujac przez cze$ci
-1

= [-d@ @ - Dr@][_L, + [1 (¢'(@)*(2* = 1)) 'h(z)da =

1
:/ ((Ag)(@))"h(z)dz = (Ag|h)

-1

Z czego wynika, ze wartoéci wlasne tego tego operatora beda rzeczywiste, a wek-
tory wlasne odpowiadajgce roznym wartosciom wlasnym. Sprobujmy znalezé
te wektory /funkcje wtasne.

Istnieje kilka metod rozwiazywania takich rownan. Jedna z czesciej stoso-
wanych jest poszukiwanie rozwigzania w postaci szeregu Talyora

f(z) = Z anz"”
n=0
Mamy wtedy
oo
f(z)= Znanx"_l
n=0
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n=0
f(z) = Z n(n —1)a,z™ 2 = Z n(n —1)a,az" 2 = Z(n +2)(n+ Dayi2z"
n=0 n=2 n=0

n=0
Nasze rownanie ma wiec postac
Z n(n — Dapz™ — Z(n +2)(n+ Dap22™ + Z 2napa™ — Z Aapz” =0
n=0 n=0 n=0 n=0
Z (n(n —1a, — (n+2)(n+ 1)ay42 + 2na, — Aay)z" =0
n=0
o0
3 ((n(n +1) = N)a, — (n+2)(n + l)an+2>x” ~0
n=0

Caly szereg musi by¢ réwny 0, co oznacza ze wspOlczynniki przy kazdej potedze
x musza by¢ réwne 0:

(n(n+1) = Nan, — (n+2)(n+ 1)an12 =0
dostajemy wiec wzor rekurencyjny

_on(n+1) =\
2 = ) (n+ 1)

a n

Zwr6émy uwage, ze jest to rekurencja co drugi krok: Zag mozna wyliczy¢ as,
nastepnie a4 itd.; z a3 mozna wyznaczyé as, as itd. Sg dwie mozliwosci: albo
przynajmniej jedna z tych rekurencji sie nie koniczy (caly czas dostajemy wspol-
czynniki a,, rézne od 0), albo w pewnym momencie dostaniemy w obu rekuren-
cjach 0 (wtedy wszystkie kolejne wspotczynniki rowniez beda 0). W pierwszym
przypadku mozna pokazaé (czego nie bede tu robil), ze dostajemy w ten sposob
funkcje nie nalezaca do przestrzeni L?([—1,1]). W drugim przypadku, gdy reku-
rencja si¢ urywa, wynikiem bedzie pewien wielomian (bo szereg Taylora bedzie
skoriczony).

Latwo stwierdzi¢, kiedy szereg sie urywa. Sa dwa przypadki:

e jesli ap # 0, to aby rekurencja na wspolczynniki o parzystych indek-
sach sie urywala potrzebujemy A = n(n + 1) dla pewnego parzystego n;
wtedy an,+1 = 01 wszystkie kolejne wspoélczynniki o parzystych indeksach
beda réwne 0. Wtedy jednak rekurencja na wspotczynniki o nieparzystych
wspolczynnikach nigdy by sie nie urywala, chyba ze juz a; = 0 (i wtedy
wszystkie aggy1 = 0).
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e analogicznie jesli a1 # 0 wtedy potrzebujemy A = n(n 4+ 1) dla pewnego
nieparzystego n, by urwac¢ rekurencje zaczynajaca sie od a1; wtedy jednak
potrzebujemy ag = 0, bo inaczej rekurencja zaczynajaca sie od ay bytaby
nieskonczona.

Podsumowujac oba przypadki, zawsze potrzebujemy A = n(n+ 1), n € N i
zaczynac¢ rekurencje od ag # 0, a; = 0 dla n parzystych lub od ag =0, a1 # 0
dla n nieparzystych. Dla poczatkowych n mozemy znalezé

ni| A f

0 0 ag

1] 2 a1x

216 ao(1 — 322?)
3|12 ar(z — 22%)
4120 | ag(1 — 1022 + 222%)

Rozwiazania dla kazdego A sa jednoznaczne z doktadno$cia do normalizacji, czyli
do wyboru wspélczynnika ag lub a;. Tradycyjnie normalizacje te wykonuje sie
tak aby f(1) = 1. Dostajemy w ten sposob tzw. wielomiany Legendre’a:

Po(.’L') =1
Pl(x) =1

Py(x) = %(31‘2 -1

Ps(x) = %(59:3 —3x)

1
Py(z) = g(35:1:4 — 3022 + 3)

Jako ze sa one wektorami wlasnymi operatora hermitowskiego w L?([—1, —1])
powinny by¢ do siebie ortogonalne. I faktycznie mozna sprawdzi¢ na przyktad,
ze

=1

:_1::0

1 1
1 1 .
/ Py(x)Py(z)dx = / g(35954 — 3022 4 3)dx = g(m«f’ —102° + 3z)|”
1 —1

Wielomiany Legendre’a maja jednak takze wiele innych wtasciwosci. Udo-
wodnijmy najpierw, ze

1 d» 9
. — . _ 1 n)
() 2nn! dam ((jj )
Wezmy w tym celu funkcje h(x) = (22 — 1)". Latwo zauwazy¢, ze spelnia ona
réwnanie
(% — )W (2) — 2nxh(z) =0

a zatem takze
dn+1

dgn+t ((x2 — 1A' (z) — 2n$h(m)) -0
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Wykorzystujac regute Leibniza dla pochodnej wielokrotne;j:

dr "L (n\ d¥ f(x) dFg(x)
@) =3 () R T

k=0

otrzymujemy

(” BL 1) (2% = AT (z) + (n Y 1) 2ch" Y (2) + (n ; 1) 21 (x)+

- (n g 1) 2nah(" Y () — (ni 1) 2nh(™(z) =0

czyli
(22 =1 (1) +2(n+1)zh " () 4+n(n+1)A™ () —2nzh T (2) —2n(n+1)A™ (z) = 0

(22 — DA (2) 4 220D (2) — n(n+ 1M (z) =0

czyli h(")(z) spetnia réwnanie Legendre’a z A = n(n + 1). Poniewaz dla kazdej
wartos$ci wlasnej istnieje tylko jedno liniowo niezalezne rozwiazanie wielomia-
nowe, oznacza to, ze

™ (z) = cP, (x)
dla pewnej stalej ¢ € R. Policzmy teraz h(™ (1). Mamy

mn

@) = (@ 17) = T (@1 1)) =
(n) d*(z + 1) d"F(z —1)"

I
M=

k dz* dxn—*F
k=0
" /n n! n!
_ A 1 n—k 7 -1 k
%(k) ot gl

Dla z = 1 tylko jeden skladnik z calej tej sumy bedzie niezerowy, dla k = 0
(poniewaz w przeciwnym przypadku (z — 1)* sie zeruje). A zatem

| |
h(M(1) = (g) : %(1 +1)m %1 = 2"p]

Poniewaz P, (1) =1 (z definicji P,), oznacza to, ze

h™ (z) = 2"n! P, (x)

Pula) = ot (@) = o (@2 - 1))

~ 2npl T onpl dan

Przypomnijmy wzoér catkowy Cauchy’ego dla pochodnych:

- 2mi z — zg)"Hl
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gdzie K jest dowolnym konturem okrgzajacym punkt zg, a f jest funkcjg holo-
morficzng wewnatrz tego konturu. Uzywajac tego wzoru mamy
1 nl (22 —-1)"

P,(z) = — ¢ ——d
(z) 2nn! 27 i (2 — )7 t! :

jako kontur wezmy okrag o §rodku w x i promieniu R sparametryzowany z =
x + Re'?. Otrzymujemy

1 (z2—1)"

P, = ~= 7 dz=
(z) 2n - 27i fz—aﬂ:R (z — x)ntlL :

1 T ((x+ Re®)? 1),
= 5o /O PRICESVE iRedyp =
1 2 . . )
= — / (R%e%% 4 22Re¥ + 22 — 1)"R e "Pdyp =
n . 271' 0

1 2 : z22—-1 _ \"
= Re'¥ 42 —iv) g
2n-27r/0 < st TR ) 4

Dla z € (—1,1), jesli wezmiemy R = v/22 — 1 otrzymujemy wiec

1 27 . .
P,(z) = /0 (Va2 —1e"% 4+ 2z + Va2 — 1le7')"dyp =

2n .2

1 2
= 2vr? —1 2¢)" =
2”-27r/0 2V cos p + 2x)
1 27
=5 (Va2 —1cosp+x)"dp
'ﬂ- O

Jezeli mamy wiec calke postaci

2
/ (acosp +b)"
0

mozemy ja zapisa¢ wyrazi¢ za pomoca wielomianu Legendre’a:

27 27
n b n
@ cos —&-b”:aQ—i—bQE/ % cospt )" =
/0 (acosp+b)" = ), rernhd \/a2+b2)

n b
R A
m(a® + 1) —

Rozwazmy teraz tzw. funkcje tworzgcq wielomianéw Legendre’a:

F(t,z) = Z t" P, (x)
n=0

Mamy wtedy
1
Pala) = 7 [ P :2)]

t=0
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Korzystajac ze wzoru an wielomiany Legendre’a za pomoca calki konturowej,
mamy

oo

F(t,x) =)t 2n_2ﬂi£(z_m)n+ldz—

n=0
2z —1) 1
= d =
2’/T1%Z( zx) 2

1
= d =
27r1f;(1_t(z 0, g

2(z—x)
1 1
= — d
omi fz—a—L(22—1)
Dla |z| < 1 jako kontur catkowania mozna wzia¢ okrag |z| = 1. Uzywajac

metody residuéw mozemy znalez¢ dwa punkty osobliwe funkcji podcalkowej
1
21,2 = ;(1 + 1—2xt+ t2)

Tylko jedno z nich bedzie lezalo wewnatrz konturu; dla |t| < 1 bedzie to to ze
znakiem minus. Mamy wiec

Fit.) = Res (= VT2 ) =

V12wt £2

Otrzymujemy zatem jeszcze jeden wzor na wielomiany Legendre’a:

P(x)_i[ﬁ;}
Tl Lotn /1 — 22t + £2Ji=0

W fizyce to przedstawienie pojawia sie, np. gdy potrzebujemy rozwazamy
funkcje

1
|7 — 7o
pojawiajaca sie w wielu sytuacjach, np. we wzorze na potencjal Coulomba.

Mamy bowiem
1 1

|7 — 7o /12 = 2rrgcos @ + 12

gdzie r = |F], ro = |7o|, ab jest katem pomiedzy wektorami 7 i 7. Dla r > rg
mamy wowczas

1 1 1
|’F*’F| = Z pr P, (cos®)
0 \/1 270 COSG+ n=0
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Dla r < rg mamy podobnie

n

1 1 1 >
= — = — Pn(cos0)
|7 — 7ol o \/1—2%cosﬁ+f_—2 ,;)TOH

2
0

Te rozwiniecia potencjalu Coulomba w szereg sa przydatne w wielu sytuacjach.

Jest tez wiele innych wtasnosci spetnianych przez wielomiany Lagrange’a, i
czesto maja one zastosowanie w fizyce.

Istnieja tez inne zestawy tzw. wielomianéw ortogonalnych, m.in.

e wielomiany Hermite’a, dane wzorem

bedace ortogonalne w przestrzeni L?(R, e’xg)

e wielomiany Laguerre’a dane wzorem

Lo(z) = 1 ,d™(z"e™™)

— e dz™
bedace ortogonalne w przestrzeni L?([0,00),e™%)

e wielomiany Chebysheva dane wzorami

cos(ng) = Ty, (cos p), sin(np) = U, (sin ¢)

bedace ortogonalne w przestrzeni L?([—1,1], \/1£7)

Wielomiany ortogonalne czesto pojawiaja sie w fizyce jako rozwigzania ja-
kich$ rownan rozniczkowych lub wspotczynniki rozwiniecia jakichs funkcji, a
metody analizy jak pokazano na przykladzie wielomiandéw Lagrange’a poma-
gaja w znajdywaniu ich wtasnosci.
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