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Udowodnione ju» byªo, »e je±li pole wektorowe ~V jest polem potencjalnym, to
caªka

∫
K
~V · d~r po dowolnej krzywej zamkni¦tej ma warto±¢ 0. Istniej¡ jednak

równie» wzory na t¡ caªk¦ nawet gdy pole ~V nie jest potencjalne.

Twierdzenie Greena
Niech U ⊂ R2 b¦dzie otwartym obszarem, a ~V : U → R2 b¦dzie ci¡gªym i
ró»niczkowalnym polem wektorowym okre±lonym na obszarze U . Niech D ⊂ U
b¦dzie obszarem domkni¦tym ograniczonym krzyw¡ zamkni¦t¡ ∂D ⊂ U , zorien-
towan¡ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara.
Wówczas ∮

∂D

~V · d~r =

∫
D

(
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
dxdy

co mo»na zapisa¢ tak»e w j¦zyku form ró»niczkowych, u»ywaj¡c ω = Vxdx+Vydy∮
∂D

ω =

∫
D

dω

Dowód
Zaªó»my najpierw, »e obszar D mo»e by¢ przedstawiony w postaciach

D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)} =

= {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, g1(y) ≤ x ≤ g2(y)}

Te dwa przedstawienia obszaru D daj¡ nam te» dwa przedstawienia brzegu ∂D:

∂D =
{

(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, y ∈ {f1(x), f2(x)}
}

=

=
{

(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, x ∈ {g1(y), g2(y)}
}

z czego wynika, »e krzyw¡ zamkni¦t¡ ∂D mo»na podzieli¢ na dwie krzywe skªa-
dowe, na dwa sposoby

∂D = K1 ∪K2 = K3 ∪K4
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gdzie

K1 = {(x, f1(x)) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b}
K2 = {(x, f2(x)) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b}
K3 = {(g1(y), y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d}
K4 = {(g2(y), y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d}

To przedstawienie daje nam parametryzacj¦ krzywych Ki = krzywe K1 i K2

mo»na sparametryzowa¢ za pomoc¡ parametru x, krzywe K3 i K4 za pomoc¡
parametru y. Pami¦taj¡c te», »e krzywa ∂D ma by¢ zorientowana w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara, mo»emy ustali¢. jakie musz¡ by¢ orien-
tacje krzywych Ki = krzywa K1 jest zorientowana przez x zmieniaj¡ce si¦ od a
do b; krzywa K2 przez x zmieniaj¡ce si¦ od b do a; krzywa K3 przez y zmienia-
j¡ce si¦ od d do c, krzywa K4 przez y zmieniaj¡ce si¦ od c do d.
Zacznijmy od lewej strony tezy twierdzenia Greena i podzielmy j¡ na dwie cz¦±ci.
Mamy ∮

∂D

~V · d~r =

∮
∂D

(Vxdx+ Vydy) =

∮
∂D

Vxdx+

∮
∂D

Vydy

Ka»d¡ z tych dwóch cz¦±ci znów podzielimy na dwie∮
∂D

Vxdx+

∮
∂D

Vydy =
( ∫

K1

Vxdx+

∫
K2

Vxdx
)

+
( ∫

K3

Vydy +

∫
K4

Vydy
)

Wykorzystuj¡c poprzednio znalezione parametryzacje krzywych Ki otrzymu-
jemy ∫

K1

Vxdx+

∫
K2

Vxdx =

∫ b

a

Vx(x, f1(x))dx+

∫ a

b

Vx(x, f2(x))dx =

=

∫ b

a

(
Vx(x, f1(x))− Vx(x, f2(x))

)
dx∫

K3

Vydy +

∫
K4

Vydy =

∫ c

d

Vy(g1(y), y)dy +

∫ d

c

Vy(g2(y), y)dy =

=

∫ d

c

(
− Vy(g1(y), y)dy + Vy(g2(y), y)

)
dy

Zauwa»my teraz, »e

Vx(x, f1(x))− Vx(x, f2(x)) = −
∫ f2(x)

f1(x)

∂Vx(x, y)

∂y
dy

−Vy(g1(y), y)dy + Vy(g2(y), y) =

∫ g2(y)

g1(y)

∂Vy(x, y)

∂x
dx

Mamy zatem∫
K1

Vxdx+

∫
K2

Vxdx = −
∫ b

a

(∫ f2(x)

f1(x)

∂Vx(x, y)

∂y
dy
)

dx =
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= −
∫
D

∂Vx(x, y)

∂y
dxdy∫

K3

Vydy +

∫
K4

Vydy =

∫ d

c

(∫ g2(y)

g1(y)

∂Vy(x, y)

∂x
dx
)

dy =

=

∫
D

∂Vy(x, y)

∂x
dxdy

Mamy wi¦c w sumie ∮
∂D

~V · d~r =

∫
D

(
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
dxdy

co byªo do udowodnienia.

Je»eli obszar D nie daje si¦ przedstawi¢ w takiej postaci jak zaªo»yli±my, nale»y
go podzieli¢ na mniejsze obszary, z których ka»dy ju» b¦dzie si¦ tak przedsta-
wiaª, D =

⋃
iDi. Wtedy prawa strona tezy twierdzenia Greena rozpisuje si¦

nast¦puj¡co:∫
D

(
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
dxdy =

∑
i

∫
Di

(
∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
dxdy

Nie mamy jednak ∂D 6=
⋃
i ∂Di - dziel¡c obszar D na kawaªki Di tworzymy

dodatkowe linie wewn¡trz obszaru, które nale»¡ do
⋃
i ∂Di ale nie do ∂D. Mo-

»emy jednak zauwa»y¢, »e ka»da z tych dodatkowych linii jest brzegiem dwóch
kawaªków Di, wi¦c w sumie

∑
i

∮
∂Di

caªkowanie po ka»dej z tych dodatkowych
krzywych pojawi si¦ dwukrotnie; ponadto te dwie caªki b¦d¡ miaªy przeciwn¡
orientacj¦ - je»eli jeden kawaªek Di nadaje krzywej jedn¡ orientacj¦, to kawaªek
le»¡cy po przeciwnej stronie krzywej nadaje jej orientacj¦ przeciwn¡. Z powodu
tych przeciwnych orientacji te dwie caªki po liniach wewn¦trznych kasuj¡ si¦
wzajemnie, pozostawiaj¡c jedynie caªki po liniach zewn¦trznych (nale»¡cych do
∂D), czyli ∮

∂D

~V · d~r =
∑
i

∮
∂Di

~V · d~r

Poniewa» na ka»dym z kawaªków twierdzenie Greena jest speªnione, to b¦dzie
speªnione równie» dla caªego obszaru D. (koniec dowodu)

Twierdzenie Greena mówi o krzywych pªaskich (le»¡cych na pªaszczy¹nie
R2). Istnieje te» podobne twierdzenie o krzywych w przestrzeni, nazywane
twierdzeniem Stokesa.
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Twierdzenie Stokesa
Niech U ⊂ R3 b¦dzie otwartym obszarem, a ~V : U → R3 b¦dzie ci¡gªym i
ró»niczkowalnym polem wektorowym okre±lonym na obszarze U . Niech Σ ⊂
U b¦dzie powierzchni¡ 2-wymiarow¡ ograniczon¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ ∂Σ ⊂ U .
Orientacja brzegu ∂Σ jest wyznaczona przez orientacj¦ powierzchni Σ (rysunek
poni»ej).
Wówczas ∮

∂Σ

~V · d~r =

∫
Σ

(~∇× ~V ) · d~S

co mo»na zapisa¢ tak»e w j¦zyku form ró»niczkowych, u»ywaj¡c ω = Vxdx +
Vydy + Vzdz ∮

∂Σ

ω =

∫
Σ

dω

Rys. 6-1. Zgodno±¢ orientacji powierzchni i jej brzegu - kolejno±¢ wspóªrz¦dnych na

powierzchni wyznacza kierunek obiegania brzegu.

Dowód
Zaªó»my »e powierzchni¦ Σ mo»na sparametryzowa¢ za pomoc¡ dwóch wybra-
nych wspóªrz¦dnych, np.

Σ = {(x, y, z(x, y)) ∈ R3 : (x, y) ∈ D}

gdzie D ⊂ R2 jest pewnym obszarem na pªaszczy¹nie. Parametryzacja za po-
moc¡ (y, z) lub (z, x) równie» jest dopuszczalna - dowód przebiega analogicznie.
Je»eli powierzchni Σ nie mo»na tak sparametryzowa¢ dzielimy j¡ na mniejsze
kawaªki które ju» mo»na, podobnie do tego podziaªu, jaki miaª miejsce w dowo-
dzie twierdzenia Greena.
Maj¡c t¡ parametryzacj¦ mamy∫

Σ

(~∇× ~V ) · d~S =
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=

∫
Σ

((∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z

)
dy ∧ dz +

(∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x

)
dz ∧ dx+

(∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)
dx ∧ dy

)
=

=

∫
D

((∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

dy ∧
(∂z
∂x

dx+
∂z

∂y
dy
)
+

+
(∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

(∂z
∂x

dx+
∂z

∂y
dy
)
∧ dx+

(∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

dx ∧ dy
)

=

=

∫
D

(
−
(∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x
−
(∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y
+

+
(∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

)
dx ∧ dy

Z drugiej strony brzeg ∂Σ mo»na przedstawi¢ w postaci

∂Σ = {(x, y, z(x, y)) ∈ R3 : (x, y) ∈ ∂D ⊂ R2}

zatem∮
∂Σ

~V · d~r =

∮
∂Σ

(Vxdx+ Vydy + Vzdz) =

=

∮
∂D

(
Vx
∣∣
z=z(x,y)

dx+ Vy
∣∣
z=z(x,y)

dy + Vz
∣∣
z=z(x,y)

(∂z
∂x

dx+
∂z

∂y
dy
))

=

=

∮
∂D

((
Vx
∣∣
z=z(x,y)

+ Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

)
dx+

(
Vy
∣∣
z=z(x,y)

+ Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

)
dy
)

Stosuj¡c twierdzenie Greena do tego wyra»enia otrzymujemy

=

∫
D

(
∂

∂x

(
Vy
∣∣
z=z(x,y)

+ Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

)
− ∂

∂y

(
Vx
∣∣
z=z(x,y)

+ Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

))
dx ∧ dy

Korzystaj¡c ze wzoru na pochodn¡ funkcji zªo»onej i pochodn¡ iloczynu mamy

∂

∂x

(
Vy
∣∣
z=z(x,y)

)
=
∂Vy
∂x

∣∣∣
z=z(x,y)

+
∂Vy
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

∂

∂x

(
Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

)
=
∂Vz
∂x

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y
+
∂Vz
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

∂z

∂y
+ Vz

∣∣
z=z(x,y)

∂2z

∂x∂y

∂

∂y

(
Vx
∣∣
z=z(x,y)

)
=
∂Vx
∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

+
∂Vx
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

∂

∂y

(
Vz
∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

)
=
∂Vz
∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x
+
∂Vz
∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

∂z

∂x
+ Vz

∣∣
z=z(x,y)

∂2z

∂y∂x

Wstawiaj¡c te równo±ci do wzoru powy»ej otrzymujemy∮
∂Σ

~V · d~r =
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=

∫
D

(
∂Vy
∂x

∣∣∣
z=z(x,y)

+
∂Vy
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x
+

+
∂Vz
∂x

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y
+
∂Vz
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x

∂z

∂y
+ Vz

∣∣
z=z(x,y)

∂2z

∂x∂y
+

− ∂Vx
∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

− ∂Vx
∂z

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y
+

− ∂Vz
∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x
− ∂Vz

∂y

∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

∂z

∂x
− Vz

∣∣
z=z(x,y)

∂2z

∂y∂x

)
dx ∧ dy =

=

∫
D

((∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

+

+
(∂Vy
∂z
− ∂Vz

∂y

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂x
+
(∂Vz
∂x
− ∂Vx

∂z

)∣∣∣∣
z=z(x,y)

∂z

∂y

)
dx ∧ dy

Porównuj¡c z poprzednio uzyskanym wynikiem otrzymujemy∮
∂Σ

~V · d~r =

∫
Σ

(~∇× ~V ) · d~S

(koniec dowodu)

�wiczenia wykªadowe 3: Potencjaªy

Rozwa»my pole wektorowe

~V =
x~ex + y~ey
x2 + y2

w przestrzeni R3. Sprawd¹my, czy jest szansa by posiadaªo one potencjaª ska-
larny lub wektorowy.
Mamy

~∇× ~V = (
∂Vz
∂y
− ∂Vy

∂z
)~ex + (

∂Vx
∂z
− ∂Vz

∂x
)~ey + (

∂Vy
∂x
− ∂Vx

∂y
)~ez =

=
( ∂
∂y

0− ∂

∂z

y

x2 + y2

)
~ex +

( ∂
∂z

x

x2 + y2
− ∂

∂x
0
)
~ey +

( ∂
∂x

y

x2 + y2
− ∂

∂y

x

x2 + y2

)
~ez =

= 0~ex + 0~ey +
( −2xy

(x2 + y2)2
− −2xy

(x2 + y2)2

)
~ez = ~0

~∇ · ~V =
∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

=

=
∂

∂x

x

x2 + y2
+

∂

∂y

y

x2 + y2
+

∂

∂z
0 =

=
1 · (x2 + y2)− x · 2x

(x2 + y2)2
+

1 · (x2 + y2)− y · 2y
(x2 + y2)2

=
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=
y2 − x2

(x2 + y2)2
+

x2 − y2

(x2 + y2)2
= 0

Poniewa» pole ~V ma zerow¡ rotacj¦, to mo»e posiada¢ potencjaª skalarny. Nato-
miast poniewa» ma zerow¡ dywergencj¦, to mo»e posiada¢ potencjaª wektorowy.
�eby znale¹¢ potencjaª skalarny φ pola ~V musimy rozwi¡za¢ równania

∂φ

∂x
= Vx =

x

x2 + y2
,

∂φ

∂y
= Vy =

y

x2 + y2
,

∂φ

∂z
= Vz = 0

Odcaªkowuj¡c równanie
∂φ

∂z
= 0

po z otrzymujemy

φ(x, y, z)− φ(x, y, z0) =

∫ z

z0

0dz′ = 0

gdzie z0 jest dowolnie wybranym punktem odniesienia, a z′ jest oznaczeniem na
zmienn¡ caªkowania, wprowadzonym by unikn¡¢ kolizji oznacze«. Mamy wi¦c

φ(x, y, z) = φ(x, y, z0) =: C(x, y)

Podstawiaj¡c ten wynik do równania

∂φ(x, y, z)

∂y
=

y

x2 + y2

w punktach i odcaªkowuj¡c je po y otrzymujemy

∂C(x, y)

∂y
=

y

x2 + y2

C(x, y)− C(x, y0) =

∫ y

y0

y′

x2 + y′2
dy′

C(x, y) = C(x, y0)+
[1

2
ln(x2+y2)

]∣∣∣y=y2

y=y1
= C(x, y0)+

1

2
ln(x2+y2

2)−1

2
ln(x2+y2

1)

de�niuj¡c

D(x) := C(x, y0)− 1

2
ln(x2 + y2

0)

otrzymujemy

C(x, y) =
1

2
ln(x2 + y2) +D(x)

czyli

φ(x, y, z) =
1

2
ln(x2 + y2) +D(x)
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Wstawiaj¡c teraz ten wzór do równania

∂φ(x, y, z)

∂x
=

x

x2 + y2

otrzymujemy
∂

∂x

(1

2
ln(x2 + y2) +D(x)

)
=

x

x2 + y2

x

x2 + y2
+

d

dx
D(x) =

x

x2 + y2

d

dx
D(x) = 0

czyli
D(x) = E = const.

Ostatecznie znajdujemy

φ(x, y, z) =
1

2
ln(x2 + y2) + E

gdzie E jest dowoln¡ staª¡; jest to zgodne z twierdzeniem, które pojawiªo si¦ na
wykªadzie, mówi¡cym, »e potencjaª skalarny jest zde�niowany z dokªadno±ci¡
do staªej.

�eby znale¹¢ potencjaª wektorowy ~A = Ax~ex+Ay~ey +Az~ez musimy rozwi¡-
za¢ równania:

∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
= Vx,

∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
= Vy,

∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
= Vz

∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
=

x

x2 + y2
,

∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
=

y

x2 + y2
,

∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
= 0

Zacznijmy od pierwszego z tych równa«. Mo»na je zapisa¢ w postaci

∂Ay(x, y, z)

∂z
=
∂Az(x, y, z)

∂y
− x

x2 + y2

odcaªkowuj¡c równanie stronami po z otrzymujemy

Ay(x, y, z)−Ay(x, y, z0) =

∫ z

z0

(∂Az(x, y, z′)
∂y

− x

x2 + y2

)
dz′

gdzie z0 jest dowolnie wybranym punktem odniesienia, a z′ zostaªo wprowadzona
jako zmienna caªkowania by unikn¡¢ kolizji oznacze«. Mamy wi¦c

Ay(x, y, z) = Ay(x, y, z0) +
∂

∂y

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ − x(z − z0)

x2 + y2
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Podobnie z drugiego równania mamy

∂Ax(x, y, z)

∂z
=
∂Az(x, y, z)

∂x
+

y

x2 + y2

co po odcaªkowaniu daje nam

Ax(x, y, z)−Ax(x, y, z0) =

∫ z

z0

(∂Az(x, y, z′)
∂x

+
y

x2 + y2

)
dz′

Ax(x, y, z) = Ax(x, y, z0) +
∂

∂x

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ +

y(z − z0)

x2 + y2

Wstawiaj¡c te wyniki do trzeciego równania otrzymujemy

0 =
∂Ay(x, y, z)

∂x
− ∂Ax(x, y, z)

∂y
=

=
∂

∂x

(
Ay(x, y, z0) +

∂

∂y

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ − x(z − z0)

x2 + y2

)
+

− ∂

∂y

(
Ax(x, y, z0) +

∂

∂x

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ +

y(z − z0)

x2 + y2

)
=

=
∂Ay(x, y, z0)

∂x
+

∂2

∂x∂y

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ − ∂

∂x

(x(z − z0)

x2 + y2

)
+

− ∂Ax(x, y, z0)

∂y
− ∂2

∂x∂y

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ − ∂

∂y

(y(z − z0)

x2 + y2

)
=

=
∂Ay(x, y, z0)

∂x
− ∂Ax(x, y, z0)

∂y
+

− 1 · (x2 + y2)− x · 2x
(x2 + y2)2

(z − z0)− 1 · (x2 + y2)− y · 2y
(x2 + y2)2

(z − z0) =

=
∂Ay(x, y, z0)

∂x
− ∂Ax(x, y, z0)

∂y
− y2 − x2

(x2 + y2)2
(z − z0)− x2 − y2

(x2 + y2)2
(z − z0) =

=
∂Ay(x, y, z0)

∂x
− ∂Ax(x, y, z0)

∂y

Mamy wi¦c równanie

∂Ay(x, y, z0)

∂x
− ∂Ax(x, y, z0)

∂y
= 0

które rozwi¡zujemy przez przeniesienie ∂Ax
∂y na drug¡ stron¦ i wycaªkowanie po

y:
∂Ax(x, y, z0)

∂y
=
∂Ay(x, y, z0)

∂x

Ax(x, y, z0)−Ax(x, y0, z0) =

∫ y

y0

∂Ay(x, y′, z0)

∂x
dy′
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Ax(x, y, z0) = Ax(x, y0, z0) +
∂

∂x

∫ y

y0

Ay(x, y′, z0)dy′

Podstawiaj¡c to do poprzednio wyprowadzonego równania na Ax(x, y, z) otrzy-
mujemy

Ax(x, y, z) = Ax(x, y0, z0)+
∂

∂x

∫ y

y0

Ay(x, y′, z0)dy′+
∂

∂x

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′+

y(z − z0)

x2 + y2

Mamy równie»

Ay(x, y, z) = Ay(x, y, z0) +
∂

∂y

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ − x(z − z0)

x2 + y2

Te dwa warunki wystarczaj¡ w zupeªno±ci, aby zachodziªa równo±¢ ~∇ × ~A =
~V - »adne dodatkowe warunki nie s¡ ju» potrzebne. To oznacza, »e funkcje
Az(x, y, z), Ay(x, y, z0) i Ax(x, y0, z0) mog¡ by¢ wybrane dowolnie. Zauwa»my
te», »e te dwa równania na Ax i Ay mo»na zapisa¢ w postaci

Ax(x, y, z) =
∂

∂x
f(x, y, z) +

y(z − z0)

x2 + y2

Ay(x, y, z) =
∂

∂y
f(x, y, z)− x(z − z0)

x2 + y2

gdzie

f(x, y, z) =

∫ x

x0

Ax(x′, y0, z0)dx′ +

∫ y

y0

Ay(x, y′, z0)dy′ +

∫ z

z0

Az(x, y, z
′)dz′ =

=

∫ (x,y,z)

(x0,y0,z0)

~A · d~r

gdzie caªkowanie w ostatnim wzorze jest wykonywane po ªamanej (x0, y0, z0)−
(x, y0, z0)− (x, y, z0)− (x, y, z).
Przy u»yciu funkcji f mo»na zapisa¢ równie» Az:

Az(x, y, z) =
∂

∂z
f(x, y, z)

Pokazuje to, »e ogólne rozwi¡zanie równa« na potencjaª wektorowy mo»e by¢
zapisane w postaci:

~A = ~∇f +
y(z − z0)

x2 + y2
~ex −

x(z − z0)

x2 + y2
~ey

gdzie f jest dowoln¡ funkcj¡, a z0 dowoln¡ staª¡. Jest to zgodne z twierdzeniem
z wykªadu, które mówiªo, »e je±li dodamy do potencjaªu wektorowego gradient
dowolnej funkcji, wynik wci¡» jest potencjaªem wektorowym.
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Mo»na jeszcze doda¢, »e lokalnie (w otoczeniu dowolnego punktu) cz¦±¢ z z0

mo»na zapisa¢ jako gradient funkcji

−yz0

x2 + y2
~ex +

xz0

x2 + y2
~ey = ~∇(z0 arctan

y

x
) = ~∇(z0ϕ)

gdzie ϕ jest wspóªrz¦dna k¡ta w pªaszczy¹nie xy (ze wspóªrz¦dnych bieguno-
wych). Nie mo»na tego jednak zrobi globalnie (w caªek przestrzeni), gdy» funk-
cjia ϕ nie mo»na zde�niowa¢ w sposób ci¡gªy na caªej przestrzeni.

Wykªad 7: Twierdzenie Gaussa, zastosowania twier-
dze« Greena, Stokesa i Gaussa

Jest jeszcze trzecie twierdzenie podobne do dwóch ostatnich; te» mo»na je po-
strzega¢ jako tw. Greena przeniesione w trzeci wymiar, ale w inny sposób:

Twierdzenie Gaussa
Niech U ⊂ R3 b¦dzie otwartym obszarem, a ~V : U → R3 b¦dzie ci¡gªym i
ró»niczkowalnym polem wektorowym okre±lonym na obszarze U . Niech Ω ⊂ U
b¦dzie obszarem domkni¦tym ograniczonym powierzchni¡ zamkni¦t¡ ∂Ω ⊂ U ,
zorientowan¡ «a zewn¡trz", tzn. tak, »e wektor prostopadªy do powierzchni,
~N = ∂~r

∂u1
× ∂~r

∂u2
jest skierowany na zewn¡trz obszaru Ω.

Wówczas ∫
∂Ω

~V · d~S =

∫
Ω

(~∇ · ~V )dxdydz

co mo»na zapisa¢ tak»e w j¦zyku form ró»niczkowych, u»ywaj¡c ω = Vxdy ∧
dz + Vydz ∧ dx+ Vzdx ∧ dy ∫

∂Ω

ω =

∫
Ω

dω

Dowód
Dowód przebiega podobnie do dowodu twierdzenia Greena. Zaªó»my, »e obszar
Ω mo»e by¢ przedstawiony w postaciach

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Dxy, f1(x, y) ≤ z ≤ f2(x, y)} =

= {(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ Dyz, g1(y, z) ≤ x ≤ g2(y, z)} =

= {(x, y, z) ∈ R3 : (z, x) ∈ Dzx, h1(z, x) ≤ y ≤ h2(z, x)}

gdzie Dxy, Dyz, Dzx s¡ pewnymi obszarami domkni¦tymi w R2. Je»eli obszar
Ω nie daje si¦ tak przedstawi¢, dzielimy go na mniejsze kawaªki Ωi, które tak
przedstawi¢ si¦ daj¡. Analogicznie do tego co mieli±my w twierdzeniu Greena i
tw. Stokesa, mamy∫

Ω

(~∇ · ~V )dxdydz =
∑
i

∫
Ωi

(~∇ · ~V )dxdydz

11



co wynika z tego, »e Ω =
∑
i Ωi, oraz∫

∂Ω

~V · d~S =
∑
i

∫
∂Ωi

~V · d~S

co wynika z tego, »e wkªady od tych kawaªków
∑
i ∂Ωi które le»a wewn¡trz Ω

pojawiaj¡ si¦ dwukrotnie, z przeciwnymi orientacjami, wi¦c b¦d¡ si¦ wzajem-
nie kasowaªy. Je»eli wi¦c udowodnimy, »e na maªych kawaªkach, które mo»na
przedstawi¢ za pomoc¡ podanych wy»ej wzorów, tw. Gaussa jest speªnione, to
b¦dzie speªnione równie» dla dowolnych obszarów które mo»na rozªo»y¢ na takie
kawaªki.

Zakªadaj¡c, »e obszar Ω rozpisuje si¦ na sposoby podane powy»ej, zde�-
niujmy

Σ−z = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Dxy, z = f1(x, y)}
Σ+
z = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ Dxy, z = f2(x, y)}

Σ−x = {(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ Dyz, x = g1(y, z)}
Σ+
x = {(x, y, z) ∈ R3 : (y, z) ∈ Dyz, x = g2(y, z)}

Σ−y = {(x, y, z) ∈ R3 : (z, x) ∈ Dzx, y = h1(z, x)}
Σ+
y = {(x, y, z) ∈ R3 : (z, x) ∈ Dzx, y = h2(z, x)}

Czyli np. powierzchnia Σ−z to powierzchnia wyznaczona przez dolne ogranicze-
nie na zmienn¡ z, a powierzchnia Σ+

z jest wyznaczona przez górne ograniczenie
na zmienn¡ z. Mamy

∂Ω = Σz− ∪ Σz+ = Σx− ∪ Σx+ = Σy− ∪ Σy+

Zwró¢my uwag¦, »e narzucona nam orientacja ∂Ω (na zewn¡trz), wyznacza
orientacj¦ powierzchni Σ±i :

• powierzchnia Σ−z jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma ujemn¡ skªadow¡
w kierunku z (poniewa» obszar Ω znajduje si¦ ponad t¡ powierzchni¡);
wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (y, x)

• powierzchnia Σ+
z jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma dodatni¡ skªa-

dow¡ w kierunku z (poniewa» obszar Ω znajduje si¦ poni»ej tej powierzchni);
wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (x, y)

• powierzchnia Σ−y jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma ujemn¡ skªadow¡
w kierunku x; wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (z, y)

• powierzchnia Σ+
y jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma dodatni¡ skªa-

dow¡ w kierunku x; wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (y, z)

• powierzchnia Σ−x jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma ujemn¡ skªadow¡
w kierunku y; wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (x, z)
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• powierzchnia Σ+
x jest zorientowana tak, »e wektor ~N ma dodatni¡ skªa-

dow¡ w kierunku y; wymaga to kolejno±ci wspóªrz¦dnych (z, x)

Sprawd¹my na przykªadzie, »e te kolejno±ci wspóªrz¦dnych s¡ poprawne. Np.
dla powierzchni Σ−z mamy parametryzacj¦ ~r(x, y) = (x, y, f1(x, y)). Zatem

∂~r

∂x
=
(

1, 0,
∂f1

∂x

)
,

∂~r

∂y
=
(

0, 1,
∂f1

∂y

)
~N =

∂~r

∂y
× ∂~r

∂x
=
(∂f1

∂x
,
∂f1

∂y
,−1

)
Czyli tak jak zostaªo powiedziane, kolejno±¢ wspóªrz¦dnych (y, x) daje wektor
~N o ujemnej skª¡dowej w kierunku z. W pozostaªych przypadkach rachunek
jest analogiczny.

Mamy∫
∂Ω

~V · d~S =

=

∫
∂Ω

(Vxdy ∧ dz + Vydz ∧ dx+ Vzdx ∧ dy) =

=

∫
Σ−x ∪Σ+

x

Vxdy ∧ dz +

∫
Σ−y ∪Σ+

y

Vydz ∧ dx+

∫
Σ−z ∪Σ+

z

Vzdx ∧ dy =

=

∫
Σ−x

Vxdy ∧ dz +

∫
Σ+
x

Vxdy ∧ dz +

∫
Σ−y

Vydz ∧ dx+

∫
Σ+
y

Vydz ∧ dx+

+

∫
Σ−z

Vzdx ∧ dy +

∫
Σ+
z

Vzdx ∧ dy

Aby zamieni¢ te caªki na zwykªe caªki wielokrotne, wspóªrz¦dne musz¡ by¢ we
wªa±ciwej kolejno±ci. Na powierzchniach Σ−i musimy wi¦c zamieni¢ kolejno±¢
wspóªrz¦dnych, co skutkuje zmian¡ znaku:∫

∂Ω

~V · d~S =

= −
∫

Σ−x

Vxdz ∧ dy +

∫
Σ+
x

Vxdy ∧ dz −
∫

Σ−y

Vydx ∧ dz +

∫
Σ+
y

Vydz ∧ dx+

−
∫

Σ−z

Vzdy ∧ dx+

∫
Σ+
z

Vzdx ∧ dy =

= −
∫
Dyz

Vx(g1(y, z), y, z)dzdy +

∫
Dyz

Vx(g2(y, z), y, z)dydz+

−
∫
Dzx

Vy(x, h1(z, x), z)dxdz +

∫
Dzx

Vy(x, h2(z, x), z)dzdx+

−
∫
Dxy

Vz(x, y, f1(x, y))dydx+

∫
Dxy

Vz(x, y, f2(x, y))dxdy =
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=

∫
Dyz

(
Vx(g2(y, z), y, z)− Vx(g1(y, z), y, z)

)
dydz+

+

∫
Dzx

(
Vy(x, h2(z, x), z)− Vy(x, h1(z, x), z)

)
dzdx+

+

∫
Dxy

(
Vz(x, y, f2(x, y))− Vz(x, y, f2(x, y))

)
=

=

∫
Dyz

(∫ g1(y,z)

g2(y,z)

∂Vx(x, y, z)

∂x
dx
)

dydz+

+

∫
Dzx

(∫ h1(z,x)

h2(z,x)

∂Vy(x, y, z)

∂y
dy
)

dzdx+

+

∫
Dxy

(∫ f1(x,y)

f2(x,y)

∂Vz(x, y, z)

∂z
dz
)

dxdy =

=

∫
Ω

(∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

+
∂Vz
∂z

)
dxdydz =

∫
Ω

(~∇ · ~V )dxdydz

(koniec dowodu).

Zauwa»my »e wszystkie te trzy twierdzenia, Greena, Stokesa i Gaussa, je±li
zapisane na formach, maj¡ bardzo podobn¡ posta¢:∫

∂D

ω =

∫
D

dω,

∫
∂Σ

ω =

∫
Σ

dω,

∫
∂Ω

ω =

∫
Ω

dω

ró»nice s¡ jedynie w tym, »e

• W twierdzeniu Greena ω jest 1-form¡, a D obszarem 2-wymiarowym w
przestrzeni R2

• W twierdzeniu Stokesa ω jest 1-form¡, a Σ powierzchni¡ 2-wymiarow¡ w
przestrzeni R3

• W twierdzeniu Gaussa ω jest 2-form¡, a Ω obszarem 3-wymiarowym w
przestrzeni R3

Mo»na by zapisa¢ ogólne twierdzenie, dla k-formy i (k+1)-wymiarowej po-
wierzchni w przestrzeni Rn, i te» byªoby ono prawdziwe, a ogólny dowód byªby
uogólnieniem dowodów przedstawionych powy»ej. To ogólne twierdzenie, u»y-
wane raczej przez matematyków ni» przez �zyków równie» nazywane jest twier-
dzeniem Stokesa.

Te trzy twierdzenia s¡ bardzo u»yteczne w �zyce, poniewa» wiele wielko±ci
�zycznych jest ze sob¡ zwi¡zanych relacjami ró»niczkowymi. Na przykªad pole
elektryczne ~E i g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego ρ speªniaj¡ zwi¡zek:

~∇ · ~E =
ρ

ε
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gdzie ε jest wªasno±ci¡ o±rodka zwan¡ przenikalno±ci¡ elektryczn¡. Z twierdzenia
Gaussa wynika zatem, »e dla dowolnego obszaru Ω ⊂ R3∫

∂Ω

~E · d~S =

∫
Ω

~∇ · ~E d3x =

∫
Ω

ρ

ε
d3x

czyli strumie« pola elektrycznego przez dowoln¡ powierzchni¦ zamkni¦t¡ jest
wyznaczony jedynie przez ªadunki obj¦te t¡ powierzchni¡. W przypadkach o
szczególnej symetrii pozwala to ªatwo policzy¢ pole elektryczne nie korzystaj¡c
z prawa Coulomba, które w przypadku du»ych ukªadów ªadunków mo»e prowa-
dzi¢ do skomplikowanych caªek.

Podobnie prawo Stokesa znajduje zastosowanie w elektromagnetyzmie. Mamy
np. prawo

~∇× ~E = −∂
~B

∂t

gdzie ~E jes polem elektrycznym, a ~B polem magnetycznym. Twierdzenie Stokesa
pozwala zamieni¢ ten zwi¡zek na posta¢ caªkow¡∮

∂Σ

~E · d~r =

∫
Σ

(~∇× ~E) · d~S = − ∂

∂t

∫
Σ

~B · d~S

co mo»na odczytywa¢ jako: zmiana strumienia pola magnetycznego przepªywa-
j¡cego przez dan¡ powierzchni¦ wytwarzaj¡ pole elektryczne kr¡»¡ce po brzegu
tej powierzchni. Jest to efekt znany jako zasada indukcji Faradaya, wykorzy-
stywany do generacji pr¡du elektrycznego przez poruszaj¡ce si¦ magnesy.

Prawo Greena z kolei znajduje zastosowanie np. do liczenia pól powierzchni
skomplikowanych �gur geometrycznych. Bywa tak, ze cho¢ mo»emy ªatwo spa-
rametryzowa¢ krzyw¡ ograniczaj¡c¡ jaki± obszar, sam obszar jest trudny do
sparametryzowania. Mo»emy wtedy wykorzysta¢ jeden z poni»szych wzorów∮

∂D

xdy = −
∮
∂D

ydx =
1

2

∮
∂D

(xdy − ydx) =

∫
D

1dxdy

(wszystkie s¡ szczególnymi przypadkami zastosowania twierdzenia Greena) aby
policzy¢ pole obszaru D wykonuj¡c jedynie jedno caªkowanie po krzywej ogra-
niczaj¡cej ten obszar. Nale»y pami¦ta¢ tylko, by okr¡»a¢ obszar w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazówek zegara. Istnieje nawet wykorzystywane przez
geodetów urz¡dzenie zwane planimetrem (pl.wikipedia.org/wiki/Planimetr) me-
chanizuj¡ce ten proces i obliczaj¡ce pole powierzchni �gury pªaskiej (np. ob-
szaru na mapie) poprzez oprowadzenie wodzika po granicy tego obszaru.

Mo»na te» stosowa¢ te twierdzenia by uªatwi¢ sobie pewne rachunki. Za-
ªó»my, »e mamy do policzenia strumie« pewnego pola ~V przez pewn¡ powierzch-
ni¦ σ o brzegu ∂Σ. Powiedzmy jednak, »e powierzchnia Σ ma skomplikowan¡ pa-
rametryzacj¦, wi¦c obliczanie strumienia bezpo±rednio z de�nicji byªoby trudne.

15



Je»eli znajdziemy jednak inn¡ powierzchni¦ Σ′ o tym samym brzegu ∂Σ′ = ∂Σ,
to mo»emy zauwa»y¢, »e te dwie powierzchnie b¦d¡ ogranicza¢ pewien obszar Ω
o brzegu ∂Ω = Σ∪Σ′. Zakªadaj¡c, »e powierzchnie te s¡ skierowane na zewn¡trz
tego obszaru (je±li nie, to trzeba zamieni¢ niektóre znaki we wzorze poni»ej),
mamy: ∫

Σ

~V · d~S +

∫
Σ′

~V · d~S =

∫
Ω

(~∇ · ~V ) d3x∫
Σ

~V · d~S = −
∫

Σ′

~V · d~S +

∫
Ω

(~∇ · ~V ) d3x

Je»eli powierzchnia Σ′ ma prostsz¡ parametryzacj¦ ni» powierzchnia Σ, oraz np.
~∇ · ~V równie» ma prost¡ posta¢, to policzenie prawej strony tej równo±ci mo»e
okaza¢ si¦ prostsze ni» liczenie lewej strony z de�nicji. Nale»y tylko by¢ ostro»-
nym z orientacjami: jak zaznaczyªem wcze±niej, wa»ne jest by obie powierzchnie
Σ i Σ′ byªy zorientowane na zewn¡trz obszaru Ω.

Wykªad 8: Konwencja sumacyjna

Jak dot¡d, caª¡ analiz¦ wektorow¡ przeprowadzali±my w kartezja«skim ukªadzie
wspóªrz¦dnych, np. pola wektorowe rozpisywali±my na skªadowe w kierunkach
xyz (~V = Vx~ex + Vy~ey + Vy~ey), a operacje ró»niczkowe zapisywali±my za po-
moc¡ pochodnych ∂

∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z . W wielu przypadkach warto jednak u»ywa¢

innych wspóªrz¦dnych, poniewa» upraszczaj¡ one opis sytuacji któr¡ mamy do
przeanalizowania. Zanim jednak przejdziemy do ukª¡dów krzywoliniowych, po-
trzebujemy wprowadzi¢ pewn¡ notacj¦ zwan¡ konwencj¦ sumacyjn¡ Einsteina.

Jest to skrótowy sposób zapisu wzorów, który oszcz¦dza miejsce poprzez
pomini¦cie symboli sumowania po indeksach, które powtarzaj¡ si¦ we wzorach
dwukrotnie, raz jako indeks górny, raz jako indeks dolny. Na przykªad, je±li
mamy dwie macierze A = [Aij ], B = [Bij ], wzór na wspóªczynniki iloczynu tych
macierzy ma posta¢

(AB)ij =
∑
k

AikB
k
j

U»ywaj¡c konwencji sumacyjnej zapisaliby±my po prostu

(AB)ij = AikB
k
j

gdzie sumowanie po k jest domy±lne poniewa» jest to indeks powtarzaj¡cy si¦
dwukrotnie, raz jako indeks dolny, raz jako indeks górny. Podobnie dziaªanie
macierzy A na wektor ~v = (vi) zapisuje si¦ normalnie wzorem

(A~v)i =
∑
j

Aijv
j

co w konwencji sumacyjnej ma posta¢

(A~v)i = Aijv
j
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Zysk z konwencji sumacyjnej jest wyra¹niejszy przy dªu»szych wzorach. Np.
zapisuj¡c iloczyn pi¦ciu macierzy A,B,C,D,E zamiast

(ABCDE)ij =
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

AikB
k
lC

l
mD

m
nE

n
j

mamy po prostu
(ABCDE)ij = AikB

k
lC

l
mD

m
nE

n
j

Nale»y tu podkre±li¢, »e indeks który si¦ powtarza jest indeksem sumowania,
wi¦c jego nazw¦ mo»na dowolnie zmienia¢:

AikB
k
j = AilB

l
j = AimB

m
j = AinB

n
j

Indeksy, które si¦ nie powtarzaj¡, s¡ indeksami ¹ewn¦trznymi- ich nazwy mo-
»emy zmienia¢ tylko gdy robimy to po obu stronach równania, np.

(AB)ij = AikB
k
j

mo»na zapisa¢ jako
(AB)mn = AmkB

k
n

Konwencja sumacyjne zmusza nas jednak do pilnowania pozycji indeksów, aby
byªy one we wªa±ciwych pozycjach do sumowania. Np. je±li raz postanowili-
±my, »e skªadowe wektorów b¦d¡ miaªy indeksy u góry ~v = (vi)i=1,2,3, to ele-
menty bazy przestrzeni wektorowej musz¡ mie¢ indeksy u doªu e = (~e1, ~e2, ~e3) =
(~ei)i=1,2,3 Aby mo»na byªo zapisa¢

~v = vi~ei

Iloczyn skalarny

Konwencja sumacyjna czasem wymusza czasem pewne skomplikowanie wzorów.
Nie mo»emy np. bezpo±rednio przepisa¢ wzoru

~v · ~w =
∑
i

viwi

na konwencj¦ sumacyjn¡, poniewa» oba indeksy i znajduj¡ si¦ w pozycji górnej.
Aby móc zapisa¢ ten wzór w konwencji sumacyjnej, musimy wprowadzi¢ symbol
δij zde�niowany jako

δij = ~ei · ~ej
Poniewa»

~v · ~w = (vi~ei) · (wj~ej) = (~ei · ~ej)viwj

to iloczyn skalarny zapisuje si¦ w konwencji sumacyjnej jako

~v · ~w = δijv
iwj
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Oczywi±cie, poniewa» ~ei to wektory bazowe kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦d-
nych, mamy

δij =

{
1 dla i = j
0 dla i 6= 0

Jest to zwykª¡ delta Kroneckera. Przemno»ona przez wektor nie zmienia war-
to±ci jego skªadowych, ale przenosi indeks górny na dolny:

δ1iv
i = v1, δ2iv

i = v2, δ3iv
i = v3

Jest to pewna komplikacja wzgl¦dem pierwotnego wzoru, ale z drugiej strony
mo»emy zauwa»y¢, »e ka»dy mo»liwy iloczyn skalarny (nie tylko standardowy
kartezja«ski), mo»na zapisa¢ w tej postaci, je±li zast¡pimy macierz δij przez inn¡
symetryczn¡ macierz. Jak zobaczymy, b¦dzie to konieczne gdy przejdziemy do
niekartezja«skich ukªadów wspóªrz¦dnych.
Wprowad¹my te» symbol δij z indeksami u góry, potrzebny do tego, by móc
odwróci¢ operacj¦ opuszczani indeksu, co czasem b¦dzie potrzebne. Czyli je»eli

ωi = δijw
j

to
wi = δijωj

mamy wtedy
wi = δikωk = δikδkjw

j

czyli
δikδkj = δij

gdzie δij jest macierz¡ odwzorowania identyczno±ciowego, 1 = [δij ]:

1~w = ~w

δijw
j = wi

Poniewa»
~ei · ~v = (~ei · ~ej)vj = δijv

j

To u»ywaj¡c symbolu δij mo»emy zapisa¢

vi = δij(~ej · ~v)

czyli
~v = ~eiδ

ij(~ej · ~v)

To przedstawienie przyda nam si¦ w przyszªo±ci.
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Iloczyn wektorowy

Ograniczmy si¦ chwilowo do przestrzeni R3. Do opisu iloczynu wektorowego,
wprowad¹my symbol

εijk = ~ei · (~ej × ~ek)

ten symbol jest nazywany symbolem Levi-Civity (od nazwiska wªoskiego mate-
matyka, Tullio Levi-Civita). Okazuje si¦, »e jest on caªkowicie antysymetryczny:
zamiana kolejno±ci dowolnych dwóch indeksów zamienia znak:

εijk = −εikj = −εkji = −εjik

Konkretnie mamy
ε123 = ε231 = ε312 = 1

ε132 = ε213 = ε321 = −1

oraz εijk = 0 w przeciwnym przypadku (je»eli dowolne dwa indeksy si¦ powta-
rzaj¡).
U»ywaj¡c wcze±niej wyprowadzonego przedstawienia

~v = ~eiδ
ij(~ej · ~v) = ~ekδ

km(~em · ~v)

zastosowanego do wektora ~v = ~ei × ~ej otrzymujmy

~ei × ~ej = ~ekδ
km
(
~em · (~ei × ~ej)

)
= ~ekδ

kmεmij

czyli dla dowolnych dwóch wektorów ~v = vi~ei, ~w = wj~ej

~v × ~w = (vi~ei)× (wj~ej) = (~ei × ~ej)viwj = ~ekδ
kmεmijv

iwj

Zde�niujmy te» symbol εijk z indeksami u góry, jako

εijk = δilδjmδknεlmn

czyli przez podniesienie indeksów u»ywaj¡c symbolu δij . Mo»na sprawdzi¢ bez-
po±rednim rachunkiem, »e zachodzi zwi¡zek

εijkεlmn = δilδ
j
mδ

k
n + δimδ

j
nδ
k
l + δinδ

j
lδ
k
m − δilδjnδkm − δimδ

j
lδ
k
n − δinδjmδkl

Dowodu nie przedstawiam, ale mo»na dla dowolnej konkretnej kombinacji in-
deksów np. (ijk) = (123), (lmn) = (321), mo»na ten wzór ªatwo sprawdzi¢.
Podstawiaj¡c n = k i u»ywaj¡c faktu, »e δkk = 3 otrzymujemy

εijkεlmk = δilδ
j
mδ

k
k + δimδ

j
kδ
k
l + δikδ

j
lδ
k
m − δilδ

j
kδ
k
m − δimδ

j
lδ
k
k − δikδjmδkl =

= 3δilδ
j
m + δimδ

j
l + δimδ

j
l − δ

i
lδ
j
m − 3δimδ

j
l − δ

i
lδ
j
m =

= δilδ
j
m − δimδ

j
l

Podstawiaj¡c kolejno m = j mamy

εijkεljk = δilδ
j
j − δ

i
jδ
j
l =
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= 3δil − δil =

= 2δil

Wreszcie podstawiaj¡c równie» l = i:

εijkεijk = 2δii = 6

Te wªasno±ci symbolu Levi-Civity sa u»yteczne do przeksztaªcania i upraszczania
wzorów i b¦dziemy z nich korzysta¢ w przyszªo±ci.

Formy ró»niczkowe

1-form¦ α = αidx
i odpowiadaj¡c¡ polu wektorowemu ~A = Ai~ei mo»na zapisa¢

w postaci

α = ~A · d~r = (Aj~ej) · (~eidxi) = Aj(~ej · ~ei)dxi = Ajδjidx
i

czyli
αi = Ajδji = δijA

j

W drug¡ stron¦, pole wektorowe odpowiadaj¡ce 1-formie α = αidx
i b¦dzie

zatem dane wzorem
Ai = δijαj

~A = ~eiδ
ijαj

Co do 2-formy β = Bxdy ∧ dz + Bydz ∧ dx + Bzdx ∧ dy = B1dx2 ∧ dx3 +
B2dx3 ∧ dx1 + B3dx1 ∧ dx2 odpowiadaj¡cej polu ~B = Bi~ei, zauwa»my, »e
mo»na j¡ zapisa¢ w postaci

β =
1

2
εijkB

idxj ∧ dxk

Czynnik 1
2 pochodzi st¡d, »e suma εijkBidxj ∧dxk zawiera zarówno wyrazy np.

ε123B
1dx2 ∧ dx3 jak i ε132B

1dx3 ∧ dx2. Te dwa wyrazy daj¡ ten sam wkªad
(poniewa» ε123dx2 ∧ dx3 = ε132dx3 ∧ dx2 = dx2 ∧ dx3), wi¦c »eby uzyska¢ β
trzeba t¡ sum¦ podzieli¢ przez 2.
W drug¡ stron¦: je±li β = 1

2βjkdxj ∧dxk, to pole ~B mo»emy otrzyma¢ ze wzoru

Bi =
1

2
εijkβjk

~B =
1

2
~eiε

ijkβjk

Sprawd¹my:
1

2
εijkβjk =

1

2
εijkεljkB

l =
1

2
2δilB

l = Bi

Dodajmy jeszcze »e 3-form¦ dxi ∧ dxj ∧ dxk mo»na zapisa¢ jako

dxi ∧ dxj ∧ dxk = εijkdx1 ∧ dx2 ∧ dx3
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W drug¡ stron¦, dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 mo»na zapisa¢ jako

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
1

6
εijkdxi ∧ dxj ∧ dxk

Jak wy»ej, czynnik 1
6 jest potrzebny, poniewa» w sumie εijkdxi ∧ dxj ∧ dxk jest

6 niezerowych skªadników daj¡cych identyczne wkªady, np.

ε132dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 = ε231dx2 ∧ dx3 ∧ dx1 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

Gradient

Gradient byª zde�niowany jako pole wektorowe ~∇f odpowiadaj¡ce formie

df =
∂f

∂xi
dxi

gdzie na potrzeby konwencji sumacyjnej traktujemy ∂
∂xi jako posiadaj¡ce indeks

dolny, poniewa» xi jest w "mianowniku". Na podstawie wzoru wyprowadzonego
powy»ej mamy wi¦c

~∇f = ~eiδ
ij ∂f

∂xj

Rotacja

Rotacja pola wektorowego ~A odpowiadaj¡cemu 1-formie α to pole wektorowe
odpowiadaj¡ce 2-formie dα Jak ju» byªo wyznaczone wcze±niej

α = δijA
jdxi

czyli

dα = δij
∂Aj

∂xk
dxk ∧ dxi

lub zamieniaj¡c nazwy indeksów (by ªatwiej skorzysta¢ ze wcze±niejszych wzo-
rów)

dα = δkm
∂Am

∂xj
dxj ∧ dxk

Mamy wi¦c

(~∇× ~A)i = εijkδkm
∂Am

∂xj

~∇× ~A = ~eiε
ijkδkm

∂Am

∂xj
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Dywergencja

Dywergencja pola wektorowego ~B odpowiadaj¡cemu 2-formie β to funkcja od-
powiadaj¡ca 3-formie dβ. Mamy

β =
1

2
εmjkB

mdxj ∧ dxk

zatem

dβ =
1

2
εljk

∂Bl

∂xi
dxi ∧ dxj ∧ dxk =

=
1

2
εljk

∂Bl

∂xi
εijkdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

=
1

2
εijkεljk

∂Bl

∂xi
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

=
1

2
2δil

∂Bl

∂xi
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

=
∂Bi

∂xi
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

Mamy zatem prosty wzór

~∇ · ~B =
∂Bi

∂xi

�wiczenia wykªadowe 4: Zastosowania twierdze« Greena,
Stokesa i Gaussa

Jak byªo wcze±niej powiedziane, twierdzenie Greena mo»e by¢ u»yte do znalezie-
nia pola powierzchni �gury pªaskiej ograniczonej podan¡ krzyw¡. Rozwi¡»my
takie zadanie:

Zad. Znale¹¢ pole powierzchni obszrau ograniczonego krzyw¡ sparametry-
zowan¡ przez x(t) = sin t, y(t) = sin(2t) (rys. poni»ej).
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x

y

1

1

Pole obszaru jest zadane wzorem

P =

∫
D

dxdy

. U»ywaj¡c twierdzenia Greena mo»emy to zapisa¢ jako np.

P =

∮
∂D

xdy

pod warunkiem, »e brzeg jest obiegany przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.
Zwró¢my uwag¦, »e zarówno obszar D jak i ograniczaj¡c¡ krzyw¡ K mo»na

podzieli¢ na dwie cz¦±ci (oznaczmy je D1, D2 oraz K1, K2). Jedna cz¦±¢ obszaru
jest ograniczon¡ cz¦±ci¡ krzywej odpowiadaj¡c¡ t ∈ [0, π] otaczaj¡c¡ t¡ cz¦±¢
obszaru zgodnie z ruchem wskazówek zegara, a druga cz¦±¢ obszaru jest ograni-
czana przez cz¦±¢ krzywej odpowiadaj¡c¡ t ∈ [π, 2π], okr¡»aj¡c¡ t¡ cz¦±¢ obszaru
przeciwnie do ruchu wskazówek zegara. Mamy zatem P1 = −

∫
K1
xdy, P2 =∫

K2
xdy Poniewa» jednak obie cz¦±ci s¡ symetryczne, wystarczy »e obliczymy

pole jednej z nich, a pole caªo±ci b¦dzie dwa razy tyle; np.

P = −2

∫
K1

xdy

Korzystaj¡c z parametryzacji K1 mamy

x = sin t

dy = d
(

sin(2t)
)

= 2 cos(2t)dt
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P = −4

∫ π

0

sin t cos(2t)dt =

= −4

∫ π

0

(sin t)(2 cos2 t− 1)dt =u=cos t

= −4

∫ 1

−1

(2u2 − 1)du =

= −4(
2

3
u3 − u)

∣∣∣u=1

u=−1
=

= −4(
4

3
− 2) =

8

3

Mo»na te» u»y¢ innych wzorów. Np. u»ywaj¡c wzoru∫
D

dxdy = −
∮
∂D

ydx

otrzymaliby±my

P = 2

∫
K1

ydx =

= 2

∫ π

0

sin(2t) cos tdt =

= 4

∫ π

0

sin t cos2 tdt =u=cos t

= 4

∫ 1

−1

u2du =

= 4 · 2

3
=

8

3

Ko«cowy wynik jest oczywi±cie taki sam.

Twierdzenie Stokesa teoretycznie mo»e by¢ u»yte w podobny sposób, do
obliczenia pól powierzchni, ale w praktyce wymagaªoby to znalezienia pola wek-
torowego, którego rotacja jest w ka»dym punkcie powierzchni prostopadªa do
powierzchni i posiadaj¡ca dªugo±¢ 1. Sprawia to, ze to podej±cie jest nieprak-
tyczne. W praktyce stosowane jest jedynie wtedy, gdy mamy do policzenia
strumie« pola, które posiada znany znamy potencjaª wektorowy; wtedy pozwala
zamieni¢ caªk¦ powierzchniow¡ na caªk¦ po krzywej, co mo»e upro±ci¢ rachunki.

Twierdzenie Gaussa te» pozwala liczy¢ strumienie pól, ale nie musimy zna¢
jego potencjaªu wektorowego; zamiast tego wymaga ono, by powierzchnia przez
któr¡ liczymy strumie«, byªa powierzchni¡ zamkni¦ta - a je±li nie jest powierzch-
ni¡ domkni¦t¡, musimy j¡ domkn¡¢. We¹my takie zadanie:

Zad. Policzy¢ strumie« pola ~V = y3~ex + x3~ey + z3~ez przez powierzchni¦
boczn¡ sto»ka

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ R2, 0 ≤ z ≤ R−
√
x2 + y2}
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zorientowan¡ na zewn¡trz.

Mo»na ten rachunek zrobi¢ bezpo±rednio, wprowadzaj¡c parametryzacj¦ po-
wierzchni bocznej walca przez parametry (ρ, ϕ)

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = R− ρ

Mamy wektory styczne

∂~r

∂ρ
=

cosϕ
sinϕ
−1

 , ∂~r

∂ϕ
=

−ρ sinϕ
ρ cosϕ

0


Policzony z nich wektor prostopadªy do powierzchni

~N =
∂~r

∂ρ
× ∂~r

∂ϕ
=

ρ cosϕ
ρ sinϕ
ρ


zgodnie z tre±ci¡ zadania jest skierowany na zewn¡trz sto»ka. Mamy wi¦c∫

Σ

~V · d~S =

=

∫
Σ

~V · ~Ndρdϕ =

=

∫ R

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ
(
R3 sin3 ϕ~ex +R3 cos3 ϕ~ey + (R− ρ)3~ez

)(
ρ cosϕ~ex + ρ sinϕ~ey + ρ~ez

)
=

=

∫ R

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ
(
R3ρ sin3 ϕ cosϕ+R3ρ cos3 ϕ sinϕ+ ρ(R− ρ)3

)
=

=

∫ R

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ
(
R3ρ sinϕ cosϕ+ ρ(R− ρ)3

)
=

=

∫ R

0

dρ2πρ(R− ρ)3 =

= 2π

∫ R

0

dρ (R3ρ− 3R2ρ2 + 3Rρ3 − ρ4) =

= 2π
(
R3 · 1

2
R2 − 3R2 · 1

3
R3 + 3R · 1

4
R4 − 1

5
R5
)

=
π

10
R5

ale jest te» inny sposób, u»ywaj¡cy twierdzenia Gaussa. Oznaczmy podstaw¦
sto»ka, zorientowan¡ w dóª (na zewn¡trz sto»ka) przez Σ′. Mamy

∂Ω = Σ ∪ Σ′

Mamy wi¦c ∫
Σ

~V · d~S +

∫
Σ′

~V · d~S =

∫
Ω

(~∇ · ~V ) d3x
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Zauwa»my jednak, »e na podstawie sto»ka z = 0, a zatem ~V
∣∣
Σ′

= y3~ex + x3~ey,

co oznacza »e pole ~V jest styczne do podstawy, a w konsekwencji∫
Σ′

~V · d~S = 0

Mamy te»
~∇ · ~V = 3z2

Zatem ∫
Σ

~V · d~S =

=

∫
Ω

3z2 d3x =

=

∫ R

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ

∫ R−ρ

0

dz 3z2ρ =

(dodatkowy czynniki ρ pochodzi z jakobianu)

=

∫ R

0

dρ

∫ 2π

0

dϕ(R− ρ)3ρ =

=

∫ R

0

dρ2π(R− ρ)3ρ =

= 2π

∫ R

0

dρ (R3ρ− 3R2ρ2 + 3Rρ3 − ρ4) =

= 2π
(
R3 · 1

2
R2 − 3R2 · 1

3
R3 + 3R · 1

4
R4 − 1

5
R5
)

=
π

10
R5

Dostajemy ten sam wynik, ale z mniejsz¡ ilo±ci¡ oblicze«.

Wykªad 9: Krzywoliniowe ukªady wspóªrz¦dnych,
cz¦±¢ 1

Na tym wykªadzie zobaczymy, jak wykonywa¢ rachunki analizy wektorowej u»y-
waj¡c wspóªrz¦dnych innych ni» kartezja«skie.

Zaªó»my, »e mamy pewien obszar U ⊂ R3 sparametryzowany przez wspóª-
rz¦dne (ua)a=1,2,3 (np. wspóªrz¦dne sferyczne u1 = r, u2 = θ, u3 = ϕ). Wspóª-
rz¦dne te b¦dziemy ogólnie nazywa¢ krzywoliniowymi, gdy» w ogólnym przy-
padku linie, wzdªu» których maj¡ one staª¡ warto±¢ s¡ liniami krzywymi (np.
linie, wzdªu» których r i θ s¡ staªe, a ϕ si¦ zmienia, s¡ koªami). Zaªó»my, »e jest
to parametryzacja regularna, czyli wektory

~ta :=
∂~r

∂ua
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s¡ liniowo niezale»ne (dla wspóªrz¦dnych sferycznych jest to speªnione w caªej
przestrzeni poza osi¡ z). Oznacza to, »e w ka»dym punkcie U wektory ~ta tworz¡
baz¦ przestrzeni R3, a zatem dowolne pole wektorowe ~V na U mo»e zosta¢
zapisane w postaci

~V = ~taV
a

gdzie V a s¡ pewnymi funkcjami na U . Funkcje te nazywamy skªadowymi pola
wektorowego ~V we wspóªrz¦dnych (ua).
Dla uproszczenia notacji, by nie wprowadza¢ zbyt wielu oznacze«, to czy skªa-
dowe wektora s¡ podane we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych czy kartezja«skich,
b¦dziemy rozró»nia¢ nie poprzez dodatkowe symbole, a tylko przez nazwy indek-
sów. Indeksy i, j, k, l, . . . b¦d¡ zawsze odnosi¢ si¦ do wspóªrz¦dnych kartezja«-
skich; indeksy a, b, c, d, . . . b¦d¡ zawsze oznacza¢ wspóªrz¦dne krzywoliniowe.

Wektory ~ta mo»na rozªo»y¢ w bazie standardowej:

~ta :=
∂~r

∂ua
=
∂(xi~ei)

∂ua
= ~ei

∂xi

∂ua

czyli
~ta = ~eiT

i
a

gdzie

T ia =
∂xi

∂ua

s¡ wspóªczynnikami macierzy jakobianu. Mamy te» zwi¡zek odwrotny

~ei = (T−1) a
i
~ta

Zwi¡zek pomi¦dzy wektorami bezowymi przenosi si¦ na zwi¡zek pomi¦dzy skªa-
dowymi wektora we wspóªrz¦dnych kartezja«skich i wspóªrz¦dnych krzywolinio-
wych. Mamy bowiem

~eiV
i = ~taV

a

~eiV
i = ~eiT

i
aV

a

czyli
V i = T iaV

a

Zale»no±¢ odwrotna wyra»a si¦ zatem wzorem

V a = (T−1)aiV
i

Iloczyn skalarny

We¹my dwa pola wektorowe rozpisuj¡ce si¦ we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych
jako ~V = ~taV

a i ~W = ~taW
a. Ich iloczyn skalarny mo»emy zapisa¢ jako

~V · ~W = (~taV
a) · (~tbW b)− (~ta · ~tb)V aW b
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~V · ~W = gabV
aW b

gdzie
gab = ~ta · ~tb

. Wzór ten jest analogiczny do wcze±niejszego wzoru, gdy de�niowaª metryk¦
powierzchni, ale teraz macierz g = (gab) jest macierz¡ 3 × 3. Nazywana jest
metryk¡ przestrzeni we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych lub tensorem me-
trycznym.

Poniewa» wektory ta mo»emy wyrazi¢ za pomoc¡ wektorów ~ei i wspóªczyn-
ników macierzy T , mo»na to zrobi¢ równie» z macierz¡ g:

gab = (~eiT
i
a) · (~ejT jb) = (~ei · ~ej)T iaT

j
b

gab = δijT
i
aT

j
b

powy»szy wzór mo»na równie» zapisa¢ u»ywaj¡c macierzy transponowanej

gab = (TT) i
a δijT

j
b

co mo»na odczyta¢ jako zwykªe mno»enie macierzy:

g = TT1T = TTT

Z tego wynika zwi¡zek

det g = det(TTT ) = det(TT) det(T ) = (detT )2

który przyda nam si¦ w przyszªo±ci.

Zajmijmy si¦ teraz macierz¡ g−1, odwrotn¡ do g. Wyj¡tkowo, wspóªczynniki
macierzy g−1 oznacza si¦ gab: nie zapisuje si¦ symbolu −1, a od wspóªczynników
macierzy g odró»niamy je jedynie pozycj¡ indeksów. Jest to skrótowy zapis
który wyksztaªciª si¦ z tego powodu, »e macierz ta pojawia si¦ w wielu wzorach,
i opuszczenie symbolu −1 mo»e je znacz¡co skróci¢ i upro±ci¢ zapis - pozycja
indeksów wystarcza dla rozró»nienia macierzy g od g−1. Mamy wi¦c

gabgbc = δac

gabg
bc = δca

Mamy te» wzory
gab = δij(T−1)ai(T

−1)bi

δij = gab(T
−1)ai(T

−1)bi

δij = gabT iaT
j
b

Sprawd¹my: mamy np.(
δij(T−1)ai(T

−1)bj
)
gbc =
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=
(
δij(T−1)ai(T

−1)bj
)(
δklT

k
bT

l
c

)
=

= (T−1)aiδ
ijT kb(T

−1)bjδklT
l
c =

= (T−1)aiδ
ijδkjδklT

l
c =

= (T−1)aiδ
i
lT
l
c =

= (T−1)aiT
i
c =

= δac

czyli faktycznie δij(T−1)ai(T
−1)bj jest macierz¡ odwrotn¡ do g. Podobnie mo-

»emy udowodni¢ pozostaªe relacje.

Macierzy gab i gab u»ywa si¦ do zde�niowania operacji podnoszenia i opusz-
czania indeksów. Zauwa»my, »e póki co skªadowe wektora byªy zawsze nume-
rowane indeksami górnymi. Analogiczny symbol z indeksem dolnym nie zostaª
dot¡d wykorzystany.De�niuje si¦ zatem

Va := gabV
b

czyli je±li wiemy , »e V jest symbolem pola wektorowego, to V a oznacza skªa-
dowe tego pola ww wspóªrz¦dnych krzywoliniowych, a Va oznacza te skªadowe
przemno»one jeszcze przez macierz gab. �eby z Va odzyska¢ V a musimy pomno-
»y¢ je przez wspóªczynniki macierzy g−1, czyli

V a = gabVb

Przyj¦cie tej notacji pozwala upro±ci¢ pewne wzory przez podnoszenie lub opusz-
czanie indeksów. Na przykªad wzór na iloczyn skalarny mo»na zapisa¢ jako

gabV
aW b = V a(gabW

b) = V aWa

lub (korzystaj¡c z tego, »e gab = gba)

gabV
aW b = (gbaV

a)W b = VbW
b = VaW

a

Podnoszenie i opuszczanie indeksów za pomoc¡ macierzy g do upraszczania
wzorów jest stosowane w wielu wzorach i powinni±cie Pa«stwo by¢ zaznajomieni
z t¡ mo»liwo±ci¡ poniewa» jest to jednak nowo±¢, postaram si¦ nie u»ywa¢ tego
automatycznie i pozostawia¢ wzory w postaci mo»ne nieco dªu»szej, ale za to
mam nadziej¦, przejrzystszej.

Iloczyn wektorowy

Analogicznie do przypadku wspóªrz¦dnych kartezja«skich, zde�niujmy

fabc = ~ta · (~tb × ~tc)

Mamy
fabc = (~eiT

i
a) ·

(
~ejT

j
b × ~ekT

k
c

)
= ~ei · (~ej × ~ek)T iaT

j
bT

k
c
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fabc = εijkT
i
aT

j
bT

k
c

Z tego »e symbol εabc je zupeªnie antysymetryczny (antysymetryczny ze wzgl¦du
na zamian¦ dwolnych dwóch indeksów) wynika, »e symbol fabc równie» jest
zupeªnie antysymetryczny. Mamy bowiem, na przykªad

fbac = εijkT
i
bT

j
aT

k
c = −εjikT jaT ibT kc = −fabc

Zupeªna antysymetria symbolu fabc oznacza, »e wszystkie niezerowe wspóªczyn-
niki tego symbolu s¡ wyznaczone przez f123:

f123 = f231 = f312 = −f132 = −f321 = −f132

co mo»na w skrócie zapisa¢
fabc = f123εabc

Ale to nie koniec; wspóªczynnik f123 dany jest wzorem

f123 = εijkT
i
1T

j
2T

k
3 = T 1

1T
2
2T

3
3 + T 2

1T
3
2T

1
3 + T 3

1T
1
2T

2
3+

− T 1
1T

3
2T

2
3 − T 3

1T
2
2T

1
3 − T 1

1T
3
2T

2
3

w czym mo»emy rozpozna¢ wzór na wyznacznik:

f123 = detT

a przypomn¦, »e mieli±my wcze±niej det g = (detT )2. Zakªadaj¡c wi¦c, »e
ukªad wspóªrz¦dnych krzywoliniowych jest zorientowany tak samo jak ukªad
wspóªrz¦dnych kartezja«skich, czyli detT > 0, mamy

f123 =
√

det g

czyli
fabc =

√
det g εabc

Je»eli chcemy zapisa¢ iloczyn dowolnych dwóch wektorów we wspóªrz¦dnych
krzywoliniowych

~V × ~W = ~ta(~V × ~W )a

mamy
~ta · (~V × ~W ) = ~ta · ~tb(~V × ~W )b = gab(~V × ~W )b

zatem

(~V × ~W )a = gab~tb · (~V × ~W ) =

= gab~tb · (~tcV c × ~tdW d) =

= gab~tb · (~tc × ~td)V cW d =

= gabfbcdV
cW d =

=
√

det g gabεbcdV
cW d

czyli
~V × ~W = ~ta

√
det g gabεbcdV

cW d
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Formy ró»niczkowe

Przypomnijmy: polu wektorowemu ~A = Ai~ei odpowiada 1-forma α = δijA
idxj .

Je»eli pole wektorowe mamy zapisane we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych ~A =
Aa~ea, i podobnie chcemy zapisa¢ form¦, musimy podstawi¢

Ai = T iaA
a

oraz

dxj =
∂xj

∂ub
dub = T jbdu

b

mamy wi¦c

α = δij(T
i
aA

a)(T jbdu
b) = (δijT

i
aT

j
b)A

adub = gabA
adub

Oznacza to, »e caªki krzywoliniowe skierowane we wspóªrz¦dnych krzywolinio-
wych mo»na zapisa¢ jako ∫

K

~A · d~r =

∫
K

gabA
adub

Co do 2-form, polu wektorowemu ~B = Bi~ei odpowiada 2-forma

β =
1

2
εijkB

idxj ∧ dxk

dokonuj¡c analogicznego podstawienia jak powy»ej, mamy

β =
1

2
εijkT

i
aB

a(T jbdu
b) ∧ (T kcdu

c) =

=
1

2
εijkT

i
aT

j
bT

k
cB

adub ∧ duc =

=
1

2
fabcB

adub ∧ duc =

=
1

2

√
det g εabcB

adub ∧ duc

Oznacza to, »e caªki powierzchniowe skierowane we wspóªrz¦dnych krzywolinio-
wych mo»na zapisa¢ jako∫

Σ

~B · d~S =

∫
Σ

1

2

√
det g εabcB

adub ∧ duc

Jest to szczególnie przydatne, gdy nasza powierzchnia Σ jest powierzchni¡ staªej
wspóªrz¦dnej. Np. strumie« pola ~B przez kawaªek sfery we wspóªrz¦dnych
sferycznych (

√
det g = r2 sin θ) mo»emy natychmiast zapisa¢ jako∫

Σ

~B · d~S =

∫
Σ

1

2

√
det g εabcB

adub ∧ duc =
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=

∫
Σ

1

2
r2 sin θ

(
ε123B

1du2 ∧ du3 + ε132B
adu3 ∧ du2

)
=

=

∫
Σ

r2 sin θB1du2 ∧ du3 =

=

∫
Σ

r2 sin θBrdθ ∧ dϕ

We wzorze nie pojawiaj¡ si¦ wkªady zawieraj¡ce du1 = dr, bo na sferze r =
u1 = const.

Wreszcie 3-forma odpowiadaj¡ca funkcji f , czyli fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3, zapisuje
si¦ jako

fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

=
1

6
fεijkdxi ∧ dxj ∧ dxk =

=
1

6
fεijk(T iadua) ∧ (T jbdu

b) ∧ (T kcdu
c) =

=
1

6
fεijkT

i
aT

j
bT

k
cdu

a ∧ dub ∧ duc =

=
1

6
f
√

det g εabcdu
a ∧ dub ∧ duc =

= f
√

det gdu1 ∧ du2 ∧ du3

czyli ∫
Ω

fd3x =

∫
Ω

f
√

det g d3u

Bior¡c pod uwag¦, »e det g = (detT )2, a T jest macierz¡ jakobianu, jest to
znany wzór na zamian¦ zmiennych w caªce wielokrotnej.

Podsumowuj¡c, mo»emy umie±ci¢ wzory z ostatnich dwóch wykªadów w ta-
beli

wsp. kartezja«skie xi wsp. krzywoliniowe ua zwi¡zki

wektory bazowe ~ei ~ta ~ta = ~eiT
i
a, T ia = ∂xi

∂ua

pola wektorowe ~eiV
i ~taV

a V a = (T−1)aiV
i

iloczyn skalarny ~V · ~W δijV
iW j gabV

aW b gab = ~ta · ~tb = δijT
i
aT

j
b

iloczyn wektorowy ~V × ~W ~eiδ
ijεjklV

kW l ~ta
√

det g gabεbcdV
cW d

1-forma odpowiadaj¡ca polu ~A δijA
idxj gabA

adub

2-forma odpowiadaj¡ca polu ~B 1
2εijkB

idxj ∧ dxk 1
2

√
det g εabcB

adub ∧ duc

3-forma odpowiadaj¡ca funkcji f fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 f
√

det g du1 ∧ du2 ∧ du3

Wzory na operatory ró»niczkowe we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych pojawi¡
si¦ na nast¦pnym wykªadzie.
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Wykªad 10: Wspóªrz¦dne krzywoliniowe, cz¦±¢ 2

Gradient

Przypomnijmy, gradient funkcji f jest de�niowany jako pole wektorowe odpo-
wiadaj¡ce 1-formie df . Mamy

df =
∂f

∂ub
dub = gab(~∇f)adub

czyli

gab(~∇f)a =
∂f

∂ub

(~∇f)a = gab
∂f

∂ub

~∇f = ~tag
ab ∂f

∂ub

Wynik ten mo»emy równie» uzyska¢ ze wzoru

~∇f = ~eiδ
ij ∂f

∂xj

Korzystaj¡c ze zwzoru
δij = gabT iaT

j
b

otrzymujemy
~∇f = ~eiT

i
ag
abT jb

∂f

∂xj

Poniewa»
~eiT

i
a = ~ta

oraz

T jb
∂f

∂xj
=
∂xj

∂ub
∂f

∂xj
=

∂f

∂ub

to
~∇f = ~tag

ab ∂f

∂ub

Rotacja

Tak jak poprzednio, skorzystamy z de�nicji rotacji pola wektorowego ~A: jest to
pole wektorowe odpowiadaj¡ce 2-formie dα, gdzie α jest 1-form¡ odpowiadaj¡c¡
polu ~A, czyli

α = gabA
adub

dα =
∂(gabA

a)

∂uc
duc ∧ dub =

1

2

(∂(gacA
a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
dub ∧ duc

Zwró¢my uwag¦, »e w odró»nieniu od przypadku wspóªrz¦dnych kartezja«skich,
nie mo»emy wyci¡gn¡¢ gab poza ró»niczkowanie, gdzyj jest to w ogólno±ci funk-
cja zale»na od wspóªrz¦dnych (w odró»nieniu od δij , które jest staªe). Wyra»enie
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zostaªo te» zapisane w formie, w której wspóªczynnik przy dub ∧ duc jest anty-
symetryczny, aby mo»na byªo porówna¢ ze wzorem na 2-form¦ odpowiadaj¡c¡
polu wektorowemu:

1

2

(∂(gacA
a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
dub ∧ duc =

1

2

√
det g εabc

(
~∇× ~A

)a
dub ∧ duc

A zatem √
det g εabc

(
~∇× ~A

)a
=
∂(gacA

a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

εabc
(
~∇× ~A

)a
=

1√
det g

(∂(gacA
a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
Mno»¡c obie strony przez εdbc i u»ywaj¡c wzoru εdbcεabc = 2δda otrzymujemy

εdbcεabc
(
~∇× ~A

)a
=

1√
det g

εdbc
(∂(gacA

a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
2δda
(
~∇× ~A

)a
=

1√
det g

εdbc
(∂(gacA

a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
(
~∇× ~A

)d
=

1

2

1√
det g

εdbc
(∂(gacA

a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
Mo»emy ten wzór upro±ci¢, korzystaj¡c z relacji

εdbc
∂(gabA

a)

∂uc
=(zamiana oznacze« b↔ c)= εdcb

∂(gacA
a)

∂ub
=

=(using antisymmetry of ε)= −εdbc ∂(gacA
a)

∂ub

Otrzymujemy wi¦c

εdbc
(∂(gacA

a)

∂ub
− ∂(gabA

a)

∂uc

)
= 2εdbc

∂(gacA
a)

∂ub(
~∇× ~A

)d
=

1√
det g

εdbc
∂(gacA

a)

∂ub

czyli

~∇× ~A = ~td
1√

det g
εdbc

∂(gacA
a)

∂ub

Zamieniaj¡c jeszcze nazwy indeksów a↔ d, aby we wzorze byªy one w bardziej
naturalnej kolejno±ci, mo»emy ten wzór zapisa¢ jako

~∇× ~A = ~ta
1√

det g
εabc

∂(gcdA
d)

∂ub

Mo»na uzyska¢ te» ten wzór nie korzystaj¡c z form, ze wzoru

~∇× ~A = ~eiε
ijk ∂(δklA

l)

∂xj
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ale jest to bardziej skomplikowane. Mamy

δklA
l = gcd(T

−1)ck(T−1)dlA
l = gcd(T

−1)ckA
d

zatem
∂(δjkA

k)

∂xj
=
∂
(
(T−1)ck

)
∂xj

gcdA
d + (T−1)ck

∂(gcdA
d)

∂xj

Poniewa» T jest macierz¡ pochodnych wspóªrz¦dnych x po wspóªrz¦dnych u,

T ia =
∂xi

∂ua

to mo»na udowodni¢, »e macierz odwrotna jest macierz¡ wspóªrz¦dnych u po
wspóªrz¦dnych x:

(T−1)ai =
∂ua

∂xi

Mamy zatem
∂
(
(T−1)ck

)
∂xj

=
∂2xc

∂uk∂uj

jest to wyra»enie symetryczny ze wzgl¦du na zamian¦ indeksów j ↔ k. Z kolei
εijk jest symbolem antysymetrycznym. Zatem

εijk
∂2xc

∂uk∂uj
= εikj

∂2xc

∂uj∂uk
= −εijk ∂2xc

∂uk∂uj

czyli

εijk
∂2xc

∂uk∂uj
= 0

Wynika z tego, »e w mo»emy upro±ci¢ wyra»enie

εijk
∂(δjkA

k)

∂xj
= εijk

(∂((T−1)ck
)

∂xj
gcdA

d + (T−1)ck
∂(gcdA

d)

∂xj

)
=

= εijk
∂2xc

∂uk∂uj
gcdA

d + εijk(T−1)ck
∂(gcdA

d)

∂xj
=

= εijk(T−1)ck
∂(gcdA

d)

∂xj

Nast¦pnie korzystaj¡c z relacji

∂

∂xj
=
∂ub

∂xj
∂

∂ub
= (T−1)bj

∂

∂ub

otrzymujemy

εijk
∂(δjkA

k)

∂xj
= εijk(T−1)bj(T

−1)ck
∂(gcdA

d)

∂ub

Korzystaj¡c równie» ze wzoru

~ei = ~ta(T−1)ai
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otrzymujemy

~∇× ~A = ~ta(T−1)aiε
ijk(T−1)bj(T

−1)ck
∂(gcdA

d)

∂ub
=

= ~ta det(T−1)εabc
∂(gcdA

d)

∂ub
=

= ~ta
1

detT
εabc

∂(gcdA
d)

∂ub
=

= ~ta
1√

det g
εabc

∂(gcdA
d)

∂ub

Dywergencja

Jak w poprzednich przypadkach, korzystamy z de�nicji dywergencji pola wekto-
rowego ~B: jest to funkcja odpowiadaj¡ca 3-formie dβ, gdzie β jest 2-form¡ od-
powiadaj¡c¡ polu wektorowemu ~B. We wspóªrz¦dnych krzywoliniowych mamy

β =
1

2

√
det g εabcB

adub ∧ duc

zatem

dβ =
∂

∂ud

(1

2

√
det g εabcB

a
)

dud ∧ dub ∧ duc =

=
∂

∂ud

(1

2

√
det g εabcB

a
)
εdbcdu1 ∧ du2 ∧ du3 =

=
1

2
εabcε

dbc ∂

∂ud

(√
det g Ba

)
du1 ∧ du2 ∧ du3 =

=
1

2
2δda

∂

∂ud

(√
det g Ba

)
du1 ∧ du2 ∧ du3 =

=
∂

∂ua

(√
det g Ba

)
du1 ∧ du2 ∧ du3

porównuj¡c to ze wzorem na 3-form¦ odpowiadaj¡c¡ funkcji ~∇· ~B otrzymujemy

∂

∂ua
(√

det g Ba
)
du1 ∧ du2 ∧ du3 = (~∇ · ~B)

√
det g du1 ∧ du2 ∧ du3

(~∇ · ~B)
√

det g =
∂

∂ua
(√

det g Ba
)

~∇ · ~B =
1√

det g

∂

∂ua
(√

det g Ba
)

Mo»na te» udowodni¢ ten wzór z formuªy

~∇ · ~B =
∂

∂xi
Bi

ale jak poprzednio, jest to bardziej skomplikowane ni» przy u»yciu form ró»nicz-
kowych. Mamy

Bi = T iaB
a
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oraz

T ia
∂

∂xi
=
∂xi

∂ua
∂

∂xi
=

∂

∂ua

zatem

~∇ · ~B =
∂

∂xi
(T iaB

a) =

= T ia
∂

∂xi
(Ba) +Ba

∂

∂xi
(T ia) =

=
∂

∂ua
(Ba) +Ba

∂

∂xi
(T ia)

Z kolei

1√
det g

∂

∂ua
(√

det g Ba
)

=

=
∂

∂ua
(Ba) +Ba

1√
det g

∂

∂ua
(√

det g
)

=

=
∂

∂ua
(Ba) +Ba

1

detT

∂(detT )

∂ua

Aby udowodni¢ wzór na dywergencj¦, musimy zatem pokaza¢, »e

∂

∂xi
(T ia) =

1

detT

∂(detT )

∂ua

�eby to udowodni¢, skorzystamy ze wzoru

εijkT
i
bT

j
cT

k
d = (detT )εbcd

z której wynika, »e

detT =
1

6
εbcdεijkT

i
bT

j
cT

k
d

∂(detT )

∂ua
=

1

6
εbcd

∂

∂ua
(
εijkT

i
bT

j
cT

k
d

)
=

=
1

6
εbcdεijk

(∂T ib
∂ua

T jcT
k
d + T ib

∂T jc
∂ua

T kd + T ibT
j
c

∂T kd
∂ua

)
U»ywaj¡c zamiany oznacze« mo»emy udowodni¢, »e ka»dy z trzech skªadników
daje identyczny wkªad; np. zamieniaj¡c oznaczenia i↔ j oraz b↔ c w drugim
skª¡dniku, otrzymujemy

1

6
εbcdεijkT

i
b

∂T jc
∂ua

T kd =
1

6
εcbdεjikT

j
c

∂T ib
∂ua

T kd =
1

6
(−εbcd)(−εijk)

∂T ib
∂ua

T jcT
k
d =

1

6
εbcdεijk

∂T ib
∂ua

T jcT
k
d

Podobnie mo»emy zrobi¢ z trzecim skªadnikiem. Mamy wi¦c

∂(detT )

∂ua
=

1

2
εbcdεijk

∂T ib
∂ua

T jcT
k
d

37



Rozpiszmy teraz
εijk = εljkδ

l
i = εljkT

l
e(T
−1)ei

dzi¦ki temu otrzymujemy

∂(detT )

∂ua
=

1

2
εbcdεljkT

l
e(T
−1)ei

∂T ib
∂ua

T jcT
k
d =

=
1

2
εbcd
(
εljkT

l
eT

j
cT

k
d

)
(T−1)ei

∂T ib
∂ua

=

=
1

2
εbcdεecd(detT )(T−1)ei

∂T ib
∂ua

=

=
1

2
2δbe(detT )(T−1)ei

∂T ib
∂ua

=

= (detT )(T−1)bi
∂T ib
∂ua

Poniewa»

T ib =
∂xi

∂ub

to
∂T ib
∂ua

=
∂2xi

∂ua∂ub
=

∂2xi

∂ub∂ua
=
∂T ia
∂ub

Dodaj¡c do tego fakt, »e

(T−1)bi
∂

∂ub
=
∂ub

∂xi
∂

∂ub
=

∂

∂xi

Mamy wi¦c

∂(detT )

∂ua
= (detT )(T−1)bi

∂T ib
∂ua

=

= (detT )(T−1)bi
∂T ia
∂ub

=

= (detT )
∂T ia
∂xi

Zatem faktycznie

~∇ · ~B =
∂

∂ua
(Ba) +Ba

∂

∂xi
(T ia) =

=
∂

∂ua
(Ba) +Ba

1

detT

∂(detT )

∂ua
=

=
1

detT

∂

∂ua
(
(detT )Ba

)
=

=
1√

det g

∂

∂ua
(√

det g Ba
)
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Laplasjan

Poª¡czmy jeszcze wzory na gradient i dywergencj¦ by otrzyma¢ wzór na laplasjan
funkcji, czyli dywergencj¦ gradientu:

∆f = ~∇ · (~∇f) =

=
1√

det g

∂

∂ua
(√

det g (~∇f)a
)

=

=
1√

det g

∂

∂ua

(√
det g gab

∂f

∂ub

)
Powy»szy wzór, cho¢ mo»na go zastosowa¢ dla dowolnych wspóªrz¦dnych, naj-
cz¦±ciej stosuje si¦ w przypadku, tzw. wspóªrz¦dnych ortogonalnych, czyli ta-
kich, dla których macierz gab jest diagonalna (co si¦ zdarza gdy ~ta · ~tb = 0 dla
a 6= b). Rozwa»my ten przypadek. Oznaczmy

ha = |~ta|

mamy

[gab] =

(h1)2 0 0
0 (h2)2 0
0 0 (h3)2


det g = (h1h2h3)2√

det g = h1h2h3

[gab] =


1

(h1)2 0 0

0 1
(h2)2 0

0 0 1
(h3)2


Poniewa» jedynie wspóªczynniki g11, g22 i g33 macierzy g−1 s¡ niezerowe, wzór
na laplasjan przyjmuje posta¢

∆f =
1√

det g

∂

∂u1

(√
det g g11 ∂f

∂u1

)
+

1√
det g

∂

∂u2

(√
det g g22 ∂f

∂u2

)
+

1√
det g

∂

∂u3

(√
det g g33 ∂f

∂u3

)
=

=
1

h1h2h3

(
∂

∂u1

(h2h3

h1

∂f

∂u1

)
+

∂

∂u2

(h1h3

h2

∂f

∂u2

)
+

∂

∂u3

(h1h2

h3

∂f

∂u3

))
Poniewa» wi¦kszo±¢ przydatnych w �zyce ukªadów wspóªrz¦dnych to ukªady or-
togonalne (np. zarówno ukªad wspóªrz¦dnych sferycznych jak i cylindrycznych
si¦ do nich zaliczaj¡), powy»szy wzór pozwala napisa¢ wzór na laplasjan znaj¡c
jedynie funkcje ha czyli dªugo±ci wektorów ~ta.
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Zróbmy podsumowanie. Rozszerzaj¡c tabelk¡ podan¡ pod koniec poprzed-
niego wykªadu, mamy

wsp. kartezja«skie xi wsp. krzywoliniowe ua zwi¡zki

wektory bazowe ~ei ~ta ~ta = ~eiT
i
a, T ia = ∂xi

∂ua

pola wektorowe ~eiV
i ~taV

a V a = (T−1)aiV
i

iloczyn skalarny ~V · ~W δijV
iW j gabV

aW b gab = ~ta · ~tb = δijT
i
aT

j
b

iloczyn wektorowy ~V × ~W ~eiδ
ijεjklV

kW l ~ta
√

det g gabεbcdV
cW d

1-forma odpowiadaj¡ca polu ~A δijA
idxj gabA

adub

2-forma odpowiadaj¡ca polu ~B 1
2εijkB

idxj ∧ dxk 1
2

√
det g εabcB

adub ∧ duc

3-forma odpowiadaj¡ca funkcji f fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 f
√

det g du1 ∧ du2 ∧ du3

gradient ~∇f ~eiδ
ij ∂f
∂xj

~tag
ab ∂f
∂ub

rotacja ~∇× ~A ~eiε
ijkδkl

∂Al

∂xj
~ta

1√
det g

εabc ∂(gcdA
d)

∂ub

dywergencja ~∇ · ~B ∂Bi

∂xi
1√

det g
∂
∂ua (
√

det g Ba)

laplasjan ∆f δij ∂2f
∂xi∂xj

1√
det g

∂
∂ua (
√

det g gab ∂f
∂ub

)

Zauwa»my, »e wszystkie wzory we wspóªrz¦dnych krzywoliniowych udaªo si¦
zapisa¢ za pomoc¡ jednego tylko obiektu: metryki g. Oznacza to, »e sama za-
le»no±¢ wspóªrz¦dnych xi od wspóªrz¦dnych ua przestaje mie¢ znaczenie, je»eli
tylko znamy metryk¦. Zdarza si¦ nawet, »e rozwa»a si¦ sytuacje zakrzywio-
nych przestrzeni, w których w ogóle nie ma czego± takiego jak wspóªrz¦dne
kartezja«skie, wszystkie ukªady wspóªrz¦dnych s¡ ukªadami krzywoliniowymi z
nietrywialn¡ metryk¡ - ale je±li tylko t¡ metryk¦ mamy podan¡, to mo»emy z
powy»szych wzorów korzysta¢, nie korzystaj¡c w ogóle ze wspóªrz¦dnych karte-
zja«skich.

�wiczenia wykªadowe 5: Konwencja sumacyjna i
krzywoliniowe ukª¡dy wspóªrz¦dnych

Rozwi¡»my takie zadanie:

Zad. U»ywaj¡c konwencji sumacyjnej, pokaza¢, »e

~∇× (~∇ ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆ ~A

gdzie laplasjan pola wektorowego de�niujemy jako dziaªaj¡cy niezale»nie na
ka»d¡ skªadow¡:

(∆ ~A)i = ∆(Ai)

Dowód przeprowadzimy w kartezja«skim ukª¡dzie wspóªrz¦dnych - nie ma
tu potrzeby anga»owania ogólnych wzorów w ukªadzie krzywoliniowym. Przy-
pomnijmy, »e

~∇× ~A = ~eiε
ijkδkl

∂Al

∂xj
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Je±li w tym wzorze za ~A podstawimy ~∇× ~A, otrzymujemy

~∇× (~∇× ~A) = ~eiε
ijkδkl

∂(~∇× ~A)l

∂xj

�eby dosta¢ (~∇× ~A)l wystarczy we wzorze na rotacj¦ zamieni¢ nazwy indeksów.
Przede wszystkim i → l, ale nie mo»emy te» drugi raz u»y¢ indeksów j, k i l,
wi¦c zamienimy je odpowiednio na m, n p, otrzymuj¡c

~∇× ~A = ~elε
lmnδnp

∂Ap

∂xk

czyli

(~∇× ~A)l = εlmnδnp
∂Ap

∂xk

podstawiaj¡c to do wzoru na ~∇× (~∇× ~A) otrzymujemy

~∇× (~∇× ~A) = ~eiε
ijkδkl

∂

∂xj

(
εlmnδnp

∂Ap

∂xm

)
=

= ~eiε
ijkεlmnδklδnp

∂2Ap

∂xj∂xm

Mamy w tym wzorze wyra»enie εlmnδklδnp. Mo»emy u»y¢ δkl i δnp do obni»enia
indeksów w εlmn:

εlmnδklδnp = ε m
k p

ale otrzymujemy w ten sposób nietypowy symbol ε z dwoma indeksami na dole
i jednym na górze. Mo»na jednak obni»y¢ i trzeci indeks, w nast¦puj¡cy sposób

ε m
k p = εkrpδ

rm

Otrzymujemy wi¦c

~∇× (~∇× ~A) = ~eiε
ijkεkrpδ

rm ∂2Ap

∂xj∂xm

Zachodzi
εijkεkrp = εkijεkrp = δirδ

j
p − δipδjr

Zatem

~∇× (~∇× ~A) = ~ei(δ
i
rδ
j
p − δipδjr)δrm

∂2Ap

∂xj∂xm
=

= ~ei(δ
imδjp − δipδjm)

∂2Ap

∂xj∂xm
=

= ~eiδ
imδjp

∂2Ap

∂xj∂xm
− ~eiδipδjm

∂2Ap

∂xj∂xm
=

= ~eiδ
im ∂2Aj

∂xj∂xm
− ~eiδjm

∂2Ai

∂xj∂xm
=
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= ~eiδ
im ∂

∂xm

(∂Aj
∂xj

)
− ~eiδjm

∂2

∂xj∂xm
Ai =

= ~eiδ
im ∂

∂xm
(
~∇ · ~A

)
− ~ei(∆Ai) =

= ~∇
(
~∇ · ~A

)
−∆ ~A

Jako drugie ¢wiczenie z konwencji sumacyjnej rozwa»my takie zadanie:

Zad. Niech ~n b¦dzie wektorem o dªugo±ci 1 oraz ξ ∈ R, ξ 6= 0. Pokaza¢, »e
macierz odwrotna do macierzy

Aij = δij − (1− ξ)ninj = δij − (1− ξ)niδjknk

jest postaci
Bij = δij − λninj

dla pewnego λ ∈ R. Znale¹¢ λ.

Aby to sprawdzi¢, wystarczy przemno»y¢ te dwie macierze:

AijB
j
k =

(
δij − (1− ξ)ninj

)(
δjk − λn

jnk

)
=

= δijδ
j
k − (1− ξ)ninjδjk − λδ

i
jn
jnk + (1− ξ)λninjnjnk =

= δik − (1− ξ)nink − λnink + (1− ξ)λ|~n|2nink =

= δik − (1− ξ)nink − λnink + (1− ξ)λnink =

= δik − (1− ξ + ξλ)nink

Potrzebujemy zatem
1− ξ + ξλ = 0

czyli

λ =
−1 + ξ

ξ
= 1− 1

ξ

Dla tego λ mamy
AijB

j
k = δik

czyli
AB = 1

czyli B jest macierz¡ odwrotn¡ do A.
Zróbmy jeszcze ¢wiczenie z odczytywania wzorów dotycz¡cych ukªadów krzy-

woliniowych.

Zad. Znale¹¢ jawne wzory na gradient, rotacj¦, dywergencj¦ i laplasjan w
sferycznym ukª¡dzie wspóªrz¦dnych.
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Mamy u1 = r, u2 = θ, u3 = ϕ oraz zwi¡zki x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ,
z = r cos θ. Daje nam to

~tr =

sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , ~tθ =

r cos θ cosϕ
r cos θ sinϕ
−r sin θ

 , ~tϕ =

−r sin θ sinϕ
r sin θ cosϕ

0



[gab] = [~ta · ~tb] =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ


√

det g = r2 sin θ

[gab] = [~ta · ~tb] =

1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1

r2 sin2 θ


Macierz g jest macierz¡ diagonaln¡, zatem wszystkie wyra»enia w których wy-
st¦puje czynnik gab z a 6= b b¦d¡ si¦ zerowaªy. Upro±ci nam to wzory znacz¡co.

Zajmijmy si¦ najpierw gradientem. Mamy ogólny wzór

~∇f = ~tag
ab ∂f

∂ub

Jest on zapisany w konwencji sumacyjnej, co oznacza, »e nale»y go odczytywa¢
jako sum¦ wyrazów ze wszystkimi mo»liwymi kombinacjami warto±ci indeksów
a i b. Ale ze wszystkich tych skªadników jedynie trzy b¦d¡ niezerowe: te w
których a = b = r, a = b = θ lub a = b = φ. W pozostaªych a 6= b, wi¦c wyrazy
te b¦d¡ si¦ zerowa¢. Mamy wi¦c

~∇f = ~trg
rr ∂f

∂r
+ ~tθg

θθ ∂f

∂θ
+ ~tϕg

ϕϕ ∂f

∂ϕ
=

= ~tr
∂f

∂r
+ ~tθ

1

r2

∂f

∂θ
+ ~tϕ

1

r2 sin2 θ

∂f

∂ϕ

We¹my teraz rotacj¦. Mamy ogólny wzór

~∇× ~A = ~ta
1√

det g
εabc

∂(gcdA
d)

∂ub

Wyra»enie zapisane w konwencji sumacyjnej oznacza sumowanie po wszystkich
mo»liwych kombinacjach indeksów a, b, c, d. Na wst¦pie oznaczaªoby to 34 = 81
kombinacji. Ale czynnik εabc Oznacza, »e wska¹niki a,b,c musz¡ by¢ wszystkie
ró»ne, lub caªy wyraz si¦ wyzeruje. Z kolei czynnik gcd oznacza, »e potrzebujemy
d = c, lub znów, caªy wyraz si¦ wyzeruje. Z tego powodu pozostaje nam jedynie
6 skªadników:

a = r, b = θ, c = d = ϕ
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a = r, b = θ, c = d = θ

a = θ, b = ϕ, c = d = r

a = θ, b = r, c = d = ϕ

a = ϕ, b = r, c = d = θ

a = ϕ, b = θ, c = d = r

Mamy wi¦c

~∇× ~A = ~tr
1√

det g

(
εrθϕ

∂(gϕϕA
ϕ)

∂θ
+ εrϕθ

∂(gθθA
θ)

∂ϕ

)
+

+ ~tθ
1√

det g

(
εθϕr

∂(grrA
r)

∂ϕ
+ εθrϕ

∂(gϕϕA
ϕ)

∂r

)
+

+ ~tϕ
1√

det g

(
εϕrθ

∂(gθθA
θ)

∂r
+ εϕθr

∂(grrA
r)

∂θ

)
=

= ~tr
1

r2 sin θ

(∂(r2 sin2 θAϕ)

∂θ
− ∂(r2Aθ)

∂ϕ

)
+

+ ~tθ
1

r2 sin θ

(∂Ar
∂ϕ
− ∂(r2 sin2 θAϕ)

∂r

)
+

+ ~tϕ
1

r2 sin θ

(∂(r2Aθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
=

= ~tr

( 1

sin θ

∂(sin2 θAϕ)

∂θ
− 1

sin θ

∂Aθ

∂ϕ

)
+

+ ~tθ

( 1

r2 sin θ

∂Ar

∂ϕ
− sin θ

r2

∂(r2Aϕ)

∂r

)
+

+ ~tϕ

( 1

r2 sin θ

∂(r2Aθ)

∂r
− 1

r2 sin θ

∂Ar

∂θ

)
Nast¦pna w kolejno±ci jest dywergencja. Mamy

~∇ · ~B =
1√

det g

∂

∂ua
(
√

det g Ba)

Jest tylko jeden indeks sumowania a, wi¦c po prostu musimy wypisa¢ jawnie 3
skªadniki

~∇ · ~B =
1√

det g

( ∂
∂r

(
√

det g Br) +
∂

∂θ
(
√

det g Bθ) +
∂

∂ϕ
(
√

det g Bϕ)
)

=

=
1

r2 sin θ

( ∂
∂r

(r2 sin θBr) +
∂

∂θ
(r2 sin θBθ) +

∂

∂ϕ
(r2 sin θBϕ)

)
=

=
1

r2

∂(r2Br)

∂r
+

1

sin θ

∂(sin θBθ)

∂θ
+
∂Bϕ

∂ϕ

Mamy wreszcie laplasjan:

∆f =
1√

det g

∂

∂ua
(√

det g gab
∂f

∂ub
)

44



Z powodu obecno±ci czynnika gab b¦dziemy mieli tylko 3 niezerowe skªadniki,
odpowiadaj¡ce a = b:

∆f =
1√

det g

( ∂
∂r

(√
det g grr

∂f

∂r

)
+

∂

∂θ

(√
det g gθθ

∂f

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(√
det g gϕϕ

∂f

∂ϕ

))
=

=
1

r2 sin θ

( ∂
∂r

(
r2 sin θ

∂f

∂r

)
+

∂

∂θ

(
r2 sin θ

1

r2

∂f

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(
r2 sin θ

1

r2 sin2 θ

∂f

∂ϕ

))
=

=
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

Wykªad 11: Funkcje zespolone

Zaczniemy dzi± nowy dziaª, tak zwan¡ analiz¦ zespolon¡. Jest to dziaª matema-
tyki który bada funkcje f : C → C pod wzgl¦dem ich wªasno±ci analitycznych:
ci¡gªo±ci, ró»niczkowalno±ci, caªkowalno±ci itd. Zaczniemy jednak od poj¦¢ jesz-
cze bardziej podstawowych:

De�nicja: zbie»no±¢ ci¡gu liczb zespolonych
Niech (zn)n∈N = (xn + iyn)n∈N b¦dzie ci¡giem liczb zespolonych. Mówimy, »e
jest on zbie»ny do granicy g ∈ C, co zapisujemy limn→ zn = g, gdy

lim
n→∞

xn = Re g, lim
n→∞

yn = Im g

Równowa»nie warunek ten mo»na zapisa¢ jako

lim
n→∞

|zn − g| = 0

Ta de�nicja jest intuicyjna. Ci¡g punktów zespolonych d¡»y do zadanej
granicy, je±li skªadowe rzeczywista i urojona tego ci¡gu d¡»¡ odpowiednio do
skªadowej rzeczywistej i urojonej granicy; równowa»nie, je±li na pªaszczy»nie
odlegªo±¢ punktów zn od punktu granicznego d¡»y do zera. Równowa»no±¢
tych warunków wynika z oszacowa«

0 ≤ |xn − Re g|, |yn − Im g| ≤ |zn − g| ≤ |xn − Re g|+ |yn − Im g|

z których wynika, »e je±li |xn −Re g| i |yn − Im g| d¡»¡ do zera to |zn − g| d¡»y
do zera, i vice versa.

Mamy te»
De�nicja: zbie»no±¢ ci¡gu liczb zespolonych do niesko«czono±ci
Niech (zn)n∈N = (xn + iyn)n∈N b¦dzie ci¡giem liczb zespolonych. Mówimy, »e
jest on zbie»ny do niesko«czono±ci zespolonej, co zapisujemy limn→ zn = ∞,
gdy

lim
n→∞

|zn| =∞
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Ta de�nicja nie jest ju» tak intuicyjna. O ile w liczbach rzeczywistych mamy
dwa kierunki zbie»no±ci do niesko«czono±ci (do +∞ i do −∞), to w liczbach
zespolonych kierunki nie maj¡ znaczenia - mamy tylko jeden "punkt"w nie-
sko«czono±ci, tylko jedn¡ niesko«czono±¢ zespolon¡. Oznacza to, »e ci¡gi liczb
rzeczywistych które s¡ zbie»ne do −∞, je»eli traktowane jako ci¡gi liczb rzeczy-
wistych s¡ wci¡» zbie»ne do niesko«czono±ci zespolonej. Istniej¡ nawet ci¡gi, np.
zn = (−1)nn, które w liczbach rzeczywistych nie maj¡ granicy, nawet niesko«-
czonej (bo oscyluj¡ mi¦dzy +∞ a −∞) ale jako ci¡gi liczb zespolonych maj¡
granic¦ w niesko«czono±ci zespolonej.

Idea niesko«czono±ci zespolonej jako pojedynczego punktu wi¡»e si¦ z poj¦-
ciem tzw. sfery Riemanna b¦d¡cej pªaszczyzn¡ zespolon¡ z "doklejon¡«iesko«-
czono±ci¡ zespolon¡, C ∪ {∞}, któr¡ b¦dziemy oznacza¢ te» C. Okazuje si¦, »e
pªaszczyzn¦ zespolon¡ mo»na odwzorowa¢ na powierzchni¦ sfery dwuwymiaro-
wej (zanurzonej w trzech wymiarach) pokrywaj¡c t¡ sfer¦ niemal w caªo±ci -
bez jednego punktu. Ten jeden punkt odpowiada niesko«czono±ci zespolonej.
Konkretny wzór na to odwzorowanie to

C 3 z 7→ φ(z) =

(
2Re z

|z|2 + 1
,

2Im z

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
∈ S2 ⊂ R3

C 3 ∞ 7→ (0, 0, 1) ∈ S2 ⊂ R3

a na odwzorowanie odwrotne

R3 ⊃ S2 3 (X,Y, Z) 7→ φ−1(X,Y, Z) =
X + iY

1− Z
∈ C dla (X,Y, Z) 6= (0, 0, 1)

R3 ⊃ S2 3 (0, 0, 1) 7→ ∞ ∈ C

Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e te wzory s¡ faktycznie wzorami na funkcje do siebie
odwrotne, mamy:

φ−1
(
φ(z)

)
=

2Re z
|z|2+1 + i 2Im z

|z|2+1

1− |z|
2−1

|z|2+1

=
2Re z + i2Im z

|z|2 + 1− (|z|2 − 1)
=

2(Re z + iIm z)

2
= z

oraz

φ
(
φ−1(z)

)
=

 2Re X+iY
1−Z∣∣∣X+iY

1−Z

∣∣∣2 + 1
,

2Im X+iY
1−Z∣∣∣X+iY

1−Z

∣∣∣2 + 1
,

∣∣∣X+iY
1−Z

∣∣∣2 − 1∣∣∣X+iY
1−Z

∣∣∣2 + 1

 =

=

 2X
1−Z

X2+Y 2

(1−Z)2 + 1
,

2Y
1−Z

X2+Y 2

(1−Z)2 + 1
,

X2+Y 2

(1−Z)2 − 1

X2+Y 2

(1−Z)2 + 1

 =

=

 2X
1−Z

1−Z2

(1−Z)2 + 1
,

2Y
1−Z

1−Z2

(1−Z)2 + 1
,

1−Z2

(1−Z)2 − 1

1−Z2

(1−Z)2 + 1

 =
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=

(
2X

1−Z
1+Z
1−Z + 1

,
2Y

1−Z
1+Z
1−Z + 1

,
1+Z
1−Z − 1
1+Z
1−Z + 1

)
=

=

(
2X

(1 + Z) + (1− Z)
,

2Y

(1 + Z) + (1− Z)
,

(1 + Z)− (1− Z)

(1 + Z) + (1− Z)

)
=

=

(
2X

2
,

2Y

2
,

2Z

2

)
=

= (X,Y, Z)

Jest to te» odwzorowanie ci¡gªe - przeksztaªca ci¡gi zbie»na na ci¡gi zbie»ne.
Jest to oczywiste, gdy zn → g, bo φ obci¦te do pªaszczyzny zespolonej jest
zªo»eniem odwzorowa« ci¡gªych. Ale równie» gdy zn → ∞, czyli |zn| → ∞
mamy

|φ(zn)− φ(∞)|2 =

=

∣∣∣∣( 2Re zn
|zn|2 + 1

,
2Im zn
|zn|2 + 1

,
|zn|2 − 1

|zn|2 + 1

)
− (0, 0, 1)

∣∣∣∣2 =

=

∣∣∣∣( 2Re zn
|zn|2 + 1

,
2Im zn
|zn|2 + 1

,
−2

|zn|2 + 1

)∣∣∣∣2 =

=

(
2Re zn
|zn|2 + 1

)2

+

(
2Im zn
|zn|2 + 1

)2

+

(
−2

|zn|2 + 1

)2

=

=
4(Re zn)2 + 4(Im zn)2 + 4

(|zn|2 + 1)2
=

=
4(|zn|2 + 1)

(|zn|2 + 1)2
=

=
4

|zn|2 + 1
→ 0

czyli φ(zn) → φ(∞), co oznacza, »e φ jest ci¡gªe równie» w niesko«czono±ci.
φ−1 równie» jest ci¡gªe; oczywiste jest, »e jest ci¡gªe w punktach o Z 6= 0, a gdy
mamy ci¡g S2 3 (Xn, Yn, Zn)→ (0, 0, 1) to

|φ−1(Xn, Yn, Zn)|2 =

=

∣∣∣∣Xn + iYn
1− Zn

∣∣∣∣2 =

=
X2
n + Y 2

n

(1− Zn)2
=

=
1− Z2

n

(1− Zn)2
=

=
1 + Zn
1− Zn

→(poniewa» Zn→1)→∞

Zatem faktycznie φ−1(Xn, Yn, Zn) zbiega do niesko«czono±ci zespolonej czyli do
φ−1(0, 0, 1). To, »e zarówno φ jak i φ−1 s¡ ci¡gªe oznacza, »e C jest topologicznie
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równowa»ne sferze S2, st¡d nazwa �sfera Riemanna�. Traktowanie niesko«czo-
no±ci zespolonej jako po prostu jednego z punktów na sferze Riemanna, bywa
w wielu przypadkach przydatne - uprawomocnia liczenie warto±¢ funkcji w nie-
sko«czono±ci zespolonej, czy mówienie »e warto±¢ funkcji w jakim± punkcie jest
równa niesko«czono±¢.

Maj¡c de�nicj¦ granicy ci¡gów zespolonych, mo»emy zde�niowa¢ teraz gra-
nice funkcji f : C→ C, lub ogólniej, granice funkcji f : C→ C. Mamy

De�nicja: granica funkcji na pªaszczy¹nie zespolonej
Niech f : C → C b¦dzie funkcj¡ o argumentach i warto±ciach zespolonych.
Mówimy, »e g ∈ C jest granic¡ tej funkcji w punkcie z0 ∈ C, co oznaczamy jako
limz→z0 f(z) = g, je±li dla dowolnego ci¡gu zn ∈ C takiego, »e limn→∞ zn = z0

zachodzi
lim
n→∞

f(zn) = g

Je»eli z0 ∈ C i g ∈ C to badanie granicy funkcji zespolonej jest równowa»ne
badanie granicy funkcji dwóch zmiennych na pªaszczy¹nie f(x+ iy) = f(x, y), i
powy»sz¡ de�nicj¦ mo»na zapisa¢ w postaci Cauchy'ego:

Mówimy, »e limz→z0 f(z) = g, je±li

∀ε > 0∃δ > 0∀z ∈ C :
(
(|z − z0| < δ)⇒ (|f(z)− g| < ε)

)
Powy»sz¡ de�nicj¦ mo»emy jednak zastosowa¢ równie» gdy z0 = ∞ lub

g =∞. Na przykªad, gdy z0 =∞, g ∈ C de�nicja mówi, »e

Mówimy, »e limz→∞ f(z) = g je±li

• dla ka»dego ci¡gu zn ∈ C takiego, »e |zn| → ∞ zachodzi limn→∞ f(zn) = g

• (równowa»nie) ∀ε > 0 ∃M > 0 ∀z ∈ C :
(
(|z| > M)⇒ (|f(z)− g| < ε)

)
Dla z0 ∈ C, g =∞ mamy

Mówimy, »e limz→z0 f(z) =∞ je±li

• dla ka»dego ci¡gu zn ∈ C takiego, »e zn → z0 zachodzi limn→∞ |f(zn)| =
∞

• (równowa»nie) ∀M > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ C :
(
(|z − z0| < δ)⇒ (|f(z)| > M)

)
Wreszcie dla z0 = g =∞ mamy
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Mówimy, »e limz→∞ f(z) =∞ je±li

• dla ka»dego ci¡gu zn ∈ C takiego, »e |zn| → ∞ zachodzi limn→∞ |f(zn)| =
∞

• (równowa»nie) ∀M1 > 0 ∃M2 > 0 ∀z ∈ C :
(
(|z| > M2)⇒ (|f(z)| > M1)

)
Maj¡c de�nicj¦ granicy funkcji, ci¡gªo±¢ de�niujemy oczywi±cie jako

De�nicja: granica funkcji na pªaszczy¹nie zespolonej
Funkcj¦ f : C → C nazywamy ci¡gª¡ w punkcie z0 ∈ C gdy limz→z0 f(z) =
f(z0).

Zazwyczaj b¦dziemy zakªada¢, »e rozwa»ane funkcje s¡ wsz¦dzie ci¡gªe; jest
jednak kilka wa»nych zastosowa« analizy zespolonej które mo»na wykorzysta¢
jedynie u»ywaj¡c funkcji nieci¡gªych.

Poza liczeniem granic i ci¡gªo±ci¡, podstawowymi narz¦dziami analizy s¡
ró»niczkowanie i caªkowanie. Zacznijmy od caªkowania. De�niuje si¦ je analo-
gicznie do caªki krzywoliniowej skierowanej:

De�nicja: caªka z funkcji po krzywej na pªaszczy¹nie zespolonej
Niech f : C→ C, oraz niech K b¦dzie krzyw¡ na pªaszczy¹nie zespolonej zadan¡
parametryzacj¡ z(t), t ∈ [a, b]. De�niujemy wówczas∫

K

f(z)dz :=

∫ b

a

f(z)
dz

dt
dt

Rozpisuj¡c funkcj¦ f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) oraz z(t) = x(t) + iy(t)
mo»emy równie» zapisa¢∫

K

f(z)dz =

∫
K

(u+ iv)(dx+ idy) =

∫
K

(udx− vdy) + i

∫
K

(vdx+ udy)

To przedstawienie b¦dzie nam przydatne w przyszªo±ci, pozwoli nam bowiem
zastosowa¢ poznane wcze±niej narz¦dzia analizy wektorowej, np. twierdzenie
Greena.

De�nicja pochodnej zespolonej jest analogiczna do de�nicji pochodnej rze-
czywistej:
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De�nicja: pochodna w sensie zespolonym
Funkcj¦ f : C → C, nazywamy ró»niczkowaln¡ w sensie zespolonym w punkcie
z0 ∈ C, je±li istnieje granica

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

Je±li ta granica istnieje, oznaczamy j¡ f ′(z0). Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna
w ka»dym punkcie jakiego± obszaru, de�niuje to funkcj¦ f ′ na tym obszarze.

Ró»niczkowalno±¢ funkcji zespolonej okazuje si¦ mie¢ daleko id¡ce konse-
kwencje. Po pierwsze, okazuje si¦, »e jest to warunek silniejszy ni» po prostu
ró»niczkowalno±¢ funkcji f(x, y) = f(x + iy); musz¡ by¢ równie» speªnione do-
datkowe warunki, o czym mówi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie o ró»niczkowalno±ci funkcji zespolonej
Niech U ⊂ C b¦dzie otwartym obszarem. Niech f : U → C, f(x + iy) =
u(x, y) + iv(x, y) b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡ w sensie
zespolonym w ka»dym punkcie obszaru U wtedy i tylko wtedy gdy funkcje u, v :
R2 → R s¡ ci¡gªe i maj¡ ci¡gªe pochodne cz¡stkowe oraz speªniaj¡ warunki

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Warunki te nazywamy warunkami Cauchy'ego-Riemanna.

Dowód
Twierdzenie mówi "wtedy i tylko wtedy, gdy", musimy wi¦c udowodni¢ je w
dwóch kierunkach.
Zacznijmy od kierunku ⇒: zakªadaj¡c, »e funkcja jest ró»niczkowalna i ma
ci¡gª¡ pochodn¡, udowodnimy ró»niczkowalno±¢ funkcji u i v i ci¡gªo±¢ ich po-
chodnych oraz warunki Cauchy'ego-Riemanna.

Z zaªo»enia, w ka»dym punkcie z0 = x0 + iy0 obszaru U istnieje granica

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

Licz¡c t¡ granic¦, mo»emy d¡»y¢ z z do z0 w dowolny sposób; w szczególno±ci
mo»emy d¡»y¢ wzdªu» kierunku rzeczywistego (z = z0 + ε, ε ∈ R, ε → 0) lub
wzdªu» kierunku urojonego (z = z0 + iε, ε ∈ R, ε → 0), i w obu przypadkach
otrzymujemy t¡ sam¡ granic¦. Je±li d¡»ymy wzdªu» kierunku rzeczywistego,
mamy

f ′(z0) = lim
ε→0

f(z0 + ε)− f(z0)

ε
=

= lim
ε→0

u(x0 + ε, y0) + iv(x0 + ε, y0)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

ε
=

= lim
ε→0

u(x0 + ε, y0)− u(x0, y0)

ε
+ i lim

ε→0

v(x0 + ε, y0)− v(x0, y0)

ε
=
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=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

Z drugiej strony, je±li do z0 d¡»ymy wzdªu» kierunku urojonego, mamy

f ′(z0) = lim
ε→0

f(z0 + iε)− f(z0)

iε
=

= lim
ε→0

u(x0, y0 + ε) + iv(x0, y0 + ε)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

iε
=

=
1

i
lim
ε→0

u(x0, y0 + ε)− u(x0, y0)

ε
+ lim
ε→0

v(x0, y0 + ε)− v(x0, y0)

ε
=

= −i
∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0)

Poniewa» z zaªo»enia pochodna funkcji f istnieje i jest ci¡gªa, oznacza to, »e
pochodne cz¡stkowe funkcji u i v równie» istniej¡ i s¡ ci¡gªe. Z porównania
powy»szych wzorów otrzymujemy równie»

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y

czyli warunki Cauchy'ego Riemanna.

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Dowód w drug¡ stron¦: Zakªadaj¡c istnienie i ci¡gªo±¢ pochodnych cz¡st-
kowych funkcji u i v, oraz speªnianie warunków Cauchy'ego-Riemanna, chcemy
udowodni¢ istnienie i ci¡gªo±¢ pochodnej zespolonej funkcji f .
Skoro pochodne cz¡stkowe u istniej¡ i s¡ ci¡gªe, oznacza to, »e u ma pochodn¡
zupeªn¡ i rozpisuje si¦ si¦ w postaci

u(x, y) = u(x0, y0) + (x− x0)
∂u

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂u

∂y
(x0, y0) +Ru(x, y, x0, y0)

gdzie

lim
(x,y)→(x0,y0)

Ru(x, y, x0, y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

Podobnie funkcja v rozpisuje si¦ jako

v(x, y) = v(x0, y0) + (x− x0)
∂v

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂v

∂y
(x0, y0) +Rv(x, y, x0, y0)

gdzie

lim
(x,y)→(x0,y0)

Rv(x, y, x0, y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

Mamy zatem

f(z)− f(z0) =
(

(x− x0)
∂u

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂u

∂y
(x0, y0) +Ru(x, y, x0, y0)

)
+
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+ i
(

(x− x0)
∂v

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂v

∂y
(x0, y0) +Rv(x, y, x0, y0)

)
=

(korzystaj¡c z warunków Cauchy'ego-Riemanna zamieniamy
∂v

∂y
=
∂u

∂x
i
∂u

∂y
= −∂v

∂x
)

=
(
(x− x0) + i(y − y0)

)∂u
∂x

(x0, y0) +
(
− (y − y0) + i(x− x0)

)∂v
∂x

(x0, y0)+

+Ru(x, y, x0, y0) + iRv(x, y, x0, y0) =

=
(
(x+ iy)− (x0 + iy0)

)(∂u
∂x

(x0, y0) + i
∂v

∂x
(x0, y0)

)
+

+Ru(x, y, x0, y0) + iRv(x, y, x0, y0)

czyli

f(z)− f(z0)

z − z0
=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) +

Ru(x, y, x0, y0) + iRv(x, y, x0, y0)

(x− x0) + i(y − y0)

Mamy

lim
(x,y)→(x0,y0)

∣∣∣∣Ru(x, y, x0, y0) + iRv(x, y, x0, y0)

(x− x0) + i(y − y0)

∣∣∣∣ =

= lim
(x,y)→(x0,y0)

√
Ru(x, y, x0, y0)2 +Rv(x, y, x0, y0)2√

(x− x0)2 + (y − y0)2
=

= lim
(x,y)→(x0,y0)

√√√√( Ru(x, y, x0, y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

)2

+

(
Rv(x, y, x0, y0)√

(x− x0)2 + (y − y0)2

)2

=

= 0

czyli

lim
z→z0

Ru(x, y, x0, y0) + iRv(x, y, x0, y0)

z − z0
= 0

a zatem granica

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

istnieje i de�niuje f ′(z0), a z ci¡gªo±ci pochodnych u i v funkcja f ′ jest ci¡gªa.

Co byªo do udowodnienia.

Wykªad 12: Podstawowe wªasno±ci funkcji holo-
mor�cznych

Poprzedni wykªad sko«czyli±my na de�nicji ró»niczkowania w liczbach zespolo-
nych i kryterium na rozpoznawanie funkcji ró»niczkowalnych. Wprowad¹my
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De�nicja: funkcja holomor�czna
Funkcj¦ f : C → C, nazywamy holomor�czn¡ w punkcie z0 ∈ C, je±li jest
ró»niczkowalna w sensie zespolonym na pewnym otwartym zbiorze U b¦d¡cym
otoczeniem punktu z0 (tzn. z0 ∈ U).
Podkre±lmy, »e holomor�czno±¢ jest warunkiem silniejszym ni» ró»niczkowal-
no±¢. Istniej¡ funkcje ró»niczkowalne w sensie zespolonym tylko w pojedynczym
punkcie, ale ju» nie w jego otoczeniu.

Rozwa»my kilka przykªadów funkcji zespolonych i zbadajmy ich ró»niczko-
walno±¢.

Przypadek 1. f(z) = zn, n ∈ N
Policzmy

f(z + h)− f(z)

h
=

(z + h)n − z2

h
=

1

h

( n∑
k=0

(
n

k

)
hkzn−k − zn

)
=

=
1

h

n∑
k=1

(
n

k

)
hkzn−k =

n∑
k=1

(
n

k

)
hk−1zn−k =

=

n−1∑
k=0

(
n

k + 1

)
hkzn−k−1 = nzn−1 +

n−1∑
k=1

(
n

k + 1

)
hkzn−k−1

Czªony które zawieraj¡ dodatni¡ pot¦g¦ h d¡»¡ do zero dla h→ 0:

lim
h→0

hkzn−k−1 = 0

zatem ta funkcja jest wsz¦dzie ró»niczkowalna (a zatem równie» wsz¦dzie holo-
mor�czna) oraz

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= nzn−1

Jest to wynik identyczny z wynikiem z analizy funkcji rzeczywistych; b¦dzie to
prawda dla dowolnej funkcji zbudowanej za pomoc¡ wyª¡cznie operacji algebra-
icznych.

Przypadek 2. f(z) = z∗

Mamy

f(z + h)− f(z)

h
=

(z + h)∗ − z∗

h
=
h∗

h

Okazuje si¦, »e granica

lim
h→0

h∗

h

nie istnieje; je±li bowiem h = ε ∈ R mamy h∗/h = 1; je±li natomiast h = iε, to
h∗/h = −1. Zatem funkcja f(z) = z∗ jest wsz¦dzie nieró»niczkowalna. Mo»na
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to rozpozna¢ te» z warunków Cauchy'ego-Riemanna: Mamy f(x+ iy) = x− iy,
czyli u(x, y) = x, v(x, y) = −y, wi¦c

∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂y
= −1

Poniewa»
∂u

∂x
6= ∂v

∂y

czyli pierwszy warunek Cauchy'ego Riemanna nie jest speªniony, to funkcja jest
nieró»niczkowalna, a wiec i nieholomor�czna.

Przypadek 3. f(z) = |z|2 = zz∗

Mamy

f(z + h)− f(z)

h
=

(z + h)(z + h)∗ − zz∗

h
=
hz∗ + zh∗ + hh∗

h
=
h∗

h
z + z∗ + h∗

Mamy
lim
h→0

h∗ = 0

poniewa»
lim
h→0
|h∗| = lim

h→0
|h| = 0

Z poprzedniego przykª¡du wiemy ju», »e granica

lim
h→0

h∗

h

nie istnieje, ale granica

lim
h→0

h∗

h
z

istnie¢ mo»e, cho¢ tylko gdy z = 0 (bo wtedy h∗

h z = 0, wi¦c limh→0
h∗

h z = 0).
Zatem ta funkcja jest ró»niczkowalna tylko w jednym punkcie, z = 0 i nieró»nicz-
kowalna poza nim. Oznacza to, »e jest nieholomor�czna, nawet w punkcie z = 0.

Obecno±¢ z∗ zazwyczaj ±wiadczy o nieró»niczkowalno±ci funkcji, ale czasem
mo»e si¦ zdarzy¢, ze cho¢ we wzorze wyst¦puje z∗ funkcja jest nadal ró»niczko-
walna; dzieje si¦ tak, gdy przez pewne (czasem nieoczywiste) przeksztaªcenia z∗

mo»na ze wzoru wyeliminowa¢. We¹my na przykªad funkcj¦ (Przypadek 4.:)

f(z) =
1

2
ln(zz∗) + i arctan

i(z∗ − z)
z∗ + z

=
1

2
ln(x2 + y2) + i arctan

y

x

Mamy

u =
1

2
ln(x2 + y2), v = arctan

y

x
zatem

∂u

∂x
=

1

2

1

x2 + y2
2x =

x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

1

2

1

x2 + y2
2y =

y

x2 + y2
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∂v

∂x
=

1

1 + (y/x)2

−y
x2

=
−y

x2 + y2
,

∂v

∂y
=

1

1 + (y/x)2

1

x
=

x

x2 + y2

Warunki Cauchy'ego-Riemanna s¡ speªnione, wi¦c funkcja jest ró»niczkowalna.
Okazuje si¦, »e funkcja ta jest sposobem na zde�niowanie logarytmu liczby ze-
spolonej. Mamy bowiem, dla x > 0:

f(x+ i0) =
1

2
ln(x2 + 02) + i arctan

0

x
=

1

2
ln(x2) + i0 = lnx

Mo»emy zatem zde�niowa¢

ln(x+ iy) :=
1

2
ln(x2 + y2) + i arctan

y

x

Ta de�nicja de�niuje funkcj¦ holomor�czn¡ w póªpªaszczy¹nie x > 0 (Re z).
Je±li podstawimy x = r cosϕ, y = sinϕ otrzymujemy (dla ϕ ∈ (−π2 ,

π
2 )).

ln(r cosϕ+ ir sinϕ) =
1

2
ln(r2) + i arctan(tanϕ) = ln r + iϕ

T¡ ostatni¡ de�nicj¦ ln z := ln r + iϕ, mo»emy rozszerzy¢ na ϕ /∈ (−π2 ,
π
2 ),

ale tu musimy ju» by¢ ostro»ni, bo mamy niejednoznaczno±¢. Je±li zmienimy
ϕ→ ϕ+2π, to z = r cosϕ+ir sinϕ� ale warto±¢ logarytmu zmienia si¦ o 2πi. Z
tego powodu mówi si¦, »e logarytm liczby zespolonej jest funkcj¡ wieloznaczn¡.
S¡ dwa sposoby, bu uczyni¢ go zwykª¡, dobrze zde�niowan¡ sposób.
Pierwszy, to skonstruowanie tzw. powierzchni Riemanna, która rozró»nia punkty
o warto±ciach k¡ta ϕ i ϕ+ 2π - lokalnie wygl¡da ona jak pªaszczyzna zespolona,
ale po okr¡»eniu 0 o k¡t peªny nie wracamy do punktu pocz¡tkowego. Mo»na
to sobie wyobrazi¢, jako niesko«czenie wiele pªaszczyzn zespolonych, rozci¦tych
wzdªu» ujemnej póªosi rzeczywistych i sklejonych ze sob¡ tak, »e przekracza-
j¡c ujemn¡ póªo± rzeczywist¡ przechodz¦ z jednej pªaszczyzny na nast¦pn¡. Na
powierzchni Riemanna logarytm k¡t ϕ, liczony od ustalonego punktu jest jed-
noznacznie zde�niowany, zatem i logarytm jest dobrze zde�niowany. My jednak
nie b¦dziemy dalej zajmowa¢ si¦ tym podej±ciem.
Drugi sposób to pogodzenie si¦ z faktem, »e na pªaszczy¹nie zespolonej nie
mo»na zde�niowa¢ logarytmu w sposób ci¡gªy i wyci¦cie z tej pªaszczyzny jed-
nej póªprostej, tzw. ci¦cia, na której logarytm b¦dzie miaª nieci¡gªo±¢. Ka»dy
taki wybór oznacza wybór konkretnego przedziaªu warto±ci k¡ta ϕ. Np. wyci¦-
cie ujemnej póªprostej rzeczywistej odpowiada wyborowi ϕ ∈ (−π, π). Mamy
wtedy np.

ln(1 + i) = ln(
√

2 cos
π

4
+ i
√

2 sin
π

4
) = ln

√
2 + i

π

4

ln(−i) = ln(cos(−π
2

) + i sin(−π
2

)) = −i
π

2
Wybór innego ci¦cia, czyli innego przedziaªu k¡tów ϕ b¦dzie prowadziª do innej
de�nicji logarytmu. Je»eli np. wybior¦, aby przedziaªem dozwolonych warto±ci
k¡tów byªo (0, 2π), to otrzymuj¦ ci¦cie na póªprostej odpowiadaj¡cej ϕ = 0 (lub
ϕ = 2π), czyli na dodatniej póªprostej rzeczywistej. Mamy wtedy

ln(1 + i) = ln(
√

2 cos
π

4
+ i
√

2 sin
π

4
) = ln

√
2 + i

π

4
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jak w poprzednim przypadku, ale

ln(−i) = ln(cos(
3π

2
) + i sin(

3π

2
)) = i

3π

2

co jest ju» innym wynikiem. Dlatego licz¡c logarytm liczb zespolonej musimy
pami¦ta¢, by najpierw jednoznacznie go zde�niowa¢ i potem trzyma¢ si¦ wy-
branej de�nicji.

Wracaj¡c do tematu ró»niczkowalno±ci: zauwa»yli±my, »e obecno±¢ z∗ w
de�nicji funkcji f mo»e ±wiaadczy¢ o jej nieró»niczkowalno±ci. Zbadajmy to.
Dla z = x+ iy mamy

x =
1

2
(z + z∗), y =

i

2
(z∗ − z)

Cho¢ z i z∗ nie s¡ ani zmiennymi rzeczywistymi, ani niezale»nymi, potraktujmy
powy»sze równo±ci jak zamian¦ zmiennych i zde�niujmy operacje ∂

∂z i ∂
∂z∗ na-

st¦puj¡co:
∂f

∂z
=
∂x

∂z

∂f

∂x
+
∂y

∂z

∂f

∂y
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
∂f

∂z∗
=

∂x

∂z∗
∂f

∂x
+

∂y

∂z∗
∂f

∂y
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
Operacje te nie s¡ prawdziwymi pochodnymi cz¡stkowymi, ale maj¡ takie same
wªasno±ci algebraiczne; je»eli wi¦c mamy funkcj¦ zapisan¡ za pomoc¡ z i z∗,
mo»emy te pochodnee� liczy¢ tak jakby±my liczyli zwykªe pochodne cz¡stkowe.
Je±li podstawimy f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), otrzymujemy

∂f

∂z
=

1

2

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+ i

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
∂f

∂z∗
=

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+ i

1

2

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
Mo»emy wi¦c stwierdzi¢, »e warunki Cauchy'ego-Riemanna s¡ speªnione wtedy
i tylko wtedy gdy

∂f

∂z∗
= 0

jest to skrótowy sposób zapisu warunków Cauchy'ego-Riemanna. Mamy równie»

∂f

∂z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

A si¦gaj¡c do dowodu twierdzenia o ró»niczkowalno±ci funkcji zespolonej, mo-
zemy zauwa»y¢, ze ta prawa strona to nic innego ni» f ′(z). Zatem, je±li funkcja
f jest ró»niczkowalna, to

f ′(z) =
∂f

∂z

56



czyli, tak jak zauwa»yli±my na przykªadzie funkcji zn, standardowe metody li-
czenia pochodnej znane z analizy funkcji rzeczywistych mo»na wykorzysta¢ do
liczenia pochodnej zespolonej.

Je±li funkcja jest zapisana za pomoc¡ z i z∗, zazwyczaj ªatwo stwierdzi¢, czy
∂f
∂z∗ = 0; czasem nale»y jednak by¢ ostro»nym o czym ±wiadczy podany wy»ej
przykªad funkcji

f(z) =
1

2
ln(zz∗) + i arctan

i(z∗ − z)
z∗ + z

Cho¢ z∗ jest w powy»szym wzorze obecne, mamy

∂f

∂z∗
=

1

2

1

zz∗
z + i

1

1 +
(

i(z∗−z)
z∗+z

)2 i
1(z∗ + z)− 1(z∗ − z)

(z∗ + z)2
=

=
1

2z∗
+ i2

2z

(z∗ + z)2 − (z∗ − z)2
=

=
1

2z∗
− 2z

4zz∗
=

1

2z∗
− 1

2z∗
= 0

Mamy te»

∂f

∂z
=

1

2

1

zz∗
z∗ + i

1

1 +
(

i(z∗−z)
z∗+z

)2 i
−1(z∗ + z)− 1(z∗ − z)

(z∗ + z)2
=

=
1

2z
+ i2

−2z∗

(z∗ + z)2 − (z∗ − z)2
=

=
1

2z
+

2z∗

4zz∗
=

1

2z
+

1

2z
=

1

z

Mamy zatem

(ln z)′ =
1

z

co jest w zgodno±ci ze wzorem z analizy funkcji rzeczywistych.

Warunki Cauchy'ego-Riemanna maj¡ jeszcze jedn¡ konsekwencj¦. Maj¡c

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

mo»emy zauwa»y¢, »e

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x

czyli
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0
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Podobnie mo»na pokaza¢, »e

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0

Zatem jedynie funkcje speªniaj¡ce warunki

∆u = ∆v = 0

gdzie ∆ jest laplasjanem na R2, mog¡ by¢ rzeczywist¡ lub urojon¡ skªadow¡
funkcji holomor�cznej. Mo»na te» pój±¢ w drug¡ stron¦. Maj¡c dan¡ funkcj¦
u : R ∗ 2→ R tak¡, »e ∆u = 0, mo»emy rozwi¡za¢ warunki

∂v

∂y
=
∂u

∂x
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y

I znale¹¢ funkcj¦ v która b¦dzie speªniaªa warunki Cauchy'ego-Riemanna z dan¡
funkcj¡ u. Funkcja ta b¦dzie dana z dokªadno±ci¡ do staªej. Oznacza to, »e
maj¡c tylko cz¦±¢ rzeczywist¡ (lub tylko cz¦±¢ urojon¡) funkcji holomor�cznej
mo»na zrekonstruowa¢ caª¡ funkcj¦, z dokªadno±ci¡ do staªej.

�wiczenia wykªadowe 6: Badanie funkcji zespolo-
nych

Na wykªadzie zde�niowana zostaªa funkcja logarytm od zmiennej zespolonej

ln z = ln r + iϕ

I zostaªo stwierdzone, »e b¦dzie ona posiada¢ nieci¡gªo±¢, której poªo»enie za-
le»y od wyboru dozwolonych warto±ci k¡ta ϕ. Je±li zakresem k¡tów jest (−π, π),
nieci¡gªo±¢ le»y na ujemnej póªosi rzeczywistej (gdzie ϕ = ±π); je±li zakresem
jest k¡tów jest (0, 2π), nieci¡gªo±¢ le»y na dodatniej póªosi rzeczywistej (gdzie
ϕ = 0 lub ϕ = 2π). (Mo»na te» wybiera¢ inne zakresy k¡tów, (ϕ0, ϕ0 + 2π) dla
dowolnych warto±ci ϕ0, ale te dwie wy»ej wymienione s¡ najcz¦±ciej u»ywane).
Zbadajmy te nieci¡gªo±ci.

Zadanie. Znale¹¢
lim
z→z0

ln z

dla z0 le»¡cego na ci¦ciu logarytmu w zale»no±ci od strony, z której do tego
punktu podchodzimy.

Zacznijmy od przypadku, w którym ln z de�niujemy z ci¦ciem na ujemnej
póªosi rzeczywistej (czyli dla z ∈ R−), co odpowiada przedziaªowi dozwolonych
k¡tów (−π, π). We¹my punkt z0 le»¡cy na ci¦ciu. Mo»emy zbli»a¢ si¦ do tego
punktu od strony dodatnich y lub od strony ujemnych y. Po ka»dej stronie
funkcja jest ci¡gªa, wi¦c mo»emy wybra¢ po jednym konkretnym sposobie zbli-
»ania si¦ z ka»dej strony. Wybierzmy sposób w którym r = const. = |z0|. Mamy
wi¦c albo

x = |z0| cosϕ, y = |z0| sinϕ, ϕ↗ π
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co odpowiada d¡»eniu do punktu z0 od strony dodatnich y, lub

x = |z0| cosϕ, y = |z0| sinϕ, ϕ↘ −π

co odpowiada d¡»eniu do punktu z0 od strony ujemnych y. Mamy

lim
y→0+

ln(x+ iy) = lim
ϕ↗π

ln(x+ iy) =

= lim
ϕ↗π

ln(|z0| cosϕ+ i|z0| sinϕ) =

= lim
ϕ↗π

(
ln |z0|+ iϕ

)
=

= ln |z0|+ iπ

oraz

lim
y→0−

ln(x+ iy) = lim
ϕ↘−π

ln(x+ iy) =

= lim
ϕ↘−π

ln(|z0| cosϕ+ i|z0| sinϕ) =

= lim
ϕ↘−π

(
ln |z0|+ iϕ

)
=

= ln |z0| − iπ

Ró»nica pomi¦dzy tymi granicami udowadnia nieci¡gªo±¢.

Podobnie, je±li nieci¡gªo±¢ logarytmu wybraliby±my na dodatniej póªosi rze-
czywistej (czyli dla z ∈ R+), co odpowiada przedziaªowi dozwolonych k¡tów
(0, 2π). We¹my punkt z0 le»¡cy na ci¦ciu. Jak wcze±niej, mo»emy zbli»a¢ si¦ od
strony dodatnich y (ϕ↘ 0) lub ujemnych y (ϕ↗ 2π). Mamy

lim
y→0+

ln(x+ iy) = lim
ϕ↘0

ln(x+ iy) =

= lim
ϕ↘0

ln(|z0| cosϕ+ i|z0| sinϕ) =

= lim
ϕ↘0

(
ln |z0|+ iϕ

)
=

= ln |z0|

lim
y→0−

ln(x+ iy) = lim
ϕ↗2π

ln(x+ iy) =

= lim
ϕ↗2π

ln(|z0| cosϕ+ i|z0| sinϕ) =

= lim
ϕ↗2π

(
ln |z0|+ iϕ

)
=

= ln |z0|+ 2iπ

Jak poprzednio, ró»nica pokazuje nieci¡gªo±¢.
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Rozwa»my teraz bardziej skomplikowan¡ funkcj¦:

f(z) = ln(z2 + 1)

i zbadajmy jej nieci¡gªo±¢. To gdzie b¦dzie miaªa ona nieci¡gªo±¢ zale»y od tego,
gdi wybierzemy nieci¡gªo±¢ funkcji ln z.

We¹my najpierw przypadek, gdy ln z ma nieci¡gªo±¢ dla z ∈ R−. oznacza
to, »e funkcja f(z) b¦dzie miaªa nieci¡gªo±¢ gdy z2 + 1 ∈ R−, gdy» to z2 + 1 jest
argumentem logarytmu w funkcji f(z). Musimy zatem rozwi¡za¢ warunki

Re(z2 + 1) < 0, Im (z2 + 1) = 0

podstawiaj¡c z = x+ iy mamy

Re((x+ iy)2 + 1) < 0, Im ((x+ iy)2 + 1) = 0

Re(x2 + 2ixy − y2 + 1) < 0, Im (x2 + 2ixy − y2 + 1) = 0

x2 − y2 + 1 < 0, 2xy = 0

Z drugiego warunku mamy x = 0 lub y = 0, ale je±li y = 0 to pierwszy warunek
przyjmuje posta¢ x2+1 < 0 i nie ma rozwi¡za« w liczbach rzeczywistych. Zatem
mamy

x = 0, −y2 + 1 < 0

x = 0, y2 > 1

x = 0, y ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)

Ci¦cie b¦dzie miaªo zatem posta¢ dwóch póªprostych, le»¡cych na osi urojonej
(x = 0). Policzmy granicy funkcji po obu stronach obu ci¦¢.
We¹my najpierw z0 = 0 + iy, y > 1. Trzymajmy y = const. i zbli»ajmy si¦ do
ci¦cia zmieniaj¡c x, albo x→ 0+, albo x→ 0−. Mamy

lim
x→0+

ln(z2 + 1) = lim
x→0+

ln(x2 − y2 + 1 + 2ixy)

skorzystajmy z wyniku poprzedniego zadania. Mamy x2 − y2 + 1→ 1− y2 < 0
oraz 2xy → 0+ (poniewa» y > 0 i x→ 0+). Zatem

lim
x→0+

ln(x2 − y2 + 1 + 2ixy) = lim
ε→0+

ln(−(y2 − 1) + iε) = ln(y2 − 1) + iπ

lim
x→0+

ln(z2 + 1) = ln(y2 − 1) + iπ

Zbli»aj¡c si¦ do tego samego punktu z drugiej strony (x→ 0−) mamy 2xy0 → 0−

zatem

lim
x→0−

ln(z2 + 1) = lim
ε→0−

ln(−(y2 − 1) + iε) = ln(y2 − 1)− iπ
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Analiza dolnego ci¦cia y0 < −1 jest analogiczna, ale poniewa» teraz y0 < 0
b¦dziemy mie¢ zamian¦ znaków:

lim
x→0+

ln(z2 + 1) = lim
ε→0−

ln(−(y2 − 1) + iε) = ln(y2 − 1)− iπ

lim
x→0−

ln(z2 + 1) = lim
ε→0+

ln(−(y2 − 1) + iε) = ln(y2 − 1) + iπ

Rozwa»my teraz sytuacj¦, w której ln z de�niujemy inaczej, z ci¦ciem na
dodatniej póªprostej rzeczywistej. Aby znale¹¢ ci¦cie ln(z2 + 1) musimy wtedy
rozwi¡za¢ warunki

x2 − y2 + 1 > 0, 2xy = 0

Tym razem przypadek y = 0 jest mo»liwy; mamy

(x = 0 ∨ y = 0) ∧ x2 − y2 + 1 > 0

(x = 0 ∧ −y2 + 1 > 0) ∨ (y = 0 ∧ x2 + 1 > 0)

(x = 0 ∧ y2 < 1) ∨ (y = 0 ∧ x ∈ R)

(x = 0 ∧ −1 < y < 1) ∨ (y = 0 ∧ x ∈ R)

Tym razem ci¦cie b¦dzie skªadaªo si¦ z odcinka x = 0, −1 < y < 1 (odcinek od
−i do +i) oraz caªej prostej rzeczywistej. Rozpatrz¦ granice przy wybranych
kawaªkach, na pozostaªych rachunek jest analogiczny.
Na kawaªku y = 0, x > 0 (dodatnia póªo± rzeczywista) mamy

lim
y→0+

ln(z2 + 1) = lim
y→0+

ln(x2 − y2 + 1 + 2ixy)

poniewa» ε = 2xy > 0 mamy

lim
y→0+

ln(z2 + 1) = lim
ε→0+

ln(x2 + 1 + iε) = ln(x2 + 1)

Z kolei zbli»aj¡c si¦ od strony ujemnych y mamy

lim
y→0−

ln(z2 + 1) = lim
ε→0−

ln(x2 + 1 + iε) = ln(x2 + 1) + i2π

We¹my jeszcze kawaªek ci¦cia x = 0, 0 < y < 1. Je±li zbli»amy si¦ od strony
dodatnich x mamy ε = 2xy > 0 zatem

lim
x→0+

ln(z2 + 1) = lim
ε→0+

ln(−y2 + 1 + iε) = ln(1− y2)

a zbli»aj¡c si¦ od drugiej strony

lim
x→0−

ln(z2 + 1) = lim
ε→0−

ln(−y2 + 1 + iε) = ln(1− y2) + i2π
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Wykªad 13: Szereg Taylora zmiennej zespolonej,
funkcja wykªadnicza i pot¦gowa

Oprócz de�niowania funkcji zespolonej w postaci f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),
gdzie u i v s¡ danymi funkcjami zmiennych rzeczywistych, jest te» inny wa»ny
sposób zadawania funkcji zespolonych, zwªaszcza funkcji holomor�cznych, mia-
nowicie poprzez szereg pot¦gowy - posiadaj¡c poj¦cie zbie»no±ci na pªaszczy¹nie
zespolonej mo»emy bada¢ zbie»no±¢ ci¡gów i szeregów, w tym szeregów funk-
cyjnych. Niech (an)n∈N b¦dzie danym ci¡giem liczb zespolonych oraz z0 ∈ C.
Zde�niujmy funkcj¦ f jako

f(z) := lim
N→∞

N∑
n=0

an(z − z0)n =

∞∑
n=0

an(z − z0)n

Aby ten szereg byª zbie»ny, potrzebujemy, by

lim
N→∞

∞∑
n=N+1

an(z − z0)n = 0

czyli

lim
N→∞

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ = 0

Zauwa»my, »e∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

an(z − z0)n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=N+1

|an(z − z0)n| =
∞∑

n=N+1

|an| |z − z0|n

Je»eli zatem

lim
N→∞

∞∑
n=N+1

|an| |z − z0|n = 0

czyli szereg
∞∑
n=0

|an| |z − z0|n (∗)

jest zbie»ny, to gwarantuje to zbie»no±¢ szeregu de�niuj¡cego funkcj¦ f . Ale sze-
reg (∗) jest szeregiem o wspóªczynnikach rzeczywistych; znamy warunek okre-
±laj¡cy jego zbie»no±¢:

lim sup
n→∞

n
√
|an| |z − z0|n < 1

(dla przypomnienia lim sup oznacza tzw. granic¦ górn¡ ci¡gu, czyli supremum
zbioru granic wszystkich podci¡gów zbie»nych ci¡gu; je±li an jes ci¡giem zbie»-
nym, to lim supn→∞ an = limn→∞ an). Mamy wi¦c

|z − z0| lim sup
n→∞

n
√
|an| < 1
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|z − z0| < R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

Obszar zadany tym warunkiem jest koªem o ±rodku w punkcie z0 i promieniu
r. W przypadku szeregów zespolonych nie mówimy wi¦c o przedziale zbie»no-
±ci (jak dla funkcji rzeczywistych) ale o kole zbie»no±ci. Wzór na promie«
zbie»no±ci jest taki sam jak w przypadku funkcji rzeczywistych; ogólny wzór
jest podany wy»ej, ale je±li istniej¡ odpowiednie granice, mo»emy policzy¢ go
równie» ze wzorów

1

R
= lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
Funkcja zde�niowana szeregiem jak wy»ej jest zawsze funkcj¡ holomor�czn¡

wewn¡trz swojego koªa zbie»no±ci. Mamy bowiem

f ′(z) =

∞∑
n=0

nan(z − z0)n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1(z − z0)n

badaj¡c zbie»no±¢ tego szeregu otrzymujemy

R′ = lim
n→∞

∣∣∣∣ (n+ 2)an+2

(n+ 1)an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1 + 2
n

1 + 1
n

∣∣∣∣an+2

an+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = R

Funkcj¦ wykªadnicz¡ zmiennej rzeczywistej mo»na zde�niowa¢ jako granic¦
ci¡gu

exp(x) = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
lub jako granic¦ szeregu

exp(x) =

∞∑
n=0

1

n!
xn

. Dowodzi si¦, »e obie de�nicje s¡ równowa»ne i de�niuj¡ funkcj¦ okre±lona dla
wszystkich x ∈ R (nie b¦d¦ teraz tego dowodu powtarzaª). Podobnie funkcj¦
wykªadnicz¡ zmiennej zespolonej mo»na zde�niowa¢ jako

exp(z) = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
=

∞∑
n=0

1

n!
zn

Dowód, »e obie de�nicje s¡ równowa»ne jest analogiczny do dowodu w przypadku
rzeczywistym, i de�niuj¡ funkcj¦ exp dla wszystkich z ∈ C. Analogicznie jak w
przypadku rzeczywistym, mo»na te» udowodni¢, »e funkcja ta speªnia warunki

exp(0) = 1

exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2), dla dowolnych z1, z2 ∈ C

d

dz
exp(z) =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
(n+ 1)zn =

∞∑
n=0

1

n!
zn = exp(z)
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Poniewa» wszystkie wspóªczynniki szeregu pot¦gowego s¡ liczbami rzeczywi-
stymi, mamy równie»

exp(z∗) =

∞∑
n=0

1

n!
(z∗)n =

( ∞∑
n=0

1

n!
zn

)∗
=
(

exp(z)
)∗

Ze wzorów tych wynika, »e∣∣ exp(z)
∣∣2 =

(
exp(z)

)∗
exp(z) = exp(z∗) exp(z) = exp(z∗+z) = exp(2Re z) =

(
exp(Re z)

)2
czyli

| exp(x+ iy)| = expx = ex

W szczególno±ci oznacza to, »e

| exp(iy)| = 1

czyli
exp(iy) = cosϕ(y) + i sinϕ(y)

dla pewnej funkcji ϕ(y). Ró»niczkuj¡c powy»sz¡ równo±¢ po y otrzymujemy

i exp(iy) =
(
− sinϕ(y) + i cosϕ(y)

)dϕ

dy

Mamy wi¦c

i
(

cosϕ(y) + i sinϕ(y)
)

=
(
− sinϕ(y) + i cosϕ(y)

)dϕ

dy

i cosϕ(y)− sinϕ(y) =
(
− sinϕ(y) + i cosϕ(y)

)dϕ

dy

z czego wynika, »e
dϕ

dy
= 1

czyli
ϕ(y) = y + ϕ(0)

Z równo±ci
exp(0) = 1

mamy ϕ(0) = 0, a zatem
φ(y) = y

exp(iy) = cos y + i sin y

Dowodzi to relacji która byªa ju» do tej pory u»ywana w rachunkach, ale byªa
dot¡d pozostawiona bez dowodu. Mamy ostatecznie

64



exp(x+ iy) = ex cos y + iex sin y

Mo»na sprawdzi¢, »e tak zde�niowana funkcja speªnia warunki Cauchy'ego-
Riemanna oraz dla liczb rzeczywistych pokrywa si¦ z de�nicj¡ eksponenta dla
liczb rzeczywistych.

Zauwa»my, »e na pªaszczy¹nie zespolonej funkcja exp jest funkcj¡ okresow¡,
z okresem 2πi:

exp(z + 2πi) = exp(z) exp(2πi) = exp(z) · 1 = exp(z)

Sprawd¹my te», »e tak zde�niowana funkcja exp i wcze±niej zde�niowana
funkcja ln

ln(r cosϕ+ ir sinϕ) = ln r + iϕ

s¡ do siebie funkcjami odwrotnymi. Mamy

exp ln(r cosϕ+ir sinϕ) = exp(ln r+iϕ) = eln r cosϕ+ieln r sinϕ = r cosϕ+ir sinϕ

Ta równo±¢ speªniona jest zawsze.

ln exp(x+ iy) = ln(ex cos y + iex sin y) = ln(ex) + iy = x+ iy

Ta równo±¢ jest speªniona je±li y nale»y do odpowiedniego przedziaªu k¡tów, np.
y ∈ (0, 2π) je±li wybrali±my ci¦cie logarytmu wzdªu» dodatniej póªosi rzeczywi-
stej.

U»ywaj¡c funkcji exp de�niujemy pot¦gowanie liczb zespolonych. Dla liczb
z, α ∈ C de�niujemy

zα := exp(α ln z)

W szczególno±ci
ez = exp(z ln e) = exp z

De�nicja pot¦gowania zale»y od de�nicji logarytmu; poniewa» funkcja ln ma
nieci¡gªo±¢, funkcja zα równie» w ogólno±ci ma nieci¡gªo±¢ (wyj¡tkiem jest przy-
padek α ∈ Z). Zaªó»my na przykªad, »e α ∈ R, a ci¦cie logarytmu wybierzemy
na dodatniej póªosi rzeczywistej; wtedy, dla x > 0 mamy

lim
y→0+

ln(x+ iy) = lnx

lim
y→0−

ln(x+ iy) = lnx+ 2πi

Mamy zatem
lim
y→0+

(x+ iy)α = exp(α lnx) = xα

lim
y→0−

(x+iy)α = exp
(
α(lnx+2πi)

)
= xα exp(2πiα) = xα

(
cos(2πα)+i sin(2πα)

)
Je±li zatem α /∈ Z mamy nieci¡gªo±¢ wzdªu» dodatniej póªosi rzeczywistej. Fakt
ten b¦dzie znacz¡cy do pewnych zastosowa« analizy zespolonej.
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Wykªad 14: Osobliwo±ci funkcji zespolonych. Twier-
dzenie Cauchy'ego-Goursata. Wzór caªkowy Cau-
chy'ego

Wrócimy dzi± do rozwa»ania bardziej ogólnych funkcji zmiennej zespolonej. O
ile jak najbardziej mo»liwe jest, by funkcja byªa holomor�czna na caªej pªasz-
czy¹nie zespolonej (tak¡ funkcj¦ nazywamy funkcj¡ caªkowit¡), to zazwyczaj
obszar holomor�czno±ci funkcji nie obejmuje caªej pªaszczyzny. Prowadzi to do
poj¦cia punktu osobliwego/osobliwo±ci:

De�nicja: punkt osobliwy/regularny
Punkt z0 ∈ C nazywamy punktem osobliwym lub osobliwo±ci¡ funkcji f je±li
funkcja f nie jest holomor�czna w tym punkcie, czyli nie istnieje otwarty zbiór
U ⊂ C taki, »e z0 ∈ U , a funkcja f jest ró»niczkowalna na U . Punkt, który nie
jest osobliwy nazywamy punktem regularnym.

Mo»na wyró»ni¢ ró»ne rodzaje punktów osobliwych:
De�nicja: punkt osobliwy izolowany/nieizolowany.
Punkt osobliwy z0 ∈ C funkcji f nazywamy izolowanym je±li istnieje otwarty
zbiór U ⊂ C taki, »e z0 ∈ U , a funkcja f jest holomor�czna na U \ {z0}.
Punkt osobliwy, który nie jest izolowany nazywamy punktem osobliwym nieizo-
lowanym.
Innymi sªowy, je±li punkt z0 jest osobliwo±ci¡ izolowan¡ funkcji f , to istnieje ta-
kie r > 0, »e w kole {z : |z − z0| < r} funkcja f nie ma innych osobliwo±ci.

Przykªadami osobliwo±ci izolowanych s¡ np. z0 = 0 dla funkcji f(z) = 1
z ,

albo zn = 1
nπ , n ∈ Z \ {0} dla funkcji f(z) = 1

sin 1
z

. Przykªadami osobliwo±ci

nieizolowanych s¡ punkty linii ci¦cia dla funkcji posiadaj¡cych lini¦ ci¦cia (np.
ln z), ale tak»e np. punkt z0 = 0 dla funkcji f(z) = sin 1

z . Gwoli wyja±nienia
tego ostatniego przykªadu: jest to osobliwo±¢ nieizolowana, poniewa» niezale»-
nie jak maªe otoczenie tego punktu wezm¦, znajd¡ si¦ w nim inne osobliwo±ci
postaci zn = 1

nπ .

Szczególnie nale»y te» wyró»ni¢ punkty rozgaª¦zienia. S¡ to ko«cowe punkty
linii ci¦¢. S¡ one szczególne z tego wzgl¦du, »e lini¦ ci¦cia mo»na zazwyczaj
przesuwa¢, zmieniaj¡c minimalnie de�nicj¦ funkcji - z tego powodu osobliwo±ci
w punktach wewn¦trznych linii ci¦cia mo»na wyeliminowa¢ przez przesuni¦cie
ci¦cia w inne miejsce. Punkty rozgaª¦zienia s¡ jednak nieruchome, i osobliwo±ci
w tych punktach wyeliminowa¢ nie mo»na.

Osobliwo±ci izolowane dzieli si¦ dalej, na podstawie tego "jak bardzo oso-
bliwy"jest to punkt:
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De�nicja:osobliwo±¢ pozorna
Punkt osobliwy izolowany z0 ∈ C funkcji f nazywamy osobliwo±ci¡ pozorn¡
je±li istnieje liczba a ∈ C, taka, »e punkt z0 jest punktem regularnym funkcji g
zde�niowanej jako

g(z) =

{
f(z) dla z 6= z0

a dla z = z0

Przykªadem osobliwo±ci pozornej jest punkt z0 = 0 dla funkcji f(z) = sin z
z .

Funkcja ta nie jest zde�niowana w punkcie z0 = 0, wi¦c jest to punkt osobliwy;
je±li jednak dode�niuj¦ f(0) = 1, to otrzymana funkcja nie b¦dzie miaªa osobli-
wo±ci.

De�nicja: biegun/osobliwo±¢ istotna
Punkt osobliwy izolowany z0 ∈ C funkcji f nazywamy biegunem rz¦du n, n ∈ N
gdy jest on punktem regularnym funkcji (z− z0)nf(z), ale punktem osobliwym
funkcji (z − z0)n−1f(z).
Je±li nie istnieje liczba naturalna n ∈ N taka, »e punkt z0 jest punktem regular-
nym funkcji (z − z0)nf(z), punkt ten nazywamy osobliwo±ci¡ istotn¡.

Przykªadem bieguna rz¦du n jest punkt z0 = 0 dla funkcji f(z) = 1
zn . Mo»na

nawet poda¢ twierdzenia
Twierdzenie
Punkt osobliwy izolowany z0 ∈ C funkcji f jest biegunem rz¦du n, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje funkcja holomor�czna g taka, »e g(z0) 6= 0 oraz

f(z) =
g(z)

(z − z0)n
dla z 6= z0

Twierdzenie
Punkt osobliwy izolowany z0 ∈ C funkcji f jest biegunem rz¦du n, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje funkcja holomor�czna h oraz liczby c1, c2, . . . cn, takie, »e
cn 6= 0 oraz

f(z) = h(z) +
c1

z − z0
+

c2
(z − z0)2

+ · · ·+ cn
(z − z0)n

dla z 6= z0

Te twierdzenia pozwalaj¡ szybko rozpozna¢ bieguny wielu funkcji i poda¢
ich rz¦dy.

Dowód (obu twierdze«):
Je±li z0 jest biegunem rz¦du n zde�niujmy

g(z) =

{
(z − z0)nf(z) dla z 6= z0

limz→z0(z − z0)nf(z) dla z = z0

Z de�nicji bieguna, funkcja g b¦dzie holomor�czna w punkcie z0, oraz g(z0) 6= 0
(bo inaczej biegun byªby ni»szego rz¦du). Funkcj¦ h oraz wspóªczynniki cn
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de�niujemy przez szereg Taylora funkcji g:

g(z) = cn + cn−1(z − z0) + . . . c1(z − z0)n−1 + (z − z0)nh(z)

Tak skonstruowane funkcje speªniaj¡ warunki wyst¦puj¡ce w twierdzeniach po-
wy»ej.

W drug¡ stron¦: Je±li

f(z) =
g(z)

(z − z0)n

mamy

(z − z0)nf(z) = g(z), (z − z0)n−1f(z) =
g(z)

z − z0

Poniewa» z zaªo»enia g(z0) 6= 0, oznacza to, ze z0 jest punktem regularnym
funkcji (z − z0)nf(z), ale nie funkcji (z − z0)n−1f(z), czyli jest biegunem rz¦du
n.
Podobnie, je±li

f(z) = h(z) +
c1

z − z0
+

c2
(z − z0)2

+ · · ·+ cn
(z − z0)n

mamy

(z − z0)nf(z) = (z − z0)ng(z) + (z − z0)n−1c1 + · · ·+ (z − z0)cn−1 + cn

(z − z0)n−1f(z) = (z − z0)n−1g(z) + (z − z0)n−2c1 + · · ·+ cn−1 +
cn

z − z0

Poniewa» z zaªo»enia cn 6= 0, oznacza to, ze z0 jest punktem regularnym funkcji
(z − z0)nf(z), ale nie funkcji (z − z0)n−1f(z), czyli jest biegunem rz¦du n.

Zanim przejdziemy do bardziej zaawansowanych twierdze«, wprowad¹my
jeszcze jedno poj¦cie z dziedziny topologii, które b¦dzie nam potrzebne.
De�nicja: obszar jednospójny
Obszar U ⊂ C nazywamy jednospójnym je±li ka»da krzywa zamkni¦ta K ⊂
ogranicza pewien obszar D ⊂ U .

Jednospójno±¢ mo»na rozumie¢ jako "brak dziur". Na przykªad koªo {z :
|z−z0| < R} jest jednospójne, ale pier±cie« {z : r < |z−z0| < R} dla 0 < r < R
jednospójny nie jest, ma "dziur¦"w ±rodku.

Przejd¹my teraz do twierdze« analizy zespolonej. Zacznijmy od twierdzenia
Twierdzenie Cauchy'ego-Goursata Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡
na obszarze jednospójnym U ⊂ C. K ⊂ U b¦dzie krzyw¡ zamkni¦t¡. Wówczas∮

K

f(z)dz = 0

68



Dowód:
Dowód opiera si¦ na wykorzystaniu twierdzenia Greena i warunków Cauchy'ego-
Riemanna. Rozpiszmy f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y). Mamy∮

K

f(z)dz =

∮
K

(u+ iv)(dx+ idy) =

=

∮
K

(udx− vdy) + i

∮
K

(vdx+ udy)

Korzystaj¡c z twierdzenia Greena, mamy∮
K

(udx− vdy) =

∫
D

(
− ∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
dxdy

∮
K

(vdx+ udy) =

∫
D

(
− ∂v

∂y
+
∂u

∂x

)
dxdy

Warunki Cauchy'ego mówi¡, »e

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

∂v

∂y
=
∂u

∂x

z czego wynika, »e ∮
K

f(z)dz = 0 + i0 = 0

Nale»y podkre±li¢, »e je»eli krzywa zamkni¦ta otacza jakie± osobliwo±ci, to
mo»liwe jest, by

∮
f(z)dz 6= 0, poniewa» takie osobliwo±ci stanowi¡ dziury w

obszarze holomor�czno±ci, wi¦c zaªo»enie powy»szego twierdzenia nie jest speª-
nione.

Z twierdzenia Cauchy'ego-Goursata wnikaj¡ natychmiast dwa wa»ne wnio-
sek: je»eli mamy dwie krzywe K1 i K2 o tych samych ko«cach, to je»eli funkcja
f jest holomor�czna w obszarze zawartym pomi¦dzy tymi krzywymi, to∫

K1

f(z)dz =

∫
K2

f(z)dz

Wynika to z tego, »e mo»na wzi¡¢ krzyw¡ zamkni¦t¡ zªo»on¡ z krzywej K1 oraz
krzywej K2 przebieganej w przeciwn¡ stron¦, i caªka po tej krzywej zamkni¦tej
jest równa 0.

W praktyce oznacza to, »e dowoln¡ krzyw¡ caªkowania mo»na deformowa¢,
przeksztaªca¢, i zmienia¢ jej ksztaªt, pod warunkiem »e robimy to w sposób
ci¡gªy i nie przeci¡gamy jej przez »adne osobliwo±ci. Dotyczy to tak»e krzywych
zamkni¦tych (bo mo»na najpierw zdeformowa¢ jeden jej kawaªem, potem inny,
potem kolejny, ostatecznie przeksztaªcaj¡c caª¡ krzyw¡). Zaªó»my na przykªad,
»e mamy dwie krzywe zamkni¦te otaczaj¡ce jak¡± osobliwo±¢ (wi¦c mo»liwe jest,
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»e
∮
f(z)dz 6= 0). Je±li jednak pomi¦dzy tymi dwoma krzywymi nie ma »adnych

osobliwo±ci, mamy ∮
K1

f(z)dz =

∮
K2

f(z)dz

Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na obszarze jednospójnym U . Niech
z0 ∈ U . Niech K ⊂ U b¦dzie krzyw¡ zamkni¦t¡ otaczaj¡c¡ punkt z0. Policzmy
caªk¦ ∮

K

f(z)

z − z0
dz

Jedynym punktem osobliwym funkcji g(z) = f(z)
z−z0 jest punkt z0. Wedªug tego,

co zostaªo powiedziane powy»ej, kontur caªkowania mo»emy wi¦c przeksztaª-
ca¢, pod warunkiem »e nie przeci¡gniemy go przez punkt z0. W szczególno±ci
mo»emy go przeksztaªci¢ do postaci maªego okr¦gu otaczaj¡cej punkt z0, o pro-
mieniu ε, i warto±¢ caªki si¦ nie zmieni.∮

K

f(z)

z − z0
dz =

∮
|z−z0|=ε

f(z)

z − z0
dz

Przyjmuj¡c dodatni¡ orientacj¦, ten maªy okr¡g mo»emy sparametryzowa¢ po-
przez

z(t) = z0 + εeit, t ∈ [0, 2π]

dz = iεeitdt

Mamy ∮
|z−z0|=ε

f(z)

z − z0
dz =

∮ 2π

0

f(z0 + εeit)

(z0 + εeit)− z0
iεeitdt =

= i

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt

Poniewa» promie« ε mo»e by¢ dowolnie maªy, mo»emy wykona¢ granic¦ ε→ 0:∮
K

f(z)

z − z0
dz = lim

ε→0

∮
|z−z0|=ε

f(z)

z − z0
dz =

= lim
ε→0

i

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt =zakªadaj¡c, »e mo»na z granic¡ wej±¢ pod caªk¦

= i

∫ 2π

0

lim
ε→0

f(z0 + εeit)dt =

= i

∫ 2π

0

f(z0)dt =

= 2πif(z0)

W tym obliczeniu zaªo»yli±my, »e mo»na z granic¡ wej±¢ pod caªk¦; sprawd¹my
wi¦c poprawno±¢ policzonej granicy, przez policzenie∣∣∣∣i∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt− 2πif(z0)

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∫ 2π

0

(
f(z0 + εeit)− f(z0)

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 2π

0

∣∣f(z0 + εeit)− f(z0)
∣∣ dt

Je»eli we¹miemy dostatecznie maªe ε, to poniewa» funkcja f jest ci¡gªa mamy∣∣f(z0 + εeit)− f(z0)
∣∣ < δ

dla dowolnie maªego δ. A zatem, dla ka»dego δ > 0 istnieje ε wystarczaj¡co
maªe, aby ∣∣∣∣i∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt− 2πif(z0)

∣∣∣∣ < 2πδ

Oznacza to, »e

lim
ε→0

∣∣∣∣i∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt− 2πif(z0)

∣∣∣∣ = 0

czyli faktycznie

lim
ε→0

i

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)dt = 2πif(z0)

Ten wynik jest wa»nym twierdzeniem w analizie zespolonej:

Twierdzenie: wzór caªkowe Cauchy'ego
Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na obszarze jednospójnym U ⊂ C. K ⊂ U
b¦dzie krzyw¡ zamkni¦t¡ otaczaj¡c¡ punkt z0 ∈ U . Wówczas

f(z0) =
1

2πi

∮
K

f(z)

z − z0
dz

Dowód ju» przeprowadzili±my.

Jako konsekwencj¦ tego twierdzenia mamy
Twierdzenie: wzór caªkowe Cauchy'ego dla pochodnych
Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na obszarze jednospójnym U ⊂ C. K ⊂ U
b¦dzie krzyw¡ zamkni¦t¡ otaczaj¡c¡ punkt z0 ∈ U . Wówczas

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz

gdzie f (n) oznacza n-t¡ pochodn¡ funkcji f .

Wzór ten mo»na uzyska¢ ró»niczkuj¡c podstawowy wzór caªkowy Cauchy'ego
po z0. Ze wzoru caªkowego Cauchy'ego mamy

f (n)(z0) =
dn

dz n0

1

2πi

∮
K

f(z)

z − z0
dz
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Je»eli uprawnione jest wej±cie z pochodn¡ pod znak caªki, mamy wi¦c Ze wzoru
caªkowego Cauchy'ego mamy

f (n)(z0) =
1

2πi

∮
K

∂n

∂z n0

f(z)

z − z0
dz

Poniewa»
∂n

∂z n0

1

z − z0
=

n!

(z − z0)n+1

otrzymujemy tez¦ twierdzenia:

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz

Pozostaje tylko kwestia tego, czy wchodzenie z ró»niczkowaniem po parame-
trze pod caªk¦ jest tu faktycznie dozwolone. Np. dla pierwszego ró»niczkowania
musimy pokaza¢, »e

d

dz0

∮
K

f(z)

z − z0
=

∮
K

f(z)

(z − z0)2

czyli

lim
h→0

∣∣∣∣ 1h
(∮

K

f(z)

z − z0 − h
−
∮
K

f(z)

z − z0

)
−
∮
K

f(z)

(z − z0)2

∣∣∣∣ = 0

Zachodzi

1

h

(
1

z − z0 − h
− 1

z − z0

)
− 1

(z − z0)2
=

h

(z − z0 − h)(z − z0)2

wi¦c warunek do udowodnienia ma posta¢

lim
h→0

∣∣∣∣∮
K

f(z)
h

(z − z0 − h)(z − z0)2

∣∣∣∣ = 0

Deformuj¡c krzyw¡ K do okr¦gu o ±rodku w z0 i promieniu r > h mamy∣∣∣∣∮
K

f(z)
h

(z − z0 − h)(z − z0)2
dz

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(z0 + reit)
h

(reit − h)(reit)2
ireitdt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 2π

0

|f(z0 + reit)| |h|
|reit − h|r

dt ≤

≤
∫ 2π

0

|f(z0 + reit)| |h|
(r − |h|)r

dt

gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika z nierówno±ci trójk¡ta, |reit − h| > r − |h|.
Poniewa» funkcja |f(z0 + reit)| jest ograniczona (bo jest ci¡gªa na przedziale
zwartym), czyli |f(z0 + reit)| ≤M , mamy∣∣∣∣∮

K

f(z)

(
h

(z − z0 − h)(z − z0)2

)
dz

∣∣∣∣ ≤ 2πM
|h|

(r − |h|)r
→h→0→ 0
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a zatem faktycznie
d

dz0

∮
K

f(z)

z − z0
=

∮
K

f(z)

(z − z0)2

Dowód dla wy»szych pochodnych jest analogiczny, ale nie b¦d¦ go tutaj przed-
stawiaª.

�wiczenia wykªadowe 7: Funkcje odwrotne do funk-
cji trygonometrycznych

Opieraj¡c si¦ na wzorach wyra»aj¡cych funkcje sin i tan za pomoc¡ funkcji exp,
wyra¹my funkcje arcsin i arctan za pomoc¡ funkcji ln.

Wzór wyra»aj¡cy funkcj¦ sin za pomoc¡ funkcji exp ma posta¢:

sin z =
eiz − e−iz

2i

Mamy wi¦c
eiz − e−iz − 2i sin z = 0

e2iz − 2i sin zeiz − 1 = 0

(eiz − i sin z)2 − 1 + sin2 z = 0

(eiz − i sin z)2 = 1− sin2 z

eiz − i sin z = (1− sin2 z)
1
2

eiz = i sin z + (1− sin2 z)
1
2

iz = ln
(
i sin z + (1− sin2 z)

1
2

)
z = −i ln

(
i sin z + (1− sin2 z)

1
2

)
czyli

arcsin z = −i ln
(
iz + (1− z2)

1
2

)
arcsin jest funkcj¡ niejednoznaczn¡, jej warto±¢ zale»y od tego, jak zde�niujemy
funkcj¦ ln (gdzie wybierzemy jej ci¦cie).

Podobnie dla funkcji tan:

tan z =
sin z

cos z
=

eiz − e−iz

2i

2

eiz + e−iz
=

eiz − e−iz

i(eiz + e−iz)

czyli
i(eiz + e−iz) tan z = eiz − e−iz

eiz(1− i tan z) = e−iz(1 + i tan z)
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e2iz =
1 + i tan z

1− i tan z

2iz = ln
1 + i tan z

1− i tan z

z =
1

2i
ln

1 + i tan z

1− i tan z

arctan z =
1

2i
ln

1 + iz

1− iz

Zbadajmy tak zde�niowane funkcje arcsin i arctan. Ich de�nicja zale»y od
de�nicji funkcji ln, czyli od tego, gdzie wybierzemy jej ci¦cie/nieci¡gªo±¢. Roz-
wa»¦ tu tylko jeden przypadek, gdy ci¦cie wybior¦ na ujemnej póªosi rzeczywi-
stej, czyli

lim
ε→0+

ln(x+ iε) = lim
ε→0−

ln(x+ iε) = lnx dla x > 0

lim
ε→0+

ln(x+ iε) = ln(−x) + iπ, lim
ε→0−

ln(x+ iε) = ln(−x)− iπ dla x < 0

ten wybór wpªywa równie» na nieci¡gªo±¢ funkcji pot¦gowej:

lim
ε→0+

(x+ iε)
1
2 = lim

ε→0−
(x+ iε)

1
2 =
√
x dla x > 0

lim
ε→0+

(x+ iε)
1
2 = i

√
−x, lim

ε→0−
(x+ iε)

1
2 = −i

√
−x dla x < 0

Zacznijmy od funkcji arcsin. Nieci¡gªo±¢ tej funkcji mo»e pochodzi¢ z dwóch
¹ródeª: albo z nieci¡gªo±ci zewn¦trznego logarytmu, albo z nieci¡gªo±ci funkcji
pot¦gowej. Czyli nieci¡gªo±¢ jest tam, gdzie

(1− z2 ∈ R−) ∨
(
iz + (1− z2)

1
2 ∈ R−

)
Mamy

1− z2 ∈ R− ⇔ (1− x2 + y2 < 0) ∧ (2xy = 0)

⇔
(
(y = 0) ∧ (1− x2 < 0)

)
∨
(
(x = 0) ∧ 1 + y2 < 0

)
⇔ (y = 0) ∧ (x2 > 1)

czyli b¦dzie ci¦cie na dwóch póªprostych od −∞ do −1 oraz od 1 do ∞. Druga
mo»liwo±¢ daje nam

iz + (1− z2)
1
2 ∈ R− ⇔ ∃a > 0 : iz + (1− z2)

1
2 = −a

⇔ ∃a > 0 : (1− z2)
1
2 = −a− iz

⇒ ∃a > 0 : 1− z2 = (−a− iz)2

⇔ ∃a > 0 : 1− z2 = a2 + 2iaz − z2

⇔ ∃a > 0 : z = i
a2 − 1

2a
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⇔ ∃b ∈ R : z = ib

gdzie ostatnie przej±cie wynika z tego, »e zbiorem warto±ci funkcji a2−1
2a dla

a > 0 jest caªy zbiór R. Wnioskujemy wi¦c, »e ci¦cie MO�E by¢ tylko dla z
czysto urojonego; nie ma jednak gwarancji, ze faktycznie tam b¦dzie, poniewa»
w pewnym momencie podnie±li±my równo±¢ do kwadratu, co daje wynikanie
tylko w jedn¡ stron¦, a nie w obie. Sprawd¹my wi¦c; dla z = ib mamy

z = ib ⇒ iz + (1− z2)
1
2 = −b+ (1 + b2)

1
2 = −b+

√
1 + b2 > 0

wi¦c jednak
iz + (1− z2)

1
2 /∈ R−

wi¦c nieci¡gªo±ci na osi urojonej nie b¦dzie.

Podsumowuj¡c: funkcja arcsin, zde�niowana jako arcsin z = −i ln
(
iz + (1−

z2)
1
2

)
ma nieci¡gªo±¢ na dwóch póªprostych: od −∞ do −1 oraz od 1 do ∞.

Zbadajmy t¡ nieci¡gªo±¢. Dla x > 1 mamy

lim
y→0+

(1− z2)
1
2 = lim

y→0+
(1− x2 + y2 − 2ixy)

1
2 =

= lim
ε→0−

(1− x2 + iε)
1
2 =

= −i
√
x2 − 1

lim
y→0−

(1− z2)
1
2 = lim

y→0−
(1− x2 + y2 − 2ixy)

1
2 =

= lim
ε→0+

(1− x2 + iε)
1
2 =

= +i
√
x2 − 1

zatem

lim
y→0+

arcsin z = −i ln
(
ix− i

√
x2 − 1

)
=

= −i
(

ln
(
x−

√
x2 − 1

)
+ i

π

2

)
=

= −i ln
(
x−

√
x2 − 1

)
+
π

2

lim
y→0−

arcsin z = −i ln
(
ix+ i

√
x2 − 1

)
=

= −i
(

ln
(
x+

√
x2 − 1

)
+ i

π

2

)
=

= −i ln
(
x+

√
x2 − 1

)
+
π

2
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gdzie wykorzystywany jest fakt, »e dla x > 1 mamy x −
√
x2 − 1 > 0 oraz

x+
√
x2 − 1 > 0, a dla a > 0 mamy ln(ia) = ln a+ iπ2 .

Z kolei dla x < −1 mamy

lim
y→0+

(1− z2)
1
2 = lim

y→0+
(1− x2 + y2 − 2ixy)

1
2 =

= lim
ε→0+

(1− x2 + iε)
1
2 =

= i
√
x2 − 1

lim
y→0−

(1− z2)
1
2 = lim

y→0−
(1− x2 + y2 − 2ixy)

1
2 =

= lim
ε→0−

(1− x2 + iε)
1
2 =

= −i
√
x2 − 1

lim
y→0+

arcsin z = −i ln
(
ix+ i

√
x2 − 1

)
=

= −i
(

ln
(
− x−

√
x2 − 1

)
− i

π

2

)
=

= −i ln
(
− x−

√
x2 − 1

)
− π

2

lim
y→0−

arcsin z = −i ln
(
ix− i

√
x2 − 1

)
=

= −i
(

ln
(
− x+

√
x2 − 1

)
− i

π

2

)
=

= −i ln
(
− x+

√
x2 − 1

)
− π

2

gdzie wykorzystywany jest fakt, »e dla x < −1 mamy x −
√
x2 − 1 < 0 oraz

x+
√
x2 − 1 < 0, a dla a < 0 mamy ln(ia) = ln(−a)− iπ2 .

Podobnie post¦pujemy w przypadku funkcji arctan; jest o tyle pro±ciej, »e
we wzorze

arctan z =
1

2i
ln

1 + iz

1− iz

mamy tylko jedno ¹ródªo potencjalnej nieci¡gªo±ci, i jest to logarytm. Przyjmu-
j¡c (tak jak poprzednio) ci¦cie logarytmu na ujemnej póªosi rzeczywistej, mamy
warunek na ci¦cie:

1 + iz

1− iz
∈ R− ⇔ ∃a > 0 :

1 + iz

1− iz
= −a

⇔ (1− iz 6= 0) ∧
(
∃a > 0 : 1 + iz = −a(1− iz)

)
⇔ (z 6= −i) ∧

(
∃a > 0 : iz(1− a) = −1− a

)
⇔ (z 6= −i) ∧

(
∃a > 0 : z = i

1 + a

1− a
)
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⇔ (z 6= −i) ∧
(
∃b ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) : z = ib

)
⇔ z ∈

{
ib : (b < −1) ∨ (b > 1)

}
gdzie przedostatnie przej±cie wynika z tego, »e zbiorem warto±ci funkcji 1+a

1−a
dla a > 0 jest zbiór (−∞,−1) ∪ (1,∞). Ci¦cie funkcji arctan skªada si¦ wiec
z dwóch póªprostych le»¡cych na osi y, jednej od −i∞ do −i i drugiej od i do
+i∞. Mamy

1 + iz

1− iz
=

1− y + ix

1 + y − ix
=

(1− y + ix)(1 + y + ix)

(1 + y − ix)(1 + y + ix)
=

1− x2 − y2 + 2ix

(1 + y)2 + x2
=

1− x2 − y2

(1 + y)2 + x2
+iε

gdzie ε = 2x
(1+y)2+x2 . ε zawsze ma ten sam znak co x, wi¦c niezale»nie od tego

czy y < −1 czy y > 1, je±li zbli»am si¦ do nieci¡gªo±ci mam

lim
x→0+

arctan z = lim
x→0+

1

2i
ln

(
1− x2 − y2

(1 + y)2 + x2
+ i

2x

(1 + y)2 + x2

)
=

= lim
ε→0+

1

2i
ln

(
1− y2

(1 + y)2
+ iε

)
=

= lim
ε→0+

1

2i
ln

(
1− y
1 + y

+ iε

)
=

=
1

2i

(
ln
y − 1

y + 1
+ iπ

)
=

=
1

2i
ln
y − 1

y + 1
+
π

2

lim
x→0−

arctan z = lim
x→0+

1

2i
ln

(
1− x2 − y2

(1 + y)2 + x2
+ i

2x

(1 + y)2 + x2

)
=

= lim
ε→0−

1

2i
ln

(
1− y2

(1 + y)2
+ iε

)
=

= lim
ε→0−

1

2i
ln

(
1− y
1 + y

+ iε

)
=

=
1

2i

(
ln
y − 1

y + 1
− iπ

)
=

=
1

2i
ln
y − 1

y + 1
− π

2

Wykªad 15: wnioski ze wzoru caªkowego Cauchy'ego.
Szereg Taylora, twierdzenie Liouville'a, podstawowe
twierdzenie algebry

Na ostatnim wykªadzie sko«czyli±my na wzorze caªkowym Cauchy'ego dla po-
chodnych

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz
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Zwró¢my uwag¦, »e dowód tego wzoru udowadnia nie tylko sam wzór, ale przede
wszystkim istnienie pochodnej f (n). Zaªo»eniem byªo jedynie »e funkcja f jest
holomor�czna, czyli ró»niczkowalna przynajmniej raz na caªym obszarze ogra-
niczonym krzyw¡ K; mo»emy natomiast wnioskowa¢, »e jest ró»niczkowalna do-
woln¡ ilo±¢ razy:

Twierdzenie:
Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na obszarze U , to jest ró»niczkowalna
dowoln¡ ilo±¢ razy na obszarze U .

Mo»e to by¢ zaskakuj¡ce, bo w przypadku funkcji zmiennej rzeczywistej nie
jest trudno skonstruowa¢ funkcj¦ ró»niczkowaln¡ tylko ograniczon¡ ilo±¢ razy
(np. f(x) = |x|2n+1, n ∈ N). W przypadku funkcji zmiennej zespolonej okazuje
si¦ to niemo»liwe - je±li funkcja jest ró»niczkowalna raz, to jest ró»niczkowalna
dowolnie wiele razy.

Wynika te» z tego, »e maj¡c dowolny punkt z0 w otoczeniu którego funkcja
f jest holomor�czna, mo»emy dla tej funkcji skonstruowa¢ szereg Taylora, czyli
ci¡g funkcji

SN (z) =

N∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

Poka»emy, »e je±li funkcja f jest holomor�czna w kole zadanym warunkiem
|z− z0| < r� to szereg Taylora b¦dzie zbie»ny przynajmniej wewn¡trz tego koªa
(a by¢ mo»e te» dalej).

Par¦ wykªadów temu byªo ju» pokazane, »e je±li funkcja zmiennej zespolonej
jest zadana szeregiem

∑∞
n=0 an(z−z0)n, to obszarem zbie»no±ci jest koªo zadane

warunkiem |z − z0| < R, gdzie

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

dla szeregu Taylora mamy

an =
f (n)(z0)

n!

Rozwa»my wi¦c krzyw¡ K b¦d¡c¡ okr¦giem o ±rodku z0 promieniu ε < r. Z
zaªo»enia, funkcja f jest holomor�czna wewn¡trz tego okr¦gu, mo»emy wi¦c
wykorzysta¢ wzór caªkowy Cauchy'ego, otrzymuj¡c

an =
1

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz

Parametryzacj¡ tego okr¦gu jest z(t) = z0 + εeit, t ∈ [0, 2π], wi¦c

an =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)

(εeit)n+1
iεeitdt =

1

2πεn

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)e−intdt
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a zatem

n
√
|an| =

1

ε
n

√∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + εeit)e−intdt

∣∣∣∣ ≤ 1

ε
n

√
1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 + εeit)|dt

Funkcja f na okr¦gu K jest ograniczona, mamy wi¦c, dla pewnego M <∞:∣∣f(z0 + εeit)
∣∣ ≤M

1

ε
n

√
1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 + εeit)|dt ≤ n

√
1

2π
2πM =

1

ε
n
√
M

Mamy wi¦c
n
√
|an| ≤

1

ε
n
√
M

Mamy wi¦c odzacowanie górne ci¡gu n
√
|an| ci¡giem zbie»nym

lim
n→∞

1

ε
n
√
M =

1

ε

z czego wynika, »e

lim sup
n→∞

n
√
|an| ≤

1

ε

Konieczno±¢ u»ycia granicy górnej lim sup wynika z tego, ze nie mamy gwarancji,
»e ci¡g an jest zbie»ny. Przypomn¦, granica górna to supremum zbioru granic
wszystkich zbie»nych podci¡gów; poniewa» granica ka»dego zbie»nego podci¡gu
ci¡gu n

√
|an| b¦dzie speªniaªa powy»sze oszacowanie, to i granica górna caªego

ci¡gu n
√
|an| oszacowanie to speªnia. Mamy wreszcie

R =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

≥ ε

poniewa» za ε byªo promieniem dowolnego okr¦gu o ±rodku w z0 zawartego w ob-
szarze holomor�czno±ci, oznacza to, »e R ≥ r, czyli promie« zbie»no±ci szeregu
Taylora jest przynajmniej tak du»y jak promie« najwi¦kszego koªa o ±rodku w
z0 wewn¡trz którego funkcja f jest holomor�czna.

Dowied¹my jeszcze, ze szereg Taylora jest zbie»ny do oryginalnej funkcji (dla
funkcji zmiennej rzeczywistej tak by¢ nie musi, np. dla szeregu f(x) = e−1/x2

dookoªa x0 = 0). Dla dowolnego punktu z le»¡cego w obszarze zbie»no±ci szeregu
Taylora niech K b¦dzie okr¦giem o ±rodku w z0 i promieniu r speªniaj¡cym
warunek |z − z0| < r < R; taki okr¡g okr¡»y oba punkty z i z0, zawierajac si¦
przy tym w obszarze holomor�czno±ci. Mamy

SN (z) =

N∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n =

N∑
n=0

1

2πi

∮
K

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
(z − z0)ndζ
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gdzie ζ zostaªa u»yta jako zmienna caªkowania poniewa» symbol z byª ju» w
u»yciu. Mamy dalej, wykorzystuj¡c wzór na sko«czon¡ sum¦ szeregu geome-
trycznego:

SN (z) =
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z0

N∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n
dζ =

=
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z0

1− (z−z0)N+1

(ζ−z0)N+1

1− z−z0
ζ−z0

dζ =

=
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z

(
1− (z − z0)N+1

(ζ − z0)N+1

)
dζ

a zatem

f(z)− SN (z) =
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z

(
1− (z − z0)N+1

(ζ − z0)N+1

)
dζ =

=
(z − z0)N+1

2πi

∮
K

f(ζ)

(ζ − z)(ζ − z0)N+1
dζ

podstawiaj¡c parametryzacj¦ okr¦gu ζ(t) = z0 + reit otrzymujemy

|f(z)− SN (z)| = |z − z0|N+1

2πrN

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(z0 + reit)

z0 − z + reit
e−iNtdζ

∣∣∣∣ ≤
≤ |z − z0|N+1

2πrN

∫ 2π

0

|f(z0 + reit)|
|z0 − z + reit|

dζ

Funkcja f na tym okr¦gu jest ograniczona, f(z0 + reit) ≤ M . Mamy te», z
nierówno±ci trójk¡ta

|z0 − z + reit| ≥ r − |z − z0|

a zatem

|f(z)− SN (z)| ≤ |z − z0|N+1

rN
M

r − |z − z0|
=

M |z − z0|
r − |z − z0|

(
|z − z0|

r

)N
Poniewa» wybrali±my r > |z − z0| mamy |z − z0|/r < 1 a zatem prawa strona
nierówno±ci d¡»y do 0. Zatem

lim
N→∞

|f(z)− SN (z)| = 0

czyli
lim
N→∞

SN (z) = f(z)

A zatem faktycznie szereg Taylora jest zbie»ny do oryginalnej funkcji.

Je»eli ograniczenie na promie« koªa holomor�czno±ci wynika z istnienia punk-
tów osobliwych, czyli jest równy odlegªo±ci punktu z0 od najbli»szego punktu
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osobliwego, to mo»emy nawet stwierdzi¢, »e promie« szeregu Taylora b¦dzie do-
kªadnie równy tej odlegªo±ci. Nie mo»e by¢ bowiem mniejszy (co pokazali±my
powy»ej), ale nie mo»e by¢ te» wi¦kszy, bo w takim przypadku obszar zbie»no±ci
szeregu Taylora obejmowaªby punkty, w których funkcja zadana tym szeregiem
nie jest ró»niczkowalna, co dla szeregów pot¦gowych jest niemo»liwe. Mamy
zatem

Twierdzenie:
Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ w otoczeniu punktu z0, a jej punktami
osobliwymi s¡ punkty zk, k ≤ 1, to w obszarze zadanym warunkiem |z−z0| < R,
gdzie

R = inf
k
|z0 − zk|

funkcja f jest granic¡ swojego szeregu Taylora:

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

Twierdzenie to pozwala szybko wyznacza¢ promie« zbie»no±ci szeregu - je±li
znamy punkty osobliwe funkcji, nie musimy liczy¢ nieraz skomplikowanych gra-
nic.

Ze wzoru caªkowego Cauchy'ego wynika te» tzw. twierdzenie Liouville'a:
Twierdzenie Liouville'a:
Je±li f jest funkcj¡ holomor�czn¡ na caªej pªaszczy¹nie zespolonej i ograniczon¡,
to jest funkcj¡ staª¡.

Znów, mo»e to by¢ zaskakuj¡ce, bo w nietrudno jest znale¹¢ gªadk¡ i ogra-
niczon¡ funkcj¦ zmiennej rzeczywistej, która nie jest funkcj¡ staª¡ (np. f(x) =
sinx). Na pªaszczy¹nie zespolonej jest to niemo»liwe; funkcja która nie jest
funkcj¡ staª¡ jenie mo»e by¢ jednocze±nie ograniczona i holomor�czna na caªej
pªaszczy¹nie zespolonej.

Dowód.
Zaªó»my, »e funkcja f jest ograniczona przez staª¡ M, |f(z)| < M . Poniewa»
funkcja f jest z zaªo»enia holomor�czna na caªej pªaszczy¹nie zespolonej, oznacza
to, »e we wzorze caªkowym Cauchy'ego mog¦ wykorzystywa¢ okr¦gi o dowolnie
du»ym promieniu R - »aden z nich nie okr¡»a »adnych osobliwo±ci, bo tych
osobliwo±ci na pªaszczy¹nie zespolonej po prostu nie ma. Mamy wi¦c

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
|z−z0|=R

f(z)

(z − z0)n+1
dz =

1

2πRn

∫ 2π

0

f(z0 +Reit)e−intdt

gdzie wykorzystano ju» wielokrotnie stosowan¡ parametryzacj¦ okr¦gu z(t) =
z0 +Reit. Poniewa» z zaªo»enia |f(z)| < M , mamy

|f (n)(z0)| = 1

2πRn

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(z0 +Reit)e−intdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2πRn
2πM =

M

Rn
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Poniewa» promie«Rmo»e zosta¢ wybrany dowolnie du»y, oznacza to, » f (n)(z0) =
0 dla n > 0. Jedyny niezerowy wyraz szereg Taylora mo»e zatem by¢ dla n = 0
a taki szereg de�niuje funkcj¦ staª¡.

Twierdzenie Liouville'a mo»emy z kolei wykorzysta¢ do udowodnienia twier-
dzenia
Podstawowe twierdzenie algebry:
Ka»dy wielomian stopnia wi¦kszego lub równego 1 o wspóªczynnikach zespolo-
nych ma na pªaszczy¹nie zespolonej przynajmniej jedno miejsce zerowe.

Jak w przypadku poprzednich twierdze«, tak i to nie byªoby speªnione w licz-
bach rzeczywistych, np. wielomian f(x) = x2 + 1 nie ma rzeczywistych miejsc
zerowych.

Dowód.
Dowód przeprowadzimy nie wprost. Zaªó»my, »e mamy wielomian

W (z) = a0 + a1z + anz
n, an 6= 0, n ≥ 1

który nie ma miejsc zerowych na pªaszczy¹nie zespolonej. Oznaczaªoby to, »e
funkcja

f(z) =
1

W (z)

Nie ma »adnych osobliwo±ci na pªaszczy¹nie zespolonej. Zapiszmy t¡ funkcj¦
jako

f(z) =
1

anzn
1

a0
anzn

+ a1
anzn−1 + · · ·+ an−1

anz
+ 1

Posta¢ ta pokazuje, »e limz→∞ f(z) = 0. Podzielmy pªaszczyzn¦ zespolon¡ na
dwa obszary. Pierwszym niech b¦dzie obszar zadany warunkiem |z| > R, gdzie
R jest na tyle du»e, aby w tym obszarze |f(z)| < 1; takie R istnieje, poniewa»
limz→∞ f(z) = 0. Pozostaªy obszar b¦dzie zatem zadany warunkiem |z| ≤ R.
W pierwszym obszarze funkcja jest oczywi±cie ograniczona (przez 1). Ale rów-
nie» w drugim obszarze funkcja jest ograniczona, poniewa» jest to obszar zwarty
a funkcja f jest ci¡gªa i nie ma »adnych osobliwo±ci. Wybieraj¡c wi¦ksze z tych
dwóch ogranicze« otrzymujemy ograniczenie na funkcj¦ f na caªej pªaszczy¹nie
zespolonej.

Skoro funkcja f jest holomor�czna i ograniczona na caªej pªaszczy¹nie ze-
spolonej, to mo»emy zastosowa¢ twierdzenie Liouville'a. Ale z tego twierdzenia
wynika, »e funkcja f jest funkcj¡ staª¡, a zatem i wielomian W (z) jest wielo-
mianem staªym, co stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniem, »e jest on wielomianem
stopnia wi¦kszego lub równego 1. Ta sprzeczno±¢ ko«czy dowód nie wprost.
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Wykªad 16: szereg Laurenta, residua

Na poprzednim wykªadzie pokazali±my, »e ke ka»d¡ funkcj¦ f holomor�czn¡ w
punkcie z0 da si¦ w peewnym otoczeniu tego punktu zapisa¢ w postaci szeregu
Taylora:

f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k, ak =
f (k)(z0)

k!

Pokazali±my te» wcze±niej, »e w je±li funkcja f ma biegun n-tego rz¦du, ale jest
holomor�czna poza nim, mo»na j¡ zapisa¢ w postaci

f(z) = g(z) +
c1

z − z0
+ · · ·+ cn

(z − z0)n

gdzie g jest funkcj¡ holomor�czn¡ w otoczeniu punktu z0. �¡cz¡c te dwa fakty,
mo»emy stwierdzi¢, »e funkcj¦ posiadaj¡c¡ w punkcie z0 biegun n-tego rz¦du
mo»emy zapisa¢ w postaci

f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k +

n∑
k=1

a−k
(z − z0)k

=

∞∑
k=−n

ak(z − z0)k

gdzie w porównaniu z poprzednim wzorem, zmieniªem oznaczenie ck → a−k.

W ogólno±ci, je±li nie znamy rodzaju osobliwo±ci, to pod warunkiem, »e jest
osobliwo±¢ izolowana (czyli istnieje takie jej otoczenie, w którym nie ma innych
osobliwo±ci) mo»emy funkcj¦ zapisa¢ w postaci

f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k +

∞∑
k=1

a−k
(z − z0)k

=

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k

Takie przedstawienie nazywamy szeregiem Laurenta. Szereg Taylora jest
szczególnym przypadkiem szeregu Laurenta w sytuacji, gdy wszystkie wspóª-
czynniki ak o ujemnych indeksach s¡ równe 0, czyli gdy punkt z0 nie jest oso-
bliwy. Je±li osobliwo±¢ jest biegunem, wtedy tylko sko«czona ilo±¢ wspóªczyn-
ników ak z indeksami ujemnymi (czyli przy ujemnych pot¦gach (z − z0)) jest
niezerowa; konkretnie, je±li osobliwo±¢ jest biegunem n-tego rz¦du, to ak = 0 dla
k < −n. Je»eli jednak osobliwo±¢ nie jest biegunem (jest osobliwo±ci¡ istotn¡),
to funkcji nie mo»na zapisa¢ za przy u»yciu sko«czenie jedynie sko«czenie wielu
wyrazów z indeksami ujemnymi. Gdy jednak mamy tych wyrazów niesko«czenie
wiele, pojawia si¦ problem zbie»no±ci niesko«czonego szeregu.

Rozwa»my zagadnienie zbie»no±ci bli»ej. Jak wida¢ powy»ej, szereg Lau-
renta, rozpisuje si¦ jako suma dwóch szeregów:

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k =

∞∑
k=0

ak(z − z0)k +

∞∑
k=1

a−k
(z − z0)k
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Mówimy, »e szereg Laurenta jest zbie»ny, je±li oba te szeregi s¡ zbie»ne, ka»dy
z osobna. Pierwszy a nich jest zwykªym szeregiem pot¦gowym, dla którego ju»
dobrze wiemy, kiedy jest on zbie»ny; mianowicie, gdy

|z − z0| ≤
1

lim supn→∞
n
√
|an|

Co do drugiego z nich, mamy

∞∑
k=1

a−k
(z − z0)k

=

∞∑
k=1

ck, gdzie ck =
a−k

(z − z0)k

jego zbie»no±¢ wyznaczamy z kryterium Cauchy'ego:

lim sup
n→∞

n
√
|cn| < 1

czyli

lim sup
n→∞

n
√
|a−n|

|z − z0|
< 1

lim sup
n→∞

n
√
|a−n| < |z − z0|

�¡cz¡c warunki na zbie»no±¢ obu cz¦±ci szeregu, otrzymujemy, »e szereg Lau-
renta jest zbie»ny w obszarze danym warunkiem R1 < |z0| < R2, gdzie

R1 = lim sup
n→∞

n
√
|a−n|

R2 =
1

lim supn→∞
n
√
|an|

Taki obszar nazywamy pier±cieniem o ±rodku w punkcie z0, wewn¦trznym pro-
mieniu R1 i zewn¦trznym promieniu R2. Mo»liwe jest, »e R1 = 0; wtedy ten
pier±cie« jest koªem o ±rodku z0 i promieniu R1, jednak z wyrzuconym punktem
z0 (bo mamy warunek 0 < |z − z0|). Z kolei je±li R2 = ∞ to pier±cie« nie ma
zewn¦trznego ograniczenia, i obejmuje caª¡ pªaszczyzn¦ zespolon¡ z wyci¦tym
koªem |z − z0| ≤ R1.

Zaªó»my, »e funkcja f jest holomor�czna w pewnym pier±cieniu R1 < |z0| <
R2. �eby znale¹¢ wzory na wspóªczynniki an szeregu Laurenta zbie»nego do
funkcji f w tym pier±cieniu, skorzystajmy ze wzoru Cauchy'ego

f(z) =
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z
dζ

gdzie K jest brzegiem obszaru o nietypowym ksztaªcie, przedstawionym na ry-
sunku poni»ej. Dla przejrzysto±ci pozostawiono przerw¦ pomi¦dzy pomi¦dzy
dwoma odcinkami przebieganymi w przeciwne strony, ale nale»y je traktowa¢
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jako pokrywaj¡ce si¦ odcinki. Krzywa K jest zatem zªo»ona z dwóch okr¦-
gów i odcinka: ujemnie zorientowanego okr¦gu o ±rodku w z0 i promieniu
r1 ∈ (R1, |z − z0|); dodatnio zorientowanego okr¦gu o ±rodku w z0 i promie-
niu r2 ∈ (|z−z0|, R2); oraz ª¡cz¡cego tego okr¦gi odcinka, przebieganego w obie
strony. Jak wida¢ na rysunku, obszar ograniczony t¡ krzyw¡ jest w caªo±ci za-
warty w obszarze holomor�czno±ci funkcji f (w pier±cieniu ), wi¦c u»ycie wzoru
Cauchy'ego jest uprawnione.

z0

z

R1

R2

Przy caªkowaniu po caªym konturze dwa wkªady od caªkowania po odcinku
skasuj¡ si¦ wzajemnie (bo caªkuj¦ jedn¡ funkcj¦ po tym samym odcinku, ale
w przeciwnych kierunkach), pozostawiaj¡c caªki po okr¦gach; poniewa» we-
wn¦trzny okr¡g jest ujemnie zorientowany, wyprodukuje to znak −:∮

K

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∮
|ζ−z0|=r2

f(ζ)

ζ − z
dζ −

∮
|ζ−z0|=r1

f(ζ)

ζ − z
dζ

na wewn¦trznym okr¦gu mamy |ζ−z0| = r2 < |z−z0|; mo»emy wi¦c rozpisa¢

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
= − 1

z − z0

1

1− ζ−z0
z−z0

= − 1

z − z0

∞∑
n=0

(
ζ − z0

z − z0

)n
1

ζ − z
= −

∞∑
n=0

(ζ − z0)n

(z − z0)n+1

gdzie skorzystano ze wzoru na sum¦ szeregu geometrycznego, uprawnionego

poniewa»
∣∣∣ ζ−z0z−z0

∣∣∣ < 1.
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Z kolei na zewn¦trznym okr¦gu mamy |ζ − z0| = r1 > |z − z0| oraz
∣∣∣ z−z0ζ−z0

∣∣∣ < 1,
wi¦c

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=
1

ζ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

ζ − z0

)n
1

ζ − z
=

∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1

Otrzymujemy wi¦c

2πif(z) =

∮
K

f(ζ)

ζ − z
dζ =

=

∮
|ζ−z0|=r2

∞∑
n=0

(z − z0)nf(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ +

∮
|ζ−z0|=r1

∞∑
n=0

(ζ − z0)nf(ζ)

(z − z0)n+1
dζ =

=

∞∑
n=0

(z − z0)n
∮
|ζ−z0|=r2

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ +

∞∑
n=0

1

(z − z0)n+1

∮
|ζ−z0|=r1

f(ζ)(ζ − z0)ndζ =

=

∞∑
n=0

(z − z0)n
∮
|ζ−z0|=r2

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ +

∞∑
k=1

(z − z0)−k
∮
|ζ−z0|=r1

f(ζ)

(ζ − z0)−k+1
dζ

gdzie zaªo»yli±my, »e mo»na zamieni¢ kolejno±ci¡ liczenie caªki i niesko«czonej
sumy (mo»na to udowodni¢ podobnie jak to byªo zrobione w dowodzie twierdze-
nia o szeregu Taylora, przez policzenie sumy sko«czonej i oszacowanie ró»nicy
pomi¦dzy sum¡ sko«czon¡ i domnieman¡ granic¡; szczegóªowego dowodu nie
b¦d¦ teraz powtarzaª).

Mamy zatem

an =
1

2πi

∮
|ζ−z0|=r2

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, dla n ≥ 0

an =
1

2πi

∮
|ζ−z0|=r1

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, dla n ≤ −1

Poniewa» jednak funkcje podcaªkowe w powy»szych caªkach nie maj¡ osobli-
wo±ci w obszarze R1 < |z0| < R2, mo»emy oba caªki zamieni¢ na caªki po
jednym, dowolnym okr¦gu o ±rodku o ±rodku w z0 i promieniu r ∈ (R1, R2).
Otrzymujemy jednolity wzór

an =
1

2πi

∮
|ζ−z0|=r

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, dla n ∈ Z

Zapisuj¡c to w postaci twierdzenia:
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Twierdzenie (o szeregu Laurenta):
Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ w pier±cieniu R1 < |z − z0| < R2. Szereg
Laurenta

∑∞
n=−∞ an(z − z0)n jest zbie»ny w pier±cieniu R1 < |z0| < R2 do

funkcji f je±li

an =
1

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n ∈ Z

gdzie K jest dowolnym dodatnio zorientowanym okr¦giem o ±rodku w punkcie
z0 i promieniu r ∈ (R1, R2)

Dowód przeprowadzili±my powy»ej.

Nale»y jednak zaznaczy¢, »e chocia» powy»sze twierdzenie udowadnia istnie-
nie szeregu Laurenta zbie»nego do wybranej funkcji, wykorzystanie podanych
wzorów zazwyczaj jest niepraktyczne. W praktyce wspóªczynniki szeregu Lau-
renta wyznacza si¦ inaczej, a konkretna metoda zale»y od samej funkcji. Przy-
kªady zostan¡ pokazane na ¢wiczeniach wykªadowych.

W odró»nieniu od szeregu Taylora, wokóª ustalonego punktu z0 jedna funkcja
f mo»e mie¢ wiele szeregów Laurenta do niej zbie»nych, ka»dy o innym pier-
±cieniu zbie»no±ci. Granice pomi¦dzy tymi pier±cieniami s¡ wyznaczona przez
poªo»enia innych punktów osobliwych poza z0. Dla przykªadu, je±li nie licz¡c
punktu z0 (który mo»e by¢ osobliwy lub nie) funkcja f ma na pªaszczy¹nie ze-
spolonej dwa punkty osobliwe z1 i z2 takie, »e |z1− z0| = r1 < |z2− z0| = r2, to
funkcja ta b¦dzie miaªa trzy ró»ne szeregi Laurenta wokóª punktu z0:

1. pierwszy w obszarze 0 < |z − z0| < r1

2. drugi w obszarze r1 < |z − z0| < r2

3. trzeci w obszarze r2 < |z0| <∞

Przypomn¦ twierdzenie Cauchy'ego-Gorsata: je±li funkcja f jest holomor-
�czna w obszarze ograniczonym krzyw¡ K, to∮

K

f(z)dz = 0

Mamy teraz juz narz¦dzia, by rozwa»y¢ bardziej skomplikowany przypadek. Za-
ªó»my, »e krzyw¡ K zawiera si¦ w pewnym pier±cieniu R1 < |z − z0| < R2 w
którym funkcja f jest holomor�czna. (dopuszczamy istnienie osobliwo±ci w kole
|z − z0| ≤ R1; wymagamy jedynie by nie byªo osobliwo±ci pomi¦dzy wewn¦trz-
nym a zewn¦trznym okr¦giem). Spróbujmy policzy¢ caªk¦

∮
K
f(z)dz.

Poniewa» w pier±cieniu nie ma osobliwo±ci, mo»emy krzyw¡ K zdeformowa¢
i upro±ci¢ do okr¦gu o dowolnym promieniu r ∈ (R1, R2). Mamy∮

K

f(z)dz =

∮
|z−z0|=r

f(z)dz
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Funkcj¦ f mo»emy rozwin¡¢ w szereg Laurenta:

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n

Mamy wi¦c ∮
K

f(z)dz =

∞∑
n=−∞

an

∮
|z−z0|=r

(z − z0)ndz

Wykorzystuj¡c parametryzacj¦ okr¦gu z = z0 + reit mamy∮
|z−z0|=r

(z − z0)ndz =

∫ 2π

0

(reit)nireitdt = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt

Je±li n 6= −1 mamy∫ 2π

0

ei(n+1)tdt =
ei(n+1)t

i(n+ 1)

∣∣∣∣t=2π

t=0

=
e2π(n+1)i − 1

i(n+ 1)
= 0

Natomiast dla n = −1: ∫ 2π

0

ei(n+1)tdt =

∫ 2π

0

1dt = 2π

Mamy wi¦c ∮
|z−z0|=r

(z − z0)ndz =

{
0 dla n 6= −1
2πi dla n = −1

A zatem z caªej cumy wyra»aj¡cej poszukiwan¡ caªk¦ pozostaje tylko jeden
wyraz ∮

K

f(z)dz =

∞∑
n=−∞

an

∮
|z−z0|=r

(z − z0)ndz = 2πia−1

Jak widzimy powy»ej, wspóªczynnik a−1 szeregu Laurenta ma szczególne
znaczenie; na tyle, »e czasem otrzymuje szczególn¡ nazw¦:

De�nicja (residuum):
Residuum funkcji f w izolowanym punkcie osobliwym z0 nazywamy wspóªczyn-
nik a−1 szeregu Laurenta

∑∞
n=−∞ an(z−z0)n zbie»nego do funkcji f w otoczeniu

punktu z0, czyli w pewnym pier±cieniu 0 < |z − z0| < R. Stosowane oznaczenia
to

Resz0f = Res(f, z0) = a−1

.

Je»eli zatem mamy krzyw¡ okr¡»aj¡c¡ tylko jeden punkt osobliwy funkcji f ,
to poniewa» mo»emy tak¡ krzyw¡ zdeformowa¢ do maªego okr¦gu okr¡»aj¡cego
punkt z0 mamy ∮

K

f(z)dz = 2πiRes(f, z0)
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De�niuje si¦ te»

De�nicja (residuum w niesko«czono±ci):
Residuum funkcji f w niesko«czono±ci nazywamy minus wspóªczynnik a−1 sze-
regu Laurenta

∑∞
n=−∞ anz

n zbie»nego do funkcji f w otoczeniu niesko«czono±ci,
czyli w pewnym pier±cieniu R < |z| <∞. Stosowane oznaczenia to

Res∞f = Res(f,∞) = −a−1

.

Residuum w niesko«czono±ci jest de�niowane jako minus wspóªczynnik a−1

odpowiedniego szeregu Laurenta, poniewa» otoczenie niesko«czono±ci znajduje
si¦ na zewn¡trz okr¦gu |z| = R, w odró»nieniu od otocze« zwykªych punktów
z0, które znajduj¡ si¦ wewn¡trz okr¦gów |z − z0| < R. Ta ró»nica powoduje
zmian¦ naturalnej orientacji tego okr¦gu, st¡d przeciwny znak. A zatem dla
krzywej okr¡»aj¡c¡ wszystkie punkty osobliwe danej funkcji f (krzyw¡ tak¡
mo»na zdeformowa¢ do dowolnie du»ego okr¦gu) mamy∮

K

f(z)dz = −2πiRes(f,∞)

Pozostaje jeszcze przypadek, gdy krzywa K otacza kilka punktów izolowa-
nych, cho¢ niekoniecznie wszystkie. W takim przypadku w pierwszym kroku
caªk¦ po takiej krzywej K nale»y rozpisa¢ jako sum¦ caªek po kilku krzywych
Ki, z których ka»da otacza tylko jeden punkt osobliwy, jak pokazano na rysunku
poni»ej:

Poniewa» caªki po dodanych odcinkach wewn¡trz obszaru b¦d¡ si¦ kasowa¢
(bo ka»dy odcinek jest przebiegany dwukrotnie, w przeciwnych kierunkach),
mamy ∮

K

f(z)dz =
∑
i

∮
Ki

f(z)dz

Poniewa» ka»da z krzywych ki otacza tylko jeden punkt osobliwy, mamy dla
nich ∮

Ki

f(z)dz = 2πiRes(f, zi)
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gdzie zi jest odpowiednim punktem osobliwym. Dostajemy zatem

Twierdzenie o residuach:
Je±li dodatnio zorientowana krzywaK okr¡»a sko«czon¡ ilo±¢ izolowanych punk-
tów osobliwych funkcji f , która to funkcja jest poza tymi punktami holomor-
�czna, to ∮

K

f(z)dz = 2πi
∑
i

Res(f, zi)

gdzie sumowanie wykonywane jest po wszystkich punktach osobliwych zi okr¡-
»anych przez krzyw¡ K

Mo»na zwróci¢ uwag¦, »e je±li funkcja f ma na pªaszczy¹nie zespolonej sko«-
czon¡ liczb¦ punktów osobliwych, to powy»szy wzór stosuje si¦ równie», gdy
krzywa K okr¡»a je wszystkie. W takim przypadku caªk¦

∮
K
f(z)dz mo»na po-

liczy¢ na dwa sposoby: albo z residuów w punktach osobliwych, albo z residuum
w niesko«czono±ci. Mamy zatem

2πi
∑
i

Res(f, zi) =

∮
K

f(z)dz = −2πiRes(f,∞)

Mo»emy z tego wyprowadzi¢ wzór∑
i

Res(f, zi) + Res(f,∞) = 0

Ten wzór mo»emy wykorzysta¢, gdy twierdzenie o residuach wymaga od nas po-
liczenia sumy residuów w wielu punktach; zamiast tego mo»emy policzy¢ residua
w pozostaªych punktach i residuum w niesko«czono±ci; wiedz¡c, »e suma wszyst-
kich musi by¢ równa 0, mo»emy wyznaczy¢ pocz¡tkowo poszukiwan¡ sum¦.

Na koniec tego wykªadu, wyprowad¹my jeszcze wzory pozwalaj¡ce znajdo-
wa¢ warto±¢ residuum nie licz¡c caªego szeregu Laurenta. Je»eli osobliwo±¢ w z0

jest osobliwo±ci¡ istotn¡, takiego wzoru niestety nie ma; residuum czasem daje
sie obliczy¢, ale zale»y to od postaci samej funkcji f . Je»eli jednak punkt z0 jest
biegunem rz¦du n, mamy w otoczeniu tego punktu

f(z) =

∞∑
k=−n

ak(z − z0)k

(z − z0)nf(z) =

∞∑
k=−n

ak(z − z0)k+n =

∞∑
k=0

ak−n(z − z0)k

funkcja f(z)(z−z0)n jest funkcj¡ holomor�czn¡ w otoczeniu punktu z0, a prawa
strona powy»szej równo±ci to jej szereg Taylora. Mamy zatem

ak−n =
1

k!

dk

dzk

(
(z − z0)nf(z)

)∣∣∣
z=z0

w szczególno±ci, dla k = n− 1 mamy
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Res(f, z0) =
1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1

(
(z − z0)nf(z)

)∣∣∣
z=z0

Aby znale¹¢ wzór na residuum w niesko«czono±ci, zauwa»my natomiast, »e
je±li w otoczeniu niesko«czono±ci (dla du»ych |z|) mamy

f(z) =

∞∑
k=−∞

akz
k

to dla maªych |z| (w otoczeniu 0) mamy

f
(1

z

)
=

∞∑
k=−∞

akz
−k =

∞∑
k=−∞

a−kz
k

− 1

z2
f
(1

z

)
=

∞∑
k=−∞

(−a−k)zk−2 = · · ·+ −a0

z2
+
−a−1

z
− a−2 − a−3z + . . .

A zatem −a−1 jest nie tylko residuum w niesko«czono±ci funkcji f(z), ale rów-
nie» residuum w 0 funkcji − 1

z2 f
(

1
z

)
:

Res(f,∞) = Res
(
− 1

z2
f
(1

z

)
, 0
)

�wiczenia wykªadowe 8: wyznaczanie szeregu Lau-
renta

Wspóªczynniki szereg Laurenta mo»na teoretycznie próbowa¢ znale¹¢ ze wzoru

an =
1

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz

ale w praktyce istniej¡ lepsze, prostsze metody (cho¢ o ograniczonym zakresie
zastosowa«). Wa»nym przypadkiem s¡ na przykªad funkcje wymierne.

Rozwa»my najpierw funkcj¦

f(z) =
1

z − z1

B¦dziemy chcieli znale¹¢ jej szereg Laurenta wokóª punktu z0. Je±li z0 = z1,
jest to trywialne; funkcja f jest ju» zapisana w postaci szeregu Laurenta:

f(z) = · · ·+0·(z−z0)−3+0·(z−z0)−2+1·(z−z0)−1+0·(z−z0)0+0·(z−z0)1+. . .

czyli wtedy

an =

{
0 dla n 6= −1
1 dla n = −1
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to przedstawienie jest oczywi±cie poprawne na caªej pªaszczy¹nie zespolonej
(poza punktem osobliwym z = z0 = z1).

Je±li z0 = z1 sytuacja jest bardziej skomplikowana. Mo»emy wyró»ni¢ dwa
pier±cienie holomor�czno±ci

1. pierwszy dany warunkiem 0 < |z − z0| < |z1 − z0|

2. drugi dany warunkiem |z1 − z0| < |z − z0| <∞

W zale»no±ci od tego w którym obszarze jeste±my, b¦dziemy mie¢ inny szereg.

W pierwszym obszarze mamy, wykorzustuj¡c wzór na sum¦ szeregu geome-
trycznego

1

z − z1
=

1

(z − z0)− (z1 − z0)
= − 1

z1 − z0

1

1− z−z0
z1−z0

= − 1

z1 − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

z1 − z0

)n
1

z − z1
= −

∞∑
n=0

(z − z0)n

(z1 − z0)n+1

czyli

an =

{ −1
(z1−z0)n+1 dla n ≥ 0

0 dla n ≤ −1

W drugim obszarze mamy

1

z − z1
=

1

(z − z0)− (z1 − z0)
=

1

z − z0

1

1− z1−z0
z−z0

=
1

z − z0

∞∑
n=0

(
z1 − z0

z − z0

)n
1

z − z1
=

∞∑
n=0

(z1 − z0)n

(z − z0)n+1
=

∞∑
k=1

(z1 − z0)k−1

(z − z0)k

czyli

an =

{
0 dla n ≥ 0
(z1 − z0)−n−1 dla n ≤ −1

Nale»y tu podkre±li¢, »e oba rozwini¦cia s¡ sªuszne tylko w odpowiednich
obszarach, tylko tam, gdzie odpowiedni szereg geometryczny jest zbie»ny.

Na konkretnym przykªadzie: rozwi«my funkcj¦ f(z) = 1
z wokóª punktu z0 =

2i. Mamy z1 = 0, |z1 − z0| = | − 2i| = 2. A zatem dla |z − 2i| < 2 mamy

1

z
=

1

(z − 2i) + 2i
=

=
1

2i

1

1 + 1
2i (z − 2i)

=

=
1

2i

1

1− i
2 (z − 2i)

=
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=
1

2i

∞∑
n=0

( i

2
(z − 2i)

)n
=

=

∞∑
n=0

in−1

2n+1
(z − 2i)n =

=
−i

2
+

1

4
(z − 2i) +

i

8
(z − 2i)2 − 1

16
(z − 2i)3 + . . .

Z kolei dla |z − 2i| > 2 mamy

1

z
=

1

(z − 2i) + 2i
=

=
1

z − 2i

1

1 + 2i
z−2i

=

=
1

z − 2i

1

1− −2i
z−2i

=

=
1

z − 2i

∞∑
n=0

( −2i

z − 2i

)n
=

=

∞∑
n=0

(−2i)n(z − 2i)−n−1 =

=

∞∑
k=1

−2ik−1

(z − 2i)k
=

=
1

z − 2i
+

−2i

(z − 2i)2
+

−4

(z − 2i)3
+

8i

(z − 2i)4
+ . . .

Aby znale¹¢ rozwini¦cie funkcji f(z) = 1
(z−z1)k

dla k > 1 mo»emy skorzysta¢
ze wzoru

1

(z − z1)k
=

(−1)k−1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1

1

z − z1

Znamy ju» rozwini¦cie funkcji 1
z−z1 i mo»emy je wstawi¢ do powy»szego wzoru.

Na przykªad dla funkcji f(z) = 1
z3 wokóª punktu z0 = 2i mamy, dla |z−2i| <

2:

1

z2
=

1

2

d2

dz2

1

z
=

=
1

2

d2

dz2

∞∑
n=0

in−1

2n+1
(z − 2i)n =

=

∞∑
n=0

in−1

2n+2
n(n− 1)(z − 2i)n−2 =wyrazy dla n = 0 i n = 1 s¡ równe 0

=

∞∑
n=2

in−1

2n+2
n(n− 1)(z − 2i)n−2 =
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=

∞∑
k=0

ik+1

2k+4
(k + 2)(k + 1)(z − 2i)k =

=
i

8
+
−3

16
(z − 2i) +

−3i

16
(z − 2i)2 +

5

32
(z − 2i)3 + . . .

a dla |z − 2i| < 2:

1

z2
=

1

2

d2

dz2

1

z
=

=
1

2

d2

dz2

∞∑
n=0

−2in(z − 2i)−n−1 =

=

∞∑
n=0

(−i)n2n−1(−n− 1)(−n− 2)(z − 2i)−n−3 =

=

∞∑
k=3

(−i)k−32k−4(k − 2)(k − 1)

(z − 2i)k
=

=
1

(z − 2i)3
+

−6i

(z − 2i)4
+

−24

(z − 2i)5
+ . . .

Je±li mamy bardziej skomplikowan¡ funkcj¦ wymiern¡ (o wielu punktach
osobliwych), pierwsze co musimy zrobi¢, to rozªo»y¢ j¡ na uªamki proste. Mamy
na przykªad

z

(z − 1)(z − 2)
=
−1

z − 1
+

2

z − 2

Potem ka»d¡ ze skªadowych funkcji rozwijamy na wszystkie mo»liwe sposoby,
odnotowuj¡c obszary w których rozwini¦cie jest prawidªowe. Dla powy»szej
funkcji, dla rozwini¦cia wokóª z0 = 0 mamy (podaj¦ ko«cowy wynik, obliczenia
s¡ analogiczne do tych wy»ej):

−1

z − 1
=

{ ∑∞
n=0 z

n dla |z| < 1∑∞
n=1

−1
zn dla |z| > 1

2

z − 2
=

{ ∑∞
n=0

−zn
2n dla |z| < 2∑∞

n=1
2n

zn dla |z| > 2

Sumuj¡c oba skªadniki mo»emy dosta¢ trzy wyniki, w zale»no±ci od tego które
z rozwini¦¢ dla obu skªadników jest poprawne

−1

z − 1
+

2

z − 2
=


∑∞
n=0

(
1− 1

2n

)
zn dla |z| < 1∑∞

n=0
−zn
2n +

∑∞
n=1

−1
zn dla 1 < |z| < 2∑∞

n=1
2n−1
zn dla |z| > 2

Czasem daje si¦ to zrobi¢ nieco pro±ciej. Na przykªad, gdy mamy do rozpi-
sanie funkcj¦

f(z) =
z2

(z − 1)3
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dokoªa z0 = 0, zamiast dokonywa¢ rozkª¡du na uªamki proste

f(z) =
1

z − 1
+

2

(z − 1)2
+

1

(z − 1)3

i znajdowa¢ rozwini¦cie ka»dego czªonu z osobna, mo»emy od razu wykorzysta¢
rozwini¦cie 1

(z−1)3 :

1

(z − 1)3
=

{ ∑∞
n=0

−(n+2)(n+1)
2 zn dla |z| < 1∑∞

n=3
(n−1)(n−2)

2zn dla |z| > 1

i przemno»y¢ je przez z2 by otrzyma¢

z2

(z − 1)3
=

{ ∑∞
n=0

−(n+2)(n+1)
2 zn+2 =

∑∞
n=2

−n(n−1)
2 zn dla |z| < 1∑∞

n=3
(n−1)(n−2)

2zn−2 =
∑∞
n=1

n(n+1)
2zn dla |z| > 1

Oprócz szeregu geometrycznego czasem potrzeba te» zna¢ i wykorzystywa¢
szeregi Taylora innych funkcji, np.:

exp z =

∞∑
n=0

1

n!
zn, dla z ∈ C

cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n, dla z ∈ C

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1, dla z ∈ C

oraz, zakªadaj¡c, »e ci¦cie funkcji ln i funkcji pot¦gowej mamy na ujemnej póªosi
rzeczywistej:

ln(1− z) =

∞∑
n=1

zn

n
, dla |z| < 1

(1− z)−α = 1 +

∞∑
n=1

α · (α+ 1) · · · · · (α+ n− 1)

n!
zn, dla |z| < 1

Na przykªad, mo»emy znale¹¢ rozwini¦cie funkcji f(z) = z3(1 − 1
z2 )

1
2 dla

|z| > 1 :

(1− 1

z2
)

1
2 = 1− 1

2

1

z2
+

∞∑
n=2

(− 1
2 ) · 1

2 · · · · · (n−
3
2 )

n!

1

z2n

f(z) = z3 − 1

2
z +

∞∑
n=2

(− 1
2 ) · 1

2 · · · · · (n−
3
2 )

n!

1

z2n−3
=
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= z3 − 1

2
z +

∞∑
k=0

(− 1
2 ) · 1

2 · · · · · (k + 1
2 )

(k + 2)!

1

z2k+1
=

= z3 − 1

2
z +

∞∑
k=0

(−1) · 1 · 3 · · · · · (2k + 1)

2k+2(k + 2)!
=

= z3 − 1

2
z +

∞∑
k=0

−(2k + 1)!!

2k+2(k + 2)!

1

z2k+1

Wykªad 17: zastosowania caªek zespolonych do li-
czenia caªek rzeczywistych

Znamy ju» dwie niezale»ne metody liczenia caªek zespolonych: z de�nicji, przez
sparamatryzowanie krzywej caªkowania za pomoc¡ zmiennej rzeczywistej:∫

K

f(z)dz =

∫ t2

t1

f
(
z(t)

)dz(t)

dt
dt

oraz, w przypadku caªek po krzywych zamkni¦tych, przez residua:∫
K

f(z)dz = 2πi
∑
k

Res(f, zk)

gdzie sumowanie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobliwych w obszarze
ograniczonym krzyw¡ K.

Zauwa»my, ze porównuj¡c oba wzory mamy∫ t2

t1

f
(
z(t)

)dz(t)

dt
dt = 2πi

∑
k

Res(f, zk)

Po lewej stronie mamy jak¡± caªk¦ po zmiennej rzeczywistej, by¢ mo»e skom-
plikowan¡; po prawej stronie mamy wyra»enie wymagaj¡ce policzenia jedynie
residuów funkcji zespolonej w kilku punktach. Wzór ten daje wi¦c nam now¡
metod¦ liczenia caªek, nie opieraj¡c¡ si¦ na znajdywaniu funkcji pierwotnej.
Wynik mo»na cz¦sto uzyska¢ szybciej i mniejszym wynikiem ni» fundamental-
nymi metodami, a czasem pozwala nawet liczy¢ caªki, których fundamentalnymi
metodami w ogóle policzy¢ si¦ nie daje. Metoda ta ma jednak te» swoje ogra-
niczenia.

Po pierwsze, krzywa na pªaszczy¹nie zespolonej wykorzystywana w tej me-
todzie musi by¢ krzyw¡ zamkni¦t¡. Zazwyczaj oznacza to, »e t¡ metod¡ mo»na
obliczy¢ wyª¡cznie caªki oznaczone o ±ci±le wyznaczonych granicach (jak zoba-
czymy na przykªadach w dalszej cz¦±ci wykªadu). Po drugie, funkcja f wykorzy-
stywana w tym wzorze musi by¢ funkcj¡ holomor�czn¡ w obszarze ograniczonym
krzyw¡ K, za wyj¡tkiem sko«czonej liczby izolowanych punktów osobliwych;
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ewentualnie, mo»emy wykorzysta¢ residuum w niesko«czono±ci, wtedy funkcja
f musi by¢ holomor�czna na caªej pªaszczy¹nie zespolonej za wyj¡tkiem obszary
ograniczonego krzyw¡ K. Po trzecie, w praktyce zazwyczaj nie mamy danych
funkcji f(z) i krzywej K, a jedynie mamy zadan¡ caªk¦∫ t2

t1

g(t)dt

Aby wykorzysta¢ metod¦ residuów, musimy dopiero znale¹¢ odpowiedni¡ krzyw¡
zamkni¦t¡ K i funkcj¦ f(z) takie, aby∫ t2

t1

g(t)dt =

∫
K

f(z)dz

albo przynajmniej caªka
∫ t2
t1
g(t)dt wyra»aªa si¦ w prosty sposób przez caªk¦∫

K
f(z)dz (przykªady b¦d¡ dane pó¹niej).

Te ograniczenia powoduj¡, »e w praktyce metod¦ residuów mo»na zastoso-
wa¢ jedynie dla pewnych szczególnych caªek rzeczywistych. Jest kilka rodzajów
takich szczególnych caªek, które teraz zaczniemy omawia¢ szczegóªowo.

Caªki
∫ 2π

0
g(cos t, sin t)dt, gdzie g jest funkcj¡ wymiern¡

Przypomnijmy wzory

cos t =
eit + e−it

2
, sin t =

eit − e−it

2i

Je»eli we¹miemy zatem okr¡g o ±rodku w 0 i promieniu 1, sparametryzowany
przez z(t) = eit, mo»emy zapisa¢

cos t =
z + z−1

2
, sin t =

z − z−1

2i

Mamy te»
dz = ieitdt = izdt

czyli

dt =
dz

iz

POzwala nam to zapisa¢∫ 2π

0

g(cos t, sin t)dt =

∮
|z|=1

g
(z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)dz

iz

Je±li g jest funkcj¡ wymiern¡, to równie» funkcja

f(z) = g
(z + z−1

2
,
z − z−1

2i

) 1

iz
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jest funkcj¡ wymiern¡, co gwarantuje, »e ma sko«czon¡ ilo±¢ punktów osobli-
wych.
Mógªby pojawi¢ si¦ pewien problem, gdy funkcja f posiada punkty osobliwe
na okr¦gu |z| = 1; je±li tak jest, to okr¦gu nie mo»emy tu wykorzysta¢, po-
niewa» twierdzenie o residuach wymaga, by punkty osobliwe znajdowaªy si¦
wewn¡trz obszaru ograniczonego krzyw¡ caªkowania (poªo»enie na brzegu jest
niedozowolne). Istnienie punktu osobliwego funkcji f(z) gdzie± na okr¦gu |z| = 1
oznaczaªoby jednak, »e funkcja g(cos t, sin t) ma osobliwo±¢ gdzie± na odcinku
[0, 2π]. Je»eli jednak b¦dziemy rozwa»a¢ tylko takie funkcje g które nie maj¡
osobliwo±ci (czyli na przykªad 1

1+sin2 t
lub !

2+cos t , ale nie
1

sin t czy
1

1−3 sin2 t
), to

funkcja f nie b¦dzie miaªa osobliwo±ci na okr¦gu |z| = 1.
Mo»na jeszcze zauwa»y¢, »e wykorzystuj¡c podstawienie z(t) = eit mamy

cos(nt) =
eint + e−int

2
=
zn + z−n

2
, sin(nt) =

eint − e−int

2i
=
zn − z−n

2i
.

Pozwala to szybko przeksztaªci¢ funkcje g wykorzystuj¡ce cos(nt) i sin(nt) na
funkcje na pªaszczy¹nie zespolonej. Mo»na równie» dopu±ci¢, by funkcja g za-
wieraªa wyra»enia eint = zn lub e−int = z−n, bo ich obecno±¢ nie wpªywnie na
wymierno±¢ funkcji f .

Podsumujmy to co zostaªo powy»ej powiedziane w formie twierdzenia:

Twierdzenie:
Je±li g jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych tak¡, »e funkcja g(cos t, sin t)
jest ci¡gªa na przedziale [0, 2π] oraz

f(z) = g
(z + z−1

2
,
z − z−1

2i

) 1

iz

to ∫ 2π

0

g(cos t, sin t)dt = 2πi
∑
k

Res(f, zk)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, »e |zk| < 1.

czy nawet bardziej ogólnie
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Twierdzenie:
Je±li g jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych tak¡, »e funkcja g(eit, e−it) jest
ci¡gªa na przedziale [0, 2π] oraz

f(z) = g
(
z, z−1

) 1

iz

to ∫ 2π

0

g(eit, e−it)dt = 2πi
∑
k

Res(f, zk)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, »e |zk| < 1.

Przykªad. Obliczmy ∫ 2π

0

cos(4t)

2− cos t
dt

Standardowa metoda polegaªaby na u»yciu podstawienia za u = tan t
2 by spro-

wadzi¢ t¡ caªk¦ do caªki z funkcji wymiernej. Metoda przez residua da jednak
wynik szybciej.
Korzystaj¡c z tego, »e cos(4t) = Re ei4t zapiszmy najpierw∫ 2π

0

cos(4t)

2− cos t
dt = Re

∫ 2π

0

ei4t

2− cos t
dt

mo»na by si¦ oby¢ bez tego kroku, ale wykonuj¡c go b¦dziemy mie¢ prostsze
obliczenia, U»ywaj¡c podstawienia z = eit mamy

cos t =
z + z−1

2
, d =

dz

iz

Re

∫ 2π

0

ei4t

2− cos t
dt = Re

∮
|z|=1

z4

2− z+z−1

2

dz

iz
=

= Re

∮
|z|=1

1

i

z4

2z − z2+1
2

dz =

= Re

∮
|z|=1

1

−i/2

z4

z2 − 4z + 1
dz

Mamy

f(z) =
1

−2i

z4

z2 − 4z + 1

Znajd¹my punkty osobliwe tej funkcji:

z2 − 4z + 1 = 0

⇔(z − 2)2 − 3 = 0
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⇔(z − 2)2 = 3

⇔(z − 2 =
√

3) ∨ (z − 2 = −
√

3)

⇔(z = 2 +
√

3) ∨ (z = 2−
√

3)

Punkt 2 +
√

3 le»y poza okr¦giem |z| = 1, ale punkt 2 −
√

3 le»y wewn¡trz
okr¦gu; musimy wi¦c policzy¢ residuum w tym drugim punkcie. Jest to miejsce
zerowe pierwszego rz¦du mianownika, zatem b¦dzie to biegun pierwszego rz¦du
funkcji f . Mamy wi¦c

Res(f, 2−
√

3) =

= lim
z→2−

√
3

((
z − (2−

√
3)
)
f(z)

)
=

= lim
z→2−

√
3

((
z − (2−

√
3)
) 1

−i/2

z4

z2 − 4z + 1

)
=

= lim
z→2−

√
3

((
z − (2−

√
3)
) 1

−i/2

z4(
z − (2−

√
3)
)(
z − (2 +

√
3)
)) =

= lim
z→2−

√
3

( 1

−i/2

z4

z − (2 +
√

3)

)
=

=
1

−i/2

(2−
√

3)4

(2−
√

3)− (2 +
√

3)
=

=
1

−i/2

(2−
√

3)4

−2
√

3
=

=
(2−

√
3)4

i
√

3

A zatem ∫ 2π

0

cos(4t)

2− cos t
dt = Re

(
2πi Res(f, 2−

√
3)
)

= 2π
(2−

√
3)4

√
3

Caªki
∫∞
−∞ f(x)dx, gdzie f jest funkcj¡ wymiern¡

Kontur KR, który b¦dziemy wykorzystywa¢ do policzenia takiej caªki, ma po-
sta¢:
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−R R

czyli skªada si¦ z dwóch kawaªków: odcinka le»¡cego na osi rzeczywistej, który
mo»emy sparametryzowa¢ przez z(x) = x, x ∈ [−R,R], oraz ªuku który mo»emy
sparametryzowa¢ przez z(t) = Reit, t ∈ [0, π]. Mamy zatem, dla dowolnej
funkcji f(z), ci¡gªej na tym konturze:∮

KR

f(z)dz =

∫ R

−R
f(x)dx+

∫ π

0

f(Reit)iReitdt

Mo»emy zatem zapisa¢∫ R

−R
f(x)dx =

∮
KR

f(z)dz −
∫ π

0

f(Reit)iReitdt

a zatem, zakªadaj¡c »e dla dostatecznie du»egoR funkcja f jest ci¡gªa na wszyst-
kich konturach KR, mamy∫ ∞

−∞
f(x)dx = lim

R→∞

(∮
KR

f(z)dz −
∫ π

0

f(Reit)iReitdt
)

Rozwa»my sytuacj¦, gdy funkcja f jest funkcj¡ wymiern¡. Aby mie¢ gwa-
rancj¦, »e caªka jest zbie»na, musimy zaªo»y¢, »e funkcja f jest ci¡gªa na caªej
prostej rzeczywistej (czyli mianownik nie ma rzeczywistych miejsc rzeczywi-
stych; dopuszczamy np. funkcj¦ 1

x2+1 , ale nie 1
x4−1 ). Musimy te» zaªo»y¢, »e

odpowiednio szybko (czyli szybciej ni» 1
x ) maleje w ±∞:

lim
x→∞

xf(x) = lim
x→−∞

xf(x) = 0

Innymi sªowy je±li f(x) = p(x)
r(x) , gdzie p i r s¡ wielomianami, musimy mie¢

deg r ≥ deg p+ 2.

Poniewa» zakªadamy, »e »adna osobliwo±¢ f z nich nie znajduje si¦ na osi rze-
czywistej, gwarantuje to ci¡gªo±¢ f na fragmencie konturu b¦d¡cym odcinkiem.
Funkcje wymierne maj¡ te» sko«czon¡ liczb¦ osobliwo±ci, je»eli wi¦c wezm¦

R > max{|z| : z jest punktem osobliwym funkcji f}
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mam te» gwarancj¦, »e ªuk nie przechodzi przez »aden z punktów osobliwych. a
zatem zaªo»enie, »e dla dostatecznie du»egoR funkcja f jest ci¡gªa na wszystkich
konturach KR jest prawdziwe, i mog¦ policzy¢

∫∞
−∞ f(x)dx ze wzoru podanego

powy»ej.

Jeszcze raz wykorzystuj¡c fakt, »e punktów osobliwych funkcji f jest sko«-
czona ilo±¢, i »aden z nichh nie le»y na osi rzeczywistej, mo»emy zauwa»y¢, »e
dla dostatecznie du»ego R kontur KR obejmie wszystkie punkty osobliwe le»¡ce
w górnej cz¦±ci pªaszczyzny zespolonej (czyli tej dla której Im z > 0). Mamy
wi¦c, z twierdzenia o residuach

lim
R→∞

∮
KR

f(z)dz = 2πi
∑

Im zk>0

Res(f, zk)

Nale»y podkre±li¢, ze sumujemy wyª¡cznie po punktach osobliwych le»¡cych
w górnej póªpªaszczy¹nie; cz¦sty bª¡d popeªniany przez studentów polega na
uwzgl¦dnianiu wszystkich punktów osobliwych.

Zaªo»yli±my te», »e f(z) = p(z)
r(z) gdzie p i r s¡ wielomianami oraz deg r ≥

deg p+ 2. Udowodnijmy, »e istnieje oszacowanie:

|Rf(Reit)| ≤M(R), gdzie lim
R→∞

M(R) = 0

Mamy bowiem, dla p(z) =
∑n
k=0 akz

k, r(z) =
∑m
k=0 akz

k:

|Rf(Reit)| =
∣∣∣∣R anR

neint + . . . a1Reit + a0

bmRmeimt + . . . b1Reit + b0

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ an
bmRm−n−1

1 + an−1

anReit + · · ·+ a0
anRneint

1 + bm−1

bmReit + · · ·+ b0
bmRmeimt

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ an
bmRm−n−1

∣∣∣∣ 1 +
∣∣∣ an−1

anReit

∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣ a0
anRneint

∣∣∣∣∣∣1− ∣∣∣ bm−1

bmReit

∣∣∣− · · · − ∣∣∣ b0
bmRmeimt

∣∣∣∣∣∣
je»eli teraz wezm¦ R wystarczaj¡co du»e, aby∣∣∣∣ an−1

anReit

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ a0

anRneint

∣∣∣∣ ≤ 1

∣∣∣∣ bm−1

bmReit

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ b0
bmRmeimt

∣∣∣∣ < 1

2m

mamy

1 +

∣∣∣∣ an−1

anReit

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣ a0

anRneint

∣∣∣∣ ≤ n+ 1

1−
∣∣∣∣ bm−1

bmReit

∣∣∣∣− · · · − ∣∣∣∣ b0
bmRmeimt

∣∣∣∣ ≥ 1

2

a zatem

|Rf(Reit)| ≤ 2(n+ 1)

∣∣∣∣ an
bmRm−n−1

∣∣∣∣ =: M(R)
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poniewa» zaªo»yli±my, »e deg r = m ≥ deg p+ 2 = n+ 2 mamy m− n− 1 ≥ 1 a
zatem faktycznie limR→∞M(R) = 0.

Maj¡c to oszacowanie mamy∣∣∣∣∫ π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣f(Reit)R
∣∣dt ≤ ∫ 2π

0

M(R)dt = 2πM(R)→ 0

a zatem

lim
R→∞

∫ π

0

f(Reit)iReitdt = 0

�¡cz¡c otrzymane wzory otrzymujemy∫ ∞
−∞

f(x)dx = 2πi
∑

Im zk>0

Res(f, zk)

Zapiszmy twierdzenie:

Twierdzenie:
Je±li f(z) = p(z)

r(z) gdzie p i r s¡ wielomianami takimi, »e deg r ≥ deg p+ 2, oraz
wielomian r nie posiada miejsc zerowych na osi rzeczywistej, to to∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
k

Res(f, zk)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, »e Im zk > 0.

Przykªad. Obliczmy znan¡ caªk¦∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx

T¡ caªk¦ akurat ªatwo policzy¢ fundamentalnymi metodami:∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx =

(
arctanx

)∣∣∣x=∞

x=−∞
=
π

2
−
(
−π

2

)
= π

Ale sprawd¹my, »e metoda przez residua daje ten sam wynik.
Funkcja f(z) = 1

1+z2 ma dwa punkty osobliwe: i oraz −i. Punkt −i le»y w
dolnej póªpªaszczy¹nie, wi¦c nas nie interesuje. Mamy wi¦c∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = 2πi Res

(
1

1 + z2
, i

)
=

= 2πi lim
z→i

(
(z − i)

1

(z + i)(z − i)

)
=

= 2πi lim
z→i

1

z + i
= 2πi

1

2i
= π

Otrzymany wynik si¦ zgadza. Nie wymagaª jednak liczenia funkcji pierwotnej,
co w przypadku skomplikowanych funkcji wymiernych jest du»ym uproszcze-
niem.
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Wykªad 18: zastosowania caªek zespolonych do li-
czenia caªek rzeczywistych, cz¦±¢ 2

Kontynuuj¡c rozpocz¦t¡ na poprzednim wykªadzie list¦ szczególnych przypad-
ków caªek, które mo»na policzy¢ metod¡ przez residua:

Caªki
∫∞
−∞ g(x) cos(kx)dx i

∫∞
−∞ g(x) sin(kx)dx, gdzie g jest funk-

cj¡ wymiern¡

Je»eli caªki
∫∞
−∞ g(x)e±ikxdx s¡ zbie»ne, mo»na za ich pomoc¡ zapisa¢ caªki∫∞

−∞ g(x) cos(kx)dx i
∫∞
−∞ g(x) sin(kx)dx:∫ ∞

−∞
g(x) cos(kx)dx =

1

2

∫ ∞
−∞

g(x)eikxdx+
1

2

∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx∫ ∞
−∞

g(x) sin(kx)dx =
1

2i

∫ ∞
−∞

g(x)eikxdx− 1

2i

∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx

Je±li g(x) jest funkcj¡, któa dla rzeczywistych argumentów x przyjmuje rze-
czywiste warto±ci, mo»emy te» zapisa¢∫ ∞

−∞
g(x) cos(kx)dx = Re

∫ ∞
−∞

g(x)eikxdx

∫ ∞
−∞

g(x) sin(kx)dx = Im

∫ ∞
−∞

g(x)eikxdx

Na poprzednim wykªadzie mieli±my wzór∫ ∞
−∞

f(x)dx = lim
R→∞

(∮
KR

f(z)dz −
∫ π

0

f(Reit)iReitdt
)

gdzie kontur KR jest brzegiem póªkola o ±rodku w 0 i promieniu R poªo»onego
w górnej póªpªaszczy¹nie pªaszczyzny zespolonej. Zastanówmy si¦, czy mo»emy
wykorzysta¢ ten wzór dla funkcji f(x) = g(x)eikx, gdzie g jest funkcja wymiern¡.

Udowodnimy najpierw tzw. lemat Jordana:

Twierdzenie (Lemat Jordana):
Je±li k > 0, a g(z) jest funkcj¡ tak¡, »e istnieje funkcja M(R) taka, »e
limR→∞M(R) = 0

∀|z| ≥ R : |g(z)| ≤M(R)

to dla funkcji f(z) = g(z)eikz zachodzi

lim
R→∞

∫
|z|=R,Im z>0

f(z)dz = lim
R→∞

∫ π

0

f(Reit)iReitdt = 0
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Dowód: Podstawiaj¡c podan¡ posta¢ funkcji f do caªki mamy∫ π

0

f(Reit)iReitdt =

=

∫ π

0

g(Reit)ekRieit iReitdt =

=

∫ π

0

g(Reit)e−kR sin t+ikR cos tiReitdt∣∣∣∣∫ π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ π

0

g(Reit)e−kR sin t+ikR cos tiReitdt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ π

0

∣∣g(Reit)e−kR sin t+ikR cos tiReit
∣∣dt =

=

∫ π

0

∣∣g(Reit)
∣∣ e−kR sin tRdt ≤

≤
∫ π

0

M(R)e−kR sin tRdt =

= RM(R)

∫ π

0

e−kR sin tdt

Rozwa»my wi¦c caªk¦
∫ π

0
e−kR sin tdt. Po pierwsze, korzystaj¡c z tego, »e

sin t = sin(π − t) mamy∫ π

0

e−kR sin tdt =

=

∫ π/2

0

e−kR sin tdt+

∫ π

π/2

e−kR sin tdt =

=

∫ π/2

0

e−kR sin tdt+

∫ 0

π/2

e−kR sin(π−s)(−ds) =

=

∫ π/2

0

e−kR sin tdt+

∫ π/2

0

e−kR sin sds =

= 2

∫ π/2

0

e−kR sin tdt

Na przedziale t ∈ [0, π/2] funkcja sin t jest wkl¦sªa, z czego wynika nierówno±¢

sin t ≥ 2t

π

jak wida¢ te» z wykresu:
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1

π/2

Poniewa» ponadto zaªo»yli±my, »e k > 0 mamy zatem,

e−kR sin t ≤ e−kR
2t
π

a wi¦c ∫ π

0

e−kR sin tdt =

= 2

∫ π/2

0

e−kR sin tdt ≤

≤ 2

∫ π/2

0

e−kR
2t
π dt =

= 2
−π
2kR

e−kR
2t
π

∣∣∣t=π
2

t=0
=

=
π

kR

(
1− e−kR

)
Podstawiaj¡c to do wcze±niej uzyskanego wyniku otrzymujemy∣∣∣∣∫ π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ ≤
≤ RM(R)

∫ π

0

e−kR sin tdt ≤

≤ π

k
M(R)

(
1− e−kR

)
→R→∞ 0

A zatem

lim
R→∞

∣∣∣∣∫ π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ = 0

co byªo do udowodnienia.

Wracaj¡c do samej caªki konturowej, otrzymujemy zatem, »e je±li zaªo»enia
lematu Jordana s¡ speªnione, to∫ ∞

−∞
g(x)eikxdx = lim

R→∞

∮
KR

g(z)eikzdz
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Przypomnijmy: zaªo»enia mówi¡, »e k > 0 i istnieje oszacowanie: dla |z| > R,
|g(z)| ≤ M(R), gdzie limR→∞M(R) = 0. Je»eli g jest funkcj¡ wymiern¡,
g(z) = p(z)

r(z) , to drugie zaªo»enie jest speªnione gdy deg r ≥ deg p + 1, czyli gdy
mianownik ro±nie z z| szybciej ni» licznik.

Podobnie jak na poprzednim wykªadzie, zaªó»my, »e funkcja wymierna g(x)
nie ma osobliwo±ci na osi rzeczywistej, wszystkie jej punkty osobliwe le»¡ albo
powy»ej albo poni»ej osi rzeczywistej. Wszystkie punkty le»¡ce powy»ej prostej
rzeczywistej zostan¡ obj¦te konturem KR dla dostatecznie du»ego R, a zatem z
twierdzenia o residuach mamy∫ ∞

−∞
g(x)eikxdx = 2πi

∑
zn:Im zn>0

Res(g(z)eikz, zn) dla k > 0

Podsumowuj¡c, mamy twierdzenie:

Twierdzenie:
Je±li f(z) = p(z)

r(z) eikz gdzie p i r s¡ wielomianami takimi, »e deg r ≥ deg p + 1,
wielomian r nie posiada miejsc zerowych na osi rzeczywistej, oraz k > 0 to to∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

∑
n

Res(f, zn)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji f takich, »e Im zn > 0.

Podkre±lmy, »e zaªo»enie k > 0 jest wa»ne; bez niego nie mamy nierówno±ci
e−kR sin t ≤ e−kR

2t
π które jest konieczne do udowodnienia Lematu Jordana. Jak

wi¦c zatem policzy¢ caªki postaci∫ ∞
−∞

g(x)eikxdx

je±li k ≤ 0? Po pierwsze, dla k = 0 jest to przypadek omówiony na poprzednim
wykªadzie; aby mie¢ zbie»no±¢ caªek, potrzebujemy wtedy deg r ≥ deg p+ 2, ale
wzór pozostaje ten sam. Je±li natomiast k < 0 mamy∫ ∞

−∞
g(x)eikxdx =

∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx

Niech ḡ(z) b¦dzie funkcj¡ wymiern¡ tak¡, »e dla x ∈ R zachodzi ḡ(x) = g(x);
otrzymujemy t¡ funkcj¦ przez sprz¦»enie zespolone wszystkich wspóªczynników
w liczniku i mianowniku, nie sprz¦gamy jednak samej zmiennej z. Mo»na t¡
funkcj¦ zapisa¢ równie» jako ḡ(z) = g(z̄). Mamy wtedy∫ ∞

−∞
g(x)e−ikxdx =

∫ ∞
−∞

ḡ(x)ei(−k)xdx
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Caªk¦ t¡ mo»emy mo»emy ju» policzy¢ powy»sz¡ metod¡, poniewa» je±li k < 0,
to −k > 0 a zatem mamy∫ ∞

−∞
ḡ(x)ei(−k)x = 2πi

∑
zn:Im zn>0

Res(ḡ(z)e−ikz, zn)

a zatem∫ ∞
−∞

g(x)eikx = −2πi
∑

zn:Im zn>0

Res(ḡ(z)e−ikz, zn) dla k < 0

Inn¡ metod¡ na policzenie takich caªek jest wzi¦cie innego konturu; zamiast
póªkola w górnej póªpªaszczy¹nie nale»y wzi¡¢ póªkole w dolnej póªpªaszczy¹nie:

−R R

Przeprowadzaj¡c analogiczne rachunki mo»na si¦ przekona¢, »e dla takiego
konturu lemat Jordana wymaga wªa±nie k < 0. Ten kontur b¦dzie obejmo-
waª osobliwo±ci na dolnej póªpªaszczy¹nie. Trzeba te» zwróci¢ uwag¦, »e je±li
przebiegamy taki kontur w kierunku dodatnim (przeciwnym do ruchu wskazó-
wek zegara) to po osi rzeczywistej poruszamy si¦ od +∞ do −∞, co sowoduje
dodatkowy znak minus w ko«cowym wzorze, który b¦dzie miaª posta¢:∫ ∞

−∞
g(x)eikxdx = −2πi

∑
zn:Im zn<0

Res(g(z)eikz, zn) dla k < 0

�wiczenia wykªadowe 9: zastosowania caªek zespo-
lonych do liczenia caªek rzeczywistych

Zacznijmy od przykªadu ilustruj¡cego metod¦ z dzisiejszego wykªadu. Policzmy
caªk¦

I =

∫ ∞
−∞

x sin(2x)

x4 + 4
dx

Mamy najpierw

I = Im

∫ ∞
−∞

xei2x

x4 + 4
dx
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Zaªo»enia Lematu Jordana s¡ speªnione: mamy k = 2 > 0 oraz deg r = 4 >
deg p = 1. Mamy wi¦c

I = Im

(
2πi

∑
zn:Imzn>0

Res

(
ze2iz

z4 + 4
, zn

))

Znajd¹my wi¦c punkty osobliwe funkcji podcaªkowej.

z4 + 4 = 0

⇔ z4 = −4 = 4eiπ

⇔ z =
4
√

4eiπ4 + i2πn
4 , n ∈ {0, 1, 2, 3}

⇔ z ∈ {
√

2eiπ4 ,
√

2ei 3π4 ,
√

2ei 5π4 ,
√

2ei 7π4 }
⇔ z ∈ {1 + i,−1 + i,−1− i, 1− i}

Z tych punktów dwa le»¡ w górnej póªpªaszczy¹nie: 1 + i oraz −1 + i. Mamy
wi¦c ∫ ∞

−∞

xei2x

x4 + 4
dx = 2πi

(
Res

(
zei2z

z4 + 4
, 1 + i

)
+ Res

(
zei2z

z4 + 4
,−1 + i

))
Policzmy te residua. Niech zn ∈ {z0, z1} = {1 + i,−1 + i}. S¡ to pierwiastki
jednokrotne mianownika, wi¦c b¦d¡ to bieguny pierwszego rz¦du caªej funkcji.
Mamy zatem

Res

(
ze2iz

z4 + 4
, zn

)
=

= lim
z→zn

(z − zn)ze2iz

z4 + 4
=0/0, u»ywamy tw. de l'Hospitala

= lim
z→zn

d
dz

(
(z − zn)ze2iz

)
4z3

=

= lim
z→zn

ze2iz + (z − zn)ei2z + (z − zn)2ize2iz

4z3
=

=
zne2izn

4z3
n

=

=
e2izn

4z2
n

Mamy wi¦c

I = Im

(
2πi

(
e2iz0

4z2
0

+
e2iz1

4z2
1

))
=

= Im

(
2πi

(
e2i(1+i)

4(1 + i)2
+

e2i(−1+i)

4(−1 + i)2

))
=
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= Im

(
2πi

(
e−2+2i

8i
+

e−2−2i

−8i

))
=

= Im

(
πe−2

4

(
e2i − e−2i

))
=

= Im
( π

4e2
2i sin 2

)
=

= Im

(
π sin 2

2e2
i

)
=

=
π sin 2

2e2

jest to jeden z tych wyników, które uzyska¢ bez u»ycia metody przez residua
byªoby bardzo trudno.

Drugie zadanie, które zrobimy dzisiaj nie b¦dzie wykorzystywaªo jednego ze
standardowych konturów, które omawiamy ostatnio na wykªadzie:

Zadanie: Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) = eiπz
2

sin(πz) po konturze

iR

−iR

R − 1
2

R + 1
2

−R − 1
2
−R + 1

2

1
2

Wyprowadzi¢ wzór na caªk¦ Gaussa
∫∞
−∞ e−ax

2

dx.

Nasz kontur caªkowania skªada si¦ z czterech odcinków, sparametryzowanych
kolejno wzorami:

• K1: z(t) = t+ 1
2 + it, t ∈ [−R,R]

• K2: z(t) = R+ t+ iR, t ∈ [ 1
2 ,−

1
2 ]

• K3: z(t) = t− 1
2 + it, t ∈ [R,−R]
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• K4: z(t) = −R+ t− iR, t ∈ [− 1
2 ,

1
2 ]

Zacznijmy od krótkich odcinków

I2 =

∫
K1

f(z)dz =

=

∫ − 1
2

1
2

eiπ(R+t+iR)2

sin(π(R+ t+ iR))
dt =

= −
∫ 1

2

− 1
2

eiπ(2iR2+2t(R+iR)+t2)

sin(π(R+ t)) cos(πiR) + cos(π(R+ t)) sin(πiR)
dt =

= −
∫ 1

2

− 1
2

e−2πR2+i2πt(R+iR)+iπt2

sin(π(R+ t)) cos(πiR) + cos(π(R+ t)) sin(πiR)
dt =

= −
∫ 1

2

− 1
2

e−2πR2+i2πt(R+iR)+iπt2

sin(π(R+ t)) cosh(πR) + i cos(π(R+ t)) sinh(πR)
dt

gdzie wykorzystane zostaªy wzory cos(ix) = coshx, sin(ix) = i sinhx. Mo»emy
wi¦c oszacowa¢ moduª I2:

|I2| ≤
∫ 1

2

− 1
2

∣∣∣∣∣ e−2πR2+i2πt(R+iR)+iπt2

sin(π(R+ t)) cosh(πR) + i cos(π(R+ t)) sinh(πR)
dt

∣∣∣∣∣ =

=

∫ 1
2

− 1
2

e−2πR2−πtR√
sin2(π(R+ t)) cosh2(πR) + cos2(π(R+ t)) sinh2(πR)

dt =

=

∫ 1
2

− 1
2

e−2πR2−πtR√
sin2(π(R+ t)) + sinh2(πR)

≤

≤
∫ 1

2

− 1
2

e−2πR2+π
2R

sinh(πR)
dt =

=
e−2πR2+π

2R

sinh(πR)
=

e−2πR2+π
2R

1
2 (eπR − e−πR)

= 2
e−2πR2−π2R

1− e−2πR

gdzie wykorzystano to»samo±¢

sin2 x cosh2 y + cos2 x sinh2 y =

= sin2 x(1 + sinh2 y) + cos2 x sinh2 y =

= sin2 x+ (sin2 x+ cos2 y) sinh2 y =

= sin2 x+ sinh2 y

Mamy

lim
R→∞

2
e−2πR2−π2R

1− e−2πR
= 0
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co dowodzi, »e
lim
R→∞

I2 = 0

Analogiczny dowód mo»na przeprowadzi¢ dla caªki po odcinku K4.

lim
R→∞

I4 = 0

Pozostaj¡ dªugie odcinki

I1 =

∫
K1

f(z)dz =

=

∫ R

−R

eiπ(t+ 1
2 +it)2

sin(π(t+ 1
2 + it))

(1 + i)dt =

=

∫ R

−R

eiπ(2it2+t+it+ 1
4 )

sin(π(t+ it) + π
2 )

(1 + i)dt =

=

∫ R

−R

e−2πt2e
iπ
4 eiπ(t+it)

cos(π(t+ it))
(1 + i)dt =

= e
iπ
4 (1 + i)

∫ R

−R

e−πt
2

eiπ(t+it)

cos(π(t+ it))
dt =

= i
√

2

∫ R

−R

e−2πt2eiπ(t+it)

cos(π(t+ it))
dt

oraz

I3 =

∫
K3

f(z)dz =

=

∫ −R
R

eiπ(t− 1
2 +it)2

sin(π(t− 1
2 + it))

(1 + i)dt =

= −
∫ R

−R

eiπ(2it2−t−it+ 1
4 )

sin(π(t+ it)− π
2 )

(1 + i)dt =

= −
∫ R

−R

e−2πt2e
iπ
4 e−iπ(t+it)

− cos(π(t+ it))
(1 + i)dt =

= e
iπ
4 (1 + i)

∫ R

−R

e−2πt2e−iπ(t+it)

cos(π(t+ it))
dt =

= i
√

2

∫ R

−R

e−2πt2e−iπ(t+it)

cos(π(t+ it))
dt

A zatem

I1 + I3 = i
√

2

∫ R

−R

e−2πt2
(
eiπ(t+it) + e−iπ(t+it)

)
cos(π(t+ it))

dt =

= i
√

2

∫ R

−R

e−2πt22 cos (π(t+ it))

cos(π(t+ it))
dt =
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= i2
√

2

∫ R

−R
e−2πt2dt

czyli

lim
R→∞

(I1 + I3) = i2
√

2

∫ ∞
−∞

e−2πt2dt

Mamy wi¦c ª¡cznie

lim
R→∞

∮
K

f(z)dz = lim
R→∞

(I1 + I2 + I3 + I4) = i2
√

2

∫ ∞
−∞

e−2πt2dt

Z drugiej strony, caªk¦ ta mo»emy policzy¢ przez residua. Funkcja f(z) =
eiπz

2

sin(πz) ma punkty osobliwe tam, gdzie sin(πz) = 0, czyli dla z ∈ Z. Z tych
punktów jednak tylko jeden le»y wewn¡trz konturu: z = 0. Mamy wi¦c

lim
R→∞

∮
K

f(z)dz = 2πiRes

(
eiπz2

sin(πz)
, 0

)

jest to biegun 1-go rz¦du (bo z = 0 jest miejscem zerowym pierwszego stopnia
funkcji sin(πz)), wi¦c

Res

(
eiπz2

sin(πz)
, 0

)
=

= lim
z→0

zeiπz2

sin(πz)
=0/0, korzystamy z tw. de l'Hospitala

= lim
z→0

eiπz2 + 2iz2eiπz2

π cos(πz)
=

1

π

czyli

lim
R→∞

∮
K

f(z)dz = 2i

Porównuj¡c oba wzory na caªk¦ konturow¡ otrzymujemy

i2
√

2

∫ ∞
−∞

e−2πt2dt = 2i

∫ ∞
−∞

e−2πt2dt =
1√
2

Aby otrzyma¢ teraz wzór na caªk¦ Gaussa, musimy dokona¢ zamiany zmiennych
t =

√
a

2πx, otrzymuj¡c ∫ ∞
−∞

e−ax
2

√
a

2π
dx =

1√
2
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∫ ∞
−∞

e−ax
2

dx =

√
π

a

Oczywi±cie istnieje prostsza metoda na policzenie tej caªki (przez zamian¦
zmiennych z kartezja«skich na biegunowe na pªaszczy¹nie R2) ale powy»sze za-
danie miaªo zaprezentowa¢, jak nalezy podchodzi¢ do zada« typu ¢aªkuj¡c dan¡
funkcj¦ po danym konturze, obliczy¢ dan¡ caªk¦".

Wykªad 19: zastosowania caªek zespolonych do li-
czenia caªek rzeczywistych, cz¦±¢ 3

Caªki
∫∞
0
g(x)xαdx, gdzie α /∈ Z oraz g jest funkcj¡ wymiern¡

Kolejny u»yteczny kontur przydatny do caªkowania przez residua jest nazywany
dziurk¡ od klucza i ma posta¢

R
r

2ε

Ten kontur u»ywany jest do caªkowania funkcji, które maj¡ ci¦cie na dodatniej
póªosi rzeczywistej, ale poza tym maj¡ tylko sko«czon¡ ilo±¢ punktów osobli-
wych (konkretne przykªady zostan¡ podane pó¹niej). Jest on charakteryzowany
przez trzy parametry: Promie« zewn¦trznego okr¦gu R, promie« wewn¦trznego
okr¦gu r, oraz odst¦p pomi¦dzy dwoma odcinkami 2ε. Zawsze jednak b¦dziemy
rozwa»a¢ jedynie granic¦

lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

f(z)dz

W granicy limε→0 staj¡ si¦ peªnymi okr¦gami, które mo»emy sparametryzowa¢
standardowo (z(t) = Reit, t ∈ [0, 2π] oraz z(t) = reit, t ∈ [0, 2π]; zwró¢my
uwag¦, »e wewn¦trzny okr¡g jest przebiegany w kierunku zgodnym z ruchem
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wskazówek zegara, wi¦c trzeba b¦dzie zmieni¢ znak caªki). Proste odcinki w
granicy staj¡ si¦ dodatni¡ póªprost¡ rzeczywist¡ przebiegan¡ albo od 0 do ∞,
albo przeciwnie. Mo»emy wi¦c zapisa¢

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

f(z)dz = I1 + I2 + I3 + I4

gdzie

I1 = lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∫ ∞
0

f(x+ iε)dx =

=

∫ ∞
0

(
lim
ε→0+

f(x+ iε)
)
dx

I2 = lim
R→∞

∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt

I3 = lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∫ 0

∞
f(x− iε)dx =

= −
∫ ∞

0

(
lim
ε→0+

f(x− iε)
)
dx

I4 = lim
r→0

∫ 0

2π

f(reit)ireitdt =

= − lim
r→0

∫ 2π

0

f(reit)ireitdt

W caªkach I1 oraz I3 pozostawiªem jawnie limε→0+ , poniewa», jak zostaªo powie-
dziane kontur ten u»ywany jest do funkcji maj¡cych ci¦cie na dodatniej póªosi
rzeczywistej, wi¦c nie mo»emy po prostu zapisa¢ limε→0+ f(x + iε) = f(x) =
limε→0+ f(x− iε); granice z obu stron b¦d¡ ró»ne, wi¦c musimy pami¦ta¢ z któ-
rej strony zbli»amy si¦ do osi rzeczywistej, aby policzy¢ warto±¢ tych caªek.

Jedn¡ z prostszych funkcji które speªniaj¡ warunek posiadania ci¦cia na póª-
osi rzeczywistej, a poza tym maj¡ sko«czon¡ liczb¦ osobliwo±ci s¡ funkcje postaci

f(z) = g(z)zα

gdzie α /∈ Z, a g(z) = p(z)
q(z) jest funkcj¡ wymiern¡. Zaªó»my te», »e g(z) nie

posiada osobliwo±ci na dodatniej póªosi rzeczywistej. Dla takich funkcji mamy

lim
ε→0+

f(x+ iε) = g(x) lim
ε→0+

(x+ iε)α =

= g(x) lim
ϕ→0

(xeiϕ)α =

= g(x)xα lim
ϕ→0

eiϕα =

= g(x)xα

lim
ε→0+

f(x− iε) = g(x) lim
ε→0+

(x− iε)α =
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= g(x) lim
ϕ→2π

(xeiϕ)α =

= g(x)xα lim
ϕ→2π

eiϕα =

= g(x)xαei2πα

A zatem

I1 =

∫ ∞
0

g(x)xαdx

I3 = −ei2πα

∫ ∞
0

g(x)xαdx

Musimy jeszcze upewni¢ si¦, »e caªka
∫∞

0
g(x)xαdx jest zbie»na. Dla g(x) = p(x)

q(x)

niech n = deg p = n oraz deg q = m, czyli p(x) = p0 + p1x + . . . pnx
n oraz

q(x) = q0 + q1x + . . . qmx
m, gdzie pn 6= 0 oraz qm 6= 0. Zaªó»my, te» »e

p(0) = p0 6= 0 oraz q(0) = q0 6= 0; gdyby tak nie byªo, to z p i q mo»na by
wyci¡gn¡¢ czynniki x i wcieli¢ go to czynnika xα, wi¦c nie tracimy na ogólno±ci
czyni¡c to zaªo»enie.

W takim przypadku, dla maªych x mamy

g(x)xα =
p0 + p1x+ . . . pnx

n

q0 + q1x+ . . . qmxm
xα =

p0

q0
xα
(
1 +O(x))

czyli caªka
∫
g(x)xαdx jest zbie»na w 0 wtedy i tylko wtedy gdy caªka

∫
xαdx

jest zbie»na w 0, co ma miejsce dla

α > −1

Z kolei dla du»ych x mamy

g(x)xα =
p0 + p1x+ . . . pnx

n

q0 + q1x+ . . . qmxm
xα =

pn
qm

xα+n−m(1 +O(x−1))

czyli caªka
∫
g(x)xαdx jest zbie»na w∞ wtedy i tylko wtedy gdy caªka

∫
xα+n−mdx

jest zbie»na w 0, co ma miejsce dla

α+ n−m < −1

Oba powy»sze warunki musz¡ by¢ speªnione, aby caªka
∫∞

0
g(x)xαdx byªa

zbie»na.

Przyjrzyjmy si¦ teraz caªkom I2 i I4. Podobnie jak wy»ej, dla du»ych |z|
mamy

f(z) =
p0 + p1z + . . . pnz

n

q0 + q1z + . . . qmzm
zα =

pn
qm

zα+n−m(1 +O(z−1))

czyli dla dostatecznie du»ych |z| istnieje staªa C taka, »e:

|f(z)| ≤ C|z|α+n−m
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a zatem dla dostatecznie du»ych R mamy∣∣∣∣∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 2π

0

∣∣f(Reit)iReit
∣∣ dt =

= R

∫ 2π

0

∣∣f(Reit)
∣∣ dt ≤

≤ R
∫ 2π

0

CRα+n−mdt =

≤ 2πCR1+α+n−m

Poniewa» jednak, by mie¢ zbie»no±¢ caªki
∫∞

0
g(x)xαdx musieli±my zaªo»y¢, »e

α+ n−m < −1 mamy
lim
R→∞

R1+α+n−m = 0

a zatem

I2 = lim
R→∞

∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt = 0

Podobnie jest z I4; dla dostatecznie maªych |z| mamy

|f(z)| =
∣∣∣∣p0

q0
zα
(
1 +O(z))

∣∣∣∣ ≤ C|z|α
a zatem ∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reit)ireitdt

∣∣∣∣ ≤
≤ r

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣ dt ≤

≤ r
∫ 2π

0

Crαdt =

≤ 2πCr1+α

Poniewa» α > −1 to
lim
r→0

r1+α = 0

a zatem

I4 = − lim
r→0

∫ 2π

0

f(reit)ireitdt = 0

Podsumowuj¡c, mamy

lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

f(z)dz =

= I1 + I2 + I3 + I4 =
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=

∫ ∞
0

g(x)xαdx+ 0− ei2πα

∫ ∞
0

g(x)xαdx+ 0 =

= (1− ei2πα)

∫ ∞
0

g(x)xαdx

Z drugiej strony, caªk¦ t¡ mo»emy policzy¢ przez residua. Je»eli wezm¦ do-
statecznie maªe r i ε oraz dostatecznie du»e R, kontur obejmie wszystkie punkty
osobliwe funkcji g(z) (przypominam, zaªo»yli±my, »e funkcja g ma sko«czenie
wiele punktów osobliwych, i »aden z nich nie le»y na dodatniej póªosi rzeczywi-
stej). Mamy zatem

lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

f(z)dz = 2πi
∑
zk

Res(g(z)zα, zk)

Porównuj¡c oba wzory otrzymujemy

(1− ei2πα)

∫ ∞
0

g(x)xαdx = 2πi
∑
zk

Res(g(z)zα, zk)

czyli ∫ ∞
0

g(x)xαdx =
2πi

1− ei2πα

∑
zk

Res(g(z)zα, zk)

Zauwa»aj¡c jeszcze, »e mo»emy zapisa¢

1− ei2πα = −eiπα(eiπα − e−iπα) = −2ieiπα sin(πα)

powy»szy wynik mo»na zapisa¢ jako∫ ∞
0

g(x)xαdx = −e−iπα π

sinπα

∑
zk

Res(g(z)zα, zk)

Jak wida¢ potrzebujemy α /∈ Z aby sin(πα) 6= 0, i nie byªo dzielenia przez 0.
Zapiszmy twierdzenie:

Twierdzenie:
Niech p i q b¦d¡ wielomianami takimi, »e p(0) 6= 0 6= q(0), wielomian q nie
posiada miejsc zerowych na dodatniej póªosi rzeczywistej. Niech α /∈ Z, −1 <

α < −1 − deg p + deg q. Niech f(z) = p(z)
q(z)z

α, z ci¦ciem na dodatniej póªosi
rzeczywistej. Wtedy∫ ∞

0

p(x)

q(x)
xαdx = −e−iπα π

sinπα

∑
zk

Res(f, zk)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji p(z)q(z) .

Przykªad zostanie policzony na ¢wiczeniach wykªadowych.
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Caªki
∫∞
0
g(x)dx, gdzie g jest funkcj¡ wymiern¡

Mo»na jeszcze zauwa»y¢, »e dla funkcji wymiernej g(z), przy zaªo»eniu, »e caªka∫∞
0
g(x)dx jest zbie»na, mo»na j¡ zapisa¢ jako∫ ∞

0

g(x)dx = lim
α→0

∫ ∞
0

g(x)xαdx

A caªk¦ z prawej strony mo»na ju» liczy¢ ze wzoru przedstawionego powy»ej.
Mamy wi¦c ∫ ∞

0

g(x)dx =

= lim
α→0

(
− e−iπα π

sinπα

∑
zk

Res(g(z)zα, zk)
)

=

= lim
α→0

(−1

α

∑
zk

Res(g(z)zα, zk)
)

Pozwala to policzy¢ caªki
∫∞

0
g(x)dx, mimo »e twierdzenie powy»ej wymaga

obecno±ci czynnik xα z α /∈ Z.
Jest te» inny sposób na policzenie takich caªek, bezpo±rednio z metody caª-

kowania przez residua. Polega on na wycaªkowaniu funkcji

f(z) = g(z) ln z

po dziurce od klucza.

Jak poprzednio, mamy

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

f(z)dz = I1 + I2 + I3 + I4

gdzie

I1 = lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∫ ∞
0

f(x+ iε)dx =

=

∫ ∞
0

(
lim
ε→0+

f(x+ iε)
)
dx

I2 = lim
R→∞

∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt

I3 = lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∫ 0

∞
f(x− iε)dx =

= −
∫ ∞

0

(
lim
ε→0+

f(x− iε)
)
dx

I4 = lim
r→0

∫ 0

2π

f(reit)ireitdt =
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= − lim
r→0

∫ 2π

0

f(reit)ireitdt

Poniewa»

lim
ε→0+

f(x+ iε) = g(x) lim
ε→0+

ln(x+ iε) =

= g(x) lim
ϕ→0

ln(xeiϕ) =

= g(x) lim
ϕ→0

(lnx+ iϕ) =

= g(x) lnx

lim
ε→0+

f(x− iε) = g(x) lim
ε→0+

ln(x− iε) =

= g(x) lim
ϕ→2π

ln(xeiϕ) =

= g(x) lim
ϕ→2π

(lnx+ iϕ) =

= g(x)(lnx+ 2πi)

A zatem

I1 + I3 =

∫ ∞
0

g(x) lnxdx−
∫ ∞

0

g(x)(lnx+ 2πi)dx = −2πi

∫ ∞
0

g(x)dx

Przy zaªo»eniu, »e g(x) = p(x)
q(x) , gdzie q(0) 6= 0, n = deg p, m = deg q, oraz

q(x) nie ma pierwiastków na dodatniej póªosi rzeczywistej, caªka
∫∞

0
g(x)dx

jest zbie»na gdy m > n+ 1. Mamy w tym przypadku

|f(Reit)| =
= |g(Reit)| | lnR+ it| ≤
≤ |g(Reit)| | lnR+ 2πi| ≤dla dostatecznie du»ych R

≤ CRn−m · 2 lnR = 2CRn−m lnR |f(reit)| =
= |g(reit)| | ln r + it| ≤
≤ |g(Reit)| | ln r + 2πi| ≤dla dostatecznie maªych r

≤ C · 2| ln r| = 2C| ln r|

A zatem ∣∣∣∣∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt

∣∣∣∣ ≤dla dostatecznie du»ych R

≤ 4πCR1+n−m lnR∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reit)ireitdt

∣∣∣∣ ≤dla dostatecznie maªych r

≤ 4πCr| ln r|
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Skoro m > n+ 1, to 1 + n−m < 0 wi¦c

lim
R→∞

R1+n−m lnR = lim
R→∞

lnR

Rm−n−1
=H lim

R→∞

R−1

(m− n− 1)Rm−n−2
= lim
R→∞

R1+n−m

m− n− 1
= 0

lim
r→0

r ln r = lim
r→0

ln r

r−1
=H lim

r→0

r−1

−r−2
= lim
r→0

(−r) = 0

Z czego wynika, »e

I2 = lim
R→∞

∫ 2π

0

f(Reit)iReitdt = 0

I4 = − lim
r→0

∫ 2π

0

f(reit)ireitdt = 0

Mamy wi¦c w sumie

lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln zdz = −2πi

∫ ∞
0

g(x)dx

Z drugiej strony, licz¡c t¡ caªk¦ przez residua mamy

lim
R→∞

lim r → 0 lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln zdz = 2πi
∑
zk

Res(g(z) ln z, zk)

gdzie sumujemy po wszystkich miejscach zerowych funkcji g (bo zaªo»yli±my, »e
»adne z nich nie le»y na dodatniej póªosi rzeczywistej). Porównuj¡c te wzory
otrzymujemy ∫ ∞

0

g(x)dx = −
∑
zk

Res(g(z) ln z, zk)

Podsumujmy to w formie twierdzenia:

Twierdzenie:
Niech p i q b¦d¡ wielomianami takimi, »e wielomian q nie posiada miejsc zero-
wych na dodatniej póªosi rzeczywistej (ª¡cznie z zerem), oraz deg q > 1 + deg p.
Niech f(z) = p(z)

q(z) ln z, z ci¦ciem na dodatniej póªosi rzeczywistej. Wtedy∫ ∞
0

p(x)

q(x)
dx = −

∑
zk

Res(f, zk)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji p(z)q(z) .

Dobrze jest w tym miejscu podkre±li¢, »e cho¢ ostatecznie otrzymujemy wzór
na caªk¦ z funkcji wymiernej g(x) = p(x)

q(x) , to po konturze zespolonym caªkujemy
funkcj¦ g(z) ln z, i to tej funkcji residua musimy liczy¢. Liczenie residuów samej
funkcji g(z) jest cz¦stym bª¦dem w±ród studentów.
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�wiczenia wykªadowe 10: zastosowania caªek ze-
spolonych do liczenia caªek rzeczywistych, cz¦±¢ 2

Zacznijmy od przykªadów na wzory przedstawione na ostatnim wykªadzie. Po-
liczmy najpierw caªk¦ ∫ ∞

0

√
x

x2 + x+ 1
dx

Jest to caªka postaci ∫ ∞
0

p(x)

q(x)
xαdx

gdzie p(x) = 1, q(x) = 1
x2+x+1 , α = 1

2 . Na wykªadzie pojawiª si¦ twierdzenie na
liczenie takich caªek tej postaci, ale »eby z niego skorzysta¢, musimy sprawdzi¢
zaªo»enia. Znajd¹my najpierw miejsca zerowe q:

z2 + z + 1 = 0 ⇔

⇔(z +
1

2
)2 +

3

4
= 0 ⇔

⇔(z +
1

2
)2 = −3

4
⇔

⇔z +
1

2
= ±i

√
3

2
⇔

⇔z = −1

2
± i

√
3

2

Niech z1 = − 1
2 + i

√
3

2 = ei 2π3 , z2 = − 1
2 − i

√
3

2 = ei 4π3 .

• p(0) 6= 0 6= q(0); speªnione: mamy p(0) = q(0) = 1 6= 0

• q nie ma miejsc zerowych na dodatniej póªosi rzeczywistej; speªnione:
miejsca zerowe q le»a poza prost¡ rzeczywist¡

• α /∈ Z; speªnione: mamy α = 1
2 /∈ Z

• −1 < α < −1 − deg p + deg q; speªnione: mamy deg p = 0, deg q = 2,
−1 < 1

2 < 1 = −1− 0 + 2

Zaªo»enia twierdzenia s¡ speªnione, mo»emy wi¦c skorzysta¢ ze wzoru∫ ∞
0

p(x)

q(x)
xαdx = −e−iπα π

sinπα

∑
zk

Res

(
p(z)

q(z)
zα, zk

)

Mamy z2 + z + 1 = (z − z1)(z − z2), wi¦c

Res

(
z

1
2

(z − z1)(z − z2)
, z1

)
= lim
z→z1

(z − z1)
z

1
2

(z − z1)(z − z2)
=
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= lim
z→z1

z
1
2

z − z2
=

z
1
2
1

z1 − z2
=

=
(ei 2π3 )

1
2

i
√

3
=

eiπ3

i
√

3
=

=
1

i
√

3

1 + i
√

3

2
=

√
3− i

2
√

3

Podobnie

Res

(
z

1
2

(z − z1)(z − z2)
, z2

)
= lim
z→z2

(z − z2)
z

1
2

(z − z1)(z − z2)
=

= lim
z→z2

z
1
2

z − z1
=

z
1
2
2

z2 − z1
=

=
(ei 4π3 )

1
2

−i
√

3
=

ei 2π3

−i
√

3
=

=
1

−i
√

3

−1 + i
√

3

2
=
−
√

3− i

2
√

3

Podkre±l¦ tu, »e nale»y by¢ ostro»nym jak liczymy pot¦gi zαk . twierdzenie wy-
maga, aby ci¦cie zα byªo na dodatniej póªosi rzeczywistej, co oznacza, »e musimy
zapisa¢ bieguny w postaci zk = reiϕ, gdzie ϕ ∈ (0, 2π), aby skorzysta¢ ze wzoru

(reiϕ)α = rαeiαϕ. Cho¢ wi¦c mogliby±my napisa¢ z2 = e−i 2π3 , to z
1
2
2 6= e−iπ3 .

Wracaj¡c do oblicze«. Mamy

∑
zk

Res

(
p(z)

q(z)
zα, zk

)
=

√
3− i

2
√

3
+
−
√

3− i

2
√

3
=
−i√

3

wi¦c ∫ ∞
0

p(x)

q(x)
xαdx = −e−iπ2

π

sin π
2

−i√
3

= −(−i)
π

1

−i√
3

=
π√
3

Jako drugi przykªad, policzmy∫ ∞
0

1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx

Mo»na t¡ caªk¦ policzy¢ bez u»ycia liczb zespolonych, wykonuj¡c rozkªad na
uªamki proste:

1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
=

1

2

1

x+ 1
− 1

x+ 2
+

1

2

1

x+ 3∫
1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx =

1

2
ln(x+1)−ln(x+2)+

1

2
ln(x+3)+C =

1

2
ln

(x+ 1)(x+ 3)

(x+ 2)2
+C
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∫ ∞
0

1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx =

1

2
ln

(x+ 1)(x+ 3)

(x+ 2)2

∣∣∣∣∞
x=0

=

= lim
x→∞

1

2
ln
x2 + 4x+ 3

x2 + 4x+ 4
− 1

2
ln

3

4
=

= lim
x→∞

1

2
ln

1 + 4
x + 3

x2

1 + 4
x + 4

x2

+
1

2
ln

4

3
=

=
1

2
ln 1 +

1

2
ln

4

3
=

1

2
ln

4

3

Sprawd¹my jednak równie» dwie metody przedstawione na wykªadzie.
Pierwsza polegaªa na policzeniu

lim
α→0

∫ ∞
0

xα

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx

mamy p(x) = 1, q(x) = (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3). Sprawdzaj¡c zaªo»enia:

• p(0) 6= 0 6= q(0); speªnione: mamy p(0) = 1, q(0) = 6

• q nie ma miejsc zerowych na dodatniej póªosi rzeczywistej; speªnione:
miejsca zerowe q to z1 = −1, z2 = −2 i z3 = −3

• α /∈ Z; speªnione: ostatecznie b¦dziemy liczy¢ granic¦ α → 0, ale przed
wykonaniem tej granicy α /∈ Z

• −1 < α < −1 − deg p + deg q; speªnione: mamy deg p = 0, deg q = 3,
co daje warunek −1 < α < 2; je»eli α → 0, to α b¦dzie speªniaªo ten
warunek

Zaªo»enia s¡ speªnione, mo»emy wi¦c skorzysta¢ ze wzoru. Liczymy wi¦c resi-
dua:

Res

(
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−1

)
=

= lim
z→−1

(z + 1)
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−1

zα

(z + 2)(z + 3)
=

=
(−1)α

1 · 2
=

1

2
(eiπ)α =

1

2
eiαπ

Res

(
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−2

)
=

= lim
z→−2

(z + 2)
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−2

zα

(z + 1)(z + 3)
=
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=
(−2)α

−1 · 1
= −(2eiπ)α = −2αeiαπ

Res

(
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−3

)
=

= lim
z→−3

(z + 3)
zα

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−3

zα

(z + 1)(z + 2)
=

=
(−3)α

−2 · (−1)
=

1

2
(3eiπ)α =

1

2
3αeiαπ

Mamy wi¦c∫ ∞
0

xα

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx = −e−iαππ

sinαπ

(
eiαπ

2
− 2αeiαπ +

3αeiαπ

2

)
=
π(−1 + 2α − 3α)

2 sinπα

lim
α→0

∫ ∞
0

xα

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx =

= lim
α→0

π(−1 + 2 · 2α − 3α)

2 sinπα
=H

= lim
α→0

π(2 ln 2 · 2α − ln 3 · 3α)

2π cosπα
=

=
π(2 ln 2− ln 3)

2π
=

1

2
ln

4

3

gdzie wykorzystano równo±¢ d
dαx

α = d
dαeα ln x = lnx eα ln x = lnxxα. Jak wi-

dzimy, wynik jest tak sam jak u»ywaj¡c oryginalnej metody.

Ostatnia metoda polega na wykorzystaniu caªki konturowej z funkcji ln z
(z+1)(z+2)(z+3)

i odpowiedniego twierdzenia. Sprawd¹my zaªo»enia twierdzenia

• q nie ma miejsc zerowych na dodatniej póªosi rzeczywistej; speªnione:
miejsca zerowe q to z1 = −1, z2 = −2 i z3 = −3

• deg q > 1 + deg p; speªnione: mamy deg p = 0, deg q = 3, 3 > 1 + 0

Mamy wzór∫ ∞
0

1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx = −

∑
zk

Res

(
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
, zk

)
Liczymy wi¦c residua:

Res

(
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−1

)
= lim
z→−1

(z + 1)
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−1

ln z

(z + 2)(z + 3)
=
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=
ln(−1)

1 · 2
=

1

2
ln(eiπ) =

1

2
iπ

Res

(
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−2

)
= lim
z→−2

(z + 2)
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−2

ln z

(z + 1)(z + 3)
=

=
ln(−2)

−1 · 1
= − ln(2eiπ) = −(ln 2 + iπ)

Res

(
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
,−3

)
= lim
z→−3

(z + 3)
ln z

(z + 1)(z + 2)(z + 3)
=

= lim
z→−3

ln z

(z + 1)(z + 2)
=

=
ln(−3)

−2 · (−1)
=

1

2
ln(3eiπ) =

1

2
(ln 3 + iπ)

Zatem∫ ∞
0

1

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx = −

(
1

2
iπ − (ln 2 + iπ) +

1

2
(ln 3 + iπ)

)
=

= ln 2− 1

2
ln 3 =

1

2
ln

4

3

Wykªad 20: zastosowania caªek zespolonych do li-
czenia caªek rzeczywistych, cz¦±¢ 4

Caªki
∫∞
0
g(x) lnn xdx, gdzie n ∈ N oraz g jest funkcj¡ wy-

miern¡

Jak byªo pokazane na poprzednich wykªadzie, caªkowanie funkcji g(z)zα po
dziurce od klucza pozwala obliczy¢ caªk¦

∫∞
0
g(x)xαdx. Jednak caªkowanie

funkcji g(z) ln z po tym konturze pozwala jedynie policzy¢ caªk¦
∫∞

0
g(x)dx.

Jak wi¦c policzy¢ caªk¦
∫∞

0
g(x) lnxdx? Przedstawi¦ dwa sposoby.

Pierwszy sposób polega na wykorzystaniu równo±ci

∂

∂α
xα = xα lnx

Mamy wi¦c

lnx =

(
∂

∂α
xα
)∣∣∣∣

α=0

co, przy zaªo»eniu »e obie caªki wyst¦puj¡ce we wzorze poni»ej s¡ zbie»ne, daje
nam ∫ ∞

0

g(x) lnxdx =

(
d

dα

∫ ∞
0

g(x)xαdx

)∣∣∣∣
α=0

126



Caªk¦ po prawej stronie mo»emy ju» policzy¢ wykorzystuj¡c metod¦ przedsta-
wion¡ na poprzednim wykªadzie.

Drugi sposób polega na caªkowaniu po dziurce od klucza funkcji g(z) ln2 z.
Zauwa»my, »e dla x > 0 mamy

lim
ε→0+

ln2(x− iε) = (lnx+ 2πi)2 = ln2 x+ 4πi lnx− 4π2

Mamy wi¦c

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln2 zdz = I1 + I2 + I3 + I4

gdzie

I1 =

∫ ∞
0

g(x) ln2 xdx

I2 = lim
R→∞

∫ 2π

0

g(Reit)(lnR+ it
)2

iReitdt

I3 = −
∫ ∞

0

g(x)(ln2 x+ 4πi lnx− 4π2)dx

I4 = − lim
r→0

∫ 2π

0

g(reit)(ln r + it
)2

ireitdt

Je»eli wi¦c caªki I2 i I4 znikaj¡ w granicy R→∞, r → 0 (na co warunki s¡ takie
same jak w przypadku caªki

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln zdz; dowód tego faktu ju» pomin¦,
poniewa» jest analogiczny do tamtego przypadku), otrzymujemy

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln2 zdz = −4πi

∫ ∞
0

g(x) lnxdx+ 4π2

∫ ∞
0

g(x)dx

lew¡ stron¦ otrzymujemy z twierdzenia o residuach

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) ln2 zdz = 2πi
∑
zk

Res(g(z) ln2 z, zk)

Porównuj¡c powy»sze równo±ci, otrzymujemy∑
zk

Res(g(z) ln2 z, zk) = −2

∫ ∞
0

g(x) lnxdx− 2πi

∫ ∞
0

g(x)dx

Je±li wi¦c funkcja g jest funkcj¡ wymiern¡ o rzeczywistych wspóªczynnikach,
mamy ∫ ∞

0

g(x) lnxdx = −1

2
Re

(∑
zk

Res(g(z) ln2 z, zk)

)
Zapisuj¡c to w formie twierdzenia:

127



Twierdzenie:
Niech p i q b¦d¡ wielomianami o wspóªczynnikach rzeczywistych takimi, »e wie-
lomian q nie posiada miejsc zerowych na dodatniej póªosi rzeczywistej (ª¡cznie
z zerem), oraz deg q > 1 + deg p. Niech f(z) = p(z)

q(z) ln2 z, z ci¦ciem na dodatniej
póªosi rzeczywistej. Wtedy∫ ∞

0

p(x)

q(x)
lnxdx = −1

2
Re

(∑
zk

Res(f, zk)

)

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji p(z)q(z) .

Mamy te» przy okazji nowy wzór na
∫∞

0
g(x)dx:∫ ∞

0

g(x)dx = − 1

2π
Im

(∑
zk

Res(g(z) ln2 z, zk)

)

Nawet je±li g(x) jest funkcj¡ wymiern¡ o wspóªczynnikach zespolonych (np.
g(x) = 1

(x+i)2 ), wci¡» mamy∫ ∞
0

g(x) lnxdx = −1

2

∑
zk

Res(g(z) ln2 z, zk)− i

∫ ∞
0

g(x)dx

W tym przypadku musimy jednak najpierw policzy¢
∫∞

0
g(x)dx u»ywaj¡c wcze-

±niej przedstawionych metod.

Zauwa»my, »e powy»sze metody mo»na uogólni¢ na licznie caªek
∫∞

0
g(x) lnn xdx,

n ∈ N. Aby uogólni¢ pierwsz¡ metod¦, zauwa»my, »e

lnx =

(
∂n

∂αn
xα
)∣∣∣∣

α=0

A zatem ∫ ∞
0

g(x) lnn xdx =

(
dn

dαn

∫ ∞
0

g(x)xαdx

)∣∣∣∣
α=0

Druga metoda wykorzytuje caªk¦ konturow¡ po dziurce od klucza z funkcji
g(z) lnn+1 z. Poniewa» mamy, dla x>0:

lim
ε→0+

lnn+1(x− iε) = (lnx+ 2πi)n+1 =

=

n+1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(2πi)n+1−m lnm x =

= lnn+1 x+ 2π(n+ 1)i(lnx)n +

n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(2πi)n+1−m lnm x
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Z czego (przy identycznych zaªo»eniach odno±nie funkcji g jak poprzednio), »e

lim
R→∞

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(R,r,ε)

g(z) lnn+1 zdz =

=

∫ ∞
0

g(x) lnn+1 xdx−
∫ ∞

0

g(x)
(

lnx+ 2πi
)n+1

dx =

= −2π(n+ 1)i

∫ ∞
0

g(x)(lnx)ndx−
n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(2πi)n+1−m

∫ ∞
0

g(x) lnm xdx

Licz¡c t¡ caªk¦ konturow¡ z twierdzenia o residuach otrzymujemy

− 2π(n+ 1)i

∫ ∞
0

g(x)(lnx)ndx−
n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(2πi)n+1−m

∫ ∞
0

g(x) lnm xdx =

= 2πi
∑
zk

Res
(
g(z) lnn+1 z, zk

)
czyli∫ ∞

0

g(x)(lnx)ndx = − 1

n+ 1

∑
zk

Res
(
g(z) lnn+1 z, zk

)
+

− 1

n+ 1

n−1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(2πi)n−m

∫ ∞
0

g(x) lnm xdx

Ta metoda opiera si¦ na rekurencji; aby policzy¢ caªk¦
∫∞

0
g(x)(lnx)ndxmusimy

zna¢ najpierw caªki
∫∞

0
g(x)(lnx)mdx dla m ≤ n− 1.

Caªki
∫ b
a
g(x)(x− a)α(b− x)βdx gdzie α, β /∈ Z, α + β ∈ Z

To b¦dzie ju» ostatnia klasa funkcji, których caªki liczy si¦ za pomoc¡ standar-
dowych konturów zespolonych, i które omówimy na wykªadzie. Rozwa»my caªk¦
postaci

I =

∫ b

a

g(x)(x− a)α(b− x)βdx

gdzie a, b ∈ R, a < b, α + β ∈ Z oraz g jest funkcj¡ wymiern¡. Aby caªka
byªa zbie»na, musimy zaªo»y¢, »e funkcja g nie ma ona osobliwo±ci wewn¡trz
odcinka (a, b). Bez starty ogólno±ci mo»emy te» zaªo»y¢, »e na ko«cach odcinka
(w punktach a i b) funkcja g nie ma biegunów ani miejsc zerowych; gdyby jakie±
miaªa, mo»emy je usun¡¢ z funkcji g przez wyci¡gni¦cie z niej odpowiednich
czynników (x− a)n lub (b−x)n, które te czynniki mo»emy nast¦pnie wcieli¢ do
(x− a)α lub (b− x)β . Zacznijmy od spostrze»enia, »e mo»na j¡ zapisa¢ jako

I =

∫ b

a

g(x)(b− x)α+β

(
x− a
b− x

)α
dx =
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=

∫ b

a

g(x)(b− x)n
(
x− a
b− x

)α
dx

gdzie n = α+ β. B¦dziemy oznacza¢ g(x)(b− x)n = h(x).

Podam dwie metody na liczenie takich caªek. W pierwszej metodzie doko-
nujemy podstawienia

ξ =
x− a
b− x

czyli, co ª¡two sprawdzi¢,

x =
ξb+ a

ξ + 1

Je»eli x ∈ (a, b) to przy tym przeksztaªceniu ξ ∈ (0,∞). Mamy te»

dx =
b− a

(ξ + 1)2
dξ

Caªka I przy tym przeksztaªceniu przyjmuje wi¦c posta¢

I =

∫ ∞
0

h

(
ξb+ a

ξ + 1

)
ξα

b− a
(ξ + 1)2

dx =

∫ ∞
0

u(x)xαdx

gdzie

u(x) =
b− a

(ξ + 1)2
h

(
ξb+ a

ξ + 1

)
Je±li h jest funkcj¡ wymiern¡, to u równie» jest funkcj¡ wymiern¡; a zatem, przy
zaªo»eniu »e caªka ta jest odpowiednio zbie»na, mo»na j¡ policzy¢ wykorzystuj¡c
kontur dziurk¦ od klucza.

Druga metoda wykorzystuje nowy kontur, tzw. ko±¢:

a b

r r
2ε

Kontur ten sparametryzowany jest poprzez poªo»enia ±rodków dwóch okr¦gów
(a oraz b), promie« r oraz odst¦p pomi¦dzy odcinkami 2ε. B¦dzie nas interso-
waªa granica r → 0, ε→ 0.
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B¦dziemy po tym konturze caªkowa¢ funkcj¦

f(z) = h(z)

(
z − a
b− z

)α
gdzie ci¦cie funkcji pot¦gowej jest wybrane na dodatniej póªosi rzeczywistej;
oznacza to, »e funkcja f ma ci¦cie tam, gdzie

x− a
b− x

∈ R+

Rozwi¡zuj¡c ten warunek otrzymujemy

∃t > 0 :
x− a
b− x

= t

∃t > 0 : x =
tb+ a

t+ 1

x ∈
{
tb+ a

t+ 1
: t > 0

}
x ∈ (a, b)

czyli funkcja f ma ci¦cie na odcinku pomi¦dzy punktami a i b; niezale»nie od
parametrów r i ε konturu, odcinek ten zawiera si¦ w caªo±ci w obszarze ograni-
czonym konturem; co jest wa»ne nie przecina konturu, wi¦c funkcja f jest ci¡gªa
na konturze.

Caªy kontur skªada si¦ z dwóch odcinków i dwóch okr¦gów, sparametryzo-
wanych przez

z1(x) = t+ iε w granicy t zmienia si¦ od a do b

z2(t) = b− reit w granicy t zmienia si¦ od +π do −π

z3(t) = t− iε w granicy t zmienia si¦ od b do a

z4(t) = a+ reit w granicy t zmienia si¦ od 2π do 0

Mamy równie», dla x ∈ (a, b):

lim
ε→0+

(
(x+ iε)− a
b− (x+ iε)

)α
=

= lim
ε→0+

(
(x+ iε− a)(b− x+ iε)

(b− x− iε)(b− x+ iε)

)α
=

= lim
ε→0+

(
(x− a)(b− x) + iε(b− a)− ε2

(b− x)2 + ε2

)α
=

[
δ =

ε(b− a)

(b− x)2 + ε2

]
= lim
δ→0+

(
x− a
b− x

+ iδ

)α
=

(
x− a
b− x

)α
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lim
ε→0+

(
(x− iε)− a
b− (x− iε)

)α
=

= lim
ε→0+

(
(x− iε− a)(b− x− iε)

(b− x+ iε)(b− x− iε)

)α
=

= lim
ε→0+

(
(x− a)(b− x)− iε(b− a)− ε2

(b− x)2 + ε2

)α
=

[
δ =

ε(b− a)

(b− x)2 + ε2

]
= lim
δ→0+

(
x− a
b− x

− iδ

)α
=

(
x− a
b− x

)α
e2παi

A zatem caªk¦ konturow¡ mo»na (po wykonaniu granic r → 0, ε→ 0) zapisa¢
jako:

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(r,ε)

h(z)

(
z − a
b− z

)α
dz = I1 + I2 + I3 + I4

gdzie

I1 =

∫ b

a

h(x)

(
x− a
b− x

)α
dx = I

I2 = − lim
r→0

∫ −π
π

h(b+ reit)

(
(b+ reit)− a
b− (b+ reit)

)α
ireitdt =

= − lim
r→0

∫ −π
π

h(b+ reit)

(
b− a+ reit

−reit

)α
ireitdt =

= −i lim
r→0

∫ π

−π
h(b+ reit)

(
−r − (b− a)e−it

)α
r1−αeitdt

I3 =

∫ a

b

h(x)

(
x− a
b− x

)α
e2παidx =

= −e2παi

∫ b

a

h(x)

(
x− a
b− x

)α
dx = −e2παiI

I4 = lim
r→0

∫ −π
π

h(a+ reit)

(
(a+ reit)− a
b− (a+ reit)

)α
ireitdt =

= lim
r→0

∫ −π
π

h(a+ reit)

(
reit

b− a− reit

)α
ireitdt =

= −i lim
r→0

r1+α

∫ π

−π
h(a+ reit)

(
−r + (b− a)e−it

)−α
eitdt

Zakªadamy tu, »e funkcja h nie ma osobliwo±ci na odcinku (a, b), czyli »e mo-
»emy zapisa¢ lim ε→ 0h(x+ iε) = x.

Przyjrzyjmy si¦ I2 oraz I4 bli»ej. Mamy

I2 = −i

∫ π

−π

(
lim
r→0

r1−αh(b+ reit)
) (
−(b− a)e−it

)α
eitdt =
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= −i

∫ π

−π

(
lim
r→0

r1−αh(b+ reit)
)(

(b− a)ei(π−t)
)α

eitdt =

= −i(b− a)α
∫ π

−π

(
lim
r→0

r1−αh(b+ reit)
)

eiα(π−t)eitdt

I4 = −i

∫ π

−π

(
lim
r→0

r1+αh(a+ reit)
) (

(b− a)e−it
)−α

eitdt =

= −i(b− a)−α
∫ π

−π

(
lim
r→0

r1+αh(a+ reit)
)

eiαteitdt

Je»eli wi¦c zaªo»ymy, »e

lim
r→0

r1−αh(b+ reit) = 0

oraz
lim
r→0

r1+αh(a+ reit) = 0

to
I2 = I4 = 0

Przypomnijmy, mamy
h(z) = (b− z)ng(z)

gdzie n = α + β ∈ Z, a funkcja g nie ma miejsc zerowych ani biegunów w
punktach a i b, czyli g(a) oraz g(b) s¡ sko«czone i ró»ne od 0. Mamy wówczas

lim
r→0

r1−αh(b+ reit) = lim
r→0

r1−α(−reit)nu(b+ reit) =

= u(b)eint(−1)n lim
r→0

r1+n−α

lim
r→0

r1+αh(a+ reit) = lim
r→0

r1+α(b− a− reit)nu(a+ reit) =

= u(a)(b− a)n lim
r→0

r1+α

Aby wi¦c mie¢

lim
r→0

r1−αh(b+ reit) = lim
r→0

r1+αh(a+ reit) = 0

potrzebujemy
1 + n− α = 1 + β > 0

1 + α > 0

czyli
α, β > −1

Przy tych zaªo»eniach mamy

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(r,ε)

h(z)

(
z − a
b− z

)α
dz =

133



= (1− e2παi)

∫ b

a

h(x)

(
x− a
b− x

)α
dx =

= (1− e2παi)

∫ b

a

g(x)(x− a)α(b− x)βdx

Z drugiej strony mo»emy u»y¢ twierdzenia o residuach by policzy¢ t¡ caªk¦
konturow¡. Nie mo»emy jednak u»y¢ osobliwo±ci wewn¡trz konturu: osobliwo±¢
wewn¡trz konturu jest ci¦ciem, a twierdzenie zakªada, »e wewn¡trz konturu
funkcja jest holomor�czna za wyj¡tkiem sko«czonej liczby punktów. Zamiast
tego, musimy u»y¢ osobliwo±ci na zewn¡trz konturu - wliczaj¡c w to residuum
w niesko«czono±ci. Mamy

lim
r→0

lim
ε→0+

∮
K(r,ε)

h(z)

(
z − a
b− z

)α
dz =

= (−1)2 · 2πi

(∑
zk

Res
(
h(z)

(
z − a
b− z

)α
, zk

)
+ Res

(
h(z)

(
z − a
b− z

)α
,∞
))

Dwa czynniki −1, które si¦ kasuj¡, bior¡ sie z tego, ze z po pierwsze u»ywamy
biegunów na zewn¡trz konturu, a po drugie, kontur, tak jak zostaª narysowany,
jest obiegany w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, czyli w kierunku
ujemnym.

Porównuj¡c oba wzory, i wykorzystuj¡c równo±¢

2πi

1− e2παi
=
−πe−iπα

sin(πα)

otrzymujemy twierdzenie:

Twierdzenie:
Niech a, b ∈ R, a < b. Niech g b¦d¡ funkcj¡ wymiern¡ nie posiadaj¡c¡ oso-
bliwo±ci na odcinku [a, b] oraz nie posiadaj¡c¡ miejsc zerowych w punktach a
i b. Niech α, β ∈ R \ Z speªniaj¡ warunki α + β ∈ Z, α, β > −1. Niech
f(z) = g(z)(b − z)α+β( z−ab−z )α, gdzie ci¦cie funkcji pot¦gowej jest na dodatniej
póªosi rzeczywistej (czyli funkcja f ma ci¦cie na odcinku (a, b)). Wtedy∫ b

a

g(x)(x− a)α(b− x)βdx =
−πe−iπα

sin(πα)

(∑
zk

Res
(
f, zk

)
+ Res

(
f,∞

))

gdzie sumowanie po prawej stronie odbywa si¦ po wszystkich punktach osobli-
wych funkcji g.

Wykªad 21: Faktoryzacja Weierstrassa

Na zako«czenie tego dziaªu (analizy zespolonej) chciaªbym jeszcze przedstawi¢
par¦ wzorów które wyprowadza si¦ przy u»yciu metod analizy zespolonej, ale
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cz¦sto znajduj¡ zastosowanie w innych dziaªach.

Zacznijmy od przypomnienia podstawowego twierdzenia algebry, które mówi,
ze ka»dy wielomian o wspóªczynnikach zespolonych ma pierwiastek na pªasz-
czy¹nie zespolonej. Konsekwencj¡ tego twierdzenia jest gwarancja, »e ka»dy
wielomian mo»na zapisa¢ w postaci

w(z) = a(z − z1)n1(z − z2)n2 . . . (z − zk)nk

gdzie zi s¡ pierwiastkami tego wielomianu, a ni ∈ N s¡ krotno±ciami tych pier-
wiastków. Dalej wynika z tego, »e ka»dy wielomian jest jednoznacznie wyzna-
czony z dokªadno±ci¡ do staªej multiplikatywnej przez swoje miejsca zerowe i ich
krotno±ci. Mo»e pojawi¢ si¦ pytanie, czy w podobny sposób mo»na wyznacza¢
inne funkcje zespolone.

Niestety, w ogólno±ci jest to niemo»liwe. Na przykªad funkcje h(z) = eg(z),
gdzie g(z) jest dowoln¡ funkcj¡ holomor�czn¡ na caªej pªaszczy¹nie zespolonej,
jest sama funkcj¡ holomor�czn¡ na caªej pªaszczy¹nie zespolonej, i na dodatek
nie posiada »adnych miejsc zerowych (bo funkcja wykªadnicza nigdy si¦ nie
zeruje, nawet dla zespolonych argumentów). Oznacza to, »e je±li rozwa»amy
dowolne funkcje holomor�czne, a nie tylko wielomiany, to podaj¡c jej miejsca
zerowe i krotno±ci funkcji mo»emy okre±li¢ funkcj¦ co najwy»ej z dokªadno±ci¡
do czynnika eg(z).

Istniej¡ jednak przypadki, gdy ten czynnik jest znany. Zde�niujmy funkcj¦

S(z) = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
czyli

S(z) = lim
N→∞

SN (z)

gdzie

SN (z) = z

N∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
(przypomnienie:

∏
oznacza iloczyn podanych czynników). Póki co zakªadamy,

ze ta granica istnieje, ale zamierzam to udowodni¢. Zauwa»my, »e dla ka»dego
k ∈ Z mamy SN (kπ) = 0 dla N ≥ |k| Zatem w szczególno±ci

lim
N→∞

SN (kπ) = 0

S(kπ) = 0

A zatem funkcja S ma miejsca zerowe w punktach zk = kπ, k ∈ Z. Znamy
ju» jedn¡ funkcj¦ o tej wªasno±ci, funkcj¦ sinus. I faktycznie, okazuje si¦, »e
S(z) = sin z, czyli

sin z = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
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jest to tak zwana faktoryzacja Weierstrassa. Udowodnijmy ten wzór.

Zacznijmy od udowodnienia, »e niesko«czony iloczyn który wypisali±my po-
wy»ej jest w ogóle dobrze zde�niowany, czyli »e granica N → ∞ istnieje dla
dowolnego z (a nie tylko dla zk = kπ).
Rozwa»my |z| < R gdzie R jest dowoln¡ liczb¡ dodatni¡. Wykorzystuj¡c osza-
cowanie

1 + x ≤ ex dla x ∈ R

mo»emy otrzyma¢ oszacowanie∣∣∣∣1− z2

n2π2

∣∣∣∣ ≤ 1 +
|z|2

n2π2
≤ e

|z|2

n2π2 ≤ e
R2

n2π2

A zatem ∣∣∣∣∣
N∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)∣∣∣∣∣ ≤
N∏
n=1

e
R2

n2π2 = e
R2

π2

∑N
n=1

1
n2

Poniewa» szereg
∑N
n=1

1
n2 jest zbie»ny mamy zatem oszacowanie

|SN (z)| ≤ e
R2

π2

∑∞
n=1

1
n2 = M(R)

To, »e wszystkie funkcje SN (z) maj¡ wspólne ograniczenie M(R) na kole |z| <
R, gwarantuje istnienie granicy, na podstawie twierdzenia o zbie»no±ci ograni-
czonej. Poniewa» promie« R byª wybrany dowolnie, oznacza to »e zbie»no±¢
zachodzi na caªej pªaszczy¹nie zespolonej.

Udowodnijmy te», »e funkcja S(z) nie ma miejsc zerowych innych ni» kπ (co
jest teoretycznie mo»liwe, bo iloczyn niesko«czonej liczby niezerowych czynni-
ków mo»e by¢ w granicy równy 0). Zaªó»my wi¦c, »e z 6= kπ i we¹my N > |z|.
Rozpiszmy

S(z) =

N∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
·
∞∏

n=N+1

(
1− z2

n2π2

)
Pierwszy cynnik jes sko«czonym iloczynem, wi¦c przy zaªo»eniu, »e z 6= kπ
mamy

N∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
6= 0

Co do drugiego czynnika, zauwa»my, »e gdy n > N > |z| mamy 0 < |z|2
n2π2 <

1
π2

a dla |x| < 1
π2 mamy

|1− x| ≥ 1− |x| ≥ e−2|x|

Mamy wi¦c ∣∣∣∣1− z2

n2π2

∣∣∣∣ ≥ e−
2|z|2

n2π2
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∣∣∣∣∣
∞∏

n=N+1

(
1− z2

n2π2

)∣∣∣∣∣ ≥ e−
2|z|2

π2

∑∞
n=N+1

1
n2

Poniewa» suma
∑∞
n=N+1

1
n2 jest sko«czona, mamy

−2|z|2

π2

∞∑
n=N+1

1

n2
> −∞

a zatem

e−
2|z|2

π2

∑∞
n=N+1

1
n2 > 0

i w konsekwencji
|S(z)| > 0

Dowodzi to, »e funkcja S(z) nie ma inncyh miejsc zerowych ni» kπ.
Rozwa»my wi¦c funkcj¦

f(z) =
sin z

S(z)

Poniewa» wiemy ju», »e we wszystkich punktach w których, w których sinus ma
miejsce zerowe funkcja S(z) równie» ma miejsce zerowe, to oznacza, »e funkcja
f nie b¦dzie miaªa »adnych osobliwo±ci, b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na caªej
pªaszczy¹nie zespolonej. Wiemy te», »e funkcja f nigdzie si¦ nie zeruje, bo
wszystkie zera funkcji S s¡ kasowane przez zera funkcji sin z. Oznacza to, »e je±li
we¹miemy funkcj¦ ln f(z) to nigdzie nie b¦dzie miaªa on punktu rozgaª¦zienia
(bo to wymagaªoby f(z) = 0), a wi¦c b¦dzie jednoznacznie zde�niowana na
caªej pªaszczy¹nie zespolonej. Policzmy pochodn¡ (ln f(z))′. Zacznijmy od

S′(z) =

(
z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

))′
=

=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
+ z

∞∑
k=1

(1− z2

k2π2

)′∏
n 6=k

(
1− z2

n2π2

) =

=

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
−
∞∑
k=1

 2z2

k2π2

∏
n 6=k

(
1− z2

n2π2

)
a zatem

S′(z)

S(z)
=

1

z
−
∞∑
k=1

2z2

k2π2

1− z2

k2π2

=

=
1

z
+

∞∑
k=1

2z

z2 − k2π2

oraz

f ′(z) =
cos z

S(z)
− sin z(

S(z)
)2S′(z) =
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=
cos z

S(z)
− sin z

S(z)

(
1

z
+

∞∑
k=1

2z

z2 − k2π2

)

(ln f(z))′ =
f ′(z)

f(z)
= ctg z − 1

z
−
∞∑
k=1

2z2

z2 − k2π2

Podkre±lmy, »e wbrew pozorom funkcja (ln f(z))′ nie ma »adnych osobliwo±ci;
wszystkie bieguny funkcji cotangens s¡ kasowane przez odpowiednie wyrazy z
pozostaªej cz¦±ci.

Rozwa»my teraz kwadrat o ±rodku w 0 i boku 2π(N + 1
2 ) dla du»ego N :

π(N + 1
2
)

Dodanie do N skªadnika 1
2 gwarantuje, »e kwadrat nie b¦dzie przechodziª przez

»adn¡ z osobliwo±ci funkcji cotangens.

Oszacujmy warto±ci funkcji (ln f)′ na tym kwadracie. B¦dziemy osobno sza-
cowa¢ |ctgz| i pozostaª¡ cz¦±¢.

We»my najpierw |ctgz|. Dla pionowych boków mamy

z = π(N +
1

2
) + iy

ctg z = ctg
(
π(N +

1

2
) + iy

)
=

= − tan(iy) = tanh y
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a zatem na tych bokach mamy |ctg z| < 1 Dla poziomych boków mamy

z = x± iπ(N +
1

2
)

ctg z =
cos
(
x± iπ(N + 1

2 )
)

sin
(
x± iπ(N + 1

2 )
) =

=
cosx cos

(
iπ(N + 1

2 )
)
∓ sinx sin

(
iπ(N + 1

2 )
)

sinx cos
(
iπ(N + 1

2 )
)
± cosx sin

(
iπ(N + 1

2 )
) =

=
cosx cosh

(
π(N + 1

2 )
)
∓ i sinx sinh

(
π(N + 1

2 )
)

sinx cosh
(
π(N + 1

2 )
)
± i cosx sinh

(
π(N + 1

2 )
) =

=
cosx∓ i sinx tanh

(
π(N + 1

2 )
)

sinx± i cosx tanh
(
π(N + 1

2 )
)

A zatem

|ctg z|2 =
cos2 x+ sin2 x tanh2

(
π(N + 1

2 )
)

sin2 x+ cos2 x tanh2
(
π(N + 1

2 )
) =

= 1 +
(cos2 x− sin2 x)(1− tanh2

(
π(N + 1

2 )
)
)

sin2 x+ cos2 x tanh2
(
π(N + 1

2 )
) ≤

≤ 1 +
1− tanh2

(
π(N + 1

2 )
)

sin2 x+ cos2 x tanh2
(
π(N + 1

2 )
) ≤

≤ 1 +
1− tanh2

(
π(N + 1

2 )
)

tanh2
(
π(N + 1

2 )
) =

≤ 1

tanh2
(
π(N + 1

2 )
)

Dla du»ych N mamy

tanh
(
π(N +

1

2
)
)
→ 1

, a wi¦c dla dostatecznie du»ych N mamy

tanh
(
π(N +

1

2
)
)
>

1

2

|ctg
(
x+±iπ(N +

1

2
)
)
| < 2

Dla pozostaªej cz¦±ci (ln f)′ mamy, na pionowych bokach

1

z
+

∞∑
k=1

2z

z2 − k2π2
=

=
1

z
+ lim
M→∞

M∑
k=1

(
1

z − kπ
+

1

z + kπ

)
=
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= lim
M→∞

M∑
k=−M

1

z − kπ
=

= lim
M→∞

M∑
k=−M

1

(N − k + 1
2 )π + iy

=

rozbijamy sum¦ na dwa kawaªki

= lim
M→∞

( N∑
k=−M

1

(N − k + 1
2 )π + iy

+

M∑
k=N+1

1

(N − k + 1
2 )π + iy

)
=

w drugiej sumie podstawiamy n = N − k; w trzeciej sumie podstawiamy n = k −N − 1

= lim
M→∞

(M+N∑
n=0

1

(n+ 1
2 )π + iy

+

M−N−1∑
n=0

1

(−n− 1
2 )π + iy

)
=

inaczej organizujemy sumy

= lim
M→∞

(
M+N∑

n=M−N

1

(n+ 1
2 )π + iy

+

M−N−1∑
n=0

(
1

(n+ 1
2 )π + iy

+
1

−(n+ 1
2 )π + iy

))
=

= lim
M→∞

(
M+N∑

n=M−N

1

(n+ 1
2 )π + iy

+

M−N−1∑
n=0

2iy

(n+ 1
2 )2π2 + y2

)

Mamy oszacowanie (zakªadaj¡c M > N)∣∣∣∣∣
M+N∑

n=M−N

1

(n+ 1
2 )π + iy

∣∣∣∣∣ ≤
M+N∑

n=M−N

1

(M −N + 1
2 )π

=
2N + 1

(M −N + 1
2 )π
→M→∞ 0

wi¦c

lim
M→∞

M+N∑
n=M−N

1

(n+ 1
2 )π + iy

= 0

Mamy te» ∣∣∣∣∣ lim
M→∞

M−N−1∑
n=0

2y

(n+ 1
2 )2π2 + y2

∣∣∣∣∣ =

=

∞∑
n=0

2|y|
(n+ 1

2 )2π2 + y2
≤

poniewa» funkcja
2|y|

t2π2 + y2
jest malej¡ca dla t > 0

≤
∫ ∞

1/2

2|y|
t2π2 + y2

dt =

=

(
2

π
arctan

πt

|y|

)∣∣∣∣∞
t= 1

2

=
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= 1− 2

π
arctan

π

2|y|
≤ 1

Na poziomych bokach mo»na skonstruowa¢ podobne oszacowanie (cho¢ jest to
nieco bardziej skomplikowane, t¦ cz¦±¢ pomin¦).

W ka»dym razie, oszacowuj¡c oba skªadniki |(ln f)′| na wszystkich bokach
dowodzimy, »e (ln f)′ jest funkcj¡ ograniczon¡ na kwadracie; Ponadto to ogra-
niczenie jest wspólne dla wszystkich kwadratów o dostatecznie du»ym boku.
Wynika z tego, »e funkcja (ln f)′ jest funkcj¡ ograniczon¡ na caªej pªaszczy¹nie,
a poniewa» jest ponadto holomorfoczna na caªej pªaszczy¹nie, to z twierdzenia
Liouville'a wynika, »e jest funkcj¡ staª¡:

(ln f(z))′ = c

a zatem
ln f(z) = cz + d

f(z) = ecz+d

Mamy jednak

f(0) = lim
z→0

sin z

S(z)
= lim
z→0

cos z

S′(z)
=

1

1
= 1

A zatem
ed = 1

d = 0

Poniewa» ponadto f(z) jest funkcj¡ parzyst¡ (poniewa» zarówno sin z jak i S(z)
s¡ funkcjami nieparzystymi) to f(z) = f(−z), z czego wynika, »e c = 0. Mamy
zatem f = 1, czyli

sin z = S(z) = z

∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
Podobne rozwini¦cie mo»na skontruowa¢ dla funkcji cosinus. Podam, juz

bez dowodu:

cos z =

∞∏
n=1

(
1− z2

(n+ 1
2 )2π2

)
Mo»na u»ywa¢ tych rozwini¦¢ do znajdywania sum pewnych szeregów. Je±li

na przykª¡d rozwiniemy sunkcj¦ sin z do wyrazów rz¦du z3 otrzymujemy

z − z3

6
+O(z5) = z − z3

π2

∞∑
n=1

1

n2
+O(z5)

Porównuj¡c obie strony, znajdujemy

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
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Otrzymane przy okazji rozwini¦cie

ctg z = lim
M→∞

M∑
k=−M

1

z − kπ

lub

ctg (πz) = lim
M→∞

M∑
k=−M

1

π

1

z − k

równie» ma swoje zastosowania; je»eli mamy na przykªad dowoln¡ funkcj¦ ho-
lomor�czn¡ f która nie ma osobliwo±ci dla z ∈ Z, mo»emy spróbowa¢ policzy¢
szereg

∞∑
k=−∞

f(k)

wykorzystuj¡c caªk¦ konturow¡ z funkcji πctg (πz)f(z) Mamy bowiem

Res (πctg (πz)f(z), n) = Res

( ∞∑
k=−∞

f(z)

z − k
, n

)
= f(n)

Je»eli wybierzemy odpowiedni kontur caªkowania, mamy wi¦c∮
k

πctg (πz)f(z)dz = 2πi

(∑
n

f(n) +
∑
zm

Res (πctg (πz)f(z), zm)

)

gdzie sumowanie po n obejmuje wszystkie liczby caªkowite okr¡»ane przez dany
kontur, a zm s¡ punktami osobliwymi funkcji f , równie» okr¡»anymi przez kon-
tur. U»yteczno±¢ tej metody zale»y jednak od tego, czy uda si¦ znale¹¢ odpo-
wiedni kontur dla którego jeste±my w stanie policzy¢ powy»sz¡ caªk¦ konturow¡,
przynajmniej w jakiej± granicy.

�wiczenia wykªadowe 11: zastosowania caªek ze-
spolonych do liczenia caªek rzeczywistych, cz¦±¢ 3

Policzmy caªk¦ ∫ ∞
0

lnx

x3 + 1
dx

U»ywaj¡c przedstawionych na wykªadzie metod.

Pierwsza metoda polegaªa na zapisaniu tej caªki za pomoc¡ pochodnej po
parametrze: ∫ ∞

0

lnx

x3 + 1
dx =

(
d

dα

∫ ∞
0

xα

x3 + 1
dx

)∣∣∣∣
α=0
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�atwo sprawdzi¢, »e dla α ≈ 0 caªka jest zbie»na, wi¦c do jej policzenia mo»na
u»y¢ caªki konturowej po dziurce od klucza:∮

K

zα

z3 + 1
dz = (1− e2πα)

∫ ∞
0

xα

x3 + 1
dx

oraz z drugiej strony∮
K

zα

z3 + 1
dz = 2πi

∑
zk

Res

(
zα

z3 + 1
, zk

)
Punktami osobliwymi s¡ miejsca zerowe wielomianu z3 + 1:

z3 + 1 = 0 ⇒
z3 = −1 = eiπ ⇒

z = e
iπ + i2πk

3
= e

iπ(2k+1)
3 , k ∈ {0, 1, 2}

Mamy wi¦c

z1 = e
iπ
3 , z2 = e

i3π
3 = eiπ − 1, z3 = e

i5π
3

z3 + 1 = (z − z1)(z − z2)(z − z3)

Res

(
zα

z3 + 1
, zk

)
=

= lim
z→zk

(z − zk)zα

z3 + 1
=0/0,u»ywaj¡c reguªy de l'Hospitala

= lim
z→zk

zα + (z − zk)αzα−1

3z2
=

=
zαk
3z2
k

=
1

3
zα−2
k =

1

3
e

iπ(α−2)(2k+1)
3

2∑
k=0

Res

(
zα

z3 + 1
, zk

)
=

=

2∑
k=0

1

3
e

iπ(α−2)(2k+1)
3 =

1

3
e

iπ(α−2)
3

(
1 + e

i2π(α−2)
3 + e

i4π(α−2)
3

)
=

ze wzoru na sko«czon¡ sum¦ szeregu geometrycznego 1 + q + · · ·+ qn =
1− qn+1

1− q

=
1

3
e

iπ(α−2)
3

1− ei2π(α−2)

1− e
i2π(α−2)

3

=
1

3
e

iπ(α−2)
3

1− ei2πα

1− e
i2π(α−2)

3

a zatem ∮
K

zα

z3 + 1
dz =

2πi

3
e

iπ(α−2)
3

1− ei2πα

1− e
i2π(α−2)

3
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(1− e2πα)

∫ ∞
0

xα

x3 + 1
dx =

2πi

3
e

iπ(α−2)
3

1− ei2πα

1− e
i2π(α−2)

3

∫ ∞
0

xα

x3 + 1
dx =

2πi

3

e
iπ(α−2)

3

1− e
i2π(α−2)

3

=

=
2πi

3

1

e
−iπ(α−2)

3 − e
iπ(α−2)

3

=

=
2πi

3

1

−2i sin π(α−2)
3

=

=
−π

3 sin π(α−2)
3

∫ ∞
0

lnx

x3 + 1
dx =

=

(
d

dα

∫ ∞
0

xα

x3 + 1
dx

)∣∣∣∣
α=0

=

=

(
d

dα

−π
3 sin π(α−2)

3

)∣∣∣∣∣
α=0

=

=

(
−π
3

−1

sin2 π(α−2)
3

π

3
cos

π(α− 2)

3

)∣∣∣∣∣
α=0

=

=
π2

9

cos −2π
3

sin2 −2π
3

=

=
π2

9

− 1
2(

−
√

3
2

)2 =
−2π2

27

Druga przedstawiona metoda bezpo±rednio wykorzystuje caªk¦ konturow¡
po dziurce od klucza z funkcji ln2 z

z3+1 oraz wzór∮
K

ln2 z

z3 + 1
dz = −4πi

∫ ∞
0

ln z

x3 + 1
dx+ 4π2

∫ ∞
0

1

x3 + 1
dx

Z którego otrzymujemy∫ ∞
0

ln z

x3 + 1
dx = − 1

4π
Im

(∮
K

ln2 z

z3 + 1
dz

)
lub ∫ ∞

0

ln z

x3 + 1
dx = Re

(
− 1

4πi

∮
K

ln2 z

z3 + 1
dz

)
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Mamy

Res

(
ln2 z

z3 + 1
, zk

)
=

= lim
z→zk

(z − zk) ln2 z

z3 + 1
=0/0,u»ywaj¡c reguªy de l'Hospitala

= lim
z→zk

ln2 z + (z − zk) 2
z ln z

3z2
=

=
ln2 zk
3z2
k

=
ln2 e

iπ(2k+1)
3

3(e
iπ(2k+1)

3 )2
=

=

(
iπ(2k+1)

3

)2

3e
iπ(4k+2)

3

=
−π2(2k + 1)2

27e
iπ(4k+2)

3

∮
K

ln2 z

z3 + 1
dz =

= 2πi

2∑
k=0

Res

(
ln2 z

z3 + 1
, zk

)
=

= 2πi

(
−π2

27e
i2π
3

+
−9π2

27e
i6π
3

+
−25π2

27e
i10π
3

)
=

= 2πi
−π2

27

(
e
−i2π

3 + 9 + 25e
i2π
3

)
=

= 2πi
−π2

27

(
−1− i

√
3

2
+ 9 + 25

−1 + i
√

3

2

)
=

= 2πi
−π2

27
(−4 + i12

√
3)

a zatem ∫ ∞
0

ln z

x3 + 1
dx =

= Re

(
− 1

4πi
2πi
−π2

27
(−4 + i12

√
3)

)
=

= Re

(
π2

27
(−2 + i6

√
3)

)
=

=
−2π2

27

Drug¡ caªk¡, któr¡ policzymy, b¦dzie∫ 1

0

dx√
x(1− x)
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Jest to szczególny przypadek caªki∫ b

a

g(x)(x− a)α(b− x)βdx

z a = 0, b = 1, g(x) = 1, α = β = − 1
2 . Parametry te speªniaj¡ podane na

wykª¡dzie warunki, wi¦c mo»emy skorzysta¢ z przedstawionych na wykªadzie
metod.

Pierwsza metoda polega na zamianie zmiennych:

ξ =
x

1− x
, x =

ξ

ξ + 1
, dx =

dξ

(ξ + 1)2

Przy tej transformacji otrzymujemy∫ 1

0

dx√
x(1− x)

=

∫ ∞
0

1√
ξ
ξ+1 ·

1
ξ+1

dξ

(ξ + 1)2
=

∫ ∞
0

ξ−
1
2

ξ + 1
dξ

Caªk¦ t¦ liczymy za pomoc¡ caªki konturowej po dziurce od klucza

(1− e−
1
2 ·2πi)

∫ ∞
0

ξ−
1
2

ξ + 1
dξ =

∮
z−

1
2

z + 1
dξ = 2πiRes

(
z−

1
2

z + 1
,−1

)

czyli ∫ ∞
0

ξ−
1
2

ξ + 1
dξ =

=
1

1− e−πi
2πiRes

(
z−

1
2

z + 1
,−1

)
=

=
1

1− (−1)
2πi lim

z→−1

(
z−

1
2

)
=

=
1

2
· 2πi

(
eiπ
)− 1

2 =

= πie−
iπ
2 = πi · (−i) = π

Druga metoda polega na wykorzystaniu caªki konturowej po ko±ci i wzoru∮
K

g(z)(b− z)α+β

(
z − a
b− z

)α
dz = (1− e2παi)

∫ b

a

g(x)(x− a)α(b− x)βdx

w tym przypadku∮
K

1

1− z

(
z

1− z

)− 1
2

dz = (1− e−πi)

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

dx
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Funkcja 1
1−z

(
z

1−z

)− 1
2

nie posiada na pªaszczy¹nie zespolonej osobliwo±ci poza

obszarem obj¦tym konturem, wi¦c do policzenia caªki konturowej potrzebujemy
jedynie residuum w niesko«czono±ci:∮

K

1

1− z

(
z

1− z

)− 1
2

dz =

= 2πiRes

(
1

1− z

(
z

1− z

)− 1
2

,∞

)
=

u»ywaj¡c wzoru Res(f(z),∞) = Res(
−1
z2
f(

1

z
), 0)

= 2πiRes

−1

z2

1

1− 1
z

( 1
z

1− 1
z

)− 1
2

, 0

 =

= 2πiRes

(
−1

z(z − 1)

(
1

z − 1

)− 1
2

, 0

)
=

= 2πi lim
z→0

−1

z − 1

(
1

z − 1

)− 1
2

=

= 2πi(−1)−
1
2 = 2πi(eiπ)−

1
2 = 2πie−

iπ
2 = 2πi · (−i) = 2π

A zatem∫ 1

0

dx√
x(1− x)

dx =
1

1− e−παi

∮
K

1

1− z

(
z

1− z

)− 1
2

dz =
1

2
· 2π = π

Podkre±l¦, ze przy liczeniu caªek z wykorzystaniem dziurki od klucza lub ko-
±ci nale»y by¢ ostro»nym przy obliczaniu warto±ci warto±ci pot¦g i logarytmów.
S¡ to funkcje wieloznaczne, wi¦c wa»ne jest, by przy ich liczeniu u»ywa¢ rozkªadu
z = reiϕ z ϕ ∈ (0, 2π), który pozwala wybra¢ konkretn¡ waro±¢ pierwiastka i
logarytmu. Nale»y równie» unika¢ dokonywania uproszcze« opieraj¡cych si¦ na
wªasno±ciach pot¦g, bo mo»e to prowadzi¢ do zªego wyniku. Na przykª¡d w
przykª¡dzie powy»ej mieli±my(

1

z − 1

)− 1
2

∣∣∣∣∣
z=0

= (−1)−
1
2 = −i

gdyby±my dokonali "uproszczenia"mieliby±my

(z − 1)
1
2

∣∣∣
z=0

= (−1)
1
2 = +i

i otrzymaliby±my bª¦dny wynik. Wynika to z tego, »e po wprowadzeniu ci¦cia
i skonkretyzowaniu warto±ci funkcji pot¦gowej wzór (zα)β = zαβ przestaje by¢
zawsze speªniony.
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Wykªad 22: Funkcja Gamma

Dot¡d zajmowali±my si¦ niemal wyª¡cznie tzw. funkcjami elementarnymi: s¡ to
funkcje, które mo»na zbudowa¢ za pomoc¡ podstawowych operacji algebraicz-
nych (dodawanie, odejmowanie, mno»enie, dzielenie, pot¦gowanie) oraz funkcji:
wykªadniczej oraz logarytm. Istnieje jednak wiele funkcji maj¡cych zastosowa-
nie w �zyce, które nie daj¡ si¦ wyrazi¢ jako funkcje elementarne. Funkcje te
zazwyczaj s¡ de�niowane jako rozwi¡zania szczególnych równa« ró»niczkowych
(np. tzw. /it funkcje Bessela) lub za pomoc¡ caªki z parametrem. Zajmiemy
si¦ dzi± jedn¡ z najcz¦±ciej spotykanych funkcji tej drugiej kategorii, tzw. /it
funkcj¡ gamma (Γ) Eulera.

Funkcja Γ Eulera jest zde�niowana wzorem

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

Zbadajmy zbie»no±¢ tej caªki. Nie ma problemu ze zbie»no±ci¡ dla t → ∞,
poniewa» funkcja et ro±nie szybciej ni» dowolna funkcja pot¦gowa tz, co czyni
powy»sz¡ caªk¦ zbie»n¡ w niesko«czono±ci dla dowolnego z ∈ C. Jest jednak
problem dla t→ 0. Poniewa» e−t zbiega do 1 dla t→ 0, to powy»sza caªka jest
zbie»na wtedy i tylko wtedy gdy caªka∫ 1

0

tz−1dt =

(
tz

z

)∣∣∣∣t=1

t=0

jest zbie»na, co zachodzi gdy Re z > 0, (bo wtedy (tz)z=0 = 0). Oznacza
to, ze funkcja Γ mo»e by¢ zde�niowana powy»szym wzorem tylko na póªpªasz-
czy¹nie wyznaczonej tym warunkiem. Mo»na j¡ zde�niowa¢ te» na pozostaªej
cz¦±ci pªaszczyzny (za wyj¡tkiem izolowanych punktów) ale do tego dojdziemy
za chwil¦. Najpierw udowodnijmy par¦ wªasno±ci.

Po pierwsze poka»my, »e jest ona funkcj¡ holomor�czn¡. W tym celu po-
trzebujemy pokaza¢, »e caªka∫ ∞

0

∂

∂z

(
tz−1e−t

)
dt =

∫ ∞
0

ln t tz−1e−tdt

jest zbie»na; wtedy funkcja Γ b¦dzie miaªa pochodn¡ równ¡ tej caªce. ZBie»no±¢
tej caªki pokazuje si¦ podobnie jak zbie»no±¢ caªki de�niuj¡cej sam¡ funkcj¦
gamma, jedynie zamiast zbie»no±ci caªki

∫ 1

0
tz−1dt musimy zbada¢ zbie»no±¢

caªki ∫ 1

0

ln t tz−1dt

Caªkuj¡c przez cz¦±ci z u′ = tz−1, v = ln t, mamy∫ 1

0

ln t tz−1dt =

(
ln t

tz

z

)∣∣∣∣t=1

t=0

−
∫ 1

0

1

t

tz

z
dt =

(
ln t

tz

z
− tz

z2

)∣∣∣∣t=1

t=0
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Jak poprzednio, granica w t = 0 istnieje wtedy i tylko wtedy gdy Re z > 0. Za-
tem w obszarze, na którym funkcja Γ jest zde�niowana jest ona ró»niczkowalna,
wi¦c jest funkcj¡ holomor�czn¡.

Po drugie, udowodnijmy wzór rekurencyjny na funkcj¦ Γ:

Γ(z + 1) = zΓ(z) dla Re z > 0

Mamy

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

tze−tdt =

caªkuj¡c przez cz¦±ci u′ = e−t
, v = tz, u = −e−t

, v′ = ztz−1

=
(
−tze−t

)∣∣t=∞
t=0

+

∫ ∞
0

ztz−1e−tdt =

= 0 + z

∫ ∞
0

tz−1e−tdt =

= zΓ(z)

Zauwa»my te», »e

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = 1

Oznacza to, »e dla n ∈ N

Γ(n+ 1) = nΓ(n) + n(n− 1) Γ(n− 1) = · · · = n(n− 1) . . . 1 · Γ(1) = n!

Oznacza to, »e funkcj¦ Γ(z+1) mo»emy traktowa¢ jako uogólnienie funkcji silnia
na liczby niecaªkowite, a nawet na liczby zespolone.

Relacja Γ(z + 1) = zΓ(z) pozwala nam te» rozszerzy¢ de�nicj¦ funkcji Γ na
wi¦kszy obszar. Mo»emy bowiem zde�niowa¢

Γ(z) =
1

z
Γ(z + 1) :=

1

z

∫ ∞
0

tze−tdt

i ten ostatni wzór jest dobrze okre±lony dla Re z > −1, z 6= 0. Mo»emy te»
kontynuowa¢ t¡ metod¦; u»ywaj¡c wielokrotnie wzoru Γ(z + 1) = zΓ(z) otrzy-
mujemy

Γ(z + n) = (z + n− 1)(z + n− 2) . . . zΓ(z)

co pozwala nam zde�niowa¢

Γ(z) :=
1

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + n− 1)

∫ ∞
0

tz+n−1e−tdt

co pozwala zde�niowa¢ funkcj¦ Γ dla Re z > −n, z 6= 0,−1,−2, . . . , n − 1. Po-
przez caªkowanie przez cz¦±ci mo»na pokaza¢, »e ró»ne te de�nicje daj¡ ten sam
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wynik na obszarach gdzie obie maj¡ zastosowanie. Dzi¦ki temu, i poniewa» n
mog¦ wybra¢ dowolnie du»e, mo»na w ten sposób zde�niowa¢ funkcj¦ Γ na ca-
ªej pªaszczy¹nie zespolonej, poza punktami z ∈ {0,−1,−2, . . . }, w których to
punktach funkcja Γ ma osobliwo±ci.

Kolejna wªasno±¢ funkcji Γ wynika ze wzoru

lim
n→∞

(
1− t

n

)n
1[0,n](t) = e−t, dla t ≥ 0

gdzie 1[0,n](t) jest funkcj¡ charakterystyczn¡ przedziaªu [0, n], czyli

1[0,n](t) =

{
1 dla t ∈ [0, n]
0 dla t /∈ [0, n]

Jest to zbie»no±¢ jednostajna, co pozwala nam zapisa¢

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt =

= lim
n→∞

∫ ∞
0

tz−1

(
1− t

n

)n
1[0,n](t)dt =

= lim
n→∞

∫ n

0

tz−1

(
1− t

n

)n
dt =

zamiana zmiennej caªkowania t = ns

= lim
n→∞

∫ 1

0

(ns)z−1(1− s)nnds =

= lim
n→∞

nz
∫ 1

0

sz−1(1− s)nds =

u»ywaj¡c wielokrotnie caªkowania przez cz¦±ci

= lim
n→∞

nz

((
sz

z
(1− s)n

)∣∣∣∣s=1

s=0

+
n

z

∫ 1

0

sz(1− s)n−1ds

)
=

= lim
n→∞

nz
n

z

∫ 1

0

sz(1− s)n−1ds =

kontynuuj¡c caªkowanie przez cz¦±ci

= lim
n→∞

nz · n(n− 1) . . . (n− k + 1)

z(z + 1) . . . (z + k − 1)

∫ 1

0

sz+k−1(1− s)n−kds =

= lim
n→∞

nz · n(n− 1) . . . 1

z(z + 1) . . . (z + n− 1)

∫ 1

0

sz+n−1ds =

= lim
n→∞

nz · n!

z(z + 1) . . . (z + n)

Ten ostatni wzór mo»na traktowa¢ jako alternatywn¡ de�nicj¦ funkcji Γ; jest to
de�nicja dobra dla wszystkich z ∈ C \ {0,−1,−2, . . . }.
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De�niuje si¦ równie» tzw. funkcj¦ digamma:

ψ(z) :=
Γ′(z)

Γ(z)

Wykorzystuj¡c wy»ej wyprowadzony wzór na funkcj¦ Γ mamy

ln Γ(z) = lim
n→∞

(
z lnn+ ln(n!)−

n∑
k=0

ln(z + k)

)
a zatem

ψ(z) = (ln Γ(z))
′

=

= lim
n→∞

(
lnn−

n∑
k=0

1

z + k

)

W szczególno±ci

ψ(1) = lim
n→∞

(
lnn−

n∑
k=0

1

1 + k

)
=

= lim
n→∞

(
lnn−

n+1∑
k=1

1

k

)
=

poniewa» ostatni wyraz szeregu d¡»y do 0

= lim
n→∞

(
lnn−

n∑
k=1

1

k

)

Okazuje si¦, »e warto±¢ ψ(1) nie daje si¦ wyrazi¢ za pomoc¡ operacji algebra-
icznych i liczb takich jak e czy π. Jest ona równa

ψ(1) = −γ

gdzie
γ ≈ 0.5772156649 . . .

jest now¡ staª¡ niewymiern¡, nazywan¡ staª¡ Eulera-Mascheroniego. Pojawia
si¦ ona czasem w �zyce. Wyra»a ona ró»nic¡ pomi¦dzy caªk¡

∫
1
xdx a sum¡∑

1
n :

γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
−
∫ n

1

dx

x

)
Funkcj¦ digamma mo»na te» wykorzysta¢ do zapisywania sum pewnych sze-

regów. Na przykªad, dla a, b /∈ {0,−1,−2, . . . }, a 6= b mamy

∞∑
k=0

1

(k + a)(k + b)
=

∞∑
k=0

1

b− a

(
1

k + a
− 1

k + b

)
=
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= lim
n→∞

1

b− a

(
n∑
k=0

1

k + a
−

n∑
k=0

1

k + b

)
=

= lim
n→∞

1

b− a

((
lnn−

n∑
k=0

1

k + b

)
−

(
lnn−

n∑
k=0

1

k + a

))
=

=
ψ(b)− ψ(a)

b− a

W podobny sposób mo»na zapisa¢ sum¦ dowolnego zbie»nego szeregu

∞∑
k=0

q(k)

gdzie q jest funkcj¡ wymiern¡ której pierwiastki s¡ jednokrotne; gdy q ma pier-
wiastki wielokrotne, mo»na u»y¢ podobnej metody, ale trzeba wykorzysta¢ po-
chodne funkcji ψ.

Rozwa»my teraz iloczyn

Γ(α)Γ(β) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt

∫ ∞
0

sβ−1e−sds =

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

tα−1sβ−1e−t−sds

)
dt =

zamieniaj¡c zmienne s = u-t

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
t

tα−1(u− t)β−1e−udu

)
dt =

zamieniaj¡c kolejno±¢ caªkowania

=

∫ ∞
0

(∫ u

0

tα−1(u− t)β−1e−udt

)
du =

zamieniaj¡c zmienne t = ux

=

∫ ∞
0

(∫ 1

0

(ux)α−1(u− ux)β−1e−uudx

)
du =

=

∫ ∞
0

uα+β−1e−udu

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx =

= Γ(α+ β)

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx

Otrzymujemy zatem wzór

B(α, β) :=

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
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funkcj¦ B(α, β) nazywa si¦ funkcj¡ beta Eulera; jak widzimy, mo»na j¡ wyrazi¢
za pomoc¡ funkcji Γ. Pozwala to szybko policzy¢ caªki typu∫ 1

0

xn(1− x)mdx = B(n+ 1,m+ 1) =
Γ(n+ 1)Γ(m+ 1)

Γ(n+m+ 2)
=

n! ·m!

(n+m+ 1)!

Mamy równie»

Γ(α)Γ(1− α) = Γ(1)

∫ 1

0

xα−1(1− x)−αdz

licz¡c t¡ caªk¦ u»ywaj¡c caªki konturowej po ko±ci otrzymujemy (dla α ∈ (0, 1)):∫ 1

0

xα−1(1− x)−αdz =
2πi

1− e2πi(α−1)

∮
(1− z)

(
z

1− z

)α−1

dz =

=
2πi

1− e2παi
Res

(
(1− z)

(
z

1− z

)α−1

,∞

)
=

=
2πi

1− e2παi
Res

(
−(1− 1

z
)

(
1

z − 1

)α−1

, 0

)
=

=
2πi

1− e2παi
lim
z→0

(1− z)
(

1

z − 1

)α−1

=

=
2πi

1− e2παi
(−1)α−1 =

=
2πi

1− e2παi
(−eπαi) =

=
2πi

eπαi − e−παi
=

=
π

sin(πα)

Otrzymujemy wi¦c wzór

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin(πα)

Cho¢ udowodnili±my go jedynie dla α ∈ (0, 1), mo»na udowodni¢ »e jest on
speªniony dla wszystkich α ∈ C\Z. Szczególnym przypadkiem jego zastosowania
jest α = 1

2 , które daje nam(
Γ

(
1

2

))2

=
π

sin π
2

= π

czyli

Γ

(
1

2

)
=
√
π
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U»ywaj¡c wzoru rekurencyjnego otrzymujemy

Γ

(
n+

1

2

)
=

(
n− 1

2

)
Γ

(
n− 1

2

)
=

=

(
n− 1

2

)
· · · · · 3

2
· 1

2
· Γ
(

1

2

)
=

=
(2n− 1) · · · · · 3 · 1

2n
√
π =

=

√
π(2n− 1)!!

2n

czyli nie tylko n! ale i (1n − 1)!! mo»na zapisa¢ za pomoc¡ funkcji Γ. Nawet
wi¦cej: dowolny iloczyn postaci

α · (α+ 1) · · · · · (α+ n)

mo»na dla α /∈ {0,−1,−2, . . . } zapisa¢ jako

α · (α+ 1) · · · · · (α+ n) =
Γ(α+ n+ 1)

Γ(α)

Zaªó»my teraz z ∈ R, z > 0. Zapiszmy funkcj¦ Γ w postaci

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

tze−tdt =

zamieniamy zmienne t = zs

=

∫ ∞
0

(zs)ze−zszds =

= zz+1

∫ ∞
0

sze−zsds =

= zz+1

∫ ∞
0

ez ln se−zsds =

= zz+1

∫ ∞
0

e−z(s−ln s)ds

Przyjrzyjmy si¦ funkcji f(s) = s− ln s, zbadajmy jej przebieg. Poniewa» f ′(s) =
1− 1

s , funkcja f ma ekstremum w s = 1; dalsze badanie pokazaªoby, »e jest to
jedyne minimum. Je»eli zatem liczymy caªk¦

∫∞
0

e−zf(s)ds dla du»ego z � 1,
to gªówny wkªad do tej caªki b¦dzie pochodziª od s ≈ 1: dla punktów odlegªych
od s = 1 mamy zf(s) � zf(1) a zatem e−zf(s) � e−zf(1). Rozwijaj¡c funkcj¦
f w szereg Taylora wokóª s = 1 do wyrazów kwadratowych mamy

f(s) = f(1) + f ′(1)(s− 1) +
1

2
f ′′(1)(s− 1)2 + r(s) =

= 1 +
1

2
(s− 1)2 + r(s)
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Pozwala nam to zrobi¢ przybli»enie∫ ∞
0

e−z(s−ln s)ds ≈
∫ ∞

0

e−z(1+
(s−1)2

2 )ds ≈ e−z
∫ ∞
−∞

e−z
(s−1)2

2 ds

Mamy z kolei, z caªki Gaussa:∫ ∞
−∞

e−z
(s−1)2

2 ds =

∫ ∞
−∞

e−
z
2 s

2

ds =

√
2π

z

W sumie dostajemy, dla du»ych z:

Γ(z + 1) ≈ zz+1e−z
√

2π

z
= zze−z

√
2πz

czyli w szczególno±ci
n! ≈ nne−n

√
2πn

Jest to tak zwany wzór Stirlinga. �cisªy dowód mo»e pokaza¢, »e

n!

nne−n
√

2πn
= 1 +O

(
1

n

)

Wykªad 23: Szereg Fouriera

Zaªó»my, »e funkcja g jest holomor�czna na pier±cieniu o ±rodku w z = 0 i
zawieraj¡cym okr¡g |z| = 1. W tym pier±cieniu mo»e ona by¢ rozwini¦ta w
szereg Laurenta:

g(z) =

∞∑
n=−∞

cnz
n

gdzie

cn =
1

2πi

∮
|z|=1

g(z)

zn+1
dz

Gdy podstawimy z = eiϕ otrzymujemy

g(eiϕ) =

∞∑
n=−∞

cneinϕ

oraz

cn =
1

2πi

∫ π

−π

g(eiϕ)

(eiϕ)n+1
ieiϕdϕ =

1

2π

∫ π

−π
g(eiϕ)e−inϕdϕ

Oznaczmy g(eiϕ) = f(ϕ). Z konstrukcji f jest funkcj¡ ci¡gª¡ (a nawet
gªadk¡) na R, okresow¡ z okresem 2π. Mamy dla niej

f(ϕ) =

∞∑
n=−∞

cneinϕ
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gdzie

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(ϕ)e−inϕdϕ

Takie przedstawienie nazywamy funkcji okresowej nazywamy szeregiem Fouriera.
Cho¢ powy»ej zostaªo ono wyprowadzone jedynie dla funkcji postaci f(ϕ) =
g(eiϕ) gdzie g jest funkcj¡ holomor�czna, okazuje si¦, »e mo»na je uogólni¢ na
funkcje okresowe o dowolnym okresie, i nawet niekoniecznie ci¡gªe (cho¢ pewne
warunki wci¡» b¦d¡ musiaªy speªnia¢).

Twierdzenie o szeregu Fouriera:
Niech f : R→ C b¦dzie funkcj¡ okresow¡ o okresie 2π tak¡, »e

• jest kawaªkami gªadka, czyli przedziaª (−π, π) mo»na podzieli¢ na sko«-
czon¡ liczb¦ przedziaªów (xi, xi+1) na których funkcja f jest ci¡gªa i ma
ci¡gª¡ pochodn¡

• na ka»dym przedziale gªadko±ci pochodna funkcji f jest ograniczona

• w punktach nieci¡gªo±ci xi granice lewostronna i prawostronna funkcji f
s¡ sko«czone i speªniaj¡ one warunek

f(xi) =
1

2

(
lim

x→xi−
f(x) + lim

x→xi+
f(x)

)
Wtedy dla wszystkich n ∈ Z caªki

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx

s¡ zbie»ne i dla dowolnego x ∈ R zachodzi

f(x) =

∞∑
n=−∞

cneinx

Dowód.
Je±li f jest kawaªkami gªadka, a na ko«cach przedziaªów gªadko±ci ma sko«czone
granice, to na ka»dym przedziale gªadko±ci jest ograniczona. Skoro tych prze-
dziaªów gªadko±ci jest sko«czona ilo±¢, to funkcja f jest ograniczona na caªym
R. Z tego wynika, »e |f(x)e−inx| ≤M a zatem caªki cn speªniaj¡ relacj¦

|cn| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

Mdx = M

czyli te caªki s¡ zbie»ne.
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Udowodnimy teraz, »e wzór

f(x) =

∞∑
n=−∞

cneinx

jest speªniony dla x = 0. �eby potem udowodni¢ speªnianie tego wzoru dla
x = a 6= 0 wystarczy rozwa»y¢ funkcj¦ fa(x) = f(x + a); je»eli szereg Fouriera
funkcji fa jest zbie»ny do fa(x) dla x = 0, to szereg Fouriera funkcji f b¦dzie
zbie»ny do f(x) dla x = a.

Chcemy wi¦c pokaza¢, »e

f(0) =

∞∑
n=−∞

cn

Rozwa»my

N∑
n=−N

cn =
1

2π

N∑
n=−N

∫ π

−π
f(x)e−inxdx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

N∑
n=−N

e−inxdx =

korzystaj¡c ze wzoru na sum¦ szeregu geometrycznego

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

eiNx − e−i(N+1)x

1− e−ix
dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

ei(N+ 1
2 )x − e−i(N+ 1

2 )x

ei x2 − e−i x2
dx =

=
1

2π

∫ π

−π
f(x)

sin((N + 1
2 )x)

sin x
2

dx

Rozpiszmy t¦ caªk¦ w postaci

1

2π

∫ π

−π
f(x)

sin((N + 1
2 )x)

sin x
2

dx =
1

2π

∫ π

−π
f(x)

sin((N + 1
2 )x)

x
2

dx+

∫ π

−π
g(x) sin((N+

1

2
)x)dx

gdzie

g(x) =
1

2π
f(x)

(
1

sin x
2

− 2

x

)
Zwró¢my uwag¦, »e funkcja 1

sin x
2
− 2
x jest gªadka na przedziale [−π, π], poniewa»

osobliwo±ci obu wyrazów w x = 0 si¦ kasuj¡. Zatem funkcja g(x) jest kawaªkami
gªadka.

Udowodnijmy, »e

lim
N→∞

∫ π

−π
g(x) sin((N +

1

2
)x)dx = lim

λ→∞

∫ π

−π
g(x) sin(λx)dx = 0
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Wiemy, »e g(x) jest kawaªkami gªadka; na ka»dym przedziale gªadko±ci mamy,
z caªkowania przez cz¦±ci∫ xi+1

xi

g(x) sin(λx)dx =

(
g(x)
− cos(λx)

λ

)∣∣∣∣x=xi+1

x=xi

+
1

λ

∫ xi+1

xi

g′(x) cos(λx)dx

Poniewa» funkcja f i jej pochodna s¡ ograniczone (co przenosi si¦ na funkcj¦ g),
mamy

lim
λ→∞

(
g(x)
− cos(λx)

λ

)∣∣∣∣x=xi+1

x=xi

= 0

lim
λ→∞

1

λ

∫ xi+1

xi

g′(x) cos(λx)dx = 0

czyli

lim
λ→∞

∫ π

−π
g(x) sin(λx)dx = 0

Potrzebujemy zatem pokaza¢, »e

lim
N→∞

1

2π

∫ π

−π
f(x)

sin((N + 1
2 )x)

x
2

dx = lim
λ→∞

∫ π

−π
f(x)

sin(λx)

πx
dx = f(0)

Mamy ∫ π

−π
f(x)

sin(λx)

πx
dx =

podstawienie t = λx

=

∫ λπ

−λπ
f(
t

λ
)
sin t

π tλ

1

λ
dt =

=

∫ λπ

−λπ
f(
t

λ
)
sin t

πt
dt =

=

∫ 0

−λπ
f(
t

λ
)
sin t

πt
dt+

∫ λπ

0

f(
t

λ
)
sin t

πt
dt

Dla t > 0 mamy

lim
λ→∞

f(
t

λ
) = lim

x→0+

f(x)

z kolei dla t < 0 mamy

lim
λ→∞

f(
t

λ
) = lim

x→0−
f(x)

A zatem

lim
λ→∞

∫ π

−π
f(x)

sin(λx)

πx
dx =

=

∫ 0

−∞

(
lim
x→0−

f(x)

)
sin t

πt
dt+

∫ ∞
0

(
lim
x→0+

f(x)

)
sin t

πt
dt =
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=

(
lim
x→0−

f(x)

)∫ 0

−∞

sin t

πt
dt+

(
lim
x→0+

f(x)

)∫ ∞
0

sin t

πt
dt

Poniewa» sin t
πt jest funkcj¡ parzyst¡, mamy∫ 0

−∞

sin t

πt
dt =

∫ ∞
0

sin t

πt
dt =

1

2

∫ ∞
−∞

sin t

πt
dt =

1

2

gdzie wykorzystano otrzymany wcze±niej na ¢wiczeniach za pomoc¡ caªki kon-
turowej wynik ∫ ∞

−∞

sin t

t
dt = π

Mamy zatem

lim
λ→∞

∫ π

−π
f(x)

sin(λx)

πx
dx =

1

2

((
lim
x→0−

f(x)

)
+

(
lim
x→0+

f(x)

))
Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w x = 0 jest to oczywi±cie równe f(0); je±li jest
nieci¡gªa, to równie» jest f(0) poniewa» zaªo»yli±my, »e w punktach nieci¡gªo±ci
funkcja f speªnia

f(xi) =
1

2

(
lim

x→xi−
f(x) + lim

x→xi+
f(x)

)
Podsumowuj¡c, pokazli±my w ten sposób, »e

lim
N→∞

N∑
n=−N

cn = f(0)

co byªo do pokazania.

Zaªo»enia tego twierdzenia mo»na troch¦ osªabi¢ (mo»na np. w niektórych
przypadkach dopu±ci¢, by pochodna byªa nieograniczona), ale dowód staje si¦
wtedy bardziej skomplikowany.

Szereg Fouriera zapisuje si¦ te» czasem w inny sposób. De�niuj¡c

an = cn + c−n =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx dla n ≥ 0

bn = i(cn − c−n) =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(nx)dx dla n > 0

czyli

cn =


1
2a0 dla n = 0
1
2 (an − ibn) dla n > 0
1
2 (a−n + ib−n) dla n < 0
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otrzymujemy

f(x) =

∞∑
n=−∞

cneinx =

=
a0

2
+

∞∑
n=1

1

2
(an − ibn)einx +

−1∑
n=−∞

1

2
(a−n + ib−n)einx =

=
a0

2
+

∞∑
n=1

1

2
(an − ibn)einx +

∞∑
n=1

1

2
(an + ibn)e−inx =

=
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

Jest to inne rozwini¦cie funkcji f w szereg, ale równie» nazywamy je szeregiem
Fouriera. Mówimy odpowiednio o wykªadniczej i trygonometrycznej postaci sze-
regu Fouriera.

W przypadku funkcji o dowolnym okresie T wzory na wspóªczynniki szeregu
Fouriera (i sam szereg) maj¡ posta¢:

an =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(x) cos

(
2πn

x

T

)
dx

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2
f(x) sin

(
2πn

x

T

)
dx

cn =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(x)e−2πin xT dx

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

(
2πn

x

T

)
+ bn sin

(
2πn

x

T

))
=

∞∑
n=−∞

cne2πin xT

Mo»na te» zwróci¢ uwag¦, »e chocia» w powy»szych wzorach caªkowanie
zawsze robi¦ od −T/2 do T/2, to poniewa» caªkowane funkcje s¡ okresowe,
przedziaª caªkowania mo»na przesun¡¢, np. na od 0 do T ; wa»ne jest jedynie,
by zawsze caªkowa¢ po peªnym okresie.

�wiczenia wykªadowe 12: szeregi Fouriera

Policzmy kilka szeregów Fouriera i zobaczmy co mo»na z nich uzyska¢.

Zacznijmy od funkcji

f(x) =

{
x2 dla x ∈ [−π, π]
okresowa z okresem 2π poza tym przedziaªem
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Jest to funkcja ci¡gªa, kawaªkami gªadka, pochodna jest ograniczona, wi¦c speª-
nia zaªo»enia twierdzenia o szeregu Fouriera.

Dla tej funkcji mamy, dla n 6= 0:

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(ϕ)e−inxdx =

=
1

2π

∫ π

−π
x2e−inxdx =

caªkuj¡c przez cz¦±ci

=
1

2π

(
x2e−inx

−in

∣∣∣∣x=π

x=−π
−
∫ π

−π

2xe−inx

−in
dx

)
=

=
1

2π

((
x2e−inx

−in
− 2xe−inx

(−in)2

)∣∣∣∣x=π

x=−π
+

∫ π

−π

2e−inx

(−in)2
dx

)
=

=
1

2π

(
x2e−inx

−in
− 2xe−inx

(−in)2
+

2e−inx

(−in)3

)∣∣∣∣x=π

x=−π
=

=
1

2π

(
π2(e−inπ − einπ)

−in
− 2π(e−inπ + einπ)

(−in)2
+

2(e−inπ − einπ)

(−in)3

)
=

=
1

2π

(
π2((−1)n − (−1)n)

−in
− 2π((−1)n + (−1)n)

(−in)2
+

2((−1)n − (−1)n)

(−in)3

)
=

=
1

2π

4π(−1)n

n2
=

=
2(−1)n

n2

Przypadek n = 0 jest przypadkiem szczególnym:

c0 =
1

2π

∫ π

−π
x2dx =

=
1

2π

∫ π

−π
x2dx =

=
1

2π

1

3
x3

∣∣∣∣x=π

x=−π
=

=
1

2π

2

3
π3 =

π2

3

Mamy wi¦c szereg Fouriera w postaci wykªadniczej

f(x) =
π2

3
+

∑
n∈Z\{0}

2(−1)n

n2
einx

Wspóªczynniki an i bn mo»na policzy¢ ze wspóªczynników cn, lub mo»na poli-
czy¢ je bezpo±rednio. W ramach prezentacji policz¦ je bezpo±rednio. Poniewa»
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funkcja f(x) jest funkcj¡ parzyst¡, a funkcje sin(nx) s¡ funkcjami nieparzy-
stymi, czyli iloczyn f(x) sin(nx) jest funkcj¡ nieparzyst¡, mo»emy bez liczenia
stwierdzi¢, »e wspóªczynniki bn b¦d¡ równe 0: caªka z funkcji nieparzystej po
przedziale symetrycznym (w tym przypadku [−π, π]) jest zawsze równa 0. Z
kolei wspóªczynniki an s¡ dla n 6= 0 równe

an =
1

π

∫ π

−π
x2 cos(nx)dx =

caªkuj¡c kilkakrotnie przez cz¦±ci

=
1

π

(
x2 sin(nx)

n
+

2x cos(nx)

n2
− 2sin(nx)

n3

)∣∣∣∣x=π

x=−π
=

=
1

π

(
π2(sin(nπ)− sin(−nπ))

n
+

2π(cos(nπ) + cos(−nπ))

n2
− 2(sin(nπ)− sin(−nπ))

n3

)
=

=
1

π

4π(−1)n

n2
=

=
4(−1)n

n2

Jak poprzednio, n = 0 jest szczególnym przypadkiem

a0 =
1

π

∫ π

−π
x2dx =

=
1

π

∫ π

−π
x2dx =

=
1

π

1

3
x3

∣∣∣∣x=π

x=−π
=

=
1

π

2

3
π3 =

2π2

3

Mamy zatem (pami¦taj¡c »e wyraz wolny jest równy a0
2 ):

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cos(nx)

Z tej równo±ci mo»emy wyci¡gn¡¢ par¦ interesuj¡cych wniosków. Je»eli na
przykªad podstawimy x = 0 otrzymujemy

f(0) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cos(n0)

0 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
= −π

2

3
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∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12

Je»eli natomiast podstawimy x = π otrzymujemy

f(π) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cos(nπ)

π2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4

n2

∞∑
n=1

4

n2
=

2π2

3

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

Mo»na te» próbowa¢ podstawia¢ inne punkty, by dosta¢ inne szeregi.
We»my teraz funkcj¦ podobn¡ jak poprzednio, ale zde�niowan¡ jako

f(x) =

 x2 dla x ∈ (0, 2π)
2π2 dla x = 2nπ, n ∈ Z
okresowa z okresem 2π poza tym

Ta funkcja jest kawaªkami gªadka, nieci¡gªa w punktach x = 2nπ, ale jej warto±¢
w tych punktach zostaªa tak dobrana, by funkcja speªniaªa zaªo»enia twierdzenia
o szeregu Fouriera. Ta funkcja pokrywa si¦ z poprzedni¡ na przedziale (0, π), ale
np. na przedziale (π, 2π) jej warto±ci s¡ ró»ne od warto±ci poprzedniej funkcji.

Zamiast caªkowa¢ od −π do π, przedziaª caªkowania wybierzemy od 0 do
2π; nie zmieni to warto±ci caªki (bo funkcja jest okresowa), ale dzi¦ki temu
obliczenia b¦d¡ prostsze. Mamy dla n 6= 0

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx =

=
1

2π

∫ 2π

0

x2e−inxdx =

caªkuj¡c przez cz¦±ci jak poprzednio

=
1

2π

(
x2e−inx

−in
− 2xe−inx

(−in)2
+

2e−inx

(−in)3

)∣∣∣∣x=2π

x=0

=

=
1

2π

(
4π2e−i2nπ − 0

−in
− 4πe−i2nπ − 0

(−in)2
+

2(e−i2nπ − 1)

(−in)3

)
=

=
1

2π

(
4π2

−in
− 4π

(−in)2

)
=

=
1

2π

(
i
4π2

n
+

4π

n2

)
=
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= i
2π

n
+

2

n2

a dla n = 0

c0 =
1

2π

∫ 2π

0

x2dx =

=
1

2π

∫ π

0

2x2dx =

=
1

2π

1

3
x3

∣∣∣∣x=2π

x=0

=

=
1

2π

8

3
π3 =

4π2

3

A zatem

f(x) =
4π2

3
+

∑
n∈Z\{0}

(
i
2π

n
+

2

n2

)
einx

Tym razem policzmy wspóªczynniki an i bn ze wspóªczynników cn. Mamy

an = cn + c−n =

(
i
2π

n
+

2

n2

)
+

(
−i

2π

n
+

2

n2

)
=

4

n2

dla n 6= 0 oraz

a0 = 2c0 =
8π2

3

bn = i(cn − c−n) = i

((
i
2π

n
+

2

n2

)
−
(
−i

2π

n
+

2

n2

))
= −4π

n

Co daje nam przedstawienie funkcji f w postaci

f(x) =
4π2

3
+

∞∑
n=1

4

n2
cos(nx)−

∞∑
n=1

4π

n
sin(nx)

Z tego szeregu równie» mo»emy wyci¡gn¡¢ informacje o sumie pewnych sze-
regów. Je±li podstawimy x = 0 otrzymujemy

2π2 =
4π2

3
+

∞∑
n=1

4

n2

∞∑
n=1

4

n2
=

2π2

3

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
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a z podstawienia x = π otrzymujemy

π2 =
4π2

3
+

∞∑
n=1

4

n2
(−1)n

∞∑
n=1

4

n2
(−1)n = −π

2

3

∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12

Mo»emy jeszcze podstawi¢ na przykªad x = π
2 . Korzystaj¡c z tego, »e

cos(n
π

2
) =

{
0 dla n = 2k + 1
(−1)k dla n = 2k

sin(n
π

2
) = (−1)n−1

otrzymujemy

π2

4
=

4π2

3
+

∞∑
k=1

4

(2k)2
(−1)k −

∞∑
n=1

4π

n
(−1)n−1

∞∑
n=1

4π

n
(−1)n−1 =

13π2

12
+

∞∑
k=1

(−1)k

k2

wykorzystuj¡c wcze±niej otrzymany rezultat
∑∞
k=1

(−1)k

k2 = −π
2

12 mamy

∞∑
n=1

4π

n
(−1)n−1 =

13π2

12
− π2

12
= π2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
=
π

4

Zróbmy jeszcze jeden przypadek, w którym funkcja ma inny okres. Niech
0 < τ < T , i niech funkcja f b¦dzie dana wzorem

f(x) =


1 dla x ∈ (0, τ)
1
2 dla x ∈ {0, τ}
0 dla x ∈ (t, T )
okresowa z okresem T poza tym

Mamy dla tej funkcji, dla n 6= 0:

cn =
1

T

∫ T

0

f(x)e−2πin xT dx =
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=
1

T

(∫ τ

0

1e−2πin xT dx+

∫ T

τ

0e−2πin xT dx

)
=

=
1

T

e−2πin xT

− 2πin
T

∣∣∣∣∣
τ

0

=

=
1

T

e−2πin τT − 1

− 2πin
T

=

=
e−πin τT − eπin τT

−2πin
e−πin τT =

=
−2i sin(πn τT )

−2πin
e−πin τT =

=
sin(πn τT )

πn
e−πin τT

dla n = 0:

cn =
1

T

∫ T

0

f(x)dx =

=
1

T

∫ τ

0

1dx =
τ

T

czyli

f(x) =
τ

T
+

∑
n∈Z\{0}

sin(πin τT )

πn
e−πin τT e2πin xT

Wzory wyra»aj¡ce an i bn za pomoc¡ cn s¡ takie same jak w przypadku
okresu 2π:

an = cn + c−n =
sin(πn τT )

πn
e−πin τT +

sin(πn τT )

πn
eπin τT =

2 sin(πn τT )

πn
cos(πn

τ

T
)

dla n 6= 0 oraz

a0 = 2c0 =
2τ

T

bn = i(cn−c−n) = i
sin(πn τT )

πn
e−πin τT − i

sin(πn τT )

πn
eπin τT =

2 sin(πn τT )

πn
sin(πn

τ

T
)

czyli

f(x) =
τ

T
+

∞∑
n=1

2 sin(πn τT )

πn

(
cos(πn

τ

T
) cos(2πn

x

T
) + sin(πn

τ

T
) sin(2πn

x

T
)
)

Chc¦ na koniec zwróci¢ uwag¦ na kilka faktów:

1. Je±li funkcja f ma warto±ci rzeczywiste, to an i bn s¡ rzeczywiste (cn
niekoniecznie).

2. Je±li funkcja f jest funkcj¡ parzyst¡, to bn = 0.
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3. Je±li funkcja f jest funkcj¡ nieparzyst¡, to an = 0.

�wiadomo±¢ tych faktów pozwala czasem upro±ci¢ obliczenia lub rozpozna¢
bª¦dny wynik (je±li na przykªad dla funkcji o warto±ciach rzeczywistych poli-
czymy an i bn z cn i nie wychodz¡ rzeczywiste, wiemy, »e gdzie± w obliczeniach
musiaª wyst¡pi¢ bª¡d).

Wykªad 24: Wªa±ciwo±ci szeregu Fouriera

Liczenie szeregu Fouriera mo»na traktowa¢ jako odwzorowanie ze zbioru funkcji
speªniaj¡cych odpowiednie warunki w zbór ¢i¡gów"(w cudzysªowie, bo numero-
wanych liczbami caªkowitymi, wi¦c o indeksie od −∞ do +∞):

f 7→ ST [f ] := (cn)n∈Z

gdzie T jest okresem funkcji której szereg Fouriera liczymy, oraz

(ST [f ])n = cn =
1

T

∫ T

0

f(x)e−2πin xT dx

W przypdku, gdy T = 2π b¦d¦ pomijaª indeks T , czyli S[f ] := S2π[f ].
Odwzorowanie to ma kilka wa»nych wªasno±ci.

Po pierwsze, jest liniowe, co wynika z liniowo±ci caªki ze wzgl¦du na funkcj¦
podcaªkow¡. Je±li g(x) = λ1f1(X) + λ2f2(x), to

(ST [g])n =
1

T

∫ T

0

(
λ1f1(x) + λ2f2(x)

)
e−2πin xT dx =

= λ1
1

T

∫ T

0

f1(x)e−2πin xT dx+ λ2
1

T

∫ T

0

f2(x)e−2πin xT dx =

= λ1(ST [f1])n + λ2(ST [f2])n

Je»eli wi¦c mamy skomplikowan¡ funkcj¦, co do której mo»emy jednak zauwa-
»y¢, ze daje si¦ j¡ rozpisa¢ jako sum¦ dwóch prostszych funkcji, mo»emy obliczy¢
szereg Fouriera dla ka»dej skªadowej oddzielnie i zsumowa¢ je dopiero po obli-
czeniu.

We¹my teraz g(x) = f(x− a) (czyli wykres funkcji g jest wykresem funkcji
f przesuni¦tym poziomo o odlegªo±¢ a). Mamy

(ST [g])n =
1

T

∫ T

0

f(x+ a)e−2πin xT dx =y:=x+a

=
1

T

∫ T+a

a

f(y)e−2πin y−aT dy =

poniewa» funkcja podcaªkowa jest okresowa, przedziaª caªkowania mog¦ przesun¡¢
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=
1

T

∫ T

0

f(y)e−2πin yT e2πin aT dy =

= e2πin aT (ST [f ])n

Je»eli wi¦c przesuniemy argument funkcji o staª¡, powoduje to przemno»enie
wspóªczynników szeregu Fouriera o czynniki e2πin aT .

Mo»emy te» odwróci¢ sytuacj¦ i przesun¡¢ szereg Fouriera. Zaªó»my, ze
(ST [g])n = (ST [f ])n−m, m ∈ Z. Oznacza, to, »e

g(x) =
∑
n∈Z

(ST [g])ne2πin xT =

=
∑
n∈Z

(ST [f ])n−me2πin xT =k:=n−m

=
∑
k∈Z

(ST [f ])ke2πi(k+m) xT =

= e2πim x
T f(x)

Czyli aby otrzyma¢ szereg Fouriera o przesuni¦tych wspóªczynnikach, potrzebu-
jemy przemno»y¢ funkcj¦ f przez czynnik e2πim x

T .

Mo»emy te» wzi¡¢ g(x) = f(ax), a > 0, ale musimy zwróci¢ uwag¦, »e w tym
przypadku okres funkcji si¦ zmienia. Je»eli funkcja f miaªa okres T , to funkcja
g b¦dzie miaªa okres T

a . Mamy wtedy

(ST
a

[g])n =
a

T

∫ T
a

0

f(ax)e−2πin axT dx =y:=ax

=
a

T

∫ T

0

f(y)e−2πin yT
dy

a
=

=
1

T

∫ T

0

f(y)e−2πin yT dy =

= (ST [f ])n

Przeskalowanie argumentu funkcji nie zmienia zatem wspóªczynników szeregu
Fouriera. Trzeba jednak pami¦ta¢, »e »eby odzyska¢ funkcj¦ z szeregu Fouriera
musimy u»y¢ innych wzorów, w zale»no±ci od docelowego okresu:

f(x) =
∑
n∈Z

cne2πin xT

g(x) =
∑
n∈Z

cne2πin axT

To »e mo»emy przeskalowywa¢ okres funkcji bez zmiany szeregu wspóªczynników
szeregu Fouriera pokazuje, »e do wielu zastosowa« (np. do liczenia szeregów)
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wystarczy rozwa»a¢ funkcje okresowe o okresie 2π.

Je»eli we¹miemy g(x) = f(−x), mamy

(ST [g])n =
1

T

∫ T

0

f(−x)e−2πin xT dx =y:=−x

=
1

T

∫ −T
0

f(y)e2πin yT (−dy) =

=
1

T

∫ 0

−T
f(y)e−2πi(−n) yT dy =

=
1

T

∫ T

0

f(y)e−2πi(−n) yT dy =

= (ST [f ])−n

�¡cz¡c ten przypadek z poprzednim, mo»emy znale¹¢ szereg Fouriera dla g(x) =
f(ax) dla dowolnego a 6= 0.

Rozpatrzmy teraz g(x) =
(
f(x)

)∗
(sprz¦»enie zespolone funkcji). Mamy

(ST [g])n =
1

T

∫ T

0

(
f(x)

)∗
e−2πin xT dx =

=

(
1

T

∫ T

0

f(x)e2πin xT dx

)∗
=

= ((ST [f ])−n)
∗

We¹my nast¦pnie g(x) = f ′(x); zaªó»my przy tym, »e pochodna f ′(x) ist-
nieje wsz¦dzie, i równie» speªnia warunki twierdzenia o szeregu Fouriera. Mamy
wtedy

(ST [g])n =
1

T

∫ T

0

f ′(x)e−2πin xT dx =caªkuj¡c przez cz¦±ci

=

(
1

T
f ′(x)e−2πin xT

)∣∣∣∣x=T

x=0

− 1

T

∫ T

0

f(y)

(
−2πin

T
e−2πin xT

)
dx =

=
1

T

(
f ′(T )e−2πin − f ′(0)

)
+

2πin

T 2

∫ T

0

f(y)e−2πin xT dx =

z okresowo±ci funkcji f ′ pierwszy skªadnik si¦ zeruje

=
2πin

T
(ST [f ])n

Wa»ne jest tu, aby pochodna f ′ istniaªa wsz¦dzie; je»eli istnieje tylko prawie
wsz¦dzie (z wyj¡tkiem pojedynczych punktów) powy»szy wzór nie musi by¢
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speªniony. Takim przykªadem, gdy ten wzór nie dziaªa, jest np. funkcja

f(x) =

 x dla x ∈ (−T2 ,
T
2 )

0 dla x ∈ {−T2 ,
T
2 }

jest okresowa z okresem T

której pochodna jest równa 1 prawie wsz¦dzie, za wyj¡tkiem punktów x =
T
2 + nT , gdzie pochodna nie istnieje; jednak szereg Fouriera funkcji g(x) = 1
stale równej jeden ma wspóªczynniki

(ST [g])0 = 1, (ST [g])n = 0 dla n 6= 0

i nawet bez liczenia szeregu funkcji f mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e jest niemo»liwe,
aby (ST [g])n = 2πin

T (ST [f ])n.

Znajd¹my teraz tak¡ funkcj¦ g, dla której

(ST [g])n = (ST [f1])n(ST [f2])n

gdzie f1 i f2 s¡ danymi punkcjami. Mamy

g(x) =
∑
n∈Z

(
1

T

∫ T

0

f1(y)e−2πin yT dy

)
(ST [f2])ne2πin xT =

=
1

T

∫ T

0

f1(y)

(∑
n∈Z

(ST [f2])ne2πin x−yT

)
dy =

=
1

T

∫ T

0

f1(y)f2(x− y)dy

Wyprowadzenie to zakªada, »e mo»na zamienia¢ niesko«czone sumowanie z caª-
kowaniem; w ogólno±ci nie jest to zawsze dopuszczalne, ale je±li szeregi i caªki
s¡ odpowiednio dobrze zbie»ne, nie ma z tym wielkiego problemu.

U»ywaj¡c tych wyra»e« mo»emy konstruowa¢ funkcje o »¡danych szeregów
Fouriera - przydatne, gdy mamy do obliczenia konkretn¡ sum¦ szeregu licz-
bowego i potrzebujemy znale¹¢ odpowiedni¡ funkcj¦ umo»liwiaj¡c¡ znalezienie
warto±ci danego szeregu.

Rozpatrzmy szczególny przypadek ostatniego wzoru, gdy x = 0, T = 2π. Z
jednej strony, mamy

g(0) =
1

2π

∫ 2π

0

f1(y)f2(−y)dy

a z drugiej
g(0) =

∑
n∈Z

(S[g])n =
∑
n∈Z

(S[f1])n(S[f2])n

170



Daje nam to równo±¢

1

2π

∫ 2π

0

f1(x)f2(−x)dx =
∑
n∈Z

(S[f1])n(S[f2])n

Zmie«my teraz oznaczenia: niech f(x) = f1(x) oraz f2(x) =
(
g(−x)

)∗
. Na

podstawie wcze±niej wyprowadzonych wzorów mamy

(S[f2])n = (S[g∗])−n =
(
S[g]

)∗
a zatem otrzymujemy równo±¢

1

2π

∫ 2π

0

f(x)
(
g(x)

)∗
dx =

∑
n∈Z

(S[f1])n
(
(S[g])n

)∗
Ten wzór jest znany jako twierdzenie Plancherela:

Twierdzenie Plancherela dla szeregu Fouriera:
Niech f, g : R → C b¦d¡ funkcjami okresowymi o okresie 2π takimi, »e caªki∫ 2π

0
|f(x)|2dx i

∫ 2π

0
|g(x)|2dx s¡ zbie»ne. Je±li

f(x) =
∑
n∈Z

cneinx =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)

g(x) =
∑
n∈Z

c̃neinx =
ã0

2
+

∞∑
n=1

(
ãn cos(nx) + b̃n sin(nx)

)
to

1

2π

∫ 2π

0

f(x)
(
g(x)

)∗
dx =

∑
n∈Z

cn
(
c̃n
)∗

=
a0(ã0)∗

4
+

1

2

∞∑
n=1

(
an(ãn)∗ + bn(b̃n)∗

)

Warunek, »e caªki
∫ 2π

0
|f(x)|2dx i

∫ 2π

0
|g(x)|2dx s¡ zbie»ne, jest potrzebny

by zagwarantowa¢ zbie»no±¢ caªek i szeregów wyst¦puj¡cych w tezie. Cz¦±¢ tezy
dotycz¡ca szeregu Fouriera w postaci trygonometrycznej wynika ze wzorów

c0c̃0 =
a0

2
· ã0

2

cn
(
c̃n
)∗

+ c−n
(
c̃−n

)∗
=
an − ibn

2
·

(
ãn − ib̃n

2

)∗
+
an + ibn

2
·

(
ãn + ib̃n

2

)∗
=

=
1

2

(
an(ãn)∗ + bn(b̃n)∗

)
dla n ≥ 1

Szczególny przypadek twierdzenia Plancherela, dla g = f , nosi nazw¦ twier-
dzenia Parsevala:
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Twierdzenie Parsevala dla szeregu Fouriera:
Niech f : R → C b¦dzie funkcj¡ okresow¡ o okresie 2π tak¡, »e caªka∫ 2π

0
|f(x)|2dx jest zbie»na. Je±li

f(x) =
∑
n∈Z

cneinx =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)
to

1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2dx =
∑
n∈Z
|cn|2 =

|a0|2

4
+

1

2

∑
n

(|an|2 + |bn|2)

Twierdzenia Plancherela i Paresevala równie» mo»na wykorzystywa¢ do li-
czenia szeregów. S¡ one o tyle pomocne, »e »eby policzy¢ np. szereg

∑
1
n4 Nie

potrzebujemy funkcji, której szereg Fouriera ma wspóªczynniki proporcjonalne
do 1

n4 . Poniewa» we wzorze Parsevala wspóªczynniki te s¡ podnoszone do kwa-
dratu, wystarczy nam funkcja o szeregu ze wspóªczynnikami proporcjonalnymi
do 1

n2 .

Wykªad 25: Transformata Fouriera

Rozwa»my dowoln¡ funkcj¦ f : R → C, niekoniecznie okresow¡, ale tak¡, »e
na ka»dym sko«czonym przedziale speªnia pozostaªe zaªo»enia twierdzenia o
szeregu Fouriera (czyli jest kawaªkami gªadka, ograniczona na ka»dym przedziale
itd.). Zde�niujmy dla niej funkcje fT : R→ C nast¦puj¡co:

fT (x) =


f(x) dla x ∈ (−T2 ,

T
2 )

f(T2 )+f(−T2 )

2 dla x ∈ {−T2 ,
T
2 }

jest okresowa z okresem T

Funkcje fT speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia o szeregu Fouriera dla funkcji okre-
sowej z okresem T , mo»na je wi¦c przedstawi¢ jako:

FT (x) =
∑
n∈Z

cn(T )e2πi xT

Poniewa» dla T > 2|x| may fT (x) = f(x), dla dowolnego x ∈ R zachodzi:

f(x) = lim
T→∞

fT (x) = lim
T→∞

∑
n∈Z

cn(T )e2πin xT

Okazuje si¦, »e je±li u»yjemy odpowiednich przeksztaªce«, to t¡ granic¦ sumy
mo»na przedstawi¢ jako caªk¦ (podobnie jak to si¦ robi w caªce Riemanna). W
tym celu wybierzmy TN = 2πN zde�niujmy

kn(N) =
2πn

TN
=

n

N
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∆k(N) = kn+1(N)− kn(N) =
1

N

Zde�niujmy te» funkcje

f̃N :
1

N
Z = { n

N
: n ∈ Z} → C

nast¦puj¡co:

f̃N (k) = TNckN (TN ) = TN ·
1

TN

∫ TN
2

−TN2
f(x)e−2πikN x

2πN dx =

∫ TN
2

−TN2
f(x)e−ikxdx

Mamy wówczas

f(x) = lim
N→∞

∑
n∈Z

cn(TN )e2πin x
2πN =

= lim
N→∞

∑
k∈ 1

N Z

ckN (TN )eikx =

= lim
N→∞

∑
k∈ 1

N Z

fN (k)

TN
eikx =

= lim
N→∞

∑
k∈ 1

N Z

fN (k)eikx∆k(N)

2π

W granicy N → ∞ mamy ∆k(N) → 0, wi¦c dyskretne warto±ci zmiennej k ∈
1
NZ staj¡ si¦ warto±ciami ci¡gªej zmiennej k ∈ R, a sumowanie po K ∈ 1

NZ
zamienia si¦ w caªkowanie po k ∈ R, i otrzymujemy

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̃(k)eikx dk

2π

gdzie f̃ jest funkcj¡ która dla k = n
m ∈ Q jest wyznaczona przez granica funkcji

fNm(k):

f̃(k) = lim
N→∞

f̃Nm(k) = lim
N→∞

f̃Nm(
n

m
) =

= lim
N→∞

∫ 1
2TNm

− 1
2TNm

f(x)e−i nmxdx =

=

∫ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx

Ten ostatni wzór mo»na obliczy¢ równie» dla k ∈ R \Q, i de�niuje on f̃(k) dla
tych argumentów.

Mamy wi¦c
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Twierdzenie o transformacie Fouriera:
Niech f : R→ C b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e

• jest kawaªkami gªadka, czyli ka»dy sko«czony przedziaª (a, b) mo»na po-
dzieli¢ na sko«czon¡ liczb¦ przedziaªów (xi, xi+1) na których funkcja f
jest ci¡gªa i ma ci¡gª¡ pochodn¡

• na ka»dym przedziale gªadko±ci pochodna funkcji f jest ograniczona

• w punktach nieci¡gªo±ci xi granice lewostronna i prawostronna funkcji f
s¡ sko«czone i speªniaj¡ one warunek

f(xi) =
1

2

(
lim

x→xi−
f(x) + lim

x→xi+
f(x)

)

• caªka
∫∞
−∞ |f(x)|dx jest zbie»na

Wtedy dla wszystkich k ∈ R caªki

f̃(k) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx

s¡ zbie»ne i dla dowolnego x ∈ R zachodzi

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̃(k)eikx dk

2π

Przeksztaªcenie funkcji f 7→ f̃ nazywamy transformat¡ Fouriera, a przeksztaª-
cenie odwrotne f̃ 7→ f nazywamy adekwatnie odwrotn¡ transformat¡ Fouriera.

Uwaga: istniej¡ te» inne konwencje
Powy»sz¡ procedur¦ wyprowadzenia wzorów na transformat¦ Fouriera mo»na
przeprowadzi¢ nieco inaczej, i wtedy dostaniemy nieco inne wzory na transfor-
mat¦ Fouriera i odwrotn¡ transformat¦ Fouriera. Wy»ej przedstawione s¡ wzory
u»ywane przez wi¦kszo±¢ �zyków; maj¡ one t¡ zalet¡, »e pod pewnymi wzgl¦-
dami s¡ najprostsze: we wzorach ko«cowych wyra»enie 2π pojawia si¦ tylko w
jednym miejscu i jak zobaczymy, w kolejnych wzorach te» b¦dzie pojawia¢ si¦
tylko w tym jednym miejscu (zawsze gdy b¦dzie caªkowanie po k, ró»niczka dk
b¦dzie dzielona przez 2π). S¡ te» w u»yciu te» inne konwencje.

Matematycy zazwyczaj wol¡ konwencj¦, w której

f̃(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx

f(x) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f̃(k)eikxdk

Ta konwencja ma t¡ zalet¦, »e wzory na transformat¦ i odwrotn¡ transformat¦
s¡ niemal identyczne, ró»nica jest jedynie w zamianie i na −i w wykªadniku
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eksponensa. Cen¡ za to jest pojawienie si¦ pierwiastków. Podobnie wszystkie
pochodne wzory s¡ w tej konwencji podobnie symetryczne.

Czasem te» mo»na napotka¢ konwencj¦ w postaci

f̃(ν) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πiνxdx

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̃(ν)e2πiνxdν

W tej konwencji równie» wzory s¡ symetryczne, za co pªacimy czynnikiem 2π
w wykªadnikach eksponensów. Ta konwencja jest u»ywana najcz¦±ciej przez lu-
dzi zajmuj¡cych si¦ obróbk¡ sygnaªów czasowych; x (oznaczane wtedy t) peªni
wtedy rol¦ czasu, a ν cz¦stotliwo±ci, odwrotna transformata opisuje rozkªad sy-
gnaªu na fale o ró»nych cz¦stotliwo±ciach.

Wszystkie wzory dotycz¡ce transformaty Fouriera które jeszcze si¦ pojawi¡
mo»na wyprowadza¢ w dowolnej konwencji, jednak w ró»nych konwencjach b¦d¡
wygl¡daªy ró»nie. Dlatego czytaj¡c ksi¡»ki i inne ¹ródªa na temat transformaty
Fouriera nale»y zwróci¢ uwag¦, której konwencji one u»ywaj¡. Ró»nice we wzo-
rach mog¡ wynika¢ z ró»nic w konwencjach, a niekoniecznie z jakiego± bª¦du po
której stronie. Na tym wykªadzie b¦d¦ u»ywaª pierwszej z podanych konwencji.

Wªa±ciwo±ci transformaty Fouriera
Ró»ne wªa±ciwo±ci transformaty Fouriera mo»na znale¹¢ w podobny sposób jak
znajdowali±my wªa±ciwo±ci szeregu Fouriera. Wyprowadzenia s¡ caªkowicie ana-
logiczne, wi¦c przedstawi¦ tylko wyniki oblicze«:

g(x) g̃(k)

f(x− a) e−ikaf̃(k)

eiλxf(x) f̃(k − λ)

f(ax), a 6= 0 1
|a| f̃

(
k
a

)
f(x)∗

(
f̃(−k)

)∗
df
dx (x) ikf̃(k)

dn

dxn f(x) (ik)nf̃(k)

xf(x) i d
dk f̃(k)

xnf(x) in dn

dkn f̃(k)

f1(x)f2(x)
∫∞
−∞ f̃1(k′)f2(k − k′)dk′

2π∫∞
−∞ f1(y)f2(x− y)dy f̃1(k)f̃2(k)

Mamy te» wzory Plencherela i Parsevala dla transformaty Fouriera:
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Twierdzenie Plancherela dla transformaty Fouriera:
Niech f, g : R → C b¦d¡ funkcjami takimi, »e caªki

∫∞
−∞ |f(x)|2dx i∫∞

−∞ |g(x)|2dx s¡ zbie»ne. Wówczas∫ ∞
−∞

f(x)
(
g(x)

)∗
dx =

∫ ∞
−∞

f̃(k)
(
g̃(k)

)∗ dk

2π

Twierdzenie Parsevala dla transformaty Fouriera:
Niech f : R → C b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e caªka

∫∞
−∞ |f(x)|2dx jest zbie»na.

Wówczas ∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞
−∞
|f̃(k)|2 dk

2π

Udowodnijmy twierdzenie Plancherela (twierdzenie Parsevala jest szczegól-
nym przypadkiem g = f):

Mamy∫ ∞
−∞

f(x)
(
g(x)

)∗
dx =

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f̃(k)eikx dk

2π

)(
g(x)

)∗
dx =

=

∫ ∞
−∞

f̃(k)

(∫ ∞
−∞

(
g(x)

)∗
eikxdx

)
dk

2π
=

=

∫ ∞
−∞

f̃(k)

(∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx

)∗
dk

2π
=

=

∫ ∞
−∞

f̃(k)
(
g̃(k)

)∗ dk

2π

Na wªa±ciwo±ciach transformaty Fouriera opiera si¦ tzw. zasada nieozna-
czono±ci, o ogromnym znaczeniu w �zyce. Jeje interpretacj¦ �zyczn¡ poznacie
pa«stwo na wykªadzie z mechaniki kwantowej, na poziomie matematycznym ma
ona posta¢:
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Zasada nieoznaczono±ci:
Niech fR → C b¦d¡ funkcj¡ posiadaj¡c¡ transformat¦ Fouriera tak¡, »e∫∞
−∞ |f(x)|2dx = 1. Niech

ex =

∫ ∞
−∞

x|f(x)|2dx <∞, ek =

∫ ∞
−∞

k|f̃(k)|2 dk

2π
<∞

σ2
x =

∫ ∞
−∞

(x− ex)2|f(x)|2dx

σ2
k =

∫ ∞
−∞

(k − ek)2|f̃(k)|2 dk

2π

Wówczas

σ2
xσ

2
k ≥

1

4

Dowód:
Rozwa»my funkcj¦

hλ(x) =

(
d

dx
f(x)− iekf(x)

)
+ λ(x− ex)f(x)

gdzie λ ∈ R.
Dla dowolnego λ ∈ R zachodzi

0 ≤
∫ ∞
−∞
|hλ(x)|2dx =

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣( d

dx
f(x)− iekf(x)

)
+ λ(x− ex)f(x)

∣∣∣∣2 dx =

= λ2

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ d

dx
f(x)− iekf(x)

∣∣∣∣2 dx+ λ

∫ ∞
−∞

(
d

dx
f(x)− iekf(x)

)∗
((x− ex)f(x)) dx+

+ λ

∫ ∞
−∞

((x− ex)f(x))
∗
(

d

dx
f(x)− iekf(x)

)
dx+

∫ ∞
−∞

(x− ex)2|f(x)|2dx =

= λ2

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ d

dx
f(x)− iekf(x)

∣∣∣∣2 dx+ 2λRe

[∫ ∞
−∞

(
d

dx
f(x)− iekf(x)

)∗
((x− ex)f(x)) dx

]
+

+

∫ ∞
−∞

(x− ex)2|f(x)|2dx

Niech

g(x) =
d

dx
f(x)− iekf(x)

Korzystaj¡c z wªa±ciwo±ci transformaty Fouriera, mo»emy stwierdzi¢, »e

g̃(k) = ikf̃(k)− iekf(x) = i(k − ek)f̃(k)
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Z twierdzenia Parsevala mamy wtedy∫ ∞
−∞
|g(x)|2 =

∫ ∞
−∞
|g̃(k)|2 dk

2π∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ d

dx
f(x)− iekf(x)

∣∣∣∣2 dx =

∫ ∞
−∞

(k − ek)2|f̃(k)|2 dk

2π
= σ2

k

Mamy te»

2Re

[∫ ∞
−∞

(
d

dx
f(x)− iekf(x)

)∗
((x− ex)f(x)) dx

]
=

= 2Re

[∫ ∞
−∞

(
df(x)∗

dx
(x− ex)f(x)− iek(x− ex)|f(x)|2

)
dx

]
=

= 2Re

[∫ ∞
−∞

(
df(x)∗

dx
(x− ex)f(x)

)
dx

]
=

=

∫ ∞
−∞

(x− ex)

(
df(x)∗

dx
f(x) + f(x)∗

df(x)

dx

)
dx =

=

∫ ∞
−∞

(x− ex)
d

dx

(
|f(x)|2

)
dx =

caªkuj¡c przez cz¦±ci

=

[
(x− ex)

d

dx

(
|f(x)|2

)]x=∞

x=−∞
−
∫ ∞
−∞

d

dx
(x− ex)|f(x)|2dx

Poniewa»
∫∞
−∞ x|f(x)|2dx <∞ (z zaªo»enia), wymaga to, aby limx→±∞ x|f(x)|2 =

0, czyli wyraz brzegowy jest równy 0. Otrzymujemy zatem

(. . . ) = −
∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx = −1

Wreszcie mamy ∫ ∞
−∞

(x− ex)2|f(x)|2dx = σ2
x

Mamy zatem:
0 ≤ λ2σ2

k − λ+ σ2
x

Poniewa» jest to speªnione dla dowolnego λ ∈ R, oznacza to »e równanie 0 =
λ2σ2

k − 2λ+ σ2
x ma co najwy»ej jedno rozwi¡zanie rzeczywiste. W przeciwnym

przypadku bowiem istniaªby przedziaª (λ1, λ2), taki, »e dla λ ∈ (λ1, λ2) zacho-
dziªoby λ2σ2

k − 2λ+ σ2
x < 0. A zatem wyró»nik ∆ tego równania kwadratowego

jest mniejszy lub równy 0:
∆ ≤ 0

1− 4σ2
kσ

2
x ≤ 0

σ2
xσ

2
k ≥

1

4
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co byªo do udowodnienia.

NA koniec tego wykªadu, zwróc¦ jeszcze uwag¦, »e transformat¦ Fouriera
mo»na uogólni¢ na funkcje wielu zmiennych. Dla funkcji f : RnC de�niujemy
f̃ : Rn → C nast¦puj¡co:

f̃(k1, k2, . . . kn) =

∫
Rn
f(x1, x2, . . . xn)e−ik1x1−ik2x2−···−iknxndx1dx2 . . . dxn

czyli, u»ywaj¡c standardowego iloczynu skalarnego

f̃(~k) =

∫
Rn
f(~x)e−i~k·~xdnx

Wtedy mamy (odwrotna transformata Fouriera):

f(~x) =

∫
Rn
f̃(~k)ei~k·~x dnk

(2π)n

�wiczenia wykªadowe 13: transformata Fouriera

Jako przykª¡d obliczenia transformaty Fouriera, znajd¹my transformat¦ Fo-
uriera funkcji

f(x) =

{
1− x2 dla |x| ≤ 1
0 dla |x| ≥ 1

U»ywaj¡c de�nicji, mamy

f̃(k) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−ikxdx =

=

∫ 1

−1

(1− x2)e−ikxdx =caªkuj¡c przez cz¦±ci

=

[
(1− x2)

e−ikx

−ik

]x=1

x=−1

−
∫ 1

−1

(−2x)
e−ikx

−ik
dx =

=

[
(1− x2)

e−ikx

−ik
+ 2x

e−ikx

(−ik)2

]x=1

x=−1

+

∫ 1

−1

(−2)
e−ikx

−ik
dx =

=

[
(1− x2)

e−ikx

−ik
+ 2x

e−ikx

(−ik)2
− 2

e−ikx

(−ik)3

]x=1

x=−1

=

= 2
e−ik + eik

(−ik)2
− 2

e−ik − eik

(−ik)3
=

= 2
2 cos k

−k2
− 2
−2i sin k

ik3
=

= 4
sin k − k cos k

k3
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U»ywaj¡c odwrotnej transformaty Fouriera mamy zatem

f(x) =

∫ ∞
−∞

4
sin k − k cos k

k3
eikx dk

2π

czyli na przykªad

f(0) =

∫ ∞
−∞

4
sin k − k cos k

k3

dk

2π

1 =
2

π

∫ ∞
−∞

sin k − k cos k

k3
dk

czyli obliczyli±my w ten sposób warto±¢ caªki∫ ∞
−∞

sin k − k cos k

k3
dk =

π

2

Do liczenia transformat Fouriera trzeba cz¦sto u»y¢ metody caªkowania kon-
turowego z analizy zespolonej. We¹my na przykªad

f(x) =
x

(x2 + a2)2
, a > 0

Mamy

f̃(k) =

∫ ∞
−∞

x

(x2 + a2)2
e−ikxdx

Mo»emy u»y¢ konturu po póªkolu w górnej pªaszczy¹nie zespolonej, ale wymaga
to −k ≥ 0 czyli k ≤ 0. Dla tych k, caªka po b¦d¡cym cz¦±ci¡ tego konturu
póªokr¦gu d¡»y do niesko«czono±ci w granicy R∞, mamy wi¦c

f̃(k) =

∮
z

(z2 + a2)2
e−ikzdz =

= 2πiRes

(
ze−ikz

(z2 + a2)2
, ia

)
=

biegun jest drugiego rz¦du

= 2πi lim
z→ia

d

dz

(
(z − ia)2 ze−ikz

(z2 + a2)2

)
=

= 2πi lim
z→ia

d

dz

(
ze−ikz

(z + ia)2

)
=

= 2πi lim
z→ia

(
e−ikz − ikze−ikz

(z + ia)2
− 2

ze−ikz

(z + ia)3

)
=

= 2πi

(
eka + kaeka

(2ia)2
− 2

iaeka

(2ia)3

)
=

= 2πieka
(

1 + ka

−4a2
− 2

ia

−8ia3

)
=

= 2πieka
−k
4a

=
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=
−iπkeka

2a

Dla k ≥ 0 mozemy natomiast u»y¢ relacji∫ ∞
−∞

x

(x2 + a2)2
e−ikxdx =

(∫ ∞
−∞

x

(x2 + a2)2
eikxdx

)∗
=
(
f̃(−k)

)∗
czyli

f̃(k) =

(
−iπ(−k)e−ka

2a

)∗
=
−iπke−ka

2a

�¡cz¡c przypadki k ≤ 0 i k ≥ 0 otrzymujemy

f̃(k) =
−iπke−|k|a

2a

Zwró¢my uwag¦, »e chocia» funkcja f byªa funkcj¡ o warto±ciach rzeczywistych,
to funkcja f̃ jest funkcj¡ o warto±ciach czysto urojonych. Mo»na si¦ tego byªo
spodziewa¢ na podstawie relacji(

g(x) = f(−x)
)
⇒
(
g̃(k) = f̃(−k)

)
(
g(x) =

(
f(x)

)∗)⇒ (
g̃(k) =

(
f̃(−k)

)∗)
W naszym przypadku funkcja f jest nieparzyst¡ funkcj¡ o warto±ciach rzeczy-
wistych, czyli

f(x) = −f(−x) =
(
f(x)

)∗
z czego wynika, »e

f̃(k) = −f̃(−k) =
(
f̃(−k)

)∗
a zatem mi¦dzy innymi (

f̃(k)
)∗

= −f̃(k)

czyli f̃ jest funkcj¡ nieparzyst¡ o czysto urojonych warto±ciach, tak jak to zna-
le¹li±my.
Otrzymany wynik mo»na u»y¢ na przykªad do policzenia caªki∫ ∞

−∞

x2

(x2 + a2)4
dx =

∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx

=

∫ ∞
−∞
|f̃(k)|2 dk

2π
=

=

∫ ∞
−∞

π2k2e−2|k|a

4a2

dk

2π
=

=
π

8a2

∫ ∞
−∞

k2e−2|k|adk =

=
π

4a2

∫ ∞
0

k2e−2kadk =k= t
2a
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=
π

4a2

1

(2a)3

∫ ∞
0

t2e−tdt =

=
π

32a5
Γ(3) =

π

16a5

Zwró¢my uwag¦, »e gdyby liczy¢ t¡ caªk¦ od razu za pomoc¡ caªki konturowej,
musieliby±my policzy¢ residuum w biegunie czwartego rz¦du; przy u»yciu trans-
formaty Fouriera wystarczyªo nam liczy¢ residuum w biegunie drugiego rz¦du.

Policzmy jeszcze jak¡± transformat¦ wielowymiarow¡. We¹my funkcj¦ f :
R3 → R dan¡ wzorem

f(~x) =
e−λ|~x|

|~x|
, λ > 0

Ta funkcja ma co prawda osobliwo±¢ w x = 0, ale jest to osobliwo±¢ caªkowalna,
wi¦c okazuje sie, »e transformat¦ Fouriera wci¡» mo»na policzy¢. Mamy

f̃(~k) =

∫
R3

e−λ|~x|

|~x|
e−i~k·~xd3x

aby policzy¢ t¡ caªk¦, wprowad¹my wspóªrz¦dne sferyczne, cho¢ w nieco nie-
typowy sposób, mianowicie, zamiast liczy¢ k¡t θ od osi Z, liczmy ten k¡t od
kierunku wyznaczonego przez wektor ~k. Podobnie k¡t ϕ b¦dzie rozró»niaª ró»ne
kierunki dookoªa osi wyznaczonej przez wektor ~k. Reszty nie zmienaimy, wi¦c
nadal mamy |~x| = r oraz d3x = r2 sin θdrdθdϕ. Mamy te»

~k · ~x = |~k| |~x| cos θ = |~k|r cos θ

A zatem

f̃(~k) =

∫ ∞
0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕr2 sin θ
e−λr

r
e−i|~k|r cos θ =

= 2π

∫ ∞
0

dr re−λr
∫ π

0

dθ sin θe−i|~k|r cos θ =

= 2π

∫ ∞
0

dr re−λr

(
1

i|~k| r
e−i|~k|r cos θ

)∣∣∣∣∣
θ=π

θ=0

=

=
2π

i|~k|

∫ ∞
0

dr e−λr
(

ei|~k|r − e−i|~k|r
)

=

=
2π

i|~k|

∫ ∞
0

dr e−λr2i sin(|~k|r) =

=
4π

|~k|

∫ ∞
0

dr e−λr sin(|~k|r) =

=
4π

|~k|
Im

(∫ ∞
0

e−λr+i|~k|rdr

)
=
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=
4π

|~k|
Im

(
1

−λ+ i|~k|
e−λr+i|~k|r

)∣∣∣∣∣
∞

r=0

=

=
4π

|~k|
Im

(
1

λ− i|~k|

)
=

=
4π

|~k|
Im

(
λ+ i|~k|
λ2 + |~k|2

)
=

=
4π

|~k|
|~k|

λ2 + |~k|2
=

=
4π

λ2 + |~k|2

Jest to przypadek wa»ny �zycznie, poniewa» tzw. potencjaª Yukawy jest wy-
ra»ony przez funkcj¦ f , a w granicy λ → 0 otrzymujemy znany potencjaª Co-
ulomba. W sensie tej granicy mo»emy zatem powiedzie¢, »e transformat¡ Fo-
uriera funkcji

f(~x) =
1

|~x|
jest funkcja

f̃(~k) =
4π

|~k|2

co jest wykorzystywane w wielu wyprowadzeniach w �zyce.

Wykªad 26: Dystrybucje

Przypomnijmy pewn¡ konstrukcj¦ z dziedziny algebry:

Je±li V jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem K (zazwyczaj K = R lub
C), to zbiór L(V,K) odwzorowa« liniowych z V do ciaªa KKk z dziaªaniami
zde�niowanymi jako(

φ1 + φ2)(v) = φ1(v) + φ2(v) dla wszystkich φ1, φ2 ∈ L(V,K), v ∈ V(
λφ)(v) = λφ(v) dla wszystkich λ ∈ K, φ ∈ L(V,K), v ∈ V

równie» jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad K.

Z punktu widzenia analizy najbardziej interesuj¡cymi przestrzeniami wek-
torowymi s¡ przestrzenie, których elementami s¡ funkcje, mi¦dzy innymi

• C(X,Y ): zbiór funkcji ci¡gªych ze zbioru X do zbioru Y ,

• C1(X,Y ): zbiór funkcji ci¡gªych z X do Y , dla których pochodna istnieje
w ka»dym punkcie i równie» jest ci¡gªa,
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• C∞(X,Y ): zbiór funkcji gªadkich z X do Y ,

• Lp(X,Y ): zbiór funkcji f z X do Y dla których tzw. p-norma ‖f‖p :=(∫
X
‖f(x)‖pdx

)1/p
istnieje i jest sko«czona

Gdy zbiór Y nie jest podany, zazwyczaj przyjmuje si¦ Y = C.

De�nicja (funkcjonaª):
Niech V b¦dzie pewna przestrzeni¡ funkcji. Funkcjonaªem na przestrzeni V o
warto±ciach w ciele K nazywamy dowolne odwzorowanie z V do K.

Innymi sªowy, funkcjonaªy to funkcje, których argumentami s¡ inne funkcje.
Z tego powodu stosuje si¦ dla nich cz¦sto wyj¡tkowe oznaczenie: argument funk-
cjonaªu umieszczamy w nawiasach kwadratowych a nie okr¡gªych. Przykªadami
funkcjonaªów na przestrzeni V = C∞([−1, 1]) s¡ mi¦dzy innymi

• I1[f ] = f(0)

• I2[f ] =
∫ 1

−1
e−f(x)dx

• I3[f ] =
∫ 1

−1

(
f ′(x)2 + f(x)2)dx

Je±li funkcjonaª jest jednocze±nie odwzorowaniem liniowym, nazywamy go funk-
cjonaªem liniowym lub dystrybucj¡:

De�nicja (dystrybucja):
Niech V b¦dzie pewna przestrzeni¡ funkcji na danym zbiorze X o warto±ciach
w ciele K (K = R lub C). Dystrybucjami na przestrzeni funkcyjnej V nazywamy
funkcjonaªy liniowe na przestrzeni V , czyli elementy przestrzeni L(V,K). Prze-
strze« V nazywamy wtedy przestrzeni¡ funkcji próbnych dla tych dystrybucji.

We¹my na przykªad V = C∞([−1, 1]). Dystrybucjami na tej przestrzeni¡ s¡
mi¦dzy innymi

• φ1[f ] =
∫ 1

−1
f(x)dx

• φ2[f ] = f ′′( 1
2 )

• φ3[f ] =
∫ 1

0
f ′(x)x2dx

Dystrybucje tworz¡ przestrze« wektorow¡, to znaczy mo»na je do siebie do-
dawa¢ i mno»y¢ przez liczby. Jak jednak poka»emy pó¹niej, mo»na na nich
wykonywa¢ te» inne operacje.

Z poj¦ciem dystrybucji wi¡»e si¦ poj¦cie funkcji uogólnionych. Zauwa»my,
»e je±li we¹miemy funkcj¦ g : X → K, to odwzorowanie

g[f ] :=

∫
X

g(x)f(x)dx
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jest dystrybucj¡ (przy zaªo»eniu »e powy»sza caªka jest zbie»na dla wszystkich
funkcji f ∈ V ). Uwaga: funkcja g i dystrybucja g s¡, technicznie rzecz bior¡c,
ró»nymi obiektami, jedynie powi¡zanymi powy»sz¡ relacj¡. Tym niemniej cz¦-
sto oznacza si¦ je tym samym symbolem, jak zrobiªem to powy»ej. W takim
przypadku rozró»niamy mi¦dzy funkcj¡ a dystrybucj¡ patrz¡c, co jest argumen-
tem: g(x) oznacza warto±ci funkcji w punkcie x ∈ X, a g[f ] oznacza warto±¢
dystrybucji na funkcji f .

Istnieje jednak wiele dystrybucji których nie daje si¦ zapisa¢ w powy»szy
sposób, na przykªad, dla V = C(R) mamy dystrybucj¦

δ[f ] = f(0)

której nie da si¦ zapisa¢ w postaci

δ[f ] =

∫ ∞
−∞

δ(x)f(x)dx

gdzie δ(x) jest funkcj¡. Tym niemniej, wci¡» u»ywa si¦ tego zapisu, twierdz¡c
jedynie, »e δ(x) jest funkcj¡ uogólnion¡. Funkcje uogólnione nie s¡ de�niowane
przez ich warto±ci w ka»dym punkcie zbioru X jak zwykªe funkcje, ale wªa±nie
przez powi¡zane z nimi dystrybucje. Czyli konkretnie w tym przypadku δ(x)
jest tak¡ funkcj¡ uogólnion¡, »e dla dowolnej funkcji f ∈ C(R) zachodzi∫ ∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0)

T¡ dystrybucj¦/funkcj¦ uogólnion¡ nazywa si¦ delt¡ Diraca. Terminy dystrybu-
cja i funkcja uogólniona cz¦sto stosuje si¦ wymiennie.

Na funkcjach uogólnionych mo»emy wykonywa¢ wiele dziaªa« tak jak na
funkcjach. Mo»emy je do siebie dodawa¢, jak i dodawa¢ do nich zwykªe funkcje.
Mo»emy je mno»y¢ przez liczby, a tak»e przez zwykªe funkcje. W ogólno±ci nie
mo»emy jednak mno»y¢ dwóch funkcji uogólnionych przez siebie. Zobaczmy na
przykªad co si¦ dzieje, je±li spróbujemy przemno»y¢ delt¡ Diraca przez siebie i
policzy¢ (δ(x))2. Je±li wynik byªby równie» dystrybucj¡, mogliby±my policzy¢∫ ∞

−∞

(
δ(x)

)2
f(x)dx =

∫ ∞
−∞

δ(x)
(
δ(x)f(x)

)
dx = δ(0)f(0)

ten wynik jednak nie ma sensu, bo δ(x) nie jest funkcj¡ i nie ma czego± takiego
jak δ(0). Mno»enie przez zwykªe funkcje jednak dziaªa bezproblemowo:∫ ∞

−∞

(
g(x)δ(x)

)
f(x)dx =

∫ ∞
−∞

δ(x)
(
g(x)f(x)

)
dx = g(0)f(0)

W tym ostatnim wzorze zauwa»my jeszcze, ze mo»emy wynik zapisa¢ jako

g(0)f(0) = g(0)

∫ ∞
−∞

δ(x)f(x)dx =

∫ ∞
−∞

(
g(0)δ(x)

)
f(x)dx
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Porównuj¡c oba wzory, i pami¦taj¡c, »e równo±¢ zachodzi dla dowolnej funkcji
f , dostajemy relacj¦

g(x)δ(x) = g(0)δ(x)

czyli ze mno»enie delty Diraca przez funkcj¦ g(x) jest równowa»ne mno»eniu
przez liczb¦ g(0). Jest to wa»na wªa±ciwo±¢ delty Diraca umo»liwiaj¡ca uprasz-
czanie wielu wzorów w których ona si¦ pojawia.

W funkcjach uogólnionych mo»na te» wykonywa¢ operacje na argumencie x
tych funkcji, przynajmniej niektóre. Zasada jest taka, »e funkcja uogólniona z
przeksztaªconym argumentem zachowuje si¦ pod caªk¡ tak, jakby byªa zwykª¡
funkcj¡. Mamy na przykªad∫ ∞
−∞

δ(x−a)f(x)dx =podstawienie y = x− a=

∫ ∞
−∞

δ(y)f(y+a)dy = f(0+a) = f(a)

Czyli analogicznie do tego, jak dystrybucja δ(x) obliczona na funkcji f daje
warto±¢ funkcji f w punkcie 0, dystrybucja δ(x− a) obliczona na funkcji f daje
warto±¢ funkcji f w punkcie a.
Mo»emy te» policzy¢, dla λ > 0∫ ∞

−∞
δ(λx)f(x)dx =

∫ ∞
−∞

δ(y)f(
y

λ
)
1

λ
dy =

1

λ
f(0) =

∫ ∞
−∞

δ(x)

λ
f(x)dx

czyli

δ(λx) =
δ(x)

λ
dla λ > 0

Dla λ < 0 mamy podobnie, ale po zamianie zmiennej granice caªkowani si¦
odwracaj¡, co generuje dodatkowy znak minus:∫ ∞

−∞
δ(λx)f(x)dx =

∫ −∞
∞

δ(y)f(
y

λ
)
1

λ
dy = − 1

λ
f(0) =

∫ ∞
−∞

δ(x)

−λ
f(x)dx

δ(λx) =
δ(x)

−λ
dla λ < 0

�¡cz¡c oba przypadki mamy

δ(λx) =
δ(x)

|λ|
dla λ 6= 0

Mo»emy te» zrobi¢ bardziej skomplikowane przeksztaªcenie argumentu. Za-
ªó»my, »e h : R → R jest funkcj¡ monotonicznie rosn¡c¡, ró»niczkowaln¡, i
dla dowolnego x ∈ R pochodna h′(x) jest ±ci±le dodatnia. Oznaczmy a =
limx→−∞ h(x), b = limx→∞ h(x). Mamy∫ ∞

−∞
δ(h(x))f(x)dx =

∫ b

a

δ(y)f
(
h−1(y)

)
d
(
h−1(y)

)
=
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=

∫ b

a

δ(y)f
(
h−1(y)

)
(h−1)′(y)dy =

=

∫ b

a

δ(y)f
(
h−1(y)

) 1

h′
(
h−1(y)

)dy

T¡ caªk¦ mo»emy zapisa¢ jako

(...) =

∫ ∞
−∞

δ(y)g(y)dy = g(0)

gdzie

g(y) =

{
f
(
h−1(y)

)
1

h′
(
h−1(y)

) dla y ∈ (a, b)

0 dla y /∈ (a, b)

W przypadku, gdy 0 ∈ (a, b) oznaczmy h−1(0) =: x0, czyli x0 speªnia warunek
h(x0) = 0. Mamy

g(0) =

{
f
(
x0

)
1

h′(x0) =
∫∞
−∞

δ(x−x0)
h′(x0) f(x)dx gdy 0 ∈ (a, b)

0 =
∫∞
−∞ 0f(x)dx gdy 0 /∈ (a, b)

Porównuj¡c pocz¡tkowe wyra»enie z ko«cowym i pami¦taj¡c, »e równo±¢ zacho-
dzi dla dowolnej funkcji f , dostajemy

δ
(
h(x)

)
=

{
δ(x−x0)
h′(x0) gdy 0 ∈ (limx→−∞ h(x), limx→∞ h(x))

0 gdy 0 /∈ (limx→−∞ h(x), limx→∞ h(x))

W tym wyprowadzeniu zaªo»yli±my »e h jest funkcj¡ rosn¡c¡, o dodatniej po-
chodnej. Analogiczne wyprowadzenie mo»na powtórzy¢ dla h b¦d¡cego funkcj¡
malej¡c¡, i ª¡cz¡c oba przypadki mo»emy znale¹¢ wzór

δ
(
h(x)

)
=

{
δ(x−x0)
|h′(x0)| gdy h(x) przyjmuje warto±¢ 0 dla pewnego x = x0

0 gdy h(x) nie przyjmuje warto±ci 0 dla »adnego x

Mo»emy te» rozwa»y¢ funkcj¦ h która nie jest monotoniczna, pod warunkiem
»e jest kawaªkami monotoniczna, czyli mo»emy rozªo»y¢ caª¡ prost¡ rzeczywist¡
R na sum¦ przedziaªów Ii

R =
⋃
i

Ii

takich, ze na ka»dym przedziale funkcja h jest monotoniczna. Mamy wtedy∫ ∞
−∞

δ(h(x))f(x)dx =
∑
i

∫
Ii

δ(h(x))f(x)dx

Na ka»dym z przedziaªów mo»emy dokona¢ zamiany zmiennych tak jak w przy-
padku funkcji monotonicznej. Dalsze przeksztaªcenia s¡ analogiczne, i ostatecz-
nie otrzymujemy

δ
(
h(x)

)
=
∑
k

δ(x− xk)

|h′(xk)|
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gdzie xk s¡ wszystkimi punktami takimi, »e h(xk) = 0.

Mo»na te» liczy¢ granice ci¡gów dystrybucji, de�niuj¡c je poprzez wzór

( lim
n→∞

gn)[f ] := lim
n→∞

gn[f ]

De�nicja ta w sposób naturalny przenosi si¦ na liczenie granicy po ci¡gªym
parametrze.
Mo»e si¦ zdarzy¢, »e pewien ci¡g funkcji ma granic¦ która jest dystrybucj¡.
Rozwa»my na przykªad

gn(x) =
ε

x2 + ε2

I policzmy granic¦ ε→ 0+. Mamy∫ ∞
−∞

(
lim
ε→0+

ε

x2 + ε2

)
f(x)dx = lim

ε→0+

∫ ∞
−∞

ε

x2 + ε2
f(x)dx =x=εy

= lim
ε→0+

∫ ∞
−∞

ε

ε2y2 + ε2
f(εy)εdy =

= lim
ε→0+

∫ ∞
−∞

1

y2 + 1
f(εy)dy =

=

∫ ∞
−∞

1

y2 + 1
f(0)dy =

= πf(0) =

=

∫ ∞
−∞

πδ(x)f(x)dx

A zatem mo»emy powiedzie¢, »e w sensie dystrybucji

δ(x) = lim
ε→0+

1

π

ε

x2 + ε2

Podobnie mo»emy pokaza¢, »e

δ(x) = lim
ε→0+

1

ε
√
π

e−
x2

ε2 =

= lim
ε→0+

sin(xε )

πx

czy nawet ogólnie, dla (prawie) dowolnej funkcji g(x) takiej, »e
∫∞
−∞ g(x)dx = 1:

δ(x) = lim
ε→0+

1

ε
g(
x

ε
)

Dystrybucje mo»na równie» ró»niczkowa¢; tu zasada jest taka, »e caªki zawie-
raj¡ce pochodn¡ dystrybucji mo»na caªkowa¢ przez cz¦±ci z wyrazem brzegowym
równym 0, czyli dla dystrybucji g na C(R) mamy

g′[f ] =

∫ ∞
−∞

g′(x)f(x)dx = −
∫ ∞
−∞

g(x)f ′(x)dx = −g[f ′]
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Ten sam wzór mo»emy otrzyma¢ je±li zde�niujemy pochodn¡ jako granic¦ ilorazu
ró»nicowego:∫ ∞

−∞
g′(x)f(x)dx =

∫ ∞
−∞

(
lim
ε→0

g(x+ ε)− g(x)

ε

)
f(x)dx =

= lim
ε→0

1

ε

(∫ ∞
−∞

g(x+ ε)f(x)dx−
∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx

)
=

= lim
ε→0

1

ε

(∫ ∞
−∞

g(x)f(x− ε)dx−
∫ ∞
−∞

g(x)f(x)dx

)
=

= lim
ε→0

∫ ∞
−∞

g(x)
f(x− ε)− f(x)

ε
dx =

=

∫ ∞
−∞

g(x)(−f ′(x))dx

Mo»na tu zwróci¢ uwag¦, »e nawet je±li g jest dystrybucj¡ zde�niowan¡ na
funkcjach ci¡gªych (ze zbioru C(R)), to g′ jest zde�niowane jedynie na funk-
cjach ci¡gªych o ci¡gªych pochodnej (ze zbioru C1(R)), poniewa» de�nicja tej
dystrybucji wymaga policzenia pochodnej funkcji f .

W szczególno±ci dla delty Diraca mamy∫ ∞
−∞

δ′(x)f(x)dx = −
∫ ∞
−∞

δ(x)f ′(x)dx = −f ′(0)

Ró»niczkowanie i caªkowanie przez cz¦±ci mo»na powtarza¢ wielokrotnie, otrzy-
muj¡c wzór ∫ ∞

−∞
δ(n)(x)f(x)dx = (−1)nf (n)(0)

Wreszcie, mo»na liczy¢ transformat¦ Fouriera dystrybucji. Jak zawsze, chcemy
by pod caªk¡ funkcja uogólniona zachowywaªa si¦ tak samo jak zwykªa funkcja.
Dla zwykªej funkcji g(x) mamy:∫ ∞

−∞
g̃(k)f̃(k)

dk

2π
=

∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx

)
f̃(k)

dk

2π
=

=

∫ ∞
−∞

g(x)

(∫ ∞
−∞

e−ikxf̃(k)
dk

2π

)
dx =

=

∫ ∞
−∞

g(x)f(−x)dx

Transformat¦ Fouriera dystrybucji de�niujemy tak, aby ta sama relacja byªa
speªniona, czyli transformat¡ Fouriera dystrybucji g(x) jest dystrybucja g̃(k)
taka, »e dziaªaj¡c na 1

2π f̃(k) daje ten sam wynik co dystrybucja g(x) dziaªaj¡ca
na funkcj¦ f(−x).
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Na przykªad, dla delty Diraca δ(x) mamy∫ ∞
−∞

δ̃(k)f̃(k)
dk

2π
=

∫ ∞
−∞

δ(x)f(−x)dx =

= f(0) =

=

∫ ∞
−∞

f̃(k)e−ik0 dk

2π
=

=

∫ ∞
−∞

f̃(k)
dk

2π

Porównuj¡c obie strony równo±ci znajdujemy

δ̃(k) = 1

Zapisuj¡c odwrotn¡ transformat¦ Fouriera otrzymujemy wi¦c interesuj¡cy wzór

δ(x) =

∫ ∞
−∞

δ̃(k)eikx dk

2π
=

∫ ∞
−∞

eikx dk

2π

czyli mo»emy zapisa¢ ∫ ∞
−∞

eikxdk = 2πδ(x)

lub (zamieniaj¡c oznaczenia k → x, x→ −k):∫ ∞
−∞

e−ikxdx = 2πδ(k)

Nale»y tu jednak caªy czas pami¦ta¢, »e ta równo±¢ wyra»a jedynie zwi¡zek po-
mi¦dzy dwoma dystrybucjami (delt¡ Diraca i jej transformat¡ Fouriera); caªka∫∞
−∞ e−ikxdx nie jest zbie»na i nie ma warto±ci liczbowej, a sens matematyczny
ma tylko jako dystrybucja, czyli dziaªaj¡c na jak¡± funkcj¦ próbn¡.

Wykªad 27: Dystrybucje, cd.

Na poprzednim wykªadzie zajmowali±my si¦ jedynie b¡d¹ ogóln¡ teori¡ dys-
trybucji, b¡d¹ jej zastosowaniami do dystrybucji delta Diraca. Istniej¡ jednak
równie» inne wa»ne dystrybucje.

Dystrybucja zwana thet¡ Heaviside'a jest zde�niowana na funkcjach f ∈
L1(R) wzorem

θ[f ] =

∫ ∞
−∞

θ(x)f(x)dx :=

∫ ∞
0

f(x)dx

Zaªo»enie, »e f ∈ L1(R) (czyli, »e
∫∞
−∞ |f(x)|dx < ∞) jest potrzebne, aby za-

gwarantowa¢, »e caªka
∫∞

0
f(x)dx jest sko«czona.
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W odró»nieniu od delty Diraca, thet¦ Heaviside'a mo»na traktowa¢ jako
zwykª¡ funkcj¦ (cho¢ nieci¡gª¡), przyjmuj¡c na przykªad

θ(x) =

 0 dla x < 0
1 dla x > 0
1
2 dla x = 0

Warto±¢ tej funkcji w x = 0 jest bez znaczenia, poniewa» nie wpªywa ona na
warto±¢ caªki

∫∞
−∞ θ(x)f(x)dx; zwykle przyjmuje si¦ θ(0) = 1

2 , ale mo»na te»
przyj¡¢ θ(0) = 0 lub θ(0) = 1; tak jak powiedziaªem, nie ma to znaczenia dla
dystrybucji θ. Funkcj¦ t¦ nazywa si¦ funkcj¡ schodkow¡ Heaviside'a, poniewa»
jej wykres ma posta¢ pojedynczego schodka. Przy wyborze θ(0) = 1

2 jest ona
blisko zwi¡zana z funkcj¡ signum:

sgn(x) =

 −1 dla x < 0
1 dla x > 0
0 dla x = 0

relacj¡
sgn(x) = 2θ(x)− 1

Zauwa»my te», »e
θ(−x) + θ(x) = 1

Ta równo±¢ przyda nam si¦ za chwil¦.
U»ywaj¡c tej dystrybucji mo»na zapisa¢ tak»e inne dystrybucje, na przykªad∫ ∞

a

f(x)dx =

∫ ∞
0

f(y + a)dy =

=

∫ ∞
−∞

θ(y)f(y + a)dy =

=

∫ ∞
−∞

θ(x− a)f(x)dx∫ a

−∞
f(x)dx =

∫ ∞
−a

f(−y)dy =

=

∫ ∞
−∞

θ(y + a)f(−y)dy =

=

∫ ∞
−∞

θ(a− x)f(x)dx

∫ b

a

f(x)dx =

∫ ∞
a

f(x)dx−
∫ ∞
b

f(x)dx =

=

∫ ∞
−∞

(
θ(x− a)− θ(x− b)

)
f(x)dx

Policzmy pochodn¡ thety Heaviside'a w sensie dystrybucji. Zwró¢my uwag¦,
»e oznacza to co± innego, ni» liczenie zwykªej pochodnej funkcji schodkowej. Dla
zwykªej pochodnej mamy

θ′(x) =

{
0 dla x 6= 0
nie istnieje dla x = 0
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Zwykª¡ pochodna jest wsz¦dzie równa 0� poza jednym punktem, gdzie niesit-
nieje. Przyj¦cie θ′(x) = 0 byªoby jednak bª¦dem, jak mo»emy si¦ przekona¢
licz¡c pochodn¡ θ(x) w sensie dystrybucji:∫ ∞

−∞
θ′(x)f(x)dx = −

∫ ∞
−∞

θ(x)f ′(x)dx = −
∫ ∞

0

f ′(x)dx =

= −
(
f(x))

∣∣x=∞
x=0

= − lim
x→∞

f(x) + f(0) = f(0) =

=

∫ ∞
−∞

δ(x)f(x)dx

gdzie granica limx→∞ f(x) poniewa» zaªo»yli±my, »e
∫∞
−∞ |f(x)|dx <∞, co mo»e

zachodzi¢ tylko wtedy, gdy |f(x)| d¡»y w niesko«czono±ci do zera.

Z porównania obu stron mamy zatem

θ′(x) = δ(x)

W sensie dystrybucji pochodna θ(x) jest dobrze okre±lona i jednoznaczna, wida¢
te», »e nie jest równa 0.

Spostrze»enie, ze funkcj¦ schodkow¡ mo»na zró»niczkowa¢ w sensie dystry-
bucji, nawet je±li jest nieci¡gªa nie mo»na jej zró»niczkowa¢ w sensie funkcji,
daje nam ide¦ jak mo»na ró»niczkowa¢ inne funkcje nieci¡gªe (pod warunkiem
»e s¡ kawaªkami ci¡gªe). We¹my na przykªad funkcj¦

f(x) =

{
f1 dla x < a
f2 dla x > a

gdzie f1 i f2 s¡ funkcjami klasy C1(R) (ci¡gªymi i z ci¡gª¡ pochodn¡). War-
to±¢ funkcji f w punkcie x = a jest bez znaczenia, je±li traktujemy j¡ jako
dystrybucj¦. Tak¡ funkcj¦ mo»emy zapisa¢ jako

f(x) = f1(x)θ(a− x) + f2(x)θ(x− a)

lub
f(x) = f1(x) +

(
f2(x)− f1(x)

)
θ(x− a)

U»ywaj¡c reguªy Leibniza dla iloczynu funkcji (mo»na sprawdzi¢, »e dziaªa ona
dla iloczynu funkcji i dystrybucji tak samo jak dla iloczynu dwóch funkcji)
otrzymujemy:

f ′(x) = f ′1(x)θ(a− x) + f1(x)
(
θ(a− x)

)′
+ f ′2(x)θ(x− a) + f2(x)

(
θ(x− a)

)′
=

= f ′1(x)θ(a− x) + f1(x)
(
− δ(a− x)

)
+ f ′2(x)θ(x− a) + f2(x)δ(x− a) =

= f ′1(x)θ(a− x) + f ′2(x)θ(x− a) +
(
f2(x)− f1(x)

)
δ(x− a) =

= f ′1(x)θ(a− x) + f ′2(x)θ(x− a) +
(
f2(a)− f1(a)

)
δ(x− a)

gdzie ostatnie przeksztaªcenie wynika ze wzoru g(x)δ(x− a) = g(a)δ(x− a).
Z drugiego rozpisania funkcji f otrzymujemy równowa»ny wzór

f ′(x) = f ′1(x) +
(
f ′2(x)− f ′1(x)

)
θ(x− a) +

(
f2(a)− f1(a)

)
δ(x− a)
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Podobnie mo»na rozpisa¢ dowoln¡ funkcj¦ f(x) ze sko«czon¡ liczb¡ nieci¡-
gªo±ci w punktach ai ∈ R, i ∈ {1, . . . , n}. Funkcj¦ f postaci

f(x) =

 f0(x) dla x < a1

fi(x) dla aix < ai+1, i ∈ {1, . . . n}
fn(x) dla x > an

mo»na zapisa¢ w postaci

f(x) = f0(x) +

n∑
i=1

(
fi(x)− fi−1(x)

)
θ(x− ai)

co prowadzi do wzoru na pochodn¡

f ′(x) = f ′0(x) +

n∑
i=1

(
f ′i(x)− f ′i−1(x)

)
θ(x− ai) +

n∑
i=1

(
fi(a)− fi−1(a)

)
δ(x− ai)

Traktowanie funkcji jako dystrybucje, i znajdywanie ich pochodnych w sensie
dystrybucji pozwala na u»ycie aparatu analizy matematycznej równie» do funk-
cji nieci¡gªych nawet do funkcji nieci¡gªych lub do takich, których pochodna jest
nieci¡gªa. Jak jeszcze zobaczymy pó¹niej, ma to zastosowanie np. w rozwi¡zy-
waniu niektórych równa« ró»niczkowych (np. w mechanice kwantowej pojawiaj¡
sie równania przy których ta metoda jest przydatna).

Policzmy jeszcze transformat¦ Fouriera dystrybucji θ. Nie mo»emy policzy¢
jej bezpo±rednio poniewa» caªki

∫∞
0

e−ikxdx nie s¡ zbie»ne. Dlatego przed-
stawmy dystrybucj¦ θ(x) jako granic¦:

θ(x) = lim
ε→0+

gε(x)

gdzie

gε(x) =

{
0 dla x < 0
e−εx dla x > 0

Dla funkcji gε transformat¦ Fouriera mozemy znale¹¢ bez problemu:

g̃ε(k) =

∫ ∞
−∞

g(x)e−ikxdx =

=

∫ ∞
0

e−εxe−ikxdx =

=
e−εx−ikx

−ε− ik

∣∣∣∣x=∞

x=0

=

=
1

ε+ ik
=

ε− ik

ε2 + k2

Musimy teraz znale¹¢ granic¦ ε→ 0+. Pami¦ta¢ trzeba, ze szukamy tej granicy
w sensie granicy dystrybucji, a nie jedynie w sensie granicy funkcji.
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Jak ju» zostaªo pokazane na poprzednim wykªadzie,

lim
ε→0+

ε

ε2 + k2
= πδ(k)

Z kolei dystrybucja

lim
ε→0+

k

ε2 + k2

okazuje si¦ by¢ now¡ dystrybucj¡, której jeszcze nie rozwa»ali±my. Poka»my, »e

∫ ∞
−∞

(
lim
ε→0+

x

ε2 + x2

)
f(x)dx = lim

ε→0+

(∫ −ε
−∞

f(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

f(x)

x
dx

)
Mamy bowiem∫ ∞
−∞

(
lim
ε→0+

x

ε2 + x2

)
f(x)dx− lim

ε→0+

(∫ −ε
−∞

f(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

f(x)

x
dx

)
=

= lim
ε→0+

∫ ∞
−∞

x

ε2 + x2
f(x)dx− lim

ε→0+

(∫ −ε
−∞

f(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

f(x)

x
dx

)
=

= lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

+

∫ ∞
ε

)( x

ε2 + x2
− 1

x

)
f(x)dx+ lim

ε→0+

∫ ε

−ε

x

ε2 + x2
f(x)dx =

= lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

+

∫ ∞
ε

) −ε2

x(ε2 + x2)
f(x)dx+ lim

ε→0+

∫ ε

−ε

x

ε2 + x2
f(x)dx =x=εy

= lim
ε→0+

(∫ −1

−∞
+

∫ ∞
1

) −1

y(1 + y2)
f(εy)dy + lim

ε→0+

∫ 1

−1

y

1 + y2
f(εy)dy

Poniewa» zarówno caªki (∫ −1

−∞
+

∫ ∞
1

) dy

y(1 + y2)

jak i ∫ 1

−1

y

1 + y2
dy

s¡ zbie»ne, mo»na z granic¡ limε→0+ wej±¢ pod caªk¦, otrzymuj¡c

(. . . ) =
(∫ −1

−∞
+

∫ ∞
1

) −1

y(1 + y2)
f(0)dy + lim

ε→0+

∫ 1

−1

y

1 + y2
f(0)dy = 0

gdzie zerowanie si¦ caªek wynika z tego, ze caªkowane s¡ funkcje nieparzyste po
zbiorach symetrycznych (ale mo»na te» policzy¢ te» te caªki normalnie i spraw-
dzi¢, ze s¡ równe 0).

Wyra»enie

lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

f(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

f(x)

x
dx

)
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nazywa si¦ warto±ci¡ gªówn¡ (ang. principal value) caªki
∫∞
−∞

f(x)
x dx i oznacza

lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

f(x)

x
dx+

∫ ∞
ε

f(x)

x
dx

)
=: PV

∫ ∞
−∞

f(x)

x
dx

czasem spotyka si¦ te» oznaczenia P
∫∞
−∞, P.V.

∫∞
−∞, p.v.

∫∞
−∞ lub podobne. Na

tej podstawie oznaczamy równie»(
lim
ε→0+

x

ε2 + x2

)
= PV

1

x

Wracaj¡c do transformaty Fouriera dystrybucji θ mamy wi¦c

θ̃(k) = lim
ε→0+

ε− ik

ε2 + k2
= πδ(k)− iPV

1

k

Przy okazji mo»emy te» znale¹¢ wzory

lim
ε→0+

1

x− iε
= PV

1

x
+ iπδ(x)

lim
ε→0+

1

x+ iε
= PV

1

x
− iπδ(x)

Wzory te znajduj¡ zastosowanie w �zyce (m.in. w mechanice kwantowej), gdzie
zdarza si¦ »e potrzeba znajdowa¢ warto±ci wyra»e« postaci

Im

(
lim
ε→0+

∫ ∞
−∞

f(x)

x− x0 ± iε
dx

)
= Im

(∫ ∞
−∞

(
PV

1

x− x0
∓ iπδ(x− x0)

)
f(x)dx

)
=

= ∓π
∫ ∞
−∞

δ(x− x0)f(x)dx = ∓πf(x0)

Na koniec dodam jeszcze, »e dystrybucje mo»na konstruowa¢ tak»e wielu
wymiarach. Mamy na przykªad delt¦ Diraca w trzech wymiarach, zde�niowan¡
wzorem ∫

R3

δ3(~r − ~r0)f(~r)d3r = f(~r0)

Poniewa» mo»emy zapisa¢

f(~r0) = f(x0, y0, z0) =

=

∫ ∞
−∞

δ(z − z0)f(x0, y0, z)dz = (. . . ) =

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)f(x, y, z)dxdydz

otrzymujemy relacj¦

δ3(~r − ~r0) = δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)
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�wiczenia wykªadowe 14: dystrybucje

Jak wspomniaªem na wykªadzie, dystrybucje mo»na stosowa¢ do rozwi¡zywania
pewnych równa« ró»niczkowych. We¹my na przykªad równanie

f ′(x) = α(x)f(x)

gdzie

α(x) =

{
0 dla x < 0
x dla x > 0

Nie ma wielkiego problemu , by rozwi¡za¢ to równanie osobno dla x > 0 i dla
x > 0. Dla x < 0 mamy

f ′(x) = 0

czyli
f(x) = const. = C1

Z kolei dla x > 0 mamy
f ′(x) = xf(x)

df

f
= xdx

ln |f | = 1

2
x2 + const.

f = C2e
1
2x

2

Je±li nie u»ywamy j¦zyka dystrybucji, musimy w tym momencie doda¢ dodat-
kowy warunek na funkcj¦ f , mianowicie, »e funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x−0.
Je»eli jednak u»yjemy j¦zyka dystrybucji, mo»emy zobaczy¢, »e nie jest to na-
prawd¦ dodatkowy warunek, ale konieczno±¢. Je±li bowiem we¹miemy funkcj¦

f(x) = C1θ(−x) + C2e
1
2x

2

θ(x)

mamy

f ′(x) = −C1δ(x) + C2xe
1
2x

2

θ(x) + C2e
1
2x

2

δ(x) = C2xe
1
2x

2

θ(x) + (C2 − C1)δ(x)

Je»eli wi¦c podstawimy ten wynik do pocz¡tkowego równania, otrzymujemy
warunek

(C2 − C1)δ(x) = 0

czyli potrzebujemy C2 = C1.

W przypadku równa« pierwszego stopnia jest tylko uzasadnienie zasady, »e
rozwi¡zanie powinno by¢ ci¡gªe. S¡ te» ciekawsze zastosowania.

Mo»emy na przykªad rozwa»a¢ równanie

f ′′(x) =
ε

x2 + ε2
f(x)
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gdzie ε jest pewnym parametrem, lecz ostatecznie by¢ zainteresowanymi jedynie
przypadkiem, gdy ε jest bardzo maªe, granic¡ ε → 0+. Bez u»ycia dystrybu-
cji jest to trudny problem. Je»eli jednak wykonam ju» na poziomie równania
wykonamy granic¦

lim
ε→0+

ε

x2 + ε2
= πδ(x)

otrzymujemy równanie
f ′′(x) = δ(x)f(x)

I równanie staje si¦ prostsze. Zarówno dla x > 0 jak i dla x < 0 mamy f ′′(x) = 0,
co daje nam

f(x) = (C1 + C2x)θ(x) + (C3 + C4x)θ(x)

Aby jednak równanie byªo speªnione tak»e w x = 0, spodziewamy si¦ pewnych
zwi¡zków pomi¦dzy staªymi Ci. Po pierwsze, aby w ogóle mno»enie δ(x)f(x)
miaªo sens, funkcja f(x) musi by¢ ci¡gªa w 0 (poniewa» dystrybucja δ jest
zde�niowana jedynie na funkcjach ci¡gªych w zerze, jedynie przez takie funkcje
mo»na j¡ mno»y¢). Otrzymujemy z tego warunek C1 = C3 i mamy funkcj¦ f w
postaci

f(x) = C1 + C2xθ(−x) + C4xθ(x)

δ(x)f(x) = δ(x)f(0) = C1δ(x)

Policzmy teraz pochodne

f ′(x) = C2

(
θ(−x)− xδ(x)

)
+ C4

(
θ(x) + xδ(x)

)
= C2θ(−x) + C4θ(x)

f ′′(x) = C2

(
− δ(x)

)
+ C4δ(x) = (C4 − C2)δ(x)

Podstawiaj¡c te wyniki do równania, otrzymujemy

(C4 − C2)δ(x) = C1δ(x)

czyli
C1 = C4 − C2

Mamy zatem rozwi¡zanie

f(x) = C2(−1 + xθ(−x)) + C4(1 + xθ(x))

lub równowa»nie (dla D1 = C2+C4

2 , D2 = C4−C2

2 ):

f(x) = D1

(
xθ(−x) + xθ(x)

)
+D2

(
1 + xθ(x)− xθ(−x)

)
= D1x+D2(1 + |x|)

Inny przypadek, wa»ny w �zyce, to tzw. funkcje Greena. Zaªó»my »e mamy
do rozwi¡zania pewne niejednorodne równanie ró»niczkowe liniowe pierwszego
stopnia:

a(x)
df(x)

dx
+ b(x)f(x) = c(x)
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Niech funkcja G(x, y) bezie rozwi¡zaniem równania

a(x)
∂G(x, y)

∂x
+ b(x)G(x, y) = δ(x− y)

Ta funkcja jest nazywana funkcj¡ Greena dla operatora ró»niczkowego a(x) d
dx +

b(x). Je±li znamy t¡ funkcj¦ (któr¡ dla konkretnego operatora wystarczy znale¹¢
raz na zawsze), to wtedy dla dowolnej funkcji c funkcja

f(x) =

∫ ∞
−∞

G(x, y)c(y)dy

jest rozwi¡zaniem pocz¡tkowego równania. Mamy bowiem

a(x)
df(x)

dx
+ b(x)f(x) =

(
a(x)

d

dx
+ b(x)

)∫ ∞
−∞

G(x, y)c(y)dy =

=

∫ ∞
−∞

(
a(x)

∂G(x, y)

∂x
+ b(x)G(x, y)

)
c(y)dy =

=

∫ ∞
−∞

δ(x− y)c(y)dy = c(x)

Znajomo±¢ funkcji Greena dla danego równania ró»niczkowego pozwala zatem
szybko znajdowa¢ rozwi¡zania szczególne równa« niejednorodnych z dowoln¡
niejednorodno±ci¡. A »eby jednak znale¹¢ funkcj¦ Greena, trzeba rozwi¡za¢
równanie niejednorodne z niejednorodno±ci¡ postaci δ(x−y). Przykªad znajdy-
wania funkcji Greena b¦d¡ mieli pa«stwo na ¢wiczeniach.

Termin funkcji Greena u»ywa si¦ te» w nieco innym ale podobnym kontek-
±cie równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. Zaªó»my, ze mamy do rozwi¡zania
równanie

∂f(x, t)

∂t
= D(x, t)f(x, t)

z warunkiem pocz¡tkowym
f(x, 0) = u(x)

gdzie u(x) jest dan¡ funkcj¡, a D(x, t) jest pewnym operatorem ró»niczkowym
liniowym zbudowanym z pochodnych ∂

∂x , dowolnego stopnia, np.

D(x, t) = a(x, t)
∂2

∂x2
+ b(x, t)

∂

∂x
+ c(x, t)

W tym kontek±cie funkcj¡ Greena nazywamy funkcj¦ G(x, y, t) speªniaj¡c¡ rów-
nanie

∂G(x, y, t)

∂t
= D(x, t)G(x, y, t)

Z warunkiem pocz¡tkowym

G(x, y, 0) = δ(x− y)
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Wtedy rozwi¡zanie pocz¡tkowego zagadnienia jest dane wzorem

f(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x, y, t)u(y)dy

To ªatwo sprawdzi¢; poniewa» funkcja G speªniaªa dane równanie ró»niczkowe,
to funkcja f równie» b¦dzie je speªnia¢, a dla t = 0 mamy

f(x, 0) =

∫ ∞
−∞

G(x, y, 0)u(y)dy =

∫ ∞
−∞

δ(x− y)u(y)dy = u(x)

Wa»nym przykªadem tego przypadku jest tzw. swobodne równanie Schrödin-
gera, le»¡ce u podstawy du»ej cz¦±ci mechaniki kwantowej. Ma ono posta¢

i~
∂f(x, t)

∂t
= − ~2

2m

∂2

∂x2
f(x, t)

gdzie m jest parametrem (oznaczaj¡cym mas¦ cz¡stki elementarnej), a ~ jest
staª¡ �zyczn¡. Aby znale¹¢ funkcj¦ Greena dla tego równania, b¦dziemy jej
szuka¢ przy u»yciu jej transformaty Fouriera:

G(x, y, t) =

∫ ∞
−∞

G̃(k, y, t)eikx dk

2π

Mamy wtedy
∂2

∂x2
G(x, y, t) =

∫ ∞
−∞

G̃(k, y, t)(−k2)eikx dk

2π

Podstawiaj¡c t¡ form¦ funkcji Greena do równania, otrzymujemy∫ ∞
−∞

i~
∂G̃(k, y, t)

∂t
eikx dk

2π
=

∫ ∞
−∞

~2k2

2m
G̃(k, y, t)eikx dk

2π

czyli

i~
∂G̃(k, y, t)

∂t
=

~2k2

2m
G̃(k, y, t)

które mo»emy traktowa¢ jako równanie zwyczajne (nie cz¡stkowe) z parame-
trami k i y. Otrzymujemy

dG̃

G̃
=

~k2

2im
dt

⇒ G̃(k, y, t) = G̃(k, y, 0) exp

(
~k2t

2im

)
Warunek pocz¡tkowy dla funkcji G̃(k, y, t) ma posta¢

G̃(k, y, 0) =

∫ ∞
−∞

G(x, y, 0)e−ikxdx =

∫ ∞
−∞

δ(x− y)e−ikxdx = e−iky
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A zatem znajdujemy

G̃(k, y, t) = exp

(
~k2t

2im
− iky

)

G(x, y, t) =

∫ ∞
−∞

exp

(
~k2t

2im
+ ik(x− y)

)
dk

2π

Caªka ta nie jest zbie»na w sensie funkcji, co ±wiadczy o tym, »e G(x, y, t) nie
jest w ogólno±ci zwykª¡ funkcj¡, ale dystrybucj¡. Aby j¡ znale¹¢, dodajmy maªy
parametr ε > 0 i policzmy granic¦ ε→ 0+

G(x, y, t) = lim
ε→0+

∫ ∞
−∞

exp

(
−k2

(
ε− ~t

2im

)
+ ik(x− y)

)
dk

2π

wyst¦puj¡ca tu caªka jest postaci∫ ∞
−∞

e−ak
2+bkdk

gdzie Rea > 0 takie caªki s¡ zbie»na, i równe∫ ∞
−∞

e−ak
2+bkdk =

(π
a

) 1
2

e
b2

4a

co daje nam wzór na funkcj¦ Greena:

G(x, y, t) = lim
ε→0+

1

2π

(
π

ε− ~t
2im

) 1
2

exp

(
−(x− y)2

4(ε− ~t
2im )

)
=

=
( m

2πi~t

) 1
2

exp

(
im(x− y)2

2~t

)
Tej funkcji Greena mo»na odt¡d u»ywa¢ do znajdywania rozwi¡za« swobodnego
równania Schrödingera z dowolnym warunkiem pocz¡tkowym.

Wykªad 28: Przestrzenie Hilberta

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ na d C, której elementami s¡ pewne
funkcje f : X → C. Na poprzednich wykªadach rozwa»ali±my operatory liniowe
φ : V → C, czyli dystrybucje na zbiorze X. Na tym wykªadzie b¦d¦ chciaª roz-
wa»y¢ wªasno±ci analityczne operatorów liniowe A : V → V . Najpierw jednak
przypomnienie (i wprowadzenie) kilku de�nicji.
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De�nicja (iloczyn skalarny, norma):
Iloczynem skalarnym na przestrzeni wektorowej V nad C nazywamy odwzoro-
wanie 〈·|·〉 : V × V → C takie, »e

• ∀f, g1, g2 ∈ V ∀λ1, λ2 ∈ C 〈f |λ1g1 + λ2g2〉 = λ1〈f |g1〉+ λ2〈f |g2〉

• ∀f, g ∈ V 〈f |g〉 = (〈g|f〉)∗

• ∀f ∈ V 〈f |f〉 ≥ 0

• ∀f ∈ V (〈f |f〉 = 0)⇔ (f = 0)

Przestrze« V nad C na której zostaª okre±lony iloczyn skalarny nazywamy prze-
strzeni¡ unitarn¡.

Iloczyn skalarny speªnia równie» warunek (wynikaj¡cy z powy»szych, wi¦c
nie musi by¢ cz¦±ci¡ de�nicji):

∀f1, f2, g ∈ V ∀λ1, λ2 ∈ C 〈λ1f1 + λ2f2|g〉 = λ∗1〈f1|g〉+ λ∗2〈f2|g〉

De�nicja (iloczyn skalarny, norma):
Norm¡ na przestrzeni wektorowej V nad K (K = C lub R) nazywamy odwzoro-
wanie ‖ · ‖ : V → R takie, »e

• ∀f ∈ V ∀λ ∈ K ‖λf‖ = |λ| ‖f‖

• ∀f ∈ V ‖f‖ ≥ 0

• ∀f ∈ V (‖f‖ = 0)⇔ (f = 0)

• ∀f, g ∈ V ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

Przestrze« V nad K na której zostaªa okre±lona norma nazywamy przestrzeni¡
unormowan¡.

Na przestrzeni unitarnej istnieje naturalna norma zadana wzorem

‖f‖ :=
√
〈f |f〉

To, ze ten wzór zadaje norm¦ speªniaj¡c¡ powy»sz¡ de�nicj¦, wynika z tzw.
nierówno±ci Schwarza:
Twierdzenie (nierówno±¢ Schwarza):
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ unitarn¡. Dla dowolnych f, g ∈ V zachodzi

|〈f |g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖

Dowód:
Mo»emy zaªo»y¢, z¦ g 6= 0 (dla g = 0 nierówno±¢ jest oczywista). Rozwa»my
h = f + λg, gdzie λ jest dowoln¡ liczb¡ zespolon¡. Mamy

0 ≤ ‖h‖2 = 〈f + λg|f + λg〉 = ‖f‖2 + λ〈f |g〉+ λ∗〈g|f〉+ |λ|2‖g‖2
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Wybieraj¡c

λ = −〈g|f〉
‖g‖2

, λ∗ = −〈f |g〉
‖g‖2

otrzymujemy

0 ≤ ‖f‖2 − 〈g|f〉
‖g‖2

〈f |g〉 − 〈f |g〉
‖g‖2

〈g|f〉+
|〈f |g〉|2

‖g‖4
‖g‖2 = ‖f‖2 − |〈f |g〉|

2

‖g‖2

Z czego wynika
|〈f |g〉|2 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2

|〈f |g〉| ≤ ‖f‖ ‖g‖

co byªo do okazania.

Maj¡c speªnion¡ nierówno±¢ Schwarza, mamy

‖f + g‖2 = ‖f‖2 + 〈f |g〉+ 〈g|f〉+‖g‖2 ≤ ‖f‖2 + 2‖f‖ ‖g‖+‖g‖2 = (‖f‖+‖g‖)2

czyli
‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖

Pozostaªe dwie wymagane wªasno±ci normy wynikaj¡ bezpo±rednio z algebra-
icznych wªa±ciwo±ci iloczynu skalarnego.

Istnienie normy w przestrzeni wektorowej pozwala równie» zde�niowa¢ zbie»-
no±¢ ci¡gów:
De�nicja (ci¡gi zbie»ne, ci¡gi Cauchy'ego, zupeªno±¢):
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡.
Mówimy, »e ci¡g fn ∈ V jest zbie»ny do granicy g je±li

lim
n→∞

‖fn − g‖ = 0

Mówimy, »e ci¡g fn ∈ V jest ci¡giem Cauchy'ego je±li

∀ε > 0∃N ∈ N∀n,m > N‖fn − fm‖ < ε

Je±li ka»dy ci¡g Cauchy'ego elementów z danego zbioru X posiada granic¦ w
zbiorze X, zbiór X nazywamy zupeªnym.

Przestrzenie sko«czenie wymiarowe s¡ zawsze zupeªne, ale przestrzenie nie-
sko«czenie wymiarowych (jakimi cz¦sto s¡ przestrzenie funkcyjne) zupeªne by¢
nie musz¡.

Ze zbie»no±ci ci¡gów mo»na wyprowadzi¢ kolejne liczne de�nicje (m.in. doty-
cz¡ce zbie»no±ci szeregów lub ci¡gªo±ci funkcji z V lub w V ) S¡ one analogiczne
do twierdze« dotycz¡cych funkcji z R w R, wi¦c nie b¦d¦ ich tu powtarzaª.
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De�nicja (przestrze« Banacha, przestrze« Hilberta):
Zupeªn¡ unormowan¡ przestrze« wektorow¡ nazywamy przestrzeni¡ Banacha.
Zupeªn¡ unitarn¡ przestrze« wektorow¡ nazywamy przestrzeni¡ Hilberta.

Wi¦kszo±¢ twierdze« analizy funkcjonalnej dotyczy przestrzeni Banacha lub
przestrzeni Hilberta. W szczególno±ci w �zyce, zwªaszcza w mechanice kwanto-
wej, przestrzenie Hilberta s¡ wa»nym narz¦dziem.

W przestrzeni niesko«czenie wymiarowej baza jest de�niowana jako

De�nicja (baza):
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ niesko«czonego wymiar. Ci¡g en ∈ V nazywamy
baz¡ wektorów z V , je±li dla dowolnego wektora v ∈ V istnieje N <∞ oraz ci¡g
αn ∈ C, n = 1 . . . N taki, »e

v =

N∑
n=1

αnen

W ogólno±ci, nawet w przypadku przestrzeni niesko«czenie wymiarowej wy-
magamy, aby ka»dy wektor rozpisywaª si¦ na sko«czona liczb¦ wektorów bazo-
wych; wynika z tego, ze w ogólno±ci nie mamy poj¦cia granicy w przestrzeni
wektorowej, wi¦c nie mo»emy liczy¢ sum niesko«czonych szeregów. W przy-
padku przestrzeni unormowanych jest to jednak mo»liwe; de�niuje si¦ wi¦c:
De�nicja (zupeªny ukªad wektorów):
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡. Ci¡g en ∈ V nazywamy ukªadem
zupeªnym, je±li dla dowolnego wektora v ∈ V istnieje ci¡g αn ∈ C taki, »e

v =

∞∑
n=1

αnen

Zwró¢my uwag¦, »e ukªad zupeªny nie musi by¢ baz¡; dla bazy wymagane
jest, aby ka»dy element przestrzeni wektorowej rozpisywaª si¦ jako sko«czona
suma wektorów bazowych; dla ukªadu zupeªnego wystarczy, »e ka»dy wektor
byª granic¡ pewnego szeregu.
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Twierdzenie:
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Je±li ci¡g en ∈ V jest ortonormalnym
ukªadem wektorów (czyli takim, »e ‖ei‖ = 1 oraz 〈ei|ej〉 = 0 dla i 6= j) oraz
αn ∈ C to szereg

∞∑
n=1

αnen

jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy gdy szereg liczbowy

∞∑
n=1

|αn|2

jest zbie»ny.

Dowód: Szereg jest zbie»ny gdy ci¡g sum cz¦±ciowych jest zbie»ny. Sprawd¹my
wi¦c:

fn =

n∑
k=1

αkek

Dla m > n mamy

fm − fn =

m∑
k=n+1

αkek

‖fm − fn‖ =

√√√√ m∑
k=n+1

|αk|2 =
√
|sm − sn|

gdzie sn =
∑n
k=1 |αk|2. Wynika z tego, »e ci¡g fn jest ci¡giem Cauchy'ego

wtedy i tylko wtedy gdy ci¡g sn jest ci¡giem Cauchy'ego. Poniewa» zarówno
przestrze« Hilberta (w której le»¡ warto±ci ci¡gu fn) jak i zbiór R s¡ zbiorami
zupeªnymi, oznacza to, »e ci¡g fn jest ci¡giem zbie»nym wtedy i tylko wtedy
gdy ci¡g sn jest ci¡giem zbie»nym, z czego wynika teza twierdzenia.

Z powy»szego twierdzenia mamy wniosek:

Twierdzenie:
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Je»eli en ∈ V jest zupeªnym ortonormal-
nym ukªadem wektorów, to ka»dy wektor f ∈ V mo»na jednoznacznie zapisa¢
w postaci

f =

∞∑
n=1

αnen

gdzie
∞∑
n=1

|αn|2 <∞
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Jednoznaczno±¢ wynika z tego, »e dla ortonormalnego ukªadu wektorów( ∞∑
n=1

αnen = 0
)
⇔
( ∞∑
n=1

|αn|2 = 0
)
⇔
(
∀n ∈ N : αn = 0

)
Z tego twierdzenia wynika, ze tak jak przestrzenie sko«czenie wymiarowe

mo»na uto»samia¢ z Cn (przez wybór bazy), tak niesko«czenie-wymiarowe prze-
strzenie Hilberta mo»na uto»samia¢ z przestrzeni¡ ci¡gów sumowalnych z kwa-
dratem (przez wybór zupeªnego ortonormalnego ukªadu wektorów).

Zajmijmy si¦ teraz konkretnie przypadkiem przestrzeni funkcji. Najcz¦±ciej
spotykany iloczyn skalarny wprowadzanych na takich przestrzeniach ma posta¢

〈f |g〉 =

∫ b

a

f(x)∗g(x)w(x)dx

gdzie a, b ∈ R s¡ ustalonymi liczbami, a w(x) > 0 dla x ∈ (a, b), np.

〈f |g〉 =

∫ 1

−1

f(x)∗g(x)dx

〈f |g〉 =

∫ ∞
−∞

f(x)∗g(x)dx

〈f |g〉 =

∫ ∞
0

f(x)∗g(x)e−xdx

Przestrze« v jest wtedy de�niowana jako przestrze« takich funkcji dla których
〈f |f〉 <∞, czasem speªniaj¡cych te» pewne dodatkowe warunki.

Taka de�nicja 〈·|·〉 speªnia pierwsze trzy wymagane wªasno±ci iloczynu ska-
larnego:

• ∀f, g1, g2 ∈ V ∀λ1, λ2 ∈ C 〈f |λ1g1 + λ2g2〉 = λ1〈f |g1〉+ λ2〈f |g2〉

• ∀f, g ∈ V 〈f |g〉 = (〈g|f〉)∗

• ∀f ∈ V 〈f |f〉 ≥ 0

Pojawia si¦ jednak pewien problem z czwartym warunkiem, a to z tego powodu,
ze je±li zmienimy warto±¢ funkcji w jednym punkcie, nie wpªywa to na warto±¢
caªki. Na przykªad, dla

f(x) =

{
1 dla x = 0
0 dla x 6= 0

mamy ∫ 1

−1

|f(x)|2dx = 0
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mimo, ze f 6= 0. Sugeruje to, »e
∫ 1

−1
f(x)∗g(x)dx nie jest dobrym iloczynem

skalarnym. �eby sobie z tym poradzi¢, musimy uto»sami¢ ze sob¡ funkcje f1 i
f2 takie, »e ∫ b

a

|f1(x)− f2(x)|2w(x)dx = 0

O takich funkcjach mówimy, »e s¡ równe prawie wsz¦dzie. Cho¢ z punktu wi-
dzenia ich warto±ci nie s¡ one równe, obie s¡ traktowane jako ten sam element
przestrzeni unitarnej. Mo»na to u±ci±li¢ (przez skonstruowanie tzw. klas równo-
wa»no±ci i przestrzeni ilorazowej), ale w praktycznych zastosowaniach wystarczy
wiedzie¢ tyle: je±li funkcje f1 i f2 s¡ równe prawie wsz¦dzie, to w przestrzeni
unitarnej s¡ jednym elementem.

Pojawia si¦ te» problem ze zupeªno±ci¡ tak skonstruowanej przestrzeni. Zda-
»aj¡ si¦ bowiem ci¡gi funkcji caªkowalnych w senise caªki Riemanna, których
granica punktowa nie jest caªkowalna. Z tym problemem tak»e mo»na sobie
poradzi¢, de�niuj¡c tzw. caªk¦ Lesbegue'a.

�eby zde�niowa¢ caªk¦ Lesbegue'a, musimy najpierw zde�niowa¢ tzw. miar¦
Lesbegue'a zbioru. Dla zbioru X ⊂ R jest ona zde�niowane nast¦puj¡co:

µ(X) = inf{
∑
k

|Ik| : (Ik)k∈N jest ciagiem otwartych przedziaªów takim, »e X ⊂
⋃
k

Ik}

gdzie dla Ik = (ak, bk) mamy |Ik| = |bk − ak|. Tªumacz¡c wzór: maj¡c dany
zbiór X pokrywamy go za pomoc¡ ci¡gu przedziaªów Ik; dla ka»dego pokrycia
mierzymy

∑
k |Ik|, czyli ª¡czn¡ dªugo±¢ wszystkich przedziaªów; bior¡c wszyst-

kie mo»liwe pokrycia, tworzymy zbiór {
∑
k |Ik|} i znajdujemy jego kres dolny.

Dla zbiorów X ⊂ Rn miar¦ Lesbegue'a de�niuje si¦ analogicznie, tylko po-
krywa sie te zbiory prostopadªo±cianami, a nie przedziaªami, i sumujemy obj¦-
to±ci tych prostopadªo±cianów.

Zbiór X nazywany jest mierzalnym w sensie miary Lesbegue'a je±li dla do-
wolnego zbioru Y zachodzi

µ(Y ) = µ(Y ∩X) + µ(Y \X)

Istnienie zbiorów niemierzalnych jest matematyczn¡ ciekawostk¡ wynikaj¡c¡ z
tzw. aksjomatu wyboru, ale zbiory te nie s¡ konstruowalne (mo»na udowodni¢,
ze istniej¡, ale nie istnieje formuªy de�niuj¡ce takie zbiory). Nie b¦dziemy si¦
wi¦c nimi przejmowa¢. Wszystkie zbiory pojawiaj¡ce si¦ w �zycznych oblicze-
niach s¡ mierzalne.

Miara Lebesgue'a wyra»a to, co mo»emy intuicyjnie rozumie¢ jako »ozmiar¹-
bioru:

• Dla dowolnego zbioru µ(X) ≥ 0; µ(∅) = 0.
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• Je±li X jest przedziaªem (otwartym lub zamkni¦tym) o ko«cach a i b to
µ(X) = |b− a|.

• Je±li X jest zbiorem jednopunktowym, to µ(X) = 0.

• Je±li Y ⊂ X jest zbiorem mierzalnym, to µ(X) = µ(Y ) + µ(X \ Y )

• Je±liX jest sum¡ przeliczalnie wielu rozª¡cznych zbiorów mierzalnychX =⋃
iXi, to µ(X) =

∑
i µ(Xi)

cho¢ czasem mo»e dawa¢ zaskakuj¡ce wyniki, np. µ(Q) = 0.

Maj¡c miar¦ Lesbegue'a, de�niujemy caªk¦ Lesbegue'a z funkcji f : X → R
nast¦puj¡co

• Je±li f(x) ≥ 0, to∫
X

f(x)dx :=

∫ ∞
0

µ({x : f(x) > λ})dλ

• Je±li f(x) ≤ 0, to∫
X

f(x)dx := −
∫
X

(−f(x))dx = −
∫ ∞

0

µ({x : f(x) < −λ})dλ

• Je±li f(x) = f+(x)− f−(x), gdzie f+(x) ≥ 0, f−(x) ≥ 0 to∫
X

f(x)dx :=

∫
X

f+(x)dx−
∫
X

f−(x)dx

gdzie caªki po λ s¡ zwykªymi caªkami Riemanna.

W porównaniu do caªki Riemanna, któr¡ mo»na wyobra»a¢ sobie jako granic¦
sumy pól pionowych prostok¡tów wypeªniaj¡cych pole pod wykresem funkcji,
caªk¦ Lesbegue'a mo»na sobie wyobra»a¢ jako grranic¦ sum poziomych prosto-
k¡tów wypeªniaj¡cych pole pod wykresem (rys. poni»ej).
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Mo»e by¢ zastanawiaj¡ce� co taka zmiana nam daje, ale okazuje si¦ by¢
przydatna w caªkowaniu funkcji które s¡ bardzo "postrz¦pione". Ka»da funkcja
caªkowalna w sensie Riemanna jest te» caªkowalna w sensie Lesbegue'a (i obie
caªki s¡ sobie równe), ale istniej¡ funkcje caªkowalne w sensie Lesbegue'a które
nie s¡ caªkowalne w sensie Riemanna. Dzi¦ki temu zbiór funkcji na zbiorze x
dla których caªka ∫

X

|f(x)|2w(x)dx

jest sko«czona okazuje si¦ by¢ przestrzeni¡ zupeªn¡ (ale nie b¦dzie to na tym
wykªadzie dowodzone).

Przestrze« funkcji caªkowalnych z kwadratem i wag¡ w na zbiorze X ozna-
cza¢ b¦dziemy L2(X,w). W przypadku gdy w = 1 b¦dziemy je pomija¢ i pi-
sa¢ po prostu L2(X). Mamy zatem np. przestrzenie L2

(
[−1, 1]

)
, L2(R) czy

L2
(
[0,∞), e−x

)
; wszystkie te wymienione przestrzenie maj¡ zastosowanie w �-

zyce.

Wykªad 29: Operatory na przestrzeni Hilberta

Przejdziemy dzi± do rozwa»ania operatorów na przestrzeni Hilberta. Zacznijmy
od pewnej wa»nej ró»nicy mi¦dzy przypadkiem sko«czenie-wymiarowym, a niesko«czenie-
wymiarowym. W przypadku sko«czenie wymiarowym wymaga si¦, aby opera-
tor byª zde�niowany na wszystkich wektorach przestrzeni V . Okazuje si¦, »e
w przypadku niesko«czenie wymiarowym ten warunek wykluczaªby caª¡ mas¦
interesuj¡cych operatorów. Czasem dlatego, »e »adnej operacji nie mo»na na
jakim± wektorze wykona¢ (np. istniej¡ funkcje nieró»niczkowalne), a czasem
dlatego, ze wynik operacji nie nale»aªby do docelowej przestrzeni Hilberta (np.
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nie jest funkcj¡ caªkowaln¡ z kwadratem). Na przykªad operator ró»niczkowa-
nia D, (Df)(x) = f ′(x), nie jest okre±lony na caªej przestrzeni L2(R), bo ta
przestrze« bowiem funkcje nieró»niczkowalne. Nie mo»emy tych funkcji po pro-
stu wyrzuci¢ z naszej przestrzeni, poniewa» stanowi¡ one granice ci¡gów funkcji
ró»niczkowalnych, na przykªad

|x|e−x
2

= lim
n→∞

√
x2 +

1

n2
e−x

2

Nie mo»emy si¦ zatem ograniczy¢ wyª¡cznie do funkcji ró»niczkowalnych (je±li
chcemy mie¢ przestrze« Hilberta), ale nie chcemy równie» rezygnowa¢ z rozwa-
»ania operatora ró»niczkowania. W tym celu dopuszczamy, by operatory miaªy
dziedzin¦ mniejsz¡ ni» caªa przestrze«, z tym ograniczeniem »e dziedzina ta po-
winna by¢ zbiorem g¦stym w przestrzeni V , tzn. dla dowolnego elementu v ∈ V
istnieje ci¡g xn ∈ X taki, ze v = limn→∞ xn. Mo»na udowodni¢, »e opera-
tor ró»niczkowanai speªnia ten warunek; cho¢ nie ka»da funkcja z L2(R) jest
ró»niczkowalna, to ka»da jest granic¡ pewnego ci¡gu funkcji ró»niczkowalnych.
Dziedzin¦ operatora A oznacza¢ b¦dziemy D(A).

Rozwa»a si¦ równie» wyª¡cznie operatory ci¡gªe, czyli posiadaj¡ce t¡ wªa-
sno±¢, »e je±li ci¡g xn elementów z D(A) ma granic¦ w D(A), to

lim
n→∞

(Axn) = A( lim
n→∞

xn)

Dla operatorów na przestrzeni Hilberta de�niuje si¦ norm¦ nast¦puj¡co:

De�nicja (norma operatora, operatory ograniczone i nieograniczone):
Norm¡ operatora A : D(A) → W , D(A) ⊂ V , gdzie V i W s¡ przestrzeniami
Hilberta, nazywamy

‖A‖ := sup
{‖Af‖
‖f‖

: f ∈ D(A) \ {0}
}

= sup
{
‖Af‖W : f ∈ D(A), ‖f‖V = 1

}
Je±li ‖A‖ < ∞, operator A nazywamy ograniczonym. Je±li ‖A‖ = ∞, operator
A nazywamy nieograniczonym.

Przykªady:

• operator translacji Ta : L2(R)→ L2(R), (Taf)(x) = f(x− a). Mamy

‖Af‖2 =

∫ ∞
−∞
|f(x− a)|2dx =

∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx = ‖f‖2

a zatem ‖A‖ = 1

• operator mno»enia przez x: A : D(A)→ L2(R), (Af)(x) = xf(x). We¹my
funkcje próbne

fn(x) =

{
1 dla x ∈ [n, n+ 1]
0 w przeciwnym przypadku
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Mamy dla nich

‖fn‖2 =

∫ n+1

n

1dx = 1

(Afn)(x) =

{
x dla x ∈ [n, n+ 1]
0 w przeciwnym przypadku

‖Afn‖2 =

∫ n+1

n

x2dx =
1

3
(n+ 1)3 − 1

3
n3 = n2 + n+

1

3

‖Afn‖
‖fn‖

=

√
n2 + n+

1

3

Ten iloraz mo»e by¢ dowolnie du»y, wi¦c ‖A‖ =∞.

Operatory ograniczone maj¡ lepsze wªasno±ci, niektóre bardziej zaawanso-
wane twierdzenia s¡ speªnione tylko dla operatorów ograniczonych. Na przy-
kªad mo»na udowodni¢, ze je±li operator ograniczony A jest ci¡gªy i okre±lony
na g¦stej dziedzinie, to mo»na go w ci¡gªy sposób rozszerzy¢ na caª¡ przestrze«
Hilberta V . We¹my bowiem dowolny wektor f ∈ V i dowolny ci¡g fn ∈ D(A)
zbie»ny do v. Dla tego ci¡gu mamy

‖Afn −Afm‖ = ‖A(fn − fm)‖ ≤ ‖A‖ ‖fn − fm‖

Poniewa» ci¡g fn byª zbie»ny, wi¦c byª tak»e ci¡giem Cauchy'ego, to wynika
z tego, »e równie» ci¡g Afn jest ci¡giem Cauchy'ego, wi¦c jest ci¡giem zbie»-
nym. Mo»na zatem przez ci¡gªo±¢ zde�niowa¢ Af := limn→∞Afn. Poniewa»
mo»emy tak rozszerza¢ dziedzin¦ b¦dziemy odt¡g zakª¡da¢, ze dla operatorów
ogranicoznych D(A) = V .
Dla operatorów nieograniczonych, gdy ‖A‖ =∞ powy»sza konstrukcja nie musi
dziaªa¢, bo nie mo»emy udowodni¢, »e ci¡g Afn jest zbie»ny. Tym niemniej, w
�zyce potrzebujemy cz¦sto tak»e operatorów nieograniczonych.

W przestrzeniach Hilberta mo»na zde�niowa¢ sprz¦»enie hermitowskie ope-
ratora:

De�nicja (operator sprz¦»ony):
Operatorem sprz¦»onym do operatora ograniczonego A : D(A)→ V2, D(A) ⊂ V1

gdzie V1 i V2 s¡ przestrzeniami Hilberta, nazywamy operator A† : D(A†)→ V1,
D(A†) ⊂ V2 taki, »e

• D(A†) = {f ∈ V2 : ∃c <∞∀g ∈ D(A) : 〈f |Ag〉 ≤ c‖g‖}

• ∀f ∈ D(A), g ∈ D(A†) : 〈f |Ag〉 = 〈A†g|f〉

Ten pierwszy warunek jest potrzebny aby zapewni¢, »e A†f ∈ V1. Dla ope-
ratorów ograniczonych de�nicja jest nieco prostsza, bo dla nich zawsze mamy
D(A) = V1, D(A†) = V2, i do zde�niowania operatora A† wystarczy nam drugi

210



warunek.

Dla operatorów z jednej przestrzeni Hilberta do tej samej przestrzeni Hil-
berta mamy dodatkowo poj¦cia operatorów hermitowskich i samosprz¦»onych:

De�nicja (operator hermitowski):
Operator A : D(A) → V , D(A) ⊂ V gdzie V jest przestrzeni¡ Hilberta, nazy-
wamy hermitowskim je±li dla dowolnych wektorów f1, f2 ∈ V zachodzi

〈f1|Af2〉 = 〈Af1|f2〉

De�nicja (operator samosprz¦»ony):
Operator A : D(A) → V , D(A) ⊂ V gdzie V jest przestrzeni¡ Hilberta, nazy-
wamy samosprz¦»onym je±li A† = A.

W sko«czonym wymiarze operator jest samosprz¦»ony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest hermitowski. W niesko«czonym wymairze jest tak jedynie dla ope-
ratorów ograniczonych; dla operatorów nieograniczonych tak by¢ nie musi. O
ile operator samosprz¦»ony jest zawsze hermitowski, to aby operator hermi-
towski byª samosprz¦»ony musi speªnia¢ dodatkowy warunek D(A†) = D(A).
(UWAGA: niektóre ¹ródªa nie stosuj¡ tego rozró»nienia rygorystycznie, i stosuj¡
terminy wymiennie; ró»nica jednak istnieje, pewne zaawansowane twierdzenia
s¡ speªnione tylko dla operatorów samosprz¦»onych, sama hermitowsko±¢ dla
nich nie wystarcza).

Skupmy si¦ teraz na operatorach na L2(X).

Wcze±niej rozwa»ane funkcjonaªy liniowe na przestrzeni funkcji, czyli dys-
trybucje, przypisuj¡ funkcji liczb¦ i zapisuje si¦ je za pomoc¡ caªki:

φ[f ] =

∫ ∞
−∞

φ(x)f(x)dx

Na podobnej zasadzie jest de�niowane

De�nicja (j¡dro caªkowe):
J¡drem caªkowym operatora A : L2(X,w)→ L2(X,w) nazywamy funkcj¦ uogól-
nion¡ A(x, y) tak¡, »e

(Af)(x) =

∫
X

A(x, y)f(y)dy

J¡dro caªkowe dla operatora na przestrzeni funkcyjnej peªni rol¦ analogiczn¡
do macierzy operatora w przestrzeni sko«czenie wymiarowej; powy»szy wzór
stanowi niesko«czenie-wymiarowy odpowiednik wzoru

(Av)i =
∑
j

Aijv
j
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dla przypadku sko«czenie wymiarowego.

Dla przykªadu (wszystkie poni»sze operatory s¡ zde�niowane na L2(R)):

• Dla A = 1 b¦d¡cego operatora identyczno±ciowym:

(Af)(x) := f(x) =

∫ ∞
−∞

δ(y − x)f(y) =

∫ ∞
−∞

δ(x− y)f(y)

A(x, y) = δ(x− y)

• Dla A = Ta b¦d¡cego operatorem przesuni¦cia:

(Taf)(x) := f(x− a) =

∫ ∞
−∞

δ(y − (x− a))f(y) =

∫ ∞
−∞

δ(x− y − a)f(y)

A(x, y) = δ(x− y − a)

• Dla A b¦d¡cego operatorem mno»enia przez ustalona funkcj¦ g(x):

(Af)(x) := g(x)f(x) =

∫ ∞
−∞

g(x)δ(y − x)f(y) =

∫ ∞
−∞

g(x)δ(x− y)f(y)

A(x, y) = g(x)δ(x− y)

• Dla A = ∂x b¦d¡cego operatorem ró»niczkowania:

(∂xf)(x) := f ′(x) = −
∫ ∞
−∞

δ′(y − x)f(y) =

∫ ∞
−∞

δ′(x− y)f(y)

A(x, y) = δ′(x− y)

• Dla A = F b¦d¡cego transformat¡ Fouriera:

(Ff)(k) = f̃(k) =

∫ ∞
−∞

e−ikxf(x)dx

A(k, x) = e−ikx

• Dla A = F−1 b¦d¡cego odwrotn¡ transformat¡ Fouriera:

(F−1f̃)(x) = f(x) =

∫ ∞
−∞

eikxf̃(k)
dk

2π

A(x, k) =
1

2π
eikx
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Niech fi b¦dzie zupeªnym ortonormalnym ukªadem wektorów w przestrzeni
L2(R), czyli funkcje fi speªniaj¡ warunek

〈fi|fj〉 =

∫ ∞
−∞

fi(x)∗fj(x)dx = δij

Dowoln¡ funkcj¦ g ∈ L2(R) mo»emy rozpisa¢ w postaci

g(x) =
∑
i

αifi(x)

Zauwa»my, »e

〈fj |g〉 =

∫ ∞
−∞

fi(x)∗
(∑

j

αjfj(x)
)

dx =
∑
j

αj

∫ ∞
−∞

fi(x)∗fj(x)dx =
∑
j

αjδij = αi

A zatem

g(x) =
∑
i

〈fj |g〉fi(x) =
∑
i

fi(x)

∫ ∞
−∞

fi(y)∗g(y)dy =

∫ ∞
−∞

(∑
i

fi(x)fi(y)∗
)
g(y)dy

Poniewa» g(x) =
∫∞
−∞ δ(x− y)g(y), i wzory te s¡ speªnione dla dowolnej funkcji

g, musi zachodzi¢ równo±¢:

δ(x− y) =
∑
i

fi(x)fi(y)∗

To przedstawienie funkcji δ nazywa si¦ rozkªadem jedynki (bo δ(x − y) jest j¡-
drem caªkowym operatora identyczno±ciowego 1), i stosuje sie w �zyce w wielu
przypadkach, w zale»no±ci od sytuacji wybierane s¡ ró»ne ukªady funkcji fi.

Operacje algebraiczne na operatorach mo»na przetªumaczy¢ na operacje na
j¡drach caªkowych. Na przykªad

• J¡dro caªkowe sumy operatorów jest sum¡ j¡der caªkowych; je±li

(A1f)(x) =

∫
X

A1(x, y)f(y)dy, (A2f)(x) =

∫
X

A2(x, y)f(y)dy

to dla A = A1 +A2 mamy

(Af)(x) = (A1f)(x) + (A2f)(x) =

∫
X

A1(x, y)f(y)dy +

∫
X

A2(x, y)f(y)dy =

=

∫
X

(
A1(x, y) +A2(x, y)

)
f(y)dy

A(x, y) = A1(x, y) +A2(x, y)
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• J¡dro caªkowe iloczynu operatorów jest splotem j¡der caªkowych; dla tych
samych A1 i A2 co poprzednio i A = A1A2 mamy

(Af)(x) = (A1A2f)(x) =

∫
X

A1(x, y)(A2f)(y)dy =

=

∫
X

A1(x, y)
(∫

X

A2(y, z)f(z)dz
)

dy =

=

∫
X

(∫
X

A1(x, y)A2(y, z)dy
)
f(z)dz

A(x, z) =

∫
X

A1(x, y)A2(y, z)dy

• Dla operatora sprz¦»onego do operatora A : L2(X,w)→ L2(X,w) mamy
warunek

〈A†f1|f2〉 = 〈f1|Af2〉∫
X

(
(A†f1)(x)

)∗
f2(x)w(x)dx =

∫
X

f1(y)∗(Af2)(y)w(y)dy∫
X

(∫
X

A†(x, y)f1(y)dy
)∗
f2(x)w(x)dx =

∫
X

f1(y)∗
(∫

X

A(y, x)f2(x)dx
)
w(y)dy∫

X×X

(
A†(x, y)

)∗
w(x)f1(y)∗f2(x)dxdy =

∫
X×X

A(y, x)w(y)f1(y)∗f2(x)dxdy

Dostajemy wi¦c zwi¡zek(
A†(x, y)

)∗
w(x) = A(y, x)w(y)

A†(x, y) =
1

w(x)
A(y, x)∗w(y)

W przypadku w = 1 otrzymujemy A†(x, y) = A(y, x)∗ co jest analogiem
zwi¡zku z przestrzeni sko«czenie wymiarowej A† = (AT )∗.

• Przeprowadzaj¡c podobny rachunek, co w poprzednim przypadku, mo-
»emy stwierdzi¢, »e dla operatorów hermitowskich zachodzi

A(x, y) =
1

w(x)
A(y, x)∗w(y)

Na podstawie tej ostatniej wªasno±ci ªatwo rozpoznawa¢ operatory hermi-
towskie. Oczywi±cie operatorem hermitowskim jest operator identyczno±ciowy
(z j¡drem δ(x− y)) ale tak»e operator mno»enia przez funkcj¦ rzeczywist¡ g(x),
z j¡drem g(x)δ(x− y), poniewa»(

g(y)δ(y − x)
)∗

= g(x)δ(x− y)
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Operator ró»niczkowania ∂x, z j¡drem δ′(x− y) hermitowski nie jest; dla niego
mamy (

δ′(y − x)
)∗

= −δ′(x− y)

Ale je±li przemno»ymy ten operator przez jednostk¦ urojon¡, otrzymuj¡c ope-
rator i∂x z j¡drem iδ′(x− y) otrzymamy operator hermitowski:(

iδ′(y − x)
)∗

= i∗(−δ′(x− y)) = iδ′(x− y)

Operatory hermitowskie i samosprz¦»one posiadaj¡ szereg kilka przydatnych
wªasno±ci:

• Wszystkie warto±ci wªasne operatora hermitowskiego s¡ rzeczywiste. Wy-
nika to z równo±ci (dla Af = λf , f 6= 0):

λ〈f |f〉 = 〈f |λf〉 = 〈f |Af〉 = 〈Af |f〉 = 〈λf |f〉 = λ∗〈f |f〉

je±li f 6= 0, oznacza to, z¦ λ = λ∗.

• Wektory wªasne operatora hermitowskeigo odpowiadaj¡ce ró»nym warto-
±ciom wªasnym s¡ prostopadªe. Je±li Af1 = λ1f1, Af2 = λ2f2, mamy

λ1〈f1|f2〉 = 〈λ1f1|f2〉 = 〈Af1|f2〉 = 〈f1|Af2〉 = 〈f1|λ2f2〉 = λ2〈f1|f2〉

Je±li λ1 6= λ2, oznacza to, »e 〈f1|f2〉 = 0.

• (tzw. rozkªad spektralny operatora). Je±li wektory wªasne tworz¡ zupeªny
ukªad ortonormalny, to operator samosprz¦»ony mo»na zapisa¢ w postaci

A =
∑
n

λnPn

gdzie Pn jest rzutem ortogonalnym na podprzestrze« wektorów wªasnych
odpowiadaj¡cych warto±ci wªasnej λn.

Ta ostatnia wªasno±¢ jest cz¦sto u»ywana w �zyce, do obliczania wyra»e«
postaci 〈g|Ah〉 u»ywaj¡c tej wªasno±ci mamy

〈g|Ah〉 =
∑
n

λn〈g|Pnh〉 =
∑
n

λn〈g|P 2
nh〉

∑
n

λn〈Png|Pnh〉

Maj¡c zupeªny ortonormalny ukªad wektorów wªasnych fn odpowiadaj¡cych
warto±ciom wªasnym λn wektory g i h mo»na rozpisa¢ jako

g =
∑
n

αnfn, h =
∑
n

βnfn

i wtedy
Png = αnfn, Pn = βngn

〈Png|Pnh〉 = α∗nβn〈fn|fn〉 = α∗nβn
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a zatem
〈g|Ah〉 =

∑
n

λnα
∗
nβn

Znajomo±¢ rozkªadu g i h na wektory wªasne operatora A pozwala zatem po-
liczy¢ 〈g|Ah〉. Z tego powodu przewa»ajaca wi¦kszo±¢ oblicze« w �zyce jest
prowadzonych w ukªadzie wektorów wªasnych jakiego± wa»nego operatora samo-
sprz¦»onego (ukªad ten nazywany jest przez �zyków baz¡ wektorów wªasnych,
cho¢ ±ci±le rzecz bior¡c baz¡ nie jest, ró»nica mi¦dzy baz¡ a zupeªnym ukªadem
wektorów zostaªa podkre±lona na poprzednim wykªadzie).

Zdarza si¦, te» cz¦sto, »e �zycy nazywaj¡ wektorami wªasnymi operatora
A rozwi¡zania równania Af = λf które nie nale»¡ do ustalonej przestrzeni
Hilberta, wi¦c ±ci±le rzecz bior¡c, wektorami wªasnymi nie s¡. Dzieje si¦ tak na
przykªad dla operatora

−i∂x

w �zyce znanego jako operator p¦du (bo w mechanice kwantowej ma zwi¡zek z
p¦dem cz¡stki kwantowej). Je±li rozwi¡zujemy równanie

−i∂xf = λf

otrzymujemy rozwi¡zania
λ ∈ C, f(x) = eiλx

»adne z tych rozwi¡za« (nawet te dla λ ∈ R) nie jest caªkowalne z kwadra-
tem, czyli nie s¡ one elementami przestrzeni L2(R); rozwi¡zania dla λ /∈ R nie
stanowi¡ zatem kontrprzykªadu do twierdzenia, »e wszystkie warto±ci wªasne
musz¡ by¢ rzeczywiste. Mimo to �zycy cz¦sto nazywaj¡ funkcje uk(x) = eikx

dla k ∈ RR wektorami wªasnymi lub nienormowalnymi wektorami. Nie jest
to ±cisªe matematycznie, ale przydatne z praktycznego punktu widzenia. Na
podstawie wyniku otrzymanego wcze±niej gdy mówili±my o dysytrybucjach

δ(x) =

∫ ∞
−∞

eikx
dk

2π

mo»na bowiem znale¹¢

δ(x− y) =

∫ ∞
−∞

eik(x−y) dk

2π

−iδ(x− y) =

∫ ∞
−∞

keik(x−y) dk

2π

co jest wzorem analogicznym do rozkªadu spektralnego A =
∑
n λnPn, cho¢

sum¦
∑
n trzeba byªo zast¡pi¢ caªk¡

∫
dk
2π (i oczywi±cie caªy wzór jest zapisany

na j¡drach caªkowych).
Teoria operatorów na przestrzeniach Hilberta jest bogata i obejmuje du»o

wi¦cej twierdze«, ale mam nadziej¦, »e to co przedstawiªem tutaj b¦dzie sta-
nowiªo wystarczaj¡c¡ podstaw¦ matematyczn¡ do zastosowa« �zycznych które
pojawi¡ si¦ na innych przedmiotach.
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�wiczenia wykªadowe 15: wielomiany ortogonalne

Te ostatnie tematy nie b¦d¡ ju» wchodzi¢ w zakres egzaminu pisemnego, wi¦c na
tych ¢wiczeniach wykªadowych chciaªbym raczej pokaza¢ jak ró»ne metody po-
znane w tym semestrze mog¡ by¢ przydatne w analizie konkretnego zagadnienia.

Rozwa»my równanie ró»niczkowe

(x2 − 1)f ′′(x) + 2xf ′(x)− λf(x) = 0

Jest to tak zwane równanie Legenedre'a, pojawiaj¡ce si¦ czasem w �zyce. Mo»na
je traktowa¢ jako równanie na wektory wªasne Af = λf dla operatora

(Af)(x) = (x2 − 1)f ′′(x) + 2xf ′(x) =
(
(x2 − 1)f ′(x)

)′
Poka»my najpierw, »e ten operator jest operatorem hermitowskim w przestrzeni
L2([−1, 1]), czyli z iloczynem skalarnym zadanym wzorem

〈g|h〉 =

∫ 1

−1

g(x)∗h(x)dx

Mamy

〈g|Ah〉 =

∫ 1

−1

g(x)∗
(
(x2 − 1)h′(x)

)′
dx =caªkuj¡c przez cz¦±ci

=
[
g(x)∗(x2 − 1)h′(x)

]∣∣x=1

x=−1
−
∫ 1

−1

g′(x)∗(x2 − 1)h′(x)dx =

= −
∫ 1

−1

g′(x)∗(x2 − 1)h′(x)dx =jeszcze raz caªkuj¡c przez cz¦±ci

=
[
− g′(x)∗(x2 − 1)h(x)

]∣∣x=1

x=−1
+

∫ 1

−1

(
g′(x)∗(x2 − 1)

)′
h(x)dx =

=

∫ 1

−1

(
(Ag)(x)

)∗
h(x)dx = 〈Ag|h〉

Z czego wynika, »e warto±ci wªasne tego tego operatora b¦d¡ rzeczywiste, a wek-
tory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym. Spróbujmy znale¹¢
te wektory/funkcje wªasne.

Istnieje kilka metod rozwi¡zywania takich równa«. Jedn¡ z cz¦±ciej stoso-
wanych jest poszukiwanie rozwi¡zania w postaci szeregu Talyora

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n

Mamy wtedy

f ′(x) =

∞∑
n=0

nanx
n−1
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2xf ′(x) =

∞∑
n=0

2nanx
n

f ′′(x) =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n

x2f ′′(x) =

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n

Nasze równanie ma wi¦c posta¢

∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n −

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n +

∞∑
n=0

2nanx
n −

∞∑
n=0

λanx
n = 0

∞∑
n=0

(
n(n− 1)an − (n+ 2)(n+ 1)an+2 + 2nan − λan

)
xn = 0

∞∑
n=0

((
n(n+ 1)− λ

)
an − (n+ 2)(n+ 1)an+2

)
xn = 0

Caªy szereg musi by¢ równy 0, co oznacza »e wspóªczynniki przy ka»dej pot¦dze
x musz¡ by¢ równe 0:(

n(n+ 1)− λ
)
an − (n+ 2)(n+ 1)an+2 = 0

dostajemy wi¦c wzór rekurencyjny

an+2 =
n(n+ 1)− λ

(n+ 2)(n+ 1)
an

Zwró¢my uwag¦, ze jest to rekurencja co drugi krok: Za0 mo»na wyliczy¢ a2,
nast¦pnie a4 itd.; z a1 mo»na wyznaczy¢ a3, a5 itd. S¡ dwie mo»liwo±ci: albo
przynajmniej jedna z tych rekurencji si¦ nie ko«czy (caªy czas dostajemy wspóª-
czynniki an ró»ne od 0), albo w pewnym momencie dostaniemy w obu rekuren-
cjach 0 (wtedy wszystkie kolejne wspóªczynniki równie» b¦d¡ 0). W pierwszym
przypadku mo»na pokaza¢ (czego nie b¦d¦ tu robiª), »e dostajemy w ten sposób
funkcj¦ nie nale»¡c¡ do przestrzeni L2([−1, 1]). W drugim przypadku, gdy reku-
rencja si¦ urywa, wynikiem b¦dzie pewien wielomian (bo szereg Taylora b¦dzie
sko«czony).

�atwo stwierdzi¢, kiedy szereg si¦ urywa. S¡ dwa przypadki:

• je±li a0 6= 0, to aby rekurencja na wspóªczynniki o parzystych indek-
sach si¦ urywaªa potrzebujemy λ = n(n + 1) dla pewnego parzystego n;
wtedy an+1 = 0 i wszystkie kolejne wspóªczynniki o parzystych indeksach
b¦d¡ równe 0. Wtedy jednak rekurencja na wspóªczynniki o nieparzystych
wspóªczynnikach nigdy by si¦ nie urywaªa, chyba »e ju» a1 = 0 (i wtedy
wszystkie a2k+1 = 0).
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• analogicznie je±li a1 6= 0 wtedy potrzebujemy λ = n(n + 1) dla pewnego
nieparzystego n, by urwa¢ rekurencj¦ zaczynaj¡c¡ si¦ od a1; wtedy jednak
potrzebujemy a0 = 0, bo inaczej rekurencja zaczynaj¡ca si¦ od a0 byªaby
niesko«czona.

Podsumowuj¡c oba przypadki, zawsze potrzebujemy λ = n(n + 1), n ∈ N i
zaczyna¢ rekurencj¦ od a0 6= 0, a1 = 0 dla n parzystych lub od a0 = 0, a1 6= 0
dla n nieparzystych. Dla pocz¡tkowych n mo»emy znale¹¢

n λ f
0 0 a0

1 2 a1x
2 6 a0(1− 3x2)
3 12 a1(x− 5

3x
3)

4 20 a0(1− 10x2 + 35
3 x

4)

Rozwi¡zania dla ka»dego λ s¡ jednoznaczne z dokªadno±ci¡ do normalizacji, czyli
do wyboru wspóªczynnika a0 lub a1. Tradycyjnie normalizacj¦ t¦ wykonuje si¦
tak aby f(1) = 1. Dostajemy w ten sposób tzw. wielomiany Legendre'a:

P0(x) = 1

P1(x) = 1

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

. . .

Jako ze s¡ one wektorami wªasnymi operatora hermitowskiego w L2([−1,−1])
powinny by¢ do siebie ortogonalne. I faktycznie mo»na sprawdzi¢ na przykªad,
»e∫ 1

−1

P0(x)P4(x)dx =

∫ 1

−1

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)dx =

1

8
(7x5 − 10x3 + 3x)

∣∣x=1

x=−1
= 0

Wielomiany Legendre'a maj¡ jednak tak»e wiele innych wªa±ciwo±ci. Udo-
wodnijmy najpierw, »e

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
We¹my w tym celu funkcj¦ h(x) = (x2 − 1)n. �atwo zauwa»y¢, ze speªnia ona
równanie

(x2 − 1)h′(x)− 2nxh(x) = 0

a zatem tak»e
dn+1

dxn+1

(
(x2 − 1)h′(x)− 2nxh(x)

)
= 0
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Wykorzystuj¡c reguª¦ Leibniza dla pochodnej wielokrotnej:

dn

dxn
(
f(x)g(x)

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
dkf(x)

dxk
dn−kg(x)

dxn−k

otrzymujemy(
n+ 1

0

)
(x2 − 1)h(n+2)(x) +

(
n+ 1

1

)
2xh(n+1)(x) +

(
n+ 1

2

)
2h(n)(x)+

−
(
n+ 1

0

)
2nxh(n+1)(x)−

(
n+ 1

1

)
2nh(n)(x) = 0

czyli

(x2−1)h(n+2)(x)+2(n+1)xh(n+1)(x)+n(n+1)h(n)(x)−2nxh(n+1)(x)−2n(n+1)h(n)(x) = 0

(x2 − 1)h(n+2)(x) + 2xh(n+1)(x)− n(n+ 1)h(n)(x) = 0

czyli h(n)(x) speªnia równanie Legendre'a z λ = n(n+ 1). Poniewa» dla ka»dej
warto±ci wªasnej istnieje tylko jedno liniowo niezale»ne rozwi¡zanie wielomia-
nowe, oznacza to, »e

h(n)(x) = cPn(x)

dla pewnej staªej c ∈ R. Policzmy teraz h(n)(1). Mamy

h(n)(x) =
dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
=

dn

dxn

(
(x+ 1)n(x− 1)n

)
=

=

n∑
k=0

(
n

k

)
dk(x+ 1)n

dxk
dn−k(x− 1)n

dxn−k
=

=

n∑
k=0

(
n

k

)
· n!

(n− k)!
(x+ 1)n−k · n!

k!
(x− 1)k

Dla x = 1 tylko jeden skªadnik z caªej tej sumy b¦dzie niezerowy, dla k = 0
(poniewa» w przeciwnym przypadku (x− 1)k si¦ zeruje). A zatem

h(n)(1) =

(
n

0

)
· n!

n!
(1 + 1)n · n!

0!
1 = 2nn!

Poniewa» Pn(1) = 1 (z de�nicji Pn), oznacza to, »e

h(n)(x) = 2nn!Pn(x)

Pn(x) =
1

2nn!
h(n)(x) =

1

2nn!

dn

dxn

(
(x2 − 1)n

)
Przypomnijmy wzór caªkowy Cauchy'ego dla pochodnych:

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
K

f(z)

(z − z0)n+1
dz
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gdzie K jest dowolnym konturem okr¡»aj¡cym punkt z0, a f jest funkcj¡ holo-
mor�czn¡ wewn¡trz tego konturu. U»ywaj¡c tego wzoru mamy

Pn(x) =
1

2nn!

n!

2πi

∮
K

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

jako kontur we¹my okr¡g o ±rodku w x i promieniu R sparametryzowany z =
x+Reiϕ. Otrzymujemy

Pn(x) =
1

2n · 2πi

∮
|z−x|=R

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz =

=
1

2n · 2πi

∫ 2π

0

((x+Reiϕ)2 − 1)n

Rei(n+1)ϕ
iReiϕdϕ =

=
1

2n · 2π

∫ 2π

0

(R2e2iϕ + 2xReiϕ + x2 − 1)nR−ne−inϕdϕ =

=
1

2n · 2π

∫ 2π

0

(
Reiϕ + 2x+

x2 − 1

R
e−iϕ

)n
dϕ

Dla x ∈ (−1, 1), je±li we¹miemy R =
√
x2 − 1 otrzymujemy wi¦c

Pn(x) =
1

2n · 2π

∫ 2π

0

(
√
x2 − 1eiϕ + 2x+

√
x2 − 1e−iϕ)ndϕ =

=
1

2n · 2π

∫ 2π

0

(2
√
x2 − 1 cosϕ+ 2x)n =

=
1

·2π

∫ 2π

0

(
√
x2 − 1 cosϕ+ x)ndϕ

Je»eli mamy wi¦c caªk¦ postaci∫ 2π

0

(a cosϕ+ b)n

mo»emy j¡ zapisa¢ wyrazi¢ za pomoc¡ wielomianu Legendre'a:∫ 2π

0

(a cosϕ+ b)n = (a2 + b2)
n
2

∫ 2π

0

( a√
a2 + b2

cosϕ+
b√

a2 + b2

)n
=

= 2π(a2 + b2)
n
2 Pn

(
b√

a2 + b2

)
Rozwa»my teraz tzw. funkcj¦ tworz¡c¡ wielomianów Legendre'a:

F (t, x) :=

∞∑
n=0

tnPn(x)

Mamy wtedy

Pn(x) =
1

n!

[ ∂n
∂tn

F (t, x)
]
t=0
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Korzystaj¡c ze wzoru an wielomiany Legendre'a za pomoc¡ caªki konturowej,
mamy

F (t, x) =

∞∑
n=0

tn
1

2n · 2πi

∮
K

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz =

=
1

2πi

∮
K

∞∑
n=0

(
t(z2 − 1)

2(z − x)

)n
1

z − x
dz =

=
1

2πi

∮
K

1

1− t(z2−1)
2(z−x)

1

z − x
dz =

=
1

2πi

∮
K

1

z − x− t
2 (z2 − 1)

dz

Dla |x| < 1 jako kontur caªkowania mo»na wzi¡¢ okr¡g |z| = 1. U»ywaj¡c
metody residuów mo»emy znale¹¢ dwa punkty osobliwe funkcji podcaªkowej

z1,2 =
1

t
(1±

√
1− 2xt+ t2)

Tylko jedno z nich b¦dzie le»aªo wewn¡trz konturu; dla |t| < 1 b¦dzie to to ze
znakiem minus. Mamy wi¦c

F (t, x) = Res

(
1

z − x− t
2 (z2 − 1)

,
1

t
(1−

√
1− 2xt+ t2)

)
=

= · · · = 1√
1− 2xt+ t2

Otrzymujemy zatem jeszcze jeden wzór na wielomiany Legendre'a:

Pn(x) =
1

n!

[ ∂n
∂tn

1√
1− 2xt+ t2

]
t=0

W �zyce to przedstawienie pojawia si¦, np. gdy potrzebujemy rozwa»amy
funkcj¦

1

|~r − ~r0|
pojawiaj¡c¡ si¦ w wielu sytuacjach, np. we wzorze na potencjaª Coulomba.
Mamy bowiem

1

|~r − ~r0|
=

1√
r2 − 2rr0 cos θ + r2

0

gdzie r = |~r|, r0 = |~r0|, aθ jest k¡tem pomi¦dzy wektorami ~r i ~r0. Dla r > r0

mamy wówczas

1

|~r − ~r0|
=

1

r

1√
1− 2 r0r cos θ +

r20
r2

=

∞∑
n=0

rn0
rn+1

Pn(cos θ)
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Dla r < r0 mamy podobnie

1

|~r − ~r0|
=

1

r0

1√
1− 2 r

r0
cos θ + r2

r20

=

∞∑
n=0

rn

rn+1
0

Pn(cos θ)

Te rozwini¦cia potencjaªu Coulomba w szereg s¡ przydatne w wielu sytuacjach.

Jest te» wiele innych wªasno±ci speªnianych przez wielomiany Lagrange'a, i
cz¦sto maj¡ one zastosowanie w �zyce.

Istniej¡ te» inne zestawy tzw. wielomianów ortogonalnych, m.in.

• wielomiany Hermite'a, dane wzorem

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

b¦d¡ce ortogonalne w przestrzeni L2(R, e−x2

)

• wielomiany Laguerre'a dane wzorem

Ln(x) =
1

n!
ex

dn(xne−x)

dxn

b¦d¡ce ortogonalne w przestrzeni L2([0,∞), e−x)

• wielomiany Chebysheva dane wzorami

cos(nϕ) = Tn(cosϕ), sin(nϕ) = Un(sinϕ)

b¦d¡ce ortogonalne w przestrzeni L2([−1, 1], 1√
1−x2

)

Wielomiany ortogonalne cz¦sto pojawiaj¡ si¦ w �zyce jako rozwi¡zania ja-
kich± równa« ró»niczkowych lub wspóªczynniki rozwini¦cia jakich± funkcji, a
metody analizy jak pokazano na przykªadzie wielomianów Lagrange'a poma-
gaj¡ w znajdywaniu ich wªasno±ci.
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