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Szkic préby programu, semestr pierwszy

1. Wyktad, 20.10 (nieco beletrystyczny)
Kres, definicja.Zbior ograniczony bez elementu najwiekszego (przyktad z Rudina). Zbiory:
Suma zbioréw, réznica, diagramy Venna, zbiory i podzbiory, zbiér pusty, dopelnienie,
(uporzadkowana para), iloczyn kartezjariski, zdania logiczne, tautologie itp., V,3, zdania
logiczne powiazane z rachunkiem zbioréw. Prawa de Morgana.
Cwiczenia:

1.1 Narysowa¢ sume i przeciecie zbiorow A := {x € R;z > 2} oraz B := {z € R;z < 8},

1.2 W @ Badania rynkowe wykazaly, ze gazete P czyta 60 procent badanych, gazete Q
czyta 50 procent badanych, gazete R czyta 50 procent badanych, 30 procent czyta P
i@, 20 procent czyta Q i R, 30 procent czyta P i R, 10 procent czyta wszystkie ga-
zety. Narysuj diagram Venna ilustrujacy ww. badania. Jaki procent czyta doktadnie
dwie gazety? Jaki procent czyta przynajmniej dwie gazety? Jaki procent nie czyta
jakiejkolwiek gazety?



1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13
1.14
1.15

1.16

1.17

1.18

B Niech A i B beda podzbiorami U. Niech C = AnNB, D=AUBiE=AUB.
Zaznacz na diagramach Venna zbiory C, D i E. Korzystajac z praw de Morgana
pokaz, ze A= D" UC. Udowodnij, ze B=DNE.

(G29) Zilustrowaé przy pomocy diagramu Venna zdania:

(AUB) =A'NB,(AnB) =AUPB

B Niech p oznacza zdanie ,ide do szkoly” zas ¢ odpowiada zdaniu ,storice Swieci”.
Napisz korzystajac z symboli logicznych: a) Jezeli stonce $wieci to ide do szkoly, b)
Jezeli nie ide do szkoty to storice nie swieci. Podaj (stowami) zdanie przeciwne do
,Jezeli stonice swieci to ide do szkolty”. Sporzadz tabelke logiczna dla zdan: p A q,
pVgq, p, (pVqg A-p, (pVq) AN—-p=q. Jak okreslimy zdanie: (pV q) A —p = ¢?

Rozwazmy zdanie: ,Jezeli co$ jest kwadratem, to jest tez rombem“. Napisz jak po-
winno brzmie¢: zaprzeczenie, zdanie przeciwne i zdanie przeciwstawne. Ktére z nich
jest zdaniem prawdziwym?

B Niech S={z:1 <z <17,z €N} a P, QiR to podzbiory S takie, ze:

P := {liczby podzielne przez cztery},

Q) := {dzielniki 36},

R := {liczby bedace kwadratem innej liczby}. Wypisz elementy zbiorow:

S, PNQN R, opisz stowami zbiér PUQ), narysuj diagram Venna pokazujacy zalezno$é
miedzy zbiorami P, (), R, zaznacz na diagramie zbiér S.

Niech p, ¢, beda zdaniami: p : x jest wielokrotoscig czterech

q : x jest podzielnikiem 36, r : z jest kwadratem innej liczby. Napisz stowami na-
stepujace zdanie: (p V r) A =q. Pokaz na diagramie Venna obszar reprezentujacy
(p V r) A ~q. Wypisz tabelke logiczna dla zdania (p V r) A =¢q, podaj wartos¢ z, dla
ktorej to zdanie jest prawdziwe.

B (MO1.1) Zdefiniowa¢ koniunkcje za pomoca alternatywy i negacji.
Odpowiedz: —(—p V —q).

(MO1.2) Zdefiniowaé alternatywe za pomoca koniunkcji i negacji.
Odpowiedz: —(—p A —q)

(MO1.3) Zdefiniowa¢ alternatywe za pomoca implikacji i negacji.
Odpowiedz: —p = ¢q

B (MO1.62) Sprawdzié¢, czy zdanie p = (—p = q) jest tautologia. Czy jest prawdziwe
zdanie: Jezeli liczba naturalna a jest liczba pierwsza, to o ile a jest liczba zlozona, to
a rowna sie cztery. (Widaé tu jak logika matematyczna ma sie do tzw. codziennosci)

(MO2.135) Narysowac¢ w ukladzie kartezjaniskim zbiory: A x Bi B x A, jezeli
A={reR:1<z<2},B={reR:0<z <1}

B (MO3.27) Narysuj zbior (z,y) € R? spelniajacy warunek: z <y, {z < 0}Vv{y < 0}.
n Wykres |.1" = |y|7 ‘l‘ - y‘ = 17 Sup(a:',y) =1

B @ (MO3.35) Narysuj zbior (z,y) € R? spelniajacy warunek: zy = 1, zy = 0,
vy <1,z <|y|, (ax)®+ (by)? < 1, {z >y} v{2? +y? <1}, y? + 2y — 3 < 0 (warunek
jest tylko na y wiec na wykresie dostaniemy poziome pasy).

(MO3.56) Narysuj zbior (z,y, z) € R? spelniajacy warunek: z%+y*+22 < 1, z+y = 1,
w?+y? <1 {a? +y? <4 A{]e] <1} {lzl < A {Jyl < 1P A {2 < 1}

(G27) Niech U bedzie zbiorem punktow (z,y), dla ktorych x? + y? < 1, B bedzie
zbiorem punktéw, dla ktoérych x? + y? < 4, C bedzie zbiorem punktow, dla ktérych
(r — 1) +y? < 1, Znalez¢ zbiory AUB, AUC, AUBUC, ANC, A\ B, AnBNC.

(BW, 26.26 ) Niech A := { =, m,n €Ny ,m< n} Wyznaczy¢ kresy zbioru A.
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1.19 (BW, 27.27) Niech A := {1 + &V e N+}. Wyznaczy¢ kresy zbioru A.

n

1.20 (KN1, 1.1.10) Niech A := {% + %, m,n € N+}. Wyznaczyé¢ kresy zbioru A.

2. Wyktad, 21.10

Konstrukcja zbioru liczb naturalnych wg von Neumanna, liczby catkowite, wymierne,
niewymiernosé v/2 (struktura dowodu matematycznego, dowod niewprost,), liczby rze-
czywiste (beletrystycznie, jako wymierne i niewymierne). Nieograniczonosé zbioru liczb
naturalnych. Zasada indukcji (bez mocnej zasady indukeji)- trzy kontrprzyktady (dwa z
Kazia, jeden z Wojciechowskiej str 64) , Relacje: relacja jako dowolny dwuelementowy
podzbioér, < . >, <=, >=, wykres relacji * + y >= 2, réwnanie okregu. Wstep do klas
abstrakcji, liczby caltkowite.

Cwiczenia:

2.1 M Dowo6d niewymiernoéci \/3

2.2 Udowodni¢ indukeyjnie, ze: (1)(1!) + (2)(2!) + 3)(3) + -+ (n)(n!) = (n + 1)! — 1,
gdzie n € N*.

2.3 B (GC) Indukcyjnie nieréwnos¢ Bernoulliego czyli Vo > —1,Vn € N : (1 4+ x)" >
1+ nx.

2.4 @ (MO1.11) Udowodni¢ indukeyjnie, ze: 142+ 3 4 --- 4 n = 2

2.5 B @ (MO1.12) Udowodni¢ indukeyjnie, ze: 12 + 2% 4+ 3% 4 - . 4 p? = 2otDCntl)

2.6 (MO1.13) Udowodni¢ indukcyjnie, ze: 13 +23+33+..-4+n3 = (14+24+3+---+n)? =
n?(n+1)>2
1

2.7 B @ Indukcyjnie ¢° +¢' + -+ + ¢" 1 = 1;1;.

2.8 Przyktad Kazia Napiorkowskiego przypominajacy o tym, ze bez sprawdzenia wa-
runku dla 7'(1), mozna udowodnié¢ rzeczy nieprawdziwe (www.fuw.edu.pl/~ajduk/
FUW/matnkf/matematykaOl_nkf.pdf, str 17): Ciag (a,) spelnia warunki: a; =
4,apy1 = /2 + a,. Pokazaé, ze jest rosnacy. Skoro a1 < ax, to ax = /2 + a_1,
Qrpr1 = V2 + ag, wiec ap < agy1, co konczy dowod. Zauwazmy jednak, ze as ~ 2.45,
az ~ 2.11 itd. czyli ciag jest malejacy. Nie jest zatem spelniony warunek dla T'(1),
czego wezesniej nie sprawdziliSmy.

2.9 B @ (G35) Udowodni¢ indukcyjnie, ze liczba postaci n® —n, n € N jest podzielna
przez 6.
2.10 B (GC) Udowodni¢ indukeyjnie, ze jezeli a,b > 0, to Vn € N, (22)" < a4t~

2.11 (G43) Udowodni¢ indukeyjnie, ze wielomian nz" ! —(n+1)z"+1, n € N jest podzielny
przez tréjmian % — 2z + 1.

3. Wyktad, 27.10
Relacje cd. liczby wymierne. Odwzorowania - iniekcja, surjekcja, bijekcja. Rownolicznosé
zbioréw, okrag i prosta, przeliczalnosé Q, nieprzeliczalno$é zbioru wszystkich zbiorow.
Dowdd nieprzeliczalno$ci R wg Cantora. Kresy cd., wlasnosci sup, inf. Zbioér nieograni-
czony.
Cwiczenia: co$ na mocna zasade indukcji. (Na wykladzie nie omawiana).

3.1 B Punkty (z,y),(p,q) € R? naleza do relacji R jezeli 2* — y* = p? — ¢*. Opisz
geometrycznie zbior punktow bedacych w relacji z punktem (1,1).

3.2 (GC) Wyliczy¢: U,,_j+e [2, 2] Npeibee | ranl Sqpanf
3.3 (GC) Uscpa, 012z Nicpaa,, 8dzie: Ay = [t,2t] x [—t,1].
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3.4 B @ (GC) Pokaza¢, ze funkcja f: X — Y, gdzie X =0,1[, YV = [-2,2]\ {-1,1}
-3z — 1,z €0, 3],
flx) = ¢ 3z,2 €3, 3], jest bijekcja. Znalez¢ f~1(z).
6 — 5,z €]2,1]
3.5 B (MOT7.10) Udowodni¢, ze zbior {x € N : 10|z} jest przeliczalny. Odpowiedz:
rozwazy¢ funkcje f(z) = 10z, z € N i pokazaé, ze jest ona surjekcja i injekcja.
22, x €N
3.6 M (MO7.22) Korzystajac z funkcji f(x) = ’ ’
( ) Korzystajac z it f(x) {—%%—LIGZ\N

pokazaé przeliczalnosé zbioru Z.

3.7 (MO7.26) Dowiesé, ze kazdy zbior roztacznych, potozonych na prostej odcinkow jest
przeliczalny. Odpowiedz: zauwazmy, ze w kazdym odcinku znajduje sie liczba wy-
mierna.

3.8 B (I) Omowié po raz nty dowod przekatniowy Cantora (argumentacja wykladowa
zazwyczaj nie starcza) nieprzeliczalnosci odcinka 0, 1].

3.9 W (H8) Pokazac, ze zbior wartosci funkcji f(x) = %,x € R jest nieograniczony.
Rozwiazanie: z definicji, Vy3per f(2) > M czyli bierzemy dowolne M i pokazujemy,

ze istnieje takie x(M), ze warunek jest spelniony. x zazwyczaj zalezeé bedzie od M.

3.10 (H11) Pokazaé, ze zbior liczb postaci mv/5—n, m,n € N jest nieograniczony z gory.
(Dowod jw.)

3.11 W Pokaza¢, ze funkcja f(z) = rsinxz,z €]0,4o00] nie jest ograniczona z gory ani z
dotu. Dowdd przez sprzecznosé. Zaktadamy, ze f jest ograniczona z gory przez jakies
M i pokazujemy, ze dla np. z = 7 + 27n,n € N tego warunku utrzymac si¢ nie da.
Podobnie robimy z ograniczeniem z dotu dla np. =z = 3—” +2mn,n € N

3.12 W (H12) Wykaz, ze kres gorny zbioru liczb postaci -, € R jest réwny 1. Rozwia-
zanie: a) Zauwazamy, 7e — z < 1 x>0. D) pokaZUJemy, ze dla kazdej liczby postaci

. . . . . . Sn 1
3.13 1 (H18) Wykaz, ze liczba 2 nie Jest kresem gornym zbioru liczb postaci 5=, n € N.

Dowod: wystarczy pokazac, ze kazda liczba tej postaci jest np. mniejsza od 3

1

3.14 (H19) Pokaz, ze kres dolny zbioru liczb postaci 1 Tie 4,x € R wynosi —3.

3.15 M (H24) Podaj przyktad zbioru A, dla ktorego: a) sup A € Asup A ¢ A,
inf A e Ajinf A ¢ Asup A =inf A. (Moga to by¢ np. [0,1],]0,1]...).

4. Wyktad 28.10
Ciag liczb rzeczywistych. Granica ciagu, wlasnosci granic (dodawanie, mnozenie, dziele-
nie). Zbieznosé¢ a ograniczonosé. Przyktady obliczania granic
Cwiczenia:

1 (GC) Wyliczyé (i bardzo doktadnie i powoli oméwié, bo na wyktadzie tego nie bedzie):
a) ), An, b) liminf A, := U, Mz, Ak, ¢) limsup Ay, = ), Upsn, Ars d) U, An, jesli:
AR:P“” }maneN+

n+1 7 n+1

4.2 B (H28) Zbadag¢, czy ciag a, = % jest monotoniczny i ograniczony. (Przypominam,
ze nie mamy jeszcze ciaglosci funkcji!).
4.3 B (H29) Wykaz, Ze clag a, = > 1, m jest ograniczony z gory przez 1. Rozwia-

zanie: rozlozyc¢ ; na roéznice dwoch utamkow i samo wyjdzie.

(k+1)



4.4 (H30) Wykaz, ze ciag a, = > o, Tlﬂ — > 1 3z jest malejacy i ograniczony. Rozwig-
zanie: Pokazaé, ze jest malejacy, ograniczony z gbéry a potem skorzysta¢ z poprzed-
niego zadania oraz nieréwnosci < by pokazaé, ze jest ograniczony z

dotu.

4.5 M Bezposrednio z definicji pokaza¢, ze lim,,_, o % =0

1
2k(2k+1) k(k+1

4.6 W (H39) Bezposrednio z definicji pokazac, ze lim,, 2n—1+1 =0

n+1_1

4.7 (H44) Bezposrednio z definicji pokazaé¢, ze limy, o0 5

4.8 M Bezposrednio z definicji pokazaé, ze lim,,_, . n? 4+ 3 = +00

. Wyktad 3.11

Przyktady obliczania granic. Tw. o trzech ciagach. Rekurencja, Ciag Cauchy. Konstruk-
cja Cantora zbioru liczb rzeczywistych.

Cwiczenia: metoda stycznych jako przyktad rekurencji (oprécz slicznych zadan z Grze-
sia)

5.1 B (K,2.17-2.40) Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogdlnym (tutaj nie liczymy z defi-
nicji lecz korzystamy z twierdzen o iloczynie, 1lora21e itp ci@gow ktorych granice juz

—n 2_1 _ (2n-1)2 3 10 _ (5n72>3
ZnamY) @ un - n+17 TL2 7@ un - (4n 1 3n+2)7 @ un “n \/ﬁ? un - 3n—1 9
w = &0, 2= 1) W, — 2=bn=lon® Virn?—Vifdn? | _ Vn?i4
n T 9p—107m T 2n—1 7 T 3n+15 7 n = n )M T 3n—2 )
_ n
Un = 8n3—n2—n"

5.2 W (K,2.41-2.46) Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym: u, = v/n + 2 — \/n,
@ u, = vVn?+n —nu, = 3n —/9n2 + 6n — 15, @ u, = V/n3 + 4n? — n.

N . . ) n—1_
5.3 B (K,2.48-2.53) Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogolnym: wu,, = 42%—,75,
_ 53*—1 _ 2ntl_gnt2 _ (3 2nti—1
Up = 49747 0 Up = 3n+2 9 @ n — (5) gnFl_q-*

5.4 B (K,2.54-2.57) Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogdlnym (typowe na trzy ciagi):
Un = {L/m’ @ un = W - ‘n/ 10100, @ un — \n/ (%)'I’L + (%)n.

5.5 Niech T,(z) = cos(narcosz),z € [—1,1],n € N,. Znalez¢ Ti(x). Postugujac sie
tozsamoscia trygonometryczng cos(A + B) + cos(A — B) = 2cos A cos B pokazac,ze
Ty(x) = 22* — 1 oraz, ze T,11(x) + T,,_1(z) = 22T, (x). Udowodni¢ indukcyjnie lub
nie, ze T,,(x) jest wielomianem stopnia n (to tez jest zadanie maturalne, maj 2004)

5.6 B @) (H79) Oblicz granice ciagu okreslonego rekurencyjnie: a; = V2, Gni1 = 2a,.
Rosnacy i ograniczony.

5.7 B (GC) Zbadac zbieznos¢ ciagu okreslonego rekurencyjnie: xg > 0, 2,41 = % + ﬁ
Odpowiedz: z rownania f(z) = = wynika, ze jedynym kandydatem na punkt staty

<0,z €]0,v2],

> 0,2 € [V2,+o0]

. Zatem z, € [V/2,+oo|, dla n > 1 wicc ciag (2,)n>1 jest nierosnacy i

dla z €]0, +oo] jest & = /2. Badamy f(z) —x oraz f(x)—

_ (z=v2)?
2z

ograniczony z dotu przez v/2, czyli jest zbiezny i lim z, = /2.

x’ =
8 (GC) Znalez¢ granice ciagu danego wzorem rekurencyjnym: a,.; = ag > 0.
(oscylujacy)
5.9 (K.29) Na wyktadzie

_6
2an+1’

. Wyktad 4.11

Przyklady obliczania granic. Tw. Bolzano-Weierstrassa. Twierdzenie Stolza (jezeli sie
wyrobie, jak nie to na éwiczenia).

Cwiczenia:



6.1 B (H77) Bezposrednio z warunku Cauchy’ego wykazac, ze ciag {%} jest zbiezny.

6.2 M (H78) Bezposrednio z warunku Cauchy’ego wykazac, ze ciag a, = > ,_, m jest
zbiezny.

6.3 B Policzy¢ granice 0.1 + 0.01 4 0.001 + . . ..

6.4 (TR) Znalez¢ granice ciggu danego wzorem rekurencyjnym: a,41 = -, a1 > 0,a1 # 1.

2n2+n ) -
6.6 (TR) o sin (Zn).
6.7 (TR) Zbada¢ zbieznos¢ ciagu i znalez¢ granice: a, =
(na trzy ciagi)

6.8 (TR) Zbadaé zbieznosé ciggu i znalezé granice: a, = /AP + Ny + ...+ A}, gdzie
eN, a)\>0,i=1,2 ...,k (natrzy ciagi).

6.5 (TR) Zbada¢ zbieznos¢ ciagu: a,, = cos ( il )

1 1 1
Vn2+1 + Vn2+2 Tt Vn2+n’

k
6.9 M (K,2.64-2.69) Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym: wu,, = (1 + %)n,
= (1= 8 = (50 @ = (- )7 = (52)
’I’L2
@ v, = (222121)
6.10 W (K,2.71-2.90) Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnym @) u, = /n+/n —

n—+n, U, = n{n — n2—1,Un:n\/2n2+l—\/2n2—l,un:—ﬁ )
V=, = yfnln — V1) ( ) s

_ inn! In(142
u, = 27 "acosnm, u, = P, @ u, = n(ln(n + 1) — Inn), u, = @, ()
n
o log2 7L5 o 2710g3 n __ ongn
un - 10g8n 9 - 1610g2n7 @ U’n - TL"’ 7’l - n!

7. Wyktad 10.11
Zbieznos¢ ciggu a ograniczonos¢, podciagi zbiezne. Metryka. Punkt skupienia. Zbiory
otwarte i domkniete, definicje, wlasnosci. Gestosé.
Cwiczenia: (pare zadan na kryterium Stolza)

7.1 exp(x) - definicja (jako granica), dowod zbieznosci, wlasnosci (zwiazek z €*7?).

11+31+ +(2n+1)zxr
n7[

154254, 4n® _
nb -

7.2 (TR) Zbada¢ zbieznosé ciagu i znalezé granice: a, =

7.3 (GC) Sprawdzi¢, korzystajac z Tw. Stolza, ze: @) lim,

D=

i 1 1 1 1 -
hmwoo%(ﬁ+¢n—@+'“+¢—2—n)—2(\/5—1>-

7.4 (GC) Wykazac, ze jezeli ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny, to:
nai+(n—1)az+...an
PR N

7.5 Narysowaé¢ dla metryk L' oraz L* z R? d-odcinki,
czyli zbiory [a,b] := {x € R* d(a,r) + d(z,b) = d(a,b)} (kotka beda na wykladzie)

lim,, oo = lim,,—yo0 Gy

|z + |y|, z1y2 — 211 # 0

7.6 Narysowac kule i d-odcinki w metryce ,rzymskiej” w R? czyli d(z,y) = {‘ | 0
T =Y, T1Y2 — T2Y1 =

gdzie |x| = /22 + 23
7.7 Niech X := K(0,1) (czyli {z € R? : 23 + 23 < 1}) za$:
d(z,y) = min(Jz — y[,2 — |z| — |y|). Sprawdzi¢, ze d(z,y) jest metryka
8. Wyktad 12.11

Zbiory otwarte i domkniete, definicje, wlasnosci. Gestosé.
Cwiczenia:



8.1 (TR) Zbada¢, czy zbiory: A := |2 [, 525], B = N5 ]—2, -2 [, sa otwarte
badZ domkniete.

8.2 (TR) Zbadac, czy zbiory: A:= ;> [, 1—-1], B=2 [-2+ 25,1+ 2], sa
otwarte badz domkniete.
8.3 (TR) Zalozmy, ze w przestrzeni X = [1, +oo[ wprowadzono metryke dana wzorem:
0, z=y
d(z,y) =
4 (GC) Pokaza¢, ze (X,d), gdzie d - metryka z ostatniego zadania poprzedniej serii,
jest przestrzenia metryczng niezupeina.

Zbadaé, czy zbior A = [2, 3] jest otwarty badz domkniety.

. Wyktad 17.11
Zupelmosé. Granica funkcji w punkcie. Funkcje ciagle, wlasnosci, dziatania. Funkcje
nieciagte, przyktady.
Cwiczenia:

9.1 W (H, str.1) Dana jest funkcja f(z) = $2+1 Pokazaé, ze zbiorem wartosci tej funkeji
jest przedziat |1,2]. Rozwiazanie: a) pokazujemy, ze Vx € R;1 < f(z) < 2. b)
Pokazujemy, ze dla kazdego ¢ €]1,2] istnieje taki x € R, ze f(x) = ¢. Straszna
robota, dlatego warto wprowadzi¢ pojecie funkcji ciagle;j.

9.2 B Dana jest funkcja f(z) = Tia- Pokazad, ze zbiorem wartodei tej funkeji jest
przedzial | — 1,1[. Rozwiazanie: a) pokazujemy, ze Vo € R, —1 < f(z) < 1. b)
Pokazujemy, ze dla kazdego ¢ €] — 1, 1] istnieje taki xR, ze f(x) = ¢. Po raz drugi i

ostatni agitujemy za pojeciem funkcji ciagte;j.

9.3 W (H210) Zapisa¢ w jezyku Heinego i Cauchy’ego zdanie: lim, o f(z) =5

9.4 (H211) Wykaza¢ z definicji, ze lim, g xsin% = 0. Dowod Heine: szacujemy |funkcje
przez |z| wiec gdy = zbiega do zera to funkcja tez. Cauchy w podobny sposéb tzn.
0=¢

9.5 M (H212) Wykazac z definicji (Heine i Cauchy), ze lim,_,o *2* sinz — (). Dowdd: szacujemy
|funkcje| przez || i wychodzi.

0, dla x niewymiernych

22, dla z wymiernych

Wykazaé¢ z def. Cauchy’ego, ze lim, o f(z) = 0.

9.6 M (H216) Niech f(z) =

9.7 B (H219) Wykaz, ze nie istnieje granica lim,_,q sin % Dowod: bierzemy ciagi a, =

g+12mr oraz b, = % i wychodzi.
., .. l, x#0
9.8 M @) (H235) Sporzadz wykres funkcji: f(z) = limy_,0 2% N Odp flz) = 8 .
) xr =

9.9 @ (H236) Oblicz lim,_,o+ z*°~*°, gdzie a € R.

9.10 M Ciaglosé¢ funkeji. Wykaz opierajac sie na def. Cauchy’ego, ze f(x) = % jest ciggta
w punkcie x = 2.

9.11 M (H243) Zbada¢ ciagtosé funkeji f okreslonej wzorem: f(x) = {in%:ﬂa (ilaz x[fé 0,
Odpowiedz: Ciggta nie jest.

9.12 (H245) Zbadac¢ ciagtosé funkeji f okreslonej wzorem: f(x) = {(%,Si%cila ;ﬂi:g% 0

Odpowiedz: korzystamy z ciagu dla (H219).
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10. Wyktad 18.11

11.

Ciaglos¢ jednostajna funkeji. Wtasnos¢é Darboux (jak sie wyrobie, to zaczne pochodne).
Cwiczenia:

10.1 M (H256) Ciaglos¢ jednostajna: opierajac sie na definicji ciagtosci jednostajnej po-
kaza¢, ze funkcja f(x) = % jest ciagla jednostajnie na przedziale [1, 00|

10.2 (H257) opierajac si¢ na definicji ciagtodci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(r) = 22

jest ciagta jednostajnie na przedziale |0, 2|
10.3 M (H260) opierajac sie na definicji ciaglosci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(x) =
% nie jest ciagla jednostajnie na przedziale |0, +o0]

10.4 (H261) opierajac sie na definicji ciagtosci jednostajnej pokazac, ze funkcja f(z) = x*

nie jest ciagla jednostajnie na przedziale |0, +o0]

Wyktad 24.11

Zbiory spojne. Wtasnosé Darboux. Rachunek rézniczkowy. Def. pochodnej jako granicy
ilorazu réznicowego. Wtasnosci pochodnej, pochodna superpozycji.

Cwiczenia: Pochodne, policzy¢ nieco pochodnych z definicji

", <0

11.2 B (H269) Pochodna z definicji: zbadaé¢, czy istnieje pochodna funkcji f(z) = |z| w
punkcie z = 0.

1
1 0
11.1 (TR) Zbadaé rézniczkowalnosé funkeji: f(z) = {6 I

11.3 (H270) zbadac, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = sgnz w punkcie x = 0.

2 1 2 1
11.4 W @ (H273) Dane sa funkcje: f(z) = {x +1,2>0 , flz) = {$ +1L,z>0

2,0 =0 l,z=0
Oblicz f'(0T).

11.5 W (H276) Dana jest funkcja f(z) = v/|z|,x € R. Zbadaj dla jakich x € R istnieje
pochodna f(x).

In(1+4=x) dl N 0
11.6 (H292) Dla jakiego a funkcja f(z) = z ax iz #0,
a, dlax=0
jest rézmiczkowalna w punkcie z = 07 Odpowiedz: f musi by¢ ciagla, stad a = 1 a

dla takiej wartosci a pochodna istnieje i jest skonczona.
2?sin (1), dlaz #0,
0, dlaxz=0

Przyktad dosycé istotny, funkcja jest rozniczkowalna w zerze, jak policzymy z definicyi,
chociaz jej pochodna, policzona poza zerem, w zerze ciggta nie jest.

11.7 (Gel36) Zbadaé¢ rozniczkowalnosé funkeji: f(z) =

11.8 Pochodne wszystkich podstawowych funkcji

11.9 M Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji (K6.45-6.74): y(z) = a®z3 + bz + ¢,
y(b) = ax® + b’z + ¢,
y(e) = 3wi—de~ 5 +d07 2472, y(x) = 5VaT, y(x) = 2, () = £VE y(o) = 725,
() = 7, y(n) = 251, @ 2(H) = 254, y(t) = (1 +4)".

11.10 B Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji (K6 75-6. 91)‘ s(t) = \/ﬁ, y(r) =
1 _ z _ a?—z2 _ V1+v—/1—v
R/ (az+bx)p’ v(z) = Vaz—2z2’ y(z) = \V afa?r ¥ -y 1+ t’ T VItor/1I-v'
11.11 M Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji (K6.93-6.119): y(z) = sin 2, v(t) =
S y(@) = 222 () = tg VA, y(@) = e"(asinr—cosa), y(@) = \/1+ tg (o + 2).




11.12

11.13

11.14

11.15

11.16
11.17
11.18

B Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji (K6.120-6.143): y(x) = arctg 3,
y(x) = aTCtg iz @ y(t) _ _arctg2t Z(t) __ arcsindy

1—z? arcctg 2x? 1-4y
y(x) = \/ig arctg [\% (2tg % + 1)} —z, y(x) = 1 arcsin Zj;%s—;:;’ (te dwa ostatnie to
raczej z przymruzeniem oka)
B Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkeji (K6.144-6.181): f(z) = geos’ e
g(z) = (z + kvV1 —a2)efaresine () = 2 x 7 — 1, y(z) = a®*®*2"y(z) = Insinz,
2(t) =1In %,@ y(x) = In(lnx), f(x) = In(cos %x)z,y(x) = In(In(lnz)), @ z(z) =
log, Inx.
B Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji (K6.182-6.200): y(z) = 2°°, y(z) =
e () = tr, y(z) = a?, y(z) = ame, y(z) = (sinz)?, y(z) = 2, y(z) = 2*°
B (K6.251-256) Poda¢ wzor ogdlny na pochodna rzedu n nastepujacych funkeji:

y(z) = cosz, y(x) = Inz, 2(x) = —5.

B (K6.261) Wykazaé, ze funkcja x(t) = asin(wt+ ) spelnia rownanie: #+w?r = 0.

(TR) Znalez¢ pochodne funkcji f(z) = log, cos(%), g(x) = 2",

B (I) Niech ¢(x) = f(x 4 vt) + g(x — vt), zas Y(t) = f(x + vt) + gx — vt), f,g sa
dwukrotnie rézniczkowalne. Pokazaé, ze 1" = v%¢”. Podaé interpretacje wyrazenia
f(x +vt) + g(x — vt).

12. Wyklad 25.11

Tw. Rolle’a, Lagrange’a, Cauchy’ego. Tw. o wartosci sredniej. Funkcje styczne, klasy

C*([a,b]).

Cwiczenia:

12.1 (TR) Wykaz, ze dla dowolnego = € R spelniona jest rownosé: 2™ —nx +n —1 >0,
jeslin € N in jest parzyste.

12.2 (TR) Pokazac¢, ze wielomian w,(z) = 2" — 2" ' 4+ 22”2 + 3, gdzie n € N, n > 2,
moze mie¢ co najwyzej dwa rzeczywiste miejsca zerowe.

12.3 (TR) Ktora z liczb jest wigksza: e™, czy 7¢7

12.4 W @ Znalez¢ wspolrzedne punktu wykresu funkcji f(z) = 22 — z, w ktorym styczna
jest rownolegta do funkeji g(z) = bz.

12.5 B @) Znalez¢ rownanie stycznej do krzywej: 222 — 3zy + y* = 4 w punkcie (3,2).

12.6 @ @ Udowodnij, ze linia y = mx + ¢ jest styczna do elipsy 2—2 + z—; = 1 jezeli
= a*m? + b2,

12.7 (H279) Napisz rownanie stycznej do krzywej f(z) = /2 w punkcie z = 0.

12.8 Jezeli f'(x) = cosx oraz f(%) = —2, znajdz f(x).

12.9 B Pas do ladowania ma 2 km. Samolot laduje na pasie. Odlegtos¢ miedzy ha-
mujacym samolotem a poczatkiem pasa opisuje wzoér: s = ¢ + 100t — 4¢2, gdzie t
mierzymy w sekundach od momentu ladowania a c jest odlegtoscia miedzy punktem
przyziemienia a poczatkiem pasa. Niech ¢ = 800m. Znajdz odlegtos¢, jaka przebyt
samolot po 5. sekundach. Znajdz wzor na predkosé¢ samolotu. Znajdz punkt P, w
ktorym predkosé samolotu wynosita 36 m/s. okaz, ze jezeli samolot wyladuje przed
punktem P, to zatrzyma si¢ przed koricem pasa startowego.

12.10 Dla funkeji f(z) = w, x € [2,9]. znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartosé

(rozwiazujemy badajac monotoniczno$é¢ funkeji, bo nie mamy jeszcze twierdzen o
drugiej pochodnej).



12.11

12.12

12.13

12.14

12.15

12.16
12.17

12.18

12.19

B @ Dla z € [0,27] znalez¢ przedzialy, dla ktorych funkcja y(x) = x — 2sinz jest

rosnaca.

B @) Suma obwodow kwadratu o boku a i kota o promieniu 7 wynosi 240. Ile wynosi
r, jezeli suma pol powierzchni osiaga wtedy minimum?

Krzywa definiujemy jako zbior punktow (z,y), gdzie z := t>+sin(2t) a y = t+sin(t),
t € R. Znalez¢ réwnanie stycznej do krzywej w punkcie, dla ktorego ¢ = 0

Zmalez¢ wartosci a, dla ktorych prosta 9x — y = 14 jest styczna do krzywej y(x) =
% — 3z + a w punkcie ¥ = a.

Narysowa¢ wykres funkcji majac wykres pochodnej (np. podobna do paraboli) i
informacje, ze funkcja przechodzi przez jakis punkt

(KL,94) Pokaz, ze rownanie: z* — \/z — 1 = 0 ma rozwiazanie w przedziale [1, 2.

(KL,94) Pokaz, ze rownanie:® +”3+1 = 0 ma rozwiazanie w przedziale [1, 2].

2

B @ (K10.131) W kolo o promieniu r wpisano prostokat, Zbada¢ przebieg zmien-
nosci pola S tego prostokata.

(K10.133) W potkole o promieniu r wpisano trojkat rownoramienny, ktorego wierz-
chotek lezy w srodku kota. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S tego trojkata.

13. Wyktad 1.12
Ciaglos¢ i rozniczkowalnosé a funkcja odwrotna (cztery wlasnoscei). Funkcja pierwotna.
Cwiczenia:

14.

13.1 (TR) wykaza¢, ze dla dowolnego = €] — 1, +00] spelniona jest rownosé:

arctg x + arctg L:_i =7

™

4

W, wyprowadzi¢ wzory na pochodne funkcji

e, sin(z), tg(x), cosh(x), sinh(z), tghx.

B (K) Korzystajac ze znajomosci pochodnych, znalez¢ funkcje pierwotna dla naste-

pujacych funkeji (nie mamy jeszcze symbolu [) 2, \/E,\/LE, r?, 5, +, COST

2 1 1
) cos?zx’
1

Vita2? Vx2-1"

B (K15.22-15.33) Korzystajac z wlasnosci pochodnych, znalez¢ funkcje pierwotna
dla nastepujacych funkeji: f(z) =52 —6x+3—2+ %, f(z) = (G h(z) = 2

x 14227

B (K15.34-15.51) Korzystajac ze wzoru na pochodna funkcji ztozonej policzy¢ funk-
cje pierwotna dla nastepujacych funkcji: f(z) = 3z + 1, f(z) = Va + bz, f(z) =

13.2 W (I) Wiedzac, ze (f~1)(z) =
odwrotnych do @) 2,
13.3
\/11_7’ H%’ sinhx, coslll(:p)’ :
13.4
f( ) N 2\2}#4@
13.5
TV 1+.1:2, f<x>:ﬁ7 f(.fl') =
f(z) = cosze™™™, f(x) = B,
Wyktad 2.12

x? —x
W?f(m):xe 27 f(x) 2

2

f(2) = oot

Przyktady funkcji pierwotnych. Reguly de 1'Hospitala, typy i przyktady. Legalizacja
exp(x), jezeli nie weszla na ¢wiczenia.
Cwiczenia:

14.1 M Obliczy¢ granice (K12.15-12.45): @) lim,_,o <=%—

hmx—)—‘roo

hmx—H—oo
x)

lna:

xc¢

Inlnz
T

tgx—1
hmg”_M sin x— cosa:’
1
) hmw—>1 (lna:

Inz

T— smx
@ hmx—)O hmx—)—i—oo 2—

76_1)2
hmx—)O ﬁ7 lim, o 22 cosz

$2 sin =

sin a—eS'® )
)

lim,_,, tg ( ) (e
Y, im0 (7r — 2arctgz) Inx, lim, ,o- (1—2) In(1—
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14.2 M Obliczy¢ granice (K12.46-12.65): @) lim,_,q ( — ctg? x) lim,_,; (Z,L1 — ﬁ),
11m$_>0 (l - smx) hmfﬁ_}"‘oo J}x hmr%ﬁ* (%)Slnx7 hmx—>1 xﬂ7 @ hmx—)O (%)L

14.3 (TR) Obliczy¢ granice: lim, o Z=2¢0E

2

8

arctg =1

1
14.4 (KN) Obliczy¢ granice: lim, % limg o0 <%> Y. a>0,a#1.

15. Wyktad 8.12
Nier6wnos¢ Jensena. Funkcje wypukte, wlasnosci. Niewymiernosé e.
Cwiczenia:

15.1 Dokoriczenie zadan z poprzednich serii.

15.2 (KN47) Czy mozna zastosowaé regute de I'Hospitala do obliczenia nastepujacych gra-

r—sinx

IRE . 2z+sin(2x)+1 . . s 1\®
nic? iy 4oo 5o, Mgy o TeT e (@) Gz T3 lim,_,o+ (2 sin+/z + /2 sin x) )

15.3 (KN49) Udowodnié 7e prawdziwa jest nierowno$é (Jensen dla f(x) = 1):

T
2

o Ly L 2, ,2,>0

1+ t+xTn — 1'1 Tn

16. Wyktad 9.12
Funkcje wypukte cd. Wzor Taylora z reszta Lagrange’a.
Cwiczenia:

16.1 W (H194) Wykaz, ze V29, € > 142 Odpowiedz: korzystamy ze wzoru Taylora z
reszta drugiego rzedu.

16.2 W (H196) Wykaz, 7e Voz0, € > 14z +2 +2

16.3 M (H197) Rozwint wielomian f(z) = 2? — 5z + 6: a) wokol punktu z = 1, b) wokot
punktu x = —5.

16.4 B (I) Rozwin za pomoca wzoru Taylora w otoczeniu zo = 0 do n-tego stopnia
wlacznie nastepujace funkcje: e”, sin(x), cos(z), (1 + z)™, lix, V14 x, \/1—+—x (te
ostatnie podstawiajac odpowiednie m do wzoru ogélnego).

16.5 (I) Rozwin za pomoca wzoru Taylora w otoczeniu zo = 0 do n-tego stopnia wlacznie
nastepujace funkcje: In(z), In(1 + z), arctg z, er.

16.6 M (I) Napisa¢ rozwiniecie funkcji e do wyrazéw z x®. OdpowiedZ: najpierw rozwi-
nigcie ¥, karmimy” sin(z) a potem sin x zastepujemy rozwinieciem do x3 wlacznie.

16.7 B @ (I) Napisa¢ rozwiniecie funkcji In(cos z) do wyrazow z

16.8 W (H192,193) Oblicz za pomoca wzoru Taylora (przypommam ze chodzi tu o wzor
Taylora a nie szereg Taylora:): lim, g ln(l—ﬂ),hmxﬁo sine,

16.9 M Oblicz za pomoca wzoru Taylora (K 12.66-12.75): @) lim, o gtin(v1ta®—o) Vlﬂ_m),
lim,_,o (j — M) @ lim, ,o(1 + z)n®

z3sinx

16.10 (TR) Korzystajac ze wzoru Taylora oblicz granice: lim,_,o % lim, = (tg(x ))&

17. Wyktad 15.12

Wzor Taylora cd. Ekstrema lokalne. Asymptoty, badanie funkcji.

Cwiczenia:

17.1 M (H298) Wykaz, ze rownanie 2® — kz + 1 = 0,k < 0 nie moze mie¢ dwoch roznych
pierwiastkow rzeczywistych. Odpowiedz: funkcja jest rosnaca etc..

17.2 Niech f(z) = (z—1)(x—2)(x—3)(z—4) Wykaz, ze réwnanie f'(z) = 0 ma dokladnie
trzy rozne pierwiastki. Odpowiedz: da sie to zrobi¢ na wiele sposobow, mozna sie
tez wykpi¢ przy pomocy Tw. Rolle’a.
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17.3

17.4

17.5

17.6

17.7
17.8

17.9

17.10

17.11

17.12

17.13

17.14

17.15

17.16

B (H291) Zbadaj liczbe rozwiazan rownania z* = a*,x > 0,a > 0. Odpowiedz:
Sporzadzamy wykres funkcji %, znajdujemy minimum etc... Dla a > 1 oraz dla
a = * mamy dokladnie jedno rozwigzanie. Dla a € {]0,1[\1} mamy dokladnie dwa
rozwigzania.

W (H301,302) Cwiczenie na definicje minimum: dane sa funkcje:

£(x) 1+4+sinz,z >0 () 14+sinz,z >0
xr) = s €Tr) =
lz] — 1,2 <0 g lz] — 1,2 <0

Zbadac, czy f i g posiadaja ekstremum w punkcie x = 0. OdpowiedZ: fma a g nie
ma.

B (H306) W jakim punkcie funkcja f(x) = 2 4 tgx cos x osiaga ekstremum? Odpo-
wiedz: w zadnym.
B (K10.41) Promieni $wietlny wybiega z punktu A z predkoscia v, pada na prosta
p, zalamuje sie i biegnie z predkoscia v, do punktu B po drugiej stronie prostej
p. Jaki musi by¢ stosunek sinuséw kata padania « i kata zalamania [, by czas
potrzebny na przejscie z A do B byl jak najkrotszy? (Wydaje sie skomplikowane ale
wychodzi btyskawicznie z zerowania pierwszej pochodnej, trzeba tylko uzasadnié¢, ze
rzeczywiscie dostajemy minimum)
(TR) Znalez¢ stozek o najwickszej objetosci wpisany w kule o promieniu R.
Znalez¢ objetos¢ najmniejszego (najwickszego?) stozka opisanego na walcu o pro-
mieniu R (wysokos$¢ walca nie wplywa na konicowe rozwigzanie)
(TR) Dana jest parabola y = ax?, gdzie a > 0. Znalez¢ taki punkt na paraboli,
ze odcinek normalnej wystawionej w tym punkcie, zawarty wewnatrz paraboli jest
najkrotszy.
Zbadac przebieg zmiennosci funkcji (nie zapomnieé¢ o réownaniach asymptot)

X X .1'2— X .’,32— X
(K10.73-10.80): f(x) = 5+ 2, f(x) = 25, M@ f(2) = L35, flo) = “255,
B f(r) =4z —tg(x),z € (-5, 5).
Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji (K10.82-10.114): f(z) = Va2 — 1,
W@ f(o) =25+ (x—2)3, fla) =2/35
Zbadaé¢ przebieg zmiennosci funkcji (K10.115-10.124): f(x) = cos? z + 2sin’ z,
f(z) =sinzcos2z, B @ f(z) = Vsinz?.
Zbada¢ przebieg zmiennosci funkeji (K13.10-13.39): B f(z) = 2’ Inz, f(z) = ﬁ,
f(x) =2, f(z) = In(sinz), W f(z) = =7, f(x) = aer, f(x) = &),
f(z) = arctg(Inx).
(GC14) Pokazac, ze jezeli f(x) : [a,+oo[— R jest ciagla i ma asymptote dla z —
+00, czyli 3A, B € R, lim,, . (f(z) — Az — B) = 0, to f jest jednostajnie ciagla.
Odpowiedz: rozwazamy funkcje g(z) = f(z) — Az — B i pokazujemy, ze jest ona
jednostajnie ciagta. Z faktu, ze g(x) zbiega do zera wiemy, ze Ve > 0 Jz¢ > a, ze
l9(x)| < §,2 > 9. Wiemy tez, ze g(z) jest ciagla jednostajnie na [a, 2o}, bo funkcja
ciagta na zbiorze domknietym jest tez ciagla jednostajnie, zatem 36 > 0,Vxy, xo €
[a, zo), |21 — 22| <0 = [g(x1) —g(22)] < 5. Wowezas dla dowolnych 1, x5 € [a, +00]
mamy |r; — 22| < 6 = |g(z1) — g(z2) < €, bowiem dla z; < xy < x2 mamy
l9(z1) — g(22) < |g(1) — g(x0)| + |g(zo) — g(x2)].
(GC16) (Polecam ;) Zbada¢ przebieg funkcji oraz jednostajna ciaglosé jezeli f(x) =
/x(x —1)%

(KN,55) Znalez¢ ekstrema funkcji: f(x) = (1 +x+ 5 Tt n—T) e ",
reR neN,

12



17.17

e lel (\/_+sm ) x # 0,

(KN,55) Znalez¢é ekstremum funkcji f(z) = {0 .
) T =

18. Wyklad 16.12

Szeregi liczbowe. Kryteria zbieznosci (Cauchy, d’Alembert, poréwnawcze, zageszcze-

19.

20.

niowe).
Cwiczenia:
18.1 (H115) Policz Y°>°, —L—~  Odpowiedz: liczymy S, rozktadajac ulamek na dwie
n=1 n(n+1) &
czesdci a potem przechodzimy do granicy.
182 1 H118) Policz —>=—. Odpowiedz: ciag sprowadzamy do poprzedniego.
n= 1 7n+7n g
18.3 W @ (H120) Policz 2%, In (1 - m)
18.4 (H121) Policz >~ jaq™, |q| < 1.
18.5 M @) (K3.29-3.39) Zbadac zbiezno$¢ nastepujacych szeregow: > oo o=, > o0 i/ L,
o Inn 0 n oo sin3” o] o] n! oo enl o] n 51
PONEE- SO DN SO DN D DNEPLE TN D N DR - R D (gnﬁ ’
18.6 (Ki.40—13.55) Zbao(;laé z?ieinoéé nastepujacych szeregow: >~ %, > (m;#)n,
Yot @ X0 T
18.7 M (F11,230) Korzystajac z kryterium poréwnawczego, zbadaé zbieznosé szeregow:
0 [e%} 00 0 n! .
@ Zn:l \/ﬁ’ Zn:l \/ﬁ’ Zn:l w7 Zn:lw (Szacujemy przez %)7
ZZO 1 (lnnl)ln"
ey < 2, dla dostatecznie duzych n L __ (tak samo jak w poprzed-
n ( ) n=1 (Inlnn)
nim), 220:1 (lnn)llnln" (eonllnn)? > eli" - %)
18.8 (K3.85) Rozwazmy ciag trojkatow prostokatnych réwnoramiennych, takich, ze przy-

prostokatna poprzedniego jest przeciwprostokatna nastepnego trojkata. Przeciw-
prostokatna pierwszego wynosi 1. Zbadaé zbieznos¢ szeregu > - . a,, gdzie a, jest
dtugoscia przyprostokatnej n-tego trojkata

n=1

Wyktad 22.12

Szeregi naprzemienne, przestawienie kolejnosci sumowania. Tw. Riemanna (o przesta-
wianiu). Zbieznos¢ bezwzgledna. Kryterium ilorazowe.

Cwiczenia:

19.1

(K3.40-3.55) Zbadaé zbiezno$¢ nastepujacych szeregow: > oo (—1)" (32)",

S CDVE- D S ) () @ S

19.2 (FI1,262) Zbadac zbieznosé szeregébw w zaleznosci od parametru s: > -, (_173:71,
%) 1) 1
Zn 21(11n n’ -Zn SW'
19.3 (TR, 274) Zbada¢ zbieznosé szeregu: > oo [1 —nsin 1], a €R.
19.4 (TR, 282) Zbada¢ zbieznos¢ szeregu: » - sin(mvn? +a?), a > 0.
19.5 (TR, 286) Zbada¢ zbieznos¢ szeregu: » .~ [{1/_ — %} , a,b>0.
Wyktad 8.01
Zbieznosé bezwzgledna cd. Tw. Riemanna (o przestawianiu).
Cwiczenia:
20.1 REZERWA

13



21.

22.

23.

Wyktad 12.01

Mnozenie szeregow (przyktad z exp). Szeregi potegowe. Promien zbieznosci. (Sporo
czasu zejdzie na badanie szeregow na krancach przedziatu zbieznosci):

Cwiczenia:

_ 1

21.1 (FIL390) Korzystajac z rozwini¢cia w szereg Taylora, pokazaé, ze =1 = R

21.2 W (K11.28-11.55) Obliczy¢ promieni zbieznosci szeregu i zbadaé jego zbieznosé na
krancach przedziatu zbieznosci:

D \x/_nﬁv Dl 2 ame n?’:ﬁnv @ > ?yzz—:ﬂxn’ Do YTTEZU"’ D ny cos(n)a".
21.3 (H152) Poda¢ przyktad szeregu potegowego, > | a,z™, zbieznego:

a) tylko dla z = 0 (np. nlz", b) tylko w przedziale | — a,al, ¢) tylko w przedziale

[—a,a], d) tylko w przedziale [—a,al, e) tylko w przedziale | — a, a], f) dla kazdego

x En ]ln% Przyktadowe odpowiedzi: a) nlz", b) ain, c) an(nﬁ;(nﬂ), d) anj:lTl, e)

EL;}/)?%? ) Z_"‘

21.4 (H159-161) Obliczy¢ promien zbieznosci szeregow: » oo Lra? !,
220:0 22n(3x _ 4)2n+17 [} @ ZZOZO (291013)2%7
21.5 (H162) Zbadaj dziedzing funkcji f(x) = > 5.

21.6 (H163) Zbadaj zbieznosé¢ szeregu: > - .

n=1 14+n2+4z2

21.7 (KN,77) Korzystajac z rozwiniecia f(x) = arctgx w szereg Taylora znalezé¢ sume

szeregu: y > (—1)" 2n1+1

21.8 (KN,77) Korzystajac z rozwiniecia funkcji sinz oraz cosx w szereg Taylora znalezé

sume szeregu: » -, %

oo (=D"n_on4l _

n=0 2nrin® -

(xcosz — sinx)

Odp: zauwazamy, ze > 3

Wyktad 13.01
Szeregi potegowe Promieri zbieznosci. Catka Riemanna. Wstep.
Cwiczenia:

22.1 Dokonczenie zadan na szeregi potegowe.

Wyktad 19.01
Podziat przedziatu, érednica, podzial normalny. Catka Riemanna, definicja.
Cwiczenia:

23.1 (H316) Policzy¢ catke Riemanna f02 x dx bezposrednio z definicji. Odpowiedz: bie-
rzemy dowolny podzial normalny, z kazdego z nich wybieramy $rodek, liczymy sume
i przechodzimy do granicy. Potem powotujemy si¢ na twierdzenia.

23.2 B (H317) Policzy¢ catke Riemanna fol 22 dz bezposrednio z definicji. Odpowiedz:

bierzemy podziat 0, %, %, .., 2, pokazujemy, ze jest normalny, bierzemy prawy

[P

koniec i wychodzi. Potem powolujemy sie na twierdzenia.

1,x=0
23.3 B (H322a) Dla funkcji f(z) = {O’x 4 O, pokazaé, ze jest calkowalna w sensie
T

Riemanna.
1, dla x wymiernych,

pokazaé, ze jest catkowalna

23.4 (H322b) Dla funkcji f(x) = ' '
0, dla x niewymiernych

w sensie Riemanna.

14



24.

25.

26.

23.5 Podaj przyktad funkcji catkowalnej w sensie Riemanna i nie posiadajacej funkcji
pierwotnej. Odpowiedz: np. funkcja ciagla, ktorej wykres sktada sie np. z paru
odcinkéw o réznych nachyleniach.

23.6 (K15.66-15.83) Policzy¢ calki: [a*(1 + z)dx, [z?e®dx, [2*e**, [z cosxde, B @
[ x?coszdr, B@ [ e” coszd, I@f\/_lnxdx flnxdx fxln:vdx, [z Inzdz.

23.7 B Policzy¢ calki: [ ¥ wdr, [ 2Re_ \/%d x, [ BT g

23.8 W Policzy¢ calki: [ sin? z dz, S Va2 + 1dx, / arctan z dzx, / e cos bx dr (Wstawié
a=0 (b=0). Odgadna¢ wzor [ e*sinbzx dx).
23.9 M Znalez¢ zwiazki rekurencyjne: I, = [ 2"e™ dx,
23.10 B Omowié rozklad funkeji wymiernych na utamki proste.

23.11 M Znalez¢ funkcje pierwotna do funkcji postaci J;/((I)).

23.12 W (K16.10) Policzy¢ calki: 2x2+9x -, f3x121w5$1 Sz, @ [ 9x§x6x5+1
23.13 (K16.15) Policzy¢ catke: [ 22 —5a 8

(z2—2x+1)(z2-1)"

23.14 (K16.16) Policzy¢ calke (z trudem hamujac entuzjazm): [ Zre't3ei4a®-2 g,

rt—1

Wyktad 20.01

Wtasnosci funkeji catkowalnych - dodawanie, podzial odcinka, Funkcje niecaltkowalne -
przyklady (np. 1 dla wymiernych a 0 dla niewymiernych). Podstawowe Tw. rachunku
rozniczkowego i catkowego. Calkowanie przez czesci Catka z wartosci bezwzglednej, tw.
o warto$ci §redniej. Zamiana zmiennych, przyktady

Cwiczenia: calki c.d.

Wyktad 26.01 Catkowanie funkcji wymiernych, tw. o rozktadzie na utamki proste. Funk-
cja od gornej granicy catkowania, pochodna. Wzoér Wallisa.

Cwiczenia: pochodna funkeji zlozonej, gdy ztozenie siedzi w takze w granicach calko-
wania. Techniki catkowania, rekurencja, typy catek

25.1 (K19.2) Obliczy¢ pole ograniczone tukiem paraboli y* = 2x oraz prostg x = 8.
25.2 @ (K19.37) Obliczy¢ pole zawarte miedzy parabolami y = z? i y* = .

25.3 (K19.51) Obliczy¢ pole ograniczone funkcjg y(x) = xsin(4z), z € (0, 7], osig OX

—1
oraz prosta r = gm.

25.4 (K15.66-15.83) Policzy¢ calki: [a*(1 + z)*dz, [a?edz, [a'e*, [ xcoszdr,@
[2?coszdr, @ [e”cosxdr, @ [+/rlnxdz, flnxdx fxlnxdx, [ 2" Inxdr.

25.5 (GC) Calkujac przez czesci znalezé wzor rekurencyjny dla calek [, = [ (3521#)”’
[ ax*In" zdx

Wyklad 27.01

Ciagi funkcyjne. Zbiezno$é punktowa i jednostajna. Ciaglosé a granica ciagu funkcyjnego.
Cwiczenia:

26.1 (FII,314) Zamieniajac zmienne pokazaé, ze jezeli ¢ : [—1,1] — R ciagla, to
Jy we(sing) de =% [ (sinz) de. Odpowiedz: podstawic¢ x =1 — ¢.

26.2 (GC) Pokazac, ze fﬂ ff;g—:zdx)z = %ﬂ'(ﬂ' + 2). Odpowiedz: skorzysta¢ z poprzedniego
zadania.

26.3 (I) Policzy¢ pochodne funkcji: f(z) = meQ sintdt, @ f(z) = [ tgsds.

s x
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27. Wyktad 77
Calkowanie i rozniczkowanie ciggéw funkcyjnych.

28. Wyktad 77
Roézniczkowanie ciggéw funkeyjnych cd. Promien zbieznosci a zbieznosé jednostajna sze-
regéw potegowych.
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