
Analiza 2017/18L
Tydzie« 1

Zamiana zmiennych w caªkach wielu zmiennych

Zad. 1. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzyw¡

(x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2)

Zad. 2. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzyw¡

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

Zad. 3. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzywymi: y2 = px,
y2 = qx, x2 = ay, x2 = by, 0 < p < q, 0 < a < b
Zad. 4. Obliczy¢ moment bezwªadno±ci:

• jednorodnej kuli wzgl¦dem osi symetrii

• jednorodnego walca wzgl¦dem osi symetrii

• jednorodnego walca wzgl¦dem osi prostopadªej do osi symetrii, przecho-
dz¡cej przez ±rodek masy

Zad. 5. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy uzyskanej z przeci¦cia kuli x2 + y2 + z2 ≤ a2

i walca (x− 1
2a)

2 + y2 ≤ 1
4a

2

Zad. 6. Wykorzystuj¡c wspóªrz¦dne biegunowe policzy¢ caªk¦
∫∞
0

e−x
2

dx =√∫∞
0

dx
∫∞
0

dy e−x2−y2

Caªkowa reguªa Leibniza

Zad. 7. Policzy¢ pochodne funkcji f(x) =
∫ x2

0
sin xt
t dt, g(x) =

∫ cos x

sin x
tg tdt

Zad. 8. Wykorzystuj¡c ró»niczkowanie po parametrze, policzy¢ caªki

•
∫ 1

0
xa lnn xdx, a > 0

(
= ( ∂∂a )

n
∫ 1

0
xadx

)
•
∫∞
0

1
(x2+a)n dx, a > 0

(
= (−1)n−1

(n−1)! (
∂
∂a )

n−1 ∫ 1

0
1

x2+adx
)

Zad. 9. Wykorzystuj¡c ró»niczkowanie po parametrze, policzy¢ caªki

•
∫ 1

0
xa−xb
log x dx, a, b > 0

•
∫ π

2

0
arctg(ξtg x)

tg x dx

Zad. 10. Wprowadzaj¡c odpowiednio parametr, policzy¢ caªk¦∫ ∞
0

1− e−t

t
cos tdt

Zad. 11. Wykorzystuj¡c ró»niczkowanie po parametrze policzy¢ caªk¦
∫∞
0

cos(tx)e−x
2

dx.
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Tydzie« 2

Krzywe, caªki krzywoliniowe

Zad. 12. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej w R3 zadanej równaniami
x2 + y2 − z2 = 0, x+ z − 1 = 0.
Zad. 13. Znale¹¢ parametryzacj¦ krzywej w R3 powstaªej z przeci¦cia pªasz-
czyzny z = 0 z prostymi stycznymi do helisy ~r(u) = (cosu, sinu, u)
Zad. 14. Znale¹¢ dªugo±¢ spirali logarytmicznej zadanej parametryzacj¡ ~r(u) =
(eu cosu, eu sinu) dla u ∈ (−∞, 0].
Zad. 15. Znale¹¢ caªkowit¡ mas¦ i caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡ cienkiego,
jednorodnego sznura o g¦sto±ci liniowej λ zwisaj¡cego w ksztaªcie krzywej o
równaniu y = 1

k cosh(kx), x ∈ [−a, a], k > 0 w jednorodnym polu grawitacyjnym
o potencjale φ(~r) = gy.
Zad. 16. Znale»¢ parametryzacj¦ krzywej zakre±lanej przez punkt le»¡cy na
obwodzie koªa tocz¡cego si¦ bez po±lizgu po prostej (cykloida). Wykorzystuj¡c
znalezion¡ parametryzacj¦, znale¹¢ dªugo±¢ ªuku cykloidy i pole powierzchni
pod ªukiem (licz¡c caªk¦

∫
K
ydx).

Zad. 17. Wyznaczy¢ bezpo±rednim rachunkiem caªk¦
∫
K
ω dla ω = (y−x)dx+

xdy oraz K b¦d¡cego póªokr¦giem {(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0} (wybra¢ jedn¡
z orientacji). Obliczy¢ t¡ sam¡ caªk¦ dla K b¦d¡cego póªokr¦giem {(x, y) :
x2 + y2 = 1, y ≤ 0} oraz odcinkiem [−1, 1]× {0}.
Zad. 18. (Fichtenholz, tom III, s. 25) Znale¹¢ pole powierzchni p¦tli li±cia
Kartezjusza, tj. obszaru w R2 ograniczonego krzyw¡ wyznaczon¡ równaniem
x3 + y3 = 3axy. (Wskazówka: by znale¹¢ parametryzacj¦ podstawi¢ do równa-
nia y = tx by znale¹¢ x(t) i y(t); pole powierzchni najªatwiej liczy si¦ ze wzoru
S = 1

2

∮
K
(xdy − ydx))

Powierzchnie, caªki powierzchniowe pierwszego rodzaju

Zad. 19. Znale¹¢ pole powierzchni zadanej parametryzacj¡
~r(%, ϕ) = (% cosϕ, % sinϕ, %2 sinϕ cosϕ), % ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π]

Zad. 20. Znale¹¢ pole powierzchni wyci¦tej walcem x2

a2 +
y2

b2 = c2 z paraboloidy

z = x2

2a + y2

2b (wykorzysta¢ uogólnione wspóªrz¦dne biegunowe).
Zad. 21. Znale¹¢ pole elektrostatyczne wytworzone w punkcie (0, 0, 0) przez
póªsfer¦ {x2 + y2 + z2 = R2, z ≤ 0} naªadowan¡ jednorodnie z g¦sto±ci¡ po-
wierzchniow¡ σ.
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Tydzie« 3

Doko«czy¢ zadania z poprzedniego tygodnia, oraz

Gradient, rotacja, dywergencja

Zad. 22. Znale¹¢ dywergencj¦ i rotacj¦ podanych pól wektorowych:

~A = xz ~ex + yz ~ey − (x2 + y2)~ez, ~B =
x~ex + y ~ey + z ~ez(√
x2 + y2 + z2

)α
Zad. 23. Sprawdzi¢, »e podane pola wektorowe s¡ polami potencjalnymi,
znale¹¢ ich potencjaªy.

~A = (x~ex+y ~ey+z ~ez) sin
√
x2 + y2 + z2, ~B = yz ~ex+(4y3−12yz2+xz)~ey+(4z3−12y2z+xy)~ez

Zad. 24. Sprawdzi¢, »e podane pola wektorowe s¡ polami bez¹ródªowymi,
znale¹¢ ich potencjaªy wektorowe.

~A = ~ez, ~B = yz ~ex + (4y3 − 12yz2 + xz)~ey + (4z3 − 12y2z + xy)~ez

Twierdzenie Greena i Twierdzenie Stokesa

Zad. 25. Sprawdzi¢ twierdzenie Greena w R2 dla pola wektorowego

~F =
1

x+ y
~ex + ~ey

i obszaru
S = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ x ∧ 1 ≤ x+ y ≤ 5}

Zad. 26. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa w R3 dla pola wektorowego

~F = y2 ~ex + x2 ~ey

i powierzchni

M = {(x, y, z) ∈ R2 : 4x2 + y2 + z2 = 4 ∧ x, y, z ≥ 0}
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Tydzie« 4

Twierdzenie Gaussa

Zad. 27. Sprawdzi¢ twierdzenie Gaussa dla pola wektorowego

~F = y2z ~ex + y3 ~ey + xz ~ez

i obszaru
W = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, y, z ≤ 2}

Zad. 28. Niech S b¦dzie powierzchni¡ sparametryzowan¡ przez

~r(u, φ) =
(
cosu cosφ, cosu sinφ, sin(2u)

)
, u ∈ [−π

2
,
π

2
], φ ∈ [0, 2π]

Wykorzystuj¡c twierdzenie Gaussa, znale¹¢ obj¦to±¢ obszaru ograniczonego t¡
powierzchni¡. Wskazówka: u»y¢ ~F = z ~ez.

Inne ukªady wspóªrz¦dnych

Zad. 29. Znale¹¢ metryk¦, gradient, rotacj¦, dywergencj¦ i laplasjan w nast¦-
puj¡cych ukªadach wspóªrz¦dnych:

• cylindrycznym x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z

• sferycznym x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

• parabolicznym x = 2ut cosφ, y = 2ut sinφ, z = u2 − t2

wykorzystuj¡c wzory gab =
∂~r
∂ua ·

∂~r
∂ub

, (~∇f)a = gab∂bf , (~∇× ~A)a = 1√
det g

εabc∂b(gcdA
d),

~∇ · ~A = 1√
det g

∂a(
√
det gAa)

Zad. 30. Wykorzystuj¡c sferyczny ukªad wspóªrz¦dnych, znale¹¢ rozwi¡zania
równania

~∇ · ~F =
sin r

r

Wskazówka: jedno rozwi¡zanie mo»na znale¹¢ zakª¡daj¡c F θ = Fφ = 0, pozo-
staªe: ~F ′ = ~F + ~∇× ~A
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Tydzie« 5

Wst¦p do funkcji zespolonych

Zad. 31. Sprawdzi¢, czy podane funkcje s¡ ró»niczkowalne w sensie zaspolonym

f ′(z0) = limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0

• f(x, y) = (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3)

• f(x, y) = (x2 + y2)− 2ixy

Zad. 32. Sprawdzi¢, czy podane funkcje speªniaj¡ warunki Cauchy'ego-Riemanna.
Je±li tak, zapisa¢ je jako zmienne zmiennej zespolonej.

• f(x, y) = x2−y2
(x2+y2)2 + i −2xy(x2+y2)2

• f(x, y) = (x2 + 3xy2) + i(2xy + y3)

• f(x, y) = (x2 − y2 + y) + i(2xy − x)

• f(x, y) = sinhx cos y + i coshx sin y

Zad. 33. Sprawdzi¢, czy podane funkcje mog¡ by¢ cz¦±ci¡ rzeczywist¡ ja-
kiej± funkcji holomor�cznej. Je±li tak, znale¹¢ t¦ funkcj¦ wykorzystuj¡c warunki
Cauchy'ego-Riemanna.

• u(x, y) = y − x

• u(x, y) = xy − x

• u(x, y) = sinx− sin y

• u(x, y) = x
x2+(y+1)2

Zad. 34. Znale¹¢ zbiór punktów nieci¡gªo±ci podanej funkcji (= znale¹¢ ci¦-
cia pªaszczyny zespolonej niezb¦dne by funkcja byªa jednoznacznie okre±lona).
Znale¹¢ granic¦ funkcji po obu stronach ci¦¢.

• f(z) = (z2 − 1)
1
2

• f(z) = (z3 + 1)
1
3

• f(z) = (log z)
1
2

Zad. 35. Policzy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ z danej funkcji zespolonej po danej
krzywej.

• f(z) = z2, γ(t) = eit, t ∈ [0, π]

• f(z) = z3, krzywa jest ªaman¡ ª¡cz¡c¡ punkty kolejno −0, 1, i 1 + i

• f(z) = 1
z2 , krzywa jest zªo»ona z póªprostej (−∞,−1]×{0}, póªokr¦gu od

punktu z = −1 do punktu z = 1 w górnej cz¦ci pªaszczynzy zepolonej, i
póªprostej [1,∞)× {0}
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Tydzie« 6

Zad. 36. Znale¹¢ punkty osobliwe funkcji i zbada¢, czy s¡ to punkty osobliwe
izolowane/nieizolowane, punkty rozgaª¦zienia, bieguny (dla biegunów znale¹¢
rz¡d bieguna). Uwaga: punkty ci¦cia nie musz¡ by¢ punktami osobliwymi, je±li
ci¦cie mo»na wybra¢ inaczej.

• f(z) = 1
(z−1)3(z2−1)2

• f(z) = tan z

• f(z) =
√
z

z+1

• f(z) = 1
sinh(log z)

• f(z) = 1
sin(log z)

Zad. 37. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego, policzy¢ caªki

• I =
∮
K

z5

z2−1dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 2 i promieniu 2.

• I =
∮
K

ez

z2+1dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 2.

• I =
∮
K
z tan(πz) dz, K: brzeg prostok¡ta [0, n]× [−1, 1], n ∈ N

Zad. 38. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego dla pochodnych, policzy¢ caªki

• I =
∮
K

z5

(z−1)3 dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 2 i promieniu 2.

• I =
∮
K

cos z
(z2+1)2 dz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 2.

• I =
∮
K

e2z

z sin zdz, K: okr¡g o ±rodku w punkcie z0 = 0 i promieniu 4.

Zad. 39. Rozwin¡¢ podan¡ funkcj¦ w szereg Taylora wokóª podanego punktu
i znale¹¢ jego promie« zbie»no±ci. Zaznaczy¢ obszar zbie»no±ci na pªaszczy¹nie
zespolonej.

• f(z) = 1
z , z0 = 3 + 2i

• f(z) = 1
(z−2i)2 , z0 = 1− i

• f(z) = log z, z0 = i

• f(z) =
√
z + 1, z0 = i
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Tydzie« 7

Zad. 40. Znale¹¢ obszar zbie»no±ci szeregów Laurenta

•
∑∞
n=−∞ qn(z − z0)n w zale»no±ci od q

•
∑∞
n=−∞ q|n|(z − z0)n w zale»no±ci od q

•
∑∞
n=−∞

1
coshnz

n

Zad. 41. Dla funkcji f(z) = 1
z(z−1)(z−2) znale¹¢ rozwini¦cie w szereg Laurenta

• wokóª z0 = 0 dla 0 < |z| < 1

• wokóª z0 = 0 dla 1 < |z| < 2

• wokóª z0 = 0 dla 2 < |z|

• wokóª z0 = 1 dla 0 < |z − 1| < 1

• wokóª z0 = 1 dla 1 < |z − 1|

Zad. 43. Znale¹¢ poªo»enia i warto±ci residuuów funkcji

• f(z) = z
z2+1

• f(z) = ez

z2−1

• f(z) = πg(z)
sin(πz) , gdzie g jest dowoln¡ funkcj¡ holomor�czn¡ na caªym C

• f(z) = πg(z)ctg(πz), gdzie g jest dowoln¡ funkcj¡ holomor�czn¡ na caªym
C

Zad. 44. Znale¹¢ warto±ci residuum w niesko«czono±ci dla funckji

• f(z) = z
z2+1

• f(z) = ez

z2−1

Zad. 45. Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) = eiz

z po konturze naszkicowanym poni»ej,

znale¹¢ warto±¢ caªki
∫∞
−∞

sin x
x dx

x

y

r R
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Tydzie« 8

Zad. 46. Wykorzystuj¡c kontur z poprzedniego zadania policzy¢ caªk¦
∫∞
−∞

sin2 x
x2 dx,

(rozwa»y¢ f(z) = 1−e2iz
2z2 ).

Zad. 47. Wykorzystuj¡c metod¦ caªkowania po konturze, policzy¢ caªki (caª-
kowanie po okr¦gu)

•
∫ 2π

0
1

a2−b2 cos2 ϕdϕ, a > b > 0

•
∫ 2π

0
sin4 ϕ

1+cosϕdϕ

Zad. 48. Wykorzystuj¡c metod¦ caªkowania po konturze, policzy¢ caªki (caª-
kowanie po póªkolu)

•
∫∞
−∞

1
x4+x2+1dx

•
∫∞
−∞

x2

(x2+1)3 dx

•
∫∞
−∞

cos x
x2+a2 dx, a > 0

•
∫∞
−∞

x sin x
(x2+a2)2 dx, a > 0

Zad. 49. Wykorzystuj¡c metod¦ caªkowania po konturze, policzy¢ caªki (caª-
kowanie po 'dziurce od klucza')

•
∫∞
0

√
x

x2+1dx

•
∫∞
0

4
√
x

x2+3x+2dx

•
∫∞
0

log x
(x+a)2+b2 dx, a, b > 0

Zad. 50. Wykorzystuj¡c metod¦ caªkowania po konturze, policzy¢ caªki (caª-
kowanie po 'ko±ci')

•
∫ 1

−1 x
4
√
1− x2dx

•
∫ 1

0
x

1
3 (1− x) 2

3 (x+ 1)−1dx
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Tydzie« 9

Zad. 51. Policzy¢ szereg Fouriera nast¦puj¡cych funkcji (poza przedziaªem
(−π, π) zde�niowanych przez okresowo±¢ z okresem 2π):

• f(x) = sgnx dla x ∈ (−π, π),

• f(x) = x dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = |x| dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = x3 dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = | sinx| dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = eαx, α ∈ R, dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = sin(αx), α /∈ Z, dla x ∈ (−π, π)

• f(x) = cosh(αx), α ∈ R, dla x ∈ (−π, π)

Zad. 52. Dla funkcji z poprzedniego zadania, zapisa¢ warto±¢ f(π2 ) w postaci
szeregu i wykorzysta¢ otrzymane wzory do policzenia szeregów

•
∑∞
n=0

(−1)n
2n+1 , (wykorzystuj¡c f(x) = sgnx lub f(x) = x)

•
∑∞
n=0

(−1)n
4n2−1 , (wykorzystuj¡c f(x) = | sinx|)

Podobnie post¦puj¡c, wykorzystuj¡c warto±¢ f(π) policzy¢

•
∑∞
n=0

1
(2n+1)2 , (wykorzystuj¡c f(x) = |x|)

•
∑∞
n=1

1
n2+α2 , (wykorzystuj¡c f(x) = cosh(αx))

Zad. 53. Wykorzystuj¡c wzór Parsevala dla funkcji z poprzedniego zadania,
policzy¢ szeregi

•
∑∞
n=1

1
(4n2−1)2 , (wykorzystuj¡c f(x) = | sinx|)

•
∑∞
n=1

1
n2+α2 , (wykorzystuj¡c f(x) = eαx)

•
∑∞
n=1

1
n6 , (wykorzystuj¡c f(x) = x3 − π2x)
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Tydzie« 10

Zad 54. Znale¹¢ transformat¦ Fouriera funkcji

• f(x) =
{

1
2a dla x ∈ [−a, a]
0 dla x /∈ [−a, a]

• f(x) =
{

1− |x| dla x ∈ [−1, 1]
0 dla x /∈ [−1, 1]

• f(x) = e−a|x|sgn(x), a ∈ R, a > 0

• f(x) = 1
x2+a2 , a ∈ R

• f(x) = 1
cosh(ax) , a ∈ R

• f(x) = x
sinh(ax) , a ∈ R

Zad 55. Opisa¢ podane dystrybucje g za pomoc¡ dystrybucji δ(x), δ(n)(x) i
θ(x). Znale¹¢ ich transformaty Fouriera.

• 〈g, f〉 =
∑N
n=−N f(n), N ∈ N

• 〈g, f〉 =
∑N
n=0 f

(n)(0), N ∈ N

• 〈g, f〉 =
∫ b
a
f(x)dx, a, b ∈ R

Zad 56. Znale¹¢ takie czynniki normalizacyjne N aby podane funkcje miaªy w
norm¦ równ¡ 1 w podanej przetrzeni Hilberta

• f(x) = Nxn w przestrzeni L2([0, 1])

• f(x) = Nxn w przestrzeni L2([−1, 1])

• f(x) = Nxne−x w przestrzeni L2([0,∞])

• f(x) = Nxne−x2

w przestrzeni L2(R)

Zad 57. Znale¹¢ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeniH = {w(x)e−x2

: w(x) jest wielomianem stopnia ≤
2} ⊂ L2(R)

Zad 58. Znale¹¢ rzut ortogonalny funkcji f ∈ L2
(
[0,∞)

)
na podprzestzre«

H = {w(x)e−x : w(x) jest wielomianem stopnia ≤ 1} ⊂ L2
(
[0,∞)

)
dla

• f =

 1 dla x < a
0
dla x > a

, a > 0

• f = e−ax, a > 0

(Znale¹¢ najpierw baz¦ ortonormaln¡ H.)
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Tydzie« 11

Zad. 59. Znale¹¢ warto±ci i wektory wªasne operatora A : C2 → C2 o macierzy

A =

[
t+ z x− iy
x+ iy t− z

]
, x, y, z, t ∈ R

Zad. 60. Pokaza¢, »e w przestrzeni wielomianów stopnia ≤ 2 z iloczynem

skalarnym 〈f |g〉 =
∫ 1

−1 f(x)
∗g(x)dx operator d

dx mo»na zapisa¢ jako

( d

dx
f
)
(x) =

∫ 1

−1

(3
2
y − 15

4
x+

45

4
xy2
)
f(y)dy

Zad. 61. Korzystaj¡c z de�nicji 〈A†f |g〉 = 〈f |Ag〉, w przestrzeni L2[R] z
niestandardowym iloczynem skalarnym 〈f |g〉 =

∫∞
−∞ f(x)∗g(x)e−x

2

dx znale¹¢
sprz¦»enie hermitowskie operatorów

• A : f(x) 7→ df
dx (x)

• B : f(x) 7→ f(x+ a), a ∈ R

• C : f(x) 7→
(

d2

dx2 − 2x d
dx + x2

)
f(x) ∈ R

• D : f(x) 7→ f(|x|)

• E : f(x) 7→ f(ax), a ∈ R, a 6= 0

(Odp.: A† : f(x) 7→ −ex2 d
dx

(
e−x

2

f(x)
)
=
(
− d

dx + 2x
)
f(x), B† : f(x) 7→

e2xa−a
2

f(x−a), C† = C, D† : f(x) 7→
(
f(x)+f(−x)

)
θ(x), E† : f(x) 7→ 1

af
(
x
a

)
)

Zad. 62. Znale¹¢, je±li istniej¡, wektory i warto±ci wªasne operatora A :
L2(R)→ L2(R)

• (Af)(x) = idfdx (x) + xf(x)

• (Af)(x) = df
dx (x) + xf(x)

• (Af)(x) = df
dx (x)− xf(x)

• (Af)(x) = f(|x|)

Zad. 63. Niech A : L2(R)→ L2(R),

(Af)(x) = z1f(x) + z2f(−x), z1, z2 ∈ C

Znale¹¢ wektory i warto±ci wªasne A. Rozstrzygn¡¢, czy A jest operatorem
ograniczonym, je±li tak, znale¹¢ jego norm¦. Rozstrzygn¡¢, dla jakich (z1, z2) ∈
C2 operator A jest operatorem hermitowskim.
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