Analiza 2018/19L
Seria 1

Zamiana zmiennych w calkach wielu zmiennych

Zad. 1. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzywa,
($2 T y2)2 —_ 2&2(1‘2 _ y2)

Zad. 2. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzywa

2 2 2
T3 +yd = a3

Zad. 3. Obliczy¢ pole powierzchni obszaru ograniczonego krzywymi: y? = pz,
v =qr, x> =ay, 2> =by,0<p<q 0<a<b
Zad. 4. Obliczy¢ moment bezwtadnosci:

e jednorodnej kuli wzgledem osi symetrii
e jednorodnego walca wzgledem osi symetrii

e jednorodnego walca wzgledem osi prostopadtiej do osi symetrii, przecho-
dzacej przez srodek masy
Zad. 5. Obliczy¢ objetosé bryly uzyskanej z przeciecia kuli 22 + y? + 22 < a?
i walca (z — 1a)? 4+ y* < 1a?
Zad. 6. Wykorzystujac wspolrzedne biegunowe policzy¢ calke fooo e dx =

\/foC>O dz ;" dye~=*~v*

Calkowa regula Leibniza

Zad. 7. Policzy¢ pochodne funkcji f(x) = f‘r2 szt qt, g(z) = [F te(et) gy

0 sinx t
Zad. 8. Wykorzystujac rézniczkowanie po parametrze, policzy¢ catki

o fol z*In"zdz, a>0 ( =(Z) fol xadx)

o1 _ (D" o yn—1 oo 1
* Jy Tt dr, a>0 (— = (36)" o z“radw)
Zad. 9. Wykorzystujac rézniczkowanie po parametrze, policzy¢ catki

1 go_gb
e /5 e dz, a,b>0

3 arctg(étgx)
* fO tgx dx

Zad. 10. Wprowadzajac odpowiednio parametr, policzy¢ catke

o0 1 _ —t
/ ¢ costdt
0 t

Zad. 11. Wykorzystujac rézniczkowanie po parametrze policzy¢ catke fooo cos(tx)e_”’zdm.




Seria 2

Krzywe, calki krzywoliniowe

Zad. 12. Znale7¢ parametryzacje krzywej w R3 zadanej réwnaniami

224+’ —22=0,z4+2—-1=0.

Zad. 13. Znalezé parametryzacje krzywej w R? powstalej z przeciecia ptasz-
czyzny z = 0 z prostymi stycznymi do helisy 7(u) = (cosu, sinu, u)

Zad. 14. Znalez¢ dtugosé spirali logarytmicznej zadanej parametryzacja 7(u) =
(" cosu,e"sinu) dla u € (—o0,0].

Zad. 15. Znalez¢ calkowita mase i catkowita energie potencjalng cienkiego,
jednorodnego sznura o gestos$ci liniowej A zwisajacego w ksztalcie krzywej o
rownaniu y = % cosh(kz), x € [—a,al, k > 0 w jednorodnym polu grawitacyjnym
o potencjale ¢(7) = gy.

Zad. 16. Znalez¢ parametryzacje krzywej zakreslanej przez punkt lezacy na
obwodzie kola toczacego si¢ bez poslizgu po prostej (cykloida). Wykorzystujac
znaleziona parametryzacje, znalez¢ dlugosé tuku cykloidy i pole powierzchni
pod tukiem (liczac catke [} ydz).

Zad. 17. Wyznaczy¢ bezpo$rednim rachunkiem catke fK wdlaw = (y—z)dz+
xdy oraz K bedacego potokregiem {(x,y) : 2% +y? = 1,y > 0} (wybraé jedna
z orientacji). Obliczy¢ ta sama catke dla K bedacego potokregiem {(z,y) :
2?2 +y? = 1,y < 0} oraz odcinkiem [—1,1] x {0}.

Zad. 18. (Fichtenholz, tom III, s. 25) Znalez¢ pole powierzchni petli liscia
Kartezjusza, tj. obszaru w R? ograniczonego krzyws wyznaczong réwnaniem
23 + y3 = 3axy. (Wskazéwka: by znalezé parametryzacje podstawié¢ do réwna-
nia y = ta by znalezé z(t) 1 y(t); pole powierzchni najlatwiej liczy si¢ ze wzoru
S = 3 fr(wdy — yda))

Powierzchnie, calki powierzchniowe pierwszego rodzaju

Zad. 19. Znalez¢ pole powierzchni zadanej parametryzacja

(0, p) = (0cos g, psin g, p*singpcos ), o € [0,1], ¢ € [0, 27]

Zad. 20. Znalez¢ pole powierzchni wycietej walcem i—z + g—z = ¢? z paraboloidy
z= g—z + g—z (wykorzystaé¢ uogélnione wspolrzedne biegunowe).

Zad. 21. Znalezé pole elektrostatyczne wytworzone w punkcie (0,0,0) przez
polsfere {x? + y? + 22 = R?,z < 0} natadowana jednorodnie z gestoScia po-
wierzchniowg o.



Seria 3
Dokoriczy¢ zadania z poprzedniego tygodnia, oraz
Gradient, rotacja, dywergencja

Zad. 22. Znalez¢ dywergencje i rotacje podanych pél wektorowych:
xey + yey, + z€;
( /22 4+ 42 + 22)0‘

Zad. 23. Sprawdzi¢, ze podane pola wektorowe sy polami potencjalnymi,
znalez¢ ich potencjaly.

—

A= xzé;, +yze;, — (2 + y?)éL, B=

A= (xeéztye,+ze.)siny/ax? + y2 + 22, B = yze}+(4y3—12y22+xz)6z,+(423—12y22+zy)€z

Zad. 24. Sprawdzié, ze podane pola wektorowe sa polami bezzrédlowymi,
znalez¢ ich potencjaly wektorowe.

A=e¢, B = yze, + (4y° — 12y2% + x2)é;, + (42° — 12y%2 + 2y)é;
Twierdzenie Greena i Twierdzenie Stokesa

Zad. 25. Sprawdzi¢ twierdzenie Greena w R? dla pola wektorowego

- 1
P oL
x+yez+ey

i obszaru
S={(r,y) eR?*:0<y<z A 1<z+y<5}

Zad. 26. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa w R? dla pola wektorowego
F= y2e, + xQe};
i powierzchni

M ={(z,y,2) €R? :da® + ¢y + 22 =4 A x,y,2>0}



Seria 4

Twierdzenie Gaussa

Zad. 27. Sprawdzi¢ twierdzenie Gaussa dla pola wektorowego
F= y2z€, + yge}; + xz€,

i obszaru
W ={(z,y,2) eR*:0< z,y,2 <2}

Zad. 28. Niech S bedzie powierzchnig sparametryzowang przez

7(u, #) = (cosucos ¢, cos usin ¢, sin(2u)), u € [—5 5] ¢ € (0,27

Wykorzystujac twierdzenie Gaussa, znalezé objeto$¢ obszaru ograniczonego ta
powierzchnia. Wskazowka: uzy¢ F = ze,.

Inne uklady wspélrzednych

Zad. 29. Znalez¢ metryke, gradient, rotacje, dywergencje i laplasjan w naste-
pujacych uktadach wspétrzednych:

e cylindrycznym x = pcos¢, y = psing, z = z
e sferycznym x = rsinfcos ¢, y = rsinfsin¢, z = r cosf

e parabolicznym x = 2ut cos ¢, y = 2utsin ¢, z = u? — t2

wykoraystufae waory o = - f5 (1)° = 40 (VX" = e u{grad)
V. A* 04 (v/det gA®)

Zad. 30. Wykorzystujac sferyczny uklad wspoétrzednych, znalezé¢ rozwigzania

rownania .
- - sinr

V.-F=

r

Wskazowka: jedno rozwigzanie mozna znalezé zaktadajac F? = F? = 0, pozo-
stale: F/ = F+V x A



Seria 5

Wstep do funkcji zespolonych

Zad. 31. Sprawdzi¢, czy podane funkcje sg rézniczkowalne w sensie zaspolonym
f'(z0) = lim, _,, {2210

o fla,y) = (2* = 3ay®) +i(32%y — )

o f(z,y) = (2% +9°) — 2izy

Zad. 32. Sprawdzié, czy podane funkcje spelniaja warunki Cauchy’ego-Riemanna.
Jesli tak, zapisaé je jako zmienne zmiennej zespolonej.

22 L
b f(xay) = (;2+y%)2 +1(ac2-12-222})2

o f(z,y) = (2 + 3ay®) +i(2xy + ¢°)
o f(z,y) = (2* —y* +y) +i(2y — z)
e f(xz,y) =sinhaxcosy+icoshasiny

Zad. 33. Sprawdzi¢, czy podane funkcje moga by¢ czeicia rzeczywista ja-
kiejs funkcji holomorficznej. Jesli tak, znalez¢ te funkcje wykorzystujac warunki
Cauchy’ego-Riemanna.

=sinz —siny

— x
224+ (y+1)2

Zad. 34. Znalezé zbidr punktoéw niecigglosci podanej funkeji (= znalezé cie-
cia plaszczyny zespolonej niezbedne by funkcja byta jednoznacznie okreslona).
Znale7¢ granice funkcji po obu stronach ciec.

o f(2)=(*—1)?
o f(2)=(+1)5
o f(2) = (log2)?

Zad. 35. Policzy¢ calke krzywoliniowa z danej funkcji zespolonej po danej
krzywej.

o f(z)=2%7(t) =", t€[0,m]
o f(z) = 23, krzywa jest tamang laczaca punkty kolejno —0, 1,1 1 +1

e f(z) = %, krzywa jest zlozona z polprostej (—oo, —1] x {0}, polokregu od
punktu z = —1 do punktu z = 1 w gbrnej czeci plaszczynzy zepolonej, i
potprostej [1,00) x {0}



Seria 6

Zad. 36. Znalez¢ punkty osobliwe funkcji i zbadaé, czy sa to punkty osobliwe
izolowane /nieizolowane, punkty rozgalezienia, bieguny (dla biegunow znalezé
rzad bieguna). Uwaga: punkty ciecia nie musza by¢ punktami osobliwymi, jesli
ciecie mozna wybraé inaczej.

_ 1
Z) ~ sinh(log z)

o f(2) = sin(llogz)
Zad. 37. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego, policzy¢ catki
o [ = fK Zj—ildz, K: okrag o srodku w punkcie zg = 2 i promieniu 2.
o [ = fK z§—j_1dz, K: okrag o §rodku w punkcie zg = 0 i promieniu 2.
o I = ¢, ztan(wz)dz, K: brzeg prostokata [0,n] x [-1,1], n € N
Zad. 38. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego dla pochodnych, policzy¢ catki
o I=¢, %dz, K: okrag o srodku w punkcie zg = 2 i promieniu 2.
cos z

o | = fK Wdz, K: okrag o srodku w punkcie zgp = 0 i promieniu 2.

o | = fK Z'ﬁ%dz, K: okrag o srodku w punkcie zg = 0 i promieniu 4.

Zad. 39. Rozwina¢ podang funkcje w szereg Taylora woko6!l podanego punktu
i znalez¢ jego promien zbieznoSci. Zaznaczy¢ obszar zbieznosci na plaszczyznie
zespolone;j.



Zad.

Zad.

Seria 7
40. Znalez¢ obszar zbieznosci szeregéw Laurenta
o o q"(z — 20)™ w zaleznosci od ¢
> Inl(z — 20)™ w zaleznosci od ¢

n=—o0 4

es} 1 n
Zn:—oo coshn 2

. 41. Dla funkcji f(z) = -——~—; znalez¢ rozwiniecie w szereg Laurenta

= 2(z=1)(2—-2)
wokol 2o =0dla 0 < |2| <1
wokot zp=0dlal < |z| <2
wokot zp = 0 dla 2 < |2|
wokol zp=1dla0<|z—1] <1

wokol zp =1dlal < |z —1]

. 43. Znalez¢ polozenia i wartosci residuuow funkeji

fz) = sﬁf’(gfz)), gdzie g jest dowolng funkcjg holomorficzng na calym C

f(z) = mg(z)ctg(mz), gdzie g jest dowolna funkcja holomorficzna na catym
C

44. 7nalez¢ wartosci residuum w nieskoriczonosci dla funckji

e f(2) = z2i1

b f(z) = z2e_1
Zad.

45. Calkujac funkcje f(z) = % po konturze naszkicowanym ponizej,

42 52 . o0 i
znalez¢ wartos¢ catki [©) S2Zdy

oo




Seria 8

Zad. 46. Wykorzystujac kontur z poprzedniego zadania policzy¢ catke ffooo Si;#dx,

(rozwazy¢ f(z) = 152?).

Zad. 47. Wykorzystujac metode catkowania po konturze, policzy¢ calki (cal-
kowanie po okregu)

21

° 1
0 a2— bz cos? ¢

dp,a>b>0

27 sin? [%)

* 0 1+cos<p

Zad. 48. Wykorzystujac metode catkowania po konturze, policzy¢ catki (cal-
kowanie po poétkolu)

hd f—oo z4+a:2+1 dz

* f ($2+1 dz

o [T 5T dz,a>0

oo x2+a?

° f (;gi‘“ dz,a >0

Zad. 49. Wykorzystujac metode catkowania po konturze, policzy¢ catki (cal-
kowanie po ’dziurce od klucza’)

* fo ﬁldx

o fo 2+3x+2

oo log x
o fO mdx, a,b >0

Zad. 50. Wykorzystujac metode catkowania po konturze, policzy¢ calki (cal-
kowanie po "kosci’)

. fil V1 — 22dz

. fol 23(1—2)3(z+1)"'da



Seria 9

Zad. 51. Policzy¢ szereg Fouriera nastepujacych funkcji (poza przedziatem
(—m,m) zdefiniowanych przez okresowos$¢ z okresem 27):

sgnx dla z € (—m, ),

Zad. 52. Dla funkcji z poprzedniego zadania, zapisa¢ wartos¢ f(5) w postaci
szeregu i wykorzysta¢ otrzymane wzory do policzenia szeregéw

° >, (2;2:, (wykorzystujac f(xz) =sgnz lub f(z) = x)
o 30, (wykorzystujac f(x) = |sinz|)

Podobnie postepujac, wykorzystujac wartosé f(m) policzy¢
* > olo @t (wykorzystujac f(z) = |z|)

o Yol e (wykorzystujac f(z) = cosh(ax))

Zad. 53. Wykorzystujac wzoér Parsevala dla funkcji z poprzedniego zadania,
policzy¢ szeregi

° 220:1 m ) (wykorzystujac f(z) = |sinz|)
¢ ZZ‘;l m ) (wykorzystujac f(z) = e*®)
D DN (wykorzystujac f(x) = 2® — 72x)



Seria 10

Zad 54. Znale7¢ transformate Fouriera funkcji

dla z € [—a,d]

.f(x):{(z)a dla z ¢ [—a,d]

1—Jz| dlaze[-1,1]
’f(”“"):{o dla z ¢ [-1,1]

1
.fx ZW,GER

o f(z)==—=*—=,a€R

sinh(az)’

Zad 55. Opisa¢ podane dystrybucje g za pomoca dystrybucji 6(z), 6" (z) i
O(x). Znalez¢ ich transformaty Fouriera.

o (9.f)=SN _yfn), NeN
e (0,/) =N ™), NeN

o (g,f) = [ f(x)dz, a,bER

Zad 56. Znalez¢ takie czynniki normalizacyjne N aby podane funkcje mialy w
norme réwng 1 w podanej przetrzeni Hilberta

o f(z) = Na™ w przestrzeni L%([0,1])

o f(x) = Na" w przestrzeni L2([—1,1])

o f(x) = Nz"e™™ w przestrzeni L*(]0,00])
o f(z)=Naz"e " w przestrzeni L2(R)

Zad 57. Znalez¢ baze ortonormalna przestrzeni H = {w(z)e™™ : w(x) jest wielomianem stopnia <

2} C L*(R)

Zad 58. Znalez¢ rzut ortogonalny funkeji f € L?([0,00)) na podprzestzreri
H = {w(z)e ™™ : w(z) jest wielomianem stopnia < 1} C L?([0,00)) dla

1 dla z < a

e f=¢ 0 , a>0
dla x > a

o f=¢e79% a>0

(Znalezé najpierw baze ortonormalng H.)

10



Seria 11
Zad. 59. Znalez¢ wartosci i wektory wlasne operatora A : C2 — C2? o macierzy

_ [t—i—z T —iy

J?—Fly t—Z:|’ x,y,z,téR

Zad. 60. Pokazaé, ze w przestrzeni Wielomian()w stopnia < 2 z iloczynem
skalarnym (f|g) f_ x)dz operator -4 3; mozna zapisa¢ jako

d '3 15 45
— = 2y = = = d
(@) = [ Gu=TFo+ Fa) )y
Zad. 61. Korzystajac z definicji (ATf|g) = (f|Ag), w przestrzeni L?[R] z
niestandardowym iloczynem skalarnym (f|g) = f f(z
sprzezenie hermitowskie operatoréw

2 , 2
(z)e™* dx znalezc¢

flax), a€R, a#0

(Odp.: AT : f@) = =" L (e @) = (- L + 22)f(z), Bt : f(x) =
e e’ f(r—a), Of = O, DI () (F(a) 4 £(-2))0(a), E' : f(2) = 31(3))

Zad. 62. Znalezé, jesli istnieja, wektory i wartosci wlasne operatora
L?(R) — L*(R)

Zad. 63. Niech A: L%(R) — L2(R),

(Af)(x) = 21 f(x) + 22f(—2),  21,22€C
Znalezé¢ wektory i wartosci wlasne A. Rozstrzygnaé, czy A jest operatorem

ograniczonym, jedli tak, znalezé jego norme. Rozstrzygnaé, dla jakich (21, 22) €
C? operator A jest operatorem hermitowskim.
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