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Zad. 1. Znale¹¢ dªugo±¢ krzywej zadanej parametryzacj¡

• ~r(u) = (4
√
2 sinu, sin 2u), u ∈ [0, 2π]

• ~r(u) = (1−e
2u

1+e2u cosu, 1−e
2u

1+e2u sinu, 2eu

1+e2u ), u ∈ [0, 2π]

• ~r(u) = ( cos(2u)cosu , sin(2u)cosu ,
√
3

cosu ), u ∈ [−π4 ,
π
4 ]

• ~r(u) = (sinhu cosu, sinhu sinu, u), u ∈ [0, π]

Odpowiedzi: 8π, 2π, 4,
√
2 sinhπ.

Zad. 2. Znale¹¢ dªugo±¢ krzywej powstaªej z przeci¦cia powierzchni

3x2 + y2 − z2 = 1 pªaszczyzn¡ x = z.
Odpowied¹: 2π.

Zad. 3. Znale¹¢ pole obszaru R2 ograniczonego krzyw¡ x
2
3 + y

2
3 = 1.

Odpowied¹: 3π
8

Zad. 4. Znale¹¢ pole ograniczonej krzyw¡ zadan¡ parametryzacj¡ ~r(u) =
(2 cosu− cos 2u, 2 sinu− sin 2u), u ∈ [0, 2π]
Odpowied¹: 6π

Zad. 5. Znale¹¢ pole powierzchni wyci¦tej z paraboloidy obrotowej z = x2+y2

walcem x2 + y2 = 1
Odpowied¹: π

6 (5
√
5− 1)

Zad. 6. Znale¹¢ pole powierzchni zadanej parametryzacj¡

• ~r(u, ϕ) = (
√
1 + u2 cosϕ,

√
1 + u2 sinϕ, u), u ∈ [−1, 1], ϕ ∈ [0, 2π]

• ~r(%, ϕ) = (% cosϕ, % sinϕ, %2 cos(2ϕ)), % ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π]

Odpowiedzi: 2π(
√
3 + arsinh(

√
2)√

2
), π6 (5

√
5− 1).

Zad. 7. Znale¹¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami 2z = x2+ y2 oraz

z =
√
x2 + y2

Odpowied¹: 4
3π.

Zad. 8. Znale¹¢ obj¦to±¢ bryªy wyci¦tej ze sto»ka 0 ≤ z ≤ 1 −
√
x2 + y2

walcem (x− 1
2 )

2 + y2 ≤ 1
4 .

Odpowied¹: π
4 −

4
9 .

Zad. 9. Znale¹¢ caªk¦ skierowan¡ z podanego pola wektorowego po krzywej o

danej parametryzacji
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• ~V = (x2y − z3, x3 + y3, xz2) , ~r(ϕ) = (cosϕ, sinϕ, cosϕ), ϕ ∈ [0, 2π]

• ~V = ( x
x2+y2+z2 ,

y
x2+y2+z2 ,

z
x2+y2+z2 ) , ~r(ϕ) = (cosϕ, sinϕ,ϕ), ϕ ∈ [0, 4π]

• ~V = (x, y, z) , ~r(u) = (cosu, cos2 u, cos3 u), u ∈ [0, π2 ]

Odpowiedzi: π
2 ,

1
2 ln(1 + 16π2), − 3

2

Zad. 10. Znale¹¢ strumie« podanego pola wektorowego przez powierzchni¦ o

danej parametryzacji

• ~V = (x2y− z3, x3+y3, xz2) , ~r(u, ϕ) = (u cosϕ, u sinϕ, u cosϕ), u ∈ [0, 1],
ϕ ∈ [0, 2π]

• ~V = ( x
x2+y2+z2 ,

y
x2+y2+z2 ,

z
x2+y2+z2 ) , ~r(ϕ, u) = (cosϕ, sinϕ, u), ϕ ∈ [0, 2π],

u ∈ [−1, 1]

• ~V = (y,−x, z) , ~r(u, t) = (u2 − t2, 2ut, u2 + t2), u ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1]

Odpowiedzi: 0,π2, 112
45

Zad. 11. Znale¹¢ strumie« pola ~V = (x2, y2, z2) przez powierzchni¦ sfery o

±rodku w punkcie (1, 0, 0) i promieniu 2.
Odpowied¹: 64

3 π

Zad. 12. Znale¹¢ strumie« pola ~V = (x3, x2y,−2x2z) przez powierzchni¦ ogra-

niczaj¡c¡ obszar
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
2− x2 − y2

Odpowied¹: 4π
15 (−5 + 4

√
2)

Zad. 13. Znale¹¢, je±li istnieje, potencjaª skalarny pól

• ~V = (x2y − z3, x3 + y3, xz2)

• ~V = ( x
x2+y2+z2 ,

y
x2+y2+z2 ,

z
x2+y2+z2 )

• ~V = (x2 − 2yz, y2 − 2xz, z2 − 2xy)

• ~V =
(
(x+ y + z)z + 2x cos y, xz − x2 sin y + y2, 2xz + xy

)
• ~V = ( −2xz

(x2+y2+z2)2 ,
−2yz

(x2+y2+z2)2 ,
x2+y2−z2

(x2+y2+z2)2 )

Odpowiedzi: nie istnieje, 12 ln(x
2+y2+z2), 13 (x

3+y3+z3−6xyz),nie istnieje, z
x2+y2+z2 .

Zad 14. Znale¹¢, je±li istnieje, tak¡ funkcj¦ holomor�czn¡ f(z) aby P (x, y) =
Re f(x+ iy)

• P (x, y) = coshx sin y

• P (x, y) = ex−y
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• P (x, y) = e−x(x cos y + y sin y)

• P (x, y) = x3+xy2+y
x2+y2

Odpowiedzi: −i sinh z + iC, nie istnieje, ze−z + iC, z + i
z + iC.

Zad 14. Policzy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ z podanej funkcji zespolonej, po podanej

krzywej

• f(z) = z, z(t) = 4eit, t ∈ [0, 2π]

• f(z) = ln z, z(t) = eit, t ∈ [0, 2π]

• f(z) = 1
z , z(t) = t+ iε, ε > 0, t ∈ (−∞,∞)

• f(z) = 1
z , z(t) = t+ iε, ε < 0, t ∈ (−∞,∞)

Odpowiedzi: 32πi, 2πi,−iπ,iπ.

3


