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Préface

Ces notes sont la reproduction d'une partie des quatre conférences données
au mois de juin 1963 au Colldge de France. Une de ces conférences avait pour
sujet la géométrie de 1'espace-temps de Newton ; elle n'est pas incluse ici.
Pour la plupart, les résultats présentés ici ne sont pas nouveaux. Une biblio-
graphie se trouve & la fin du texte.

Ces conférences ont pu étre données grice & l'aimable invitation de
Monsieur I, Bataillon, 1'Administrateur du Collége de France, Je remercie
Monsieur A, Lichnerowicz pour sa courtoise hospitalité pendant mon séjour &
Paris, J'ai beaucoup profité des discussions avec M. Bel, Mme Choquet,

M, Kichenassamy, M. Lichnerowicz, Mlle Mavridés, M, Papapetrou et Mme Tonnelat.



I. THEOREMES DE NOETHER

1. Introduction. Ce cours est consacré & une étude des conséquences phy-
siques et mathématiques de deux hypothdses : 1° que les équations du mouvement
peuvent &tre obtenues & partir d'un principe veriatiomnel et 2° qu'elles
admettent des groupes continus de symétries., Le premier chapitre est consacré
& un rappel des théordmes de Noether, le second 3 une étude des lois de conser-
vation dans les théories relativistes et le troisidme & un exposé de la dynamique
généralisée e Dirac.

2. Transformations de jauge et symétries. Soit X une variété différen—

tiable & n dimensions ; nous l'appellerons l'espace de base. Dans chaque cas
particulier il faut spécifier sa topologie et sa classe de différentiabilité .
mais nous ne les préciserons pas ici. WNous supposerons que, étant donné un
systéme de coordonmées x= de X.n » 1'histoire du systéme physique considéré
peut 8tre décrite par N fonctions des x , yA(x), A=1,..., N,

Exemples. a) Dans le cas de la dynamique classique d'un systime mécani@ue
& N degrés de libertd, la variété différentiable de base est 4 une dimension,
X1 « Si t est la coordonnée locale de Xﬁ s 1l'histoire du systéme est décrite
par les N fonctions q1(t),..., qN(t). b) Pour décrire le méme systime physi-
que en mécanique quantique, on peut introduire une variété & N+ dimensions,
Xﬁ+1 avec t, q1,..., qN comme coordonnées locales. Dans la représentation de
Schrodinger 1'histoire (imperturbée) du systéme est donnée par une fonction

}I) .

complexe (P(t, q‘,..., q c¢) Dans une théorie classique relativiste d'un

champ tensoriel ¢ pour l'espace de base on prend une X4 et pour yA(x) les

composantes LpA(x) de ce champ par rapport aux repdres naturels associds au

systoms de coordomnées locales.
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Pour que les fonctions yA(x) correspondent & une histoire physique

possible, elles doivent satisfaire & des gquations du mouvement approprides.

Nous les écrirons symboliquement comme
LA
(1) ‘“(x;y(x))=oi A=1,...,, N,

et supposerons que les LA sont des fonctions des x, et de leurs dérivées

Yy
jusqu'ad un certain ordre.

Un systéme physique donné peut 8tre décrit par repport aux différents
systemes de coordonnées locales de l'espace de base. Il y a aussi de 1l'arbi-
traire dans le choix des fonctions Yye En général, on peut effectuer des
changements de jauge des variables qui servent & décrire le systime. Pour des

raisons de simplicité nous nous restreindrons aux transformations de jauge de 1la

forme
(2) = = ()
v (=) =Y, (x5 y(x) .
Les fonctions X° et xA dépendent des arguments indiqués et satisfont & des
hypothéses de régularité et d'invertabilité approprides.

Exemples. a) En dynamique classique on considire souvent des transformations

de jauge de la forme
t' =1t ,
o = ot ;5 o(¥)
c'est-a~dire des transformations de jauge sans transformation de coordonndes de

l'espace de base ; b) au contraire, en mécanique quantique le changement



£ o=t
' = dt,q)
q)'(t';ql) = q) (7‘1)

correspond & une transformation (spéciale) de coordonndes de Rin 3 ¢) dans
la théorie relativiste d'un champ tensoriel § une classe importente des
transformations de jauge est celle des changements des composantes locales
de @ ,

P L(xr) = b x) o)
induits par les changements des coordonnées,

2 = *(z) .

Ici :j%i est une matrice dépendant de Xa, définie par le type tensoriel
de v .

Dens la nouvelle jauge, les fonctions yA(x') satisfont aux nouvelles
équétions du mouvement,

LMzt 5 y'(x')) = 0

dont la forme est, en général, différente de (1).

On appelle une transformation de symétrie toute transformation de Jauge

qui conserve la forme des équations du mouvement,
A A
(3) L'™x 5 y(x)) = L(x ; y(x)) .

Autrement dit, les équations du mouvement sont invariantes par les transforma=-
tions de symétrie. Si (2) est une symétrie, yA(x) satisfait aux équations
du mouvement (1). A chaque transformation de jauge qui est une symétrie, on

peut associer une application

v,(x) 5 yi(x)
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de 1'ensemble des solutions de (1) sur lui-méme. Souvent, c'est précisément
cette correspondance qu'on appelle une symétrie.

3. Principe variationnel. Compatibilité des équations du mouvement. lous

allons maintenant faire 1'hypothése fondamentale que les équations du mouvement,
dans n'importe quellec jauge, peuvent &tre obtenues & partir d'un principe

variationnel

(4) Sw=o0, W:dex , dx = ax' ... @

Q

Pour faciliter 1'écriture des formules, nous supposerons que L ne dépend pas

de dérivées de Yy d'ordre supérieur & deux ,
a — . \
(5) L=L(, 5,9, ¥, ,9,9, %) = Lx; yx).

Pour calculer OW il faut donc prendre des variations Yy qui s'annulent
avec leurs dérivées premidres sur le bord de S . Les équations du mouvement

s'écrivent

A DI DL QL
6 P2 "7 C TSP Pt =0
(6 def PVy B OV, a0V, ’

Vo = Pa Va0 Vg =P, % Yy -

La fonction de Lagrange L n'est pas déterminée d'une fagon unique par la
forme des équations du mouvement. Si u? (a=1,...y n) sont des fonctions
; . a . ~ 8 .
arbitraires de x, Yy et @a Yy s la fonction L =1L + ’Da M donne lieu

aux mémes équations que L.

Dans une jauge différente, le principe variationnel devient

dSwrt=0, W= j Lt dx' ,
Ql
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1 t
o L' est une fonction de x° , yA , etc.,, en général différente de L.

Q' est l'image de ) par l'application x* _y x> . Il faut maintenant
demander que les équations du mouvement dans les différentes jauges soient
compatibles : chaque fois que les yA(x) annulent LA , les fonctions yA(x')
qui en résultent par la transformation (2) doivent annuler L'A. Puisque
LA =0 est équivalent & OW =0, une condition suffisante de la compatibi-
lité est
(7) ow = dwr
Il faut bien préciser que nous ne discutons pas ici la compatibilité des
équations * oo entre elles-mfmes mais la relation entre ces équations écrites
en différentes jauges, sous 1'hypothdse que dans chaque jauge elles admettent
des solutions. I1 s'ensuit de (7) qu'il existe des fonctions x* telles qué
@  fresyee = [ ;) - 9 .
; Q' Q
Les fonctions K* dépendent des xa, Yy et ®a Yy-

Exemple. La fonction de Lagrange pour un point matériel libre de masse m,
en mécanique de Newton, est

>
L=<aE)? .

Ici, les trois composantes du vecteur T jouent le rfle des Yy 3 les

équations du mouvement sont d2 })/dt2 = 0. Un changement de jauge possible

est donné par la transformation de Galilée

t' =, T(t') = F(t) + T, V= constante.

Les équations du mouvement dans la nouvelle jauge sont de la méme forme,

d21':>’/dt'2 = 0, On peut donc écrire



1 ,dr'\2
—— _—_ﬂr
L' =75 nlg)
dK
V=T, o
Lh=L-9 »

K = -n(V.7 + —12—?721:) )

4, L'identité de Noether fondamentale. Une transformation de symétrie

ne change pas 1la forme des équations du mouvement ; pour qu'if?soit ainsi

il suffit qu'elle ne change pas la forme de I,
(9) L' (x ; y(x)) = Lx ; y(x)) .

Nous nous limiterons aux transformations de symétrie qui satisfont 2 (9) et

constituent un (pseudo) groupe continu. Nous écrirons les transformations

infiniment petites [1] comme
£ ' = Jta + 5*::8‘ )
y;(x') = y,(x) + &%,
et désignerons par SKa la partie principale des fonctions K* correspon~-

dant 3 la trensformation infiniment petite (10). En vertu de (9), 1'équation

(8) peut s'écrire

[ 25 3 @) + 0 @ee®) e = [ L) - 0,68 ax .
Q Q

Si 1l'on introduit la notation
8y, =wp(x) -y, (x) , Bl =Llx; y'(x) - Lx; y(x) ,
1'égalité des intégrales a pour conséquence

(11) oL + @a(gxa + L% = o.
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Dans le cas ol Yy est un objet géométrique et (10) est une transformation in-
finiment petite des coordonnées locales accompagnée par le changement corres—
pondant des composantes de Yy o ‘SyA est la dérivée de Lie de y, per rapport
3 5%,

L'identité (11) s'écrit [2]

AT <.a
(12) L dy, + @aét = 0,
ou
< fc) Swa
(13) 5t = Lé*xa+(@-L—— - Sy Sy.. + OK®
dof OV pg “ QyAab oy Yaab w "

5. Lois de conservation. Supposons que le groupe de symétries est un
groupe de Lie & { paramdtres, G‘e , et soient aA (A= 1,...,-8) les
parameétres de ce groupe. Les transformations infinitésimales correspondant au
groupe sont

5*x® = a’\ ?;i(x), gyA = aAT]A,\(x) , St"—" A tA , etc.
De 1'identité de Noether fondamentale (12) s'ensuivent £ identités

(14) LAnA/\ +Q 5 = o, A=1,..., 2 .

Quand les équations du mouvement sont satisfaites, it - 0, ces identités ont

pour conséquence £ 1lois de conservation de forme différentielle

a
(15) 9, ty =0, A=1,..., ¥ .

Exemple. Considérons un systéme mécanique classique & N degrés de
liverté, décrit par N coordonndes qA(t), N impulsions pA(t) et une

fonction de Hamilton H(q,p). L'action pour ce systime est f (pA(iA - H)dt.

Le groupe & un paramétre défini par les équations



PA - PA = PA(PQQ.!a)y

A A A
¢ T q" =Q(p,q,a),
ou
apP
A Qs
e = B(pa,0) =p,
Qq

d s A
Eall %;-, *(p,q,0) = ¢

S = S(P:Q)

est un groupe de transformations canoniques. Si, en plus, S est telle que
son crochet de Poisson avec H s'annule, {H,S}- = 0, ce groupe est un

groupe de symétries et 1'identité (14) devient

as ©s ,.4 _QH . QH
== - -2 ) = 0.
at QDqA' Q)pA prh. Py 4Dqé

S = constante est donc une intégrale premitre des équations du mouvement.

6. Les identités de Bianchi généralisées. Supposons que les transformations

infinitésimales du groupe de symétries dépendent des m fonctions arbitraires
de x. Dans ce cas le groupe sera désigné par GOom et les fonctions arbi-
traires en question par aEL(x), p=1,.00,m. Une transformation infinitési-

male de y, sera écrite comme

R = b t s B _ag...a :
el oy ~e Tap =952 TEHJ“”“L (1) ®a1"'®asa *AL 5.

Moyennant des hypothdses semblables sur &%z, OK?, etc., 1'équation (11)
devient une identité par rapport aux fonctions ap' et leurs dérivées jusqu'a
un certain ordre. Les fonctions ap' étant arbitraires, les coefficients de

ces différentes dérivées doivent s'annuler séparément. Parmi ces diverses
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identités les plus importantes sont celles qui sont lindaires et homogeénes
par rapport & LA. On peut les obtenir en choisissant un domaine & et des
fonctions av' qui . s'annulent sur le bord de §? avec leurs dérivées d'ordrec
& s=1 et en intégrant les deux membres de (11) sur () . Par intégration par

parties on obtient m identités

31--.3

A A Sy -
(17) LY, ] agS(L Tap )= O

LR

A, a
u+ é)a(L JA{L) e + Ba1

qu'on appelle "les identités de Bianchi généralisdes".

Exemple. Les identités de Bianchi "contractdes",

1]

(18) V(R -18%R) = o,
peuvent &tre obtenues & partir de 1'identité de Noether pour llaction

j \HET R dx qui est invariante par transformations arbitraires de coordonndes.
Ici, R:, R, g et Va désignent respectivement, le tenseur de Riceci, 1la

courbure scalaire, le déterminant du tenseur métrique et la dérivation covariante

dans un espace riemannien.

7. Les lois de conservation "impropres" ou "fortes". Soit Ge un sous-

groupe de Lie d'un groupe continu infini de symétries, Goom + Dans la notation
des paragraphes précédents, on peut écrire pour une transformation infinitésimale
de G, :

1

ap‘(x) =a>‘5,§ (2); A=1,..., l; K =1..,m;

ici les (’g\L sont des fonctions données de x. La transformation infinité-

simale (16) devient

-

éyA= a)\(Z{Au EJ%\« eee + (<1)°%0

a1...as p,
e aa1 aas E/\ )
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et 1'identité fondamentale donne
LN J .a

a
(19) (Y, B - s (%5, o, basgu“ > 8z 0.

I1 résulte de (17) que (19) peut s'écrire

a
Dn S) A T 0
3 a _ .,a .. . A s A
ou @ 2 E t X + une combinaison linéaire de L~ et des dérivées de L.
Dang le cas s =1, on a simplement
(21) 0% = & Ay
AT X Ap A

Ltidentité (20) est une loi de conservation "impropre" : elle est satisfaite
irrespectivement des équations du mouvement [3] Les lois propres (ou "faibles"),
frJa ti: 0, sont plus informatives que les lois "fortes". Parfois il n'est
pas nécessaire ni méme possible de résoudre complétement les équations du
mouvement mais on peut tirer des conclusions sur le systéme physique en
s'appuyant sur ces lois de conservation. D'autre part, les lois fortes consti-
tuent des caractéristiques essentielles de la théorie.

I1 résulte de (20) qu'il existe des "superpotentiels", c'est-i-dire des
fonctions Ua;) telles que

@a/\—_- CR UAab ot Uib + Ukba =0 .
Exemples. Dans la théorie do Maxwell les transformations de Jjauge
électromagnétique constituent un Goq + St F‘*B (¢, 8= 0,1,2,3) est le
bivecteur du champ, les équations du mouvement sont © = ’DﬁF “P - 0 et
les identités de Bianchi généralisées sont
9,08%=0.

Le superpotentiel se confond ici avec le champ électromagnétique méme.
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II. LOIS DE CONSERVATION EN THEORIE DE LA RELATIVITE

8. L'action et les lois de conservation pour une theorie du champ. Nous

allons dériver une forme assez générale des lois de conservation pour des
théories relativistes. Nous entendrons par une "théorie relativiste" toute

théorie physique fondée sur 1'hypothése que 1'espace-temps (ou, d'une fagon

plus générale, 1l'espace de base) est une veriété riemannienne.

Considérons une théorie relativiste classique d'un champ de densités
tensorielles pr(x) dont les dquations dérivent d'un principe variationnel

(1.4) avec une fonction de Lagrange.

Ici, gm!3 (x, [3: 0,1,2,3) est le tenseur métrique d'une variété riemannienne

(ou, plutdt, "lorentzienne") quadridimensiomnelle v L est une fonction

4"
~ des variables indiquées qui

12 est une densité scalaire de poids +1 ,

2° dépend de ses arguments de la mlme fagon dans tous les systémes de
coordonnées.

La premiére de ces hypothéses assure la compatibilité des équations du
mouvement écrites en différents systémes de coordonndes et précise que k¥ =0
pour les changements des coordonndes. Il résulte de la deuxiéme hypothése que
la forme de LA, en tant que fonction de 'R ,@Q( \pA , rao( /<’)‘,5 (pA et
du tenseur métrique e¢st invariante par transformations de coordonnées. On verra
par la suite qu'il n'y a rien d'essentiel dans les hypothdses sur l'ordre de

dérivées de A et de go,\B dont dépend la fonction dec Lagrange L. On

pourrait bien considérer une théorie avec I de la forme
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(1 a) L:L(go<f3 s {D‘X g‘xﬂ, L?As(‘)o( \P y®°< 9‘3 (PA)

et les complications qui en résulteraient seraient seulement dans 1'écriture
des formules.

Avant de nous plonger dans le formalisme, nous voulons faire une remargue
sur le r8le des principes variationnels et des fonctions de Lagrange. Les
expériences physiques permettent (parfois) d'établir la forme des équations du
mouvement qui décrivent 1'évolution du systdme au cours du temps. I1 se trouve
que la plupart de ces équations peuvent &tre obtenues & partir des principes
variationnels appropriés. Les équations d'évolution sont bien détermindes par
la physique mais il n'en est pas de méme de 1'intégrale d'action W , dont
"la seule raison d'&tre est d'8tre varide". Il s'ensuit que la fonction de
Lagrange n'est déterminée par 1'expéricnce qu'aux transformations

(2) L » L =1+ 2 u°

prés. En conséquence, pour qu'une conclusion tirée de 1'existence de 1'action
ait un sens physique, il faut qu'elle soit invariante par (2). En particulier
cela s'appligque aux quantités conservées telles que 1'énergie et 1'impulsion:

et aussi aux densités de distribution de 1'énergie~-impulsion, etc.

Pour établir 1'identité de Noether pour W = Jk? L dx il suffit de calculer

-
la dérivée de Lie de L par rapport & un champ vectoriel arbitraire 14 .

Etant donné que kpA est une densité tensorielle, nous pouvons écrire une
formule générale pour sa dérivée de Lie [3]
&
o
Lo % BBy ©,&
Py=5 Qe +F, e %% .

De nos hypotheses sur I il vient (‘qu( = sz ¢k) :

4



5 xy . QL 2L PL o
0z LL -9, (LY ) = ng(p;ego(ﬁ +9‘*’A £@A+®(9Am lpAa_rod(L( ),
ou

QL A L ®y o
(3) diﬁ:i?gmp+L£\9A+®o¢(-——®@m9‘?%—m; ) = 0.

>
Cette identité contient les composantes du chemp & , leurs dérivées premiéres
ot secondes. Les coefficients de ces différents termes doivent s'annuler sépa-

rément ; on obtient donc trois systimes d'identités [4]

(4) s PV 20,
B _ P By A Bf
(5) T =ty + VySy  +L B @,
o _ LA A B
(6) Wiy = L7V, + Vo (1" 7, “log) -
L PY B P L .
Iei, S, , T « et t | sont (les composantes) des densités tensoriclles

de poids +1, dont le caractére tensoriel est indiqué par le nombre et la posi-

tion des indices. Ces quantités sont définies par

ER DL B3
(7) S « = (pAY P« (pB !
*p 0L
(8) T = =2 Dexp ,
QL - B
(9) tcﬁ T Voo 9 =10

Dans le cas d'un lagrangien plus général, (1 a), la définition de T * P

doit 8tre remplacée par

(8a) p*B o Qi

dont (8) est un cas particulier. Les autres définitions et les identitds
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subissent des modifications approprides.

Nous allons définir encore deux densités vectorielles

|

O

(10) & =T°<(;€,B et % =®ﬁ,w 99&0A-L§°' .

-
Si les équations du mouvement sont satisfaites, LA =0, et ¥ est

un vecteur de Killing.

Viw o= 0
on a les lois de conservation
e « *
(11) 0,T" =0 et fao(t =0 ,

Par intégration sur une hypersurface L orientée dans 1tespace et sous des
hypothéses convenables sur le comportement asymptotique de P A on obtient
les constantes du mouvement,
o ®
(12) Jr%as, et [t%as, .
)3 2
Ces deux lois de conscrvation sont mutuellement équivalentes dans le sens que

% et t% diffirent par un rotationnel,
Y

Le tenseur T ® / \/[ g| » qu'on appelle le tenseur métrigue d'impulsion-énergie,

est invariant par transformations (2) ; donc T ® jouit de la méme propriété.

Par contre, % et le tenseur canoniaue tcg / mg) dépendent du choix parti-

culier de L. On ne peut pas attacher de signification physique & la distri-

bution locale d'énergie ou d'impulsion donnée par % . Néanmoins, £

et 7% domnent les mémes valeurs pour les quantités totales, donc 1l'intégrale.
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| t*as,
)3
est invariante par les substitutions (2).
>
L'interprétation physique de (12) dépend du caractire géométrique de [, .

-~
Dans 1'espace-temps de lMinkowski, en choisissant pour & les 10 solutions in-

dépendantes de 1'équation de Killing on obtient les lois de conservation
habituelles.

Exercice. En théorie de la relativité restreinte, écrire les Squations
du mouvement et un principe variationnel pour la théorie classique des parti-
cules & masse nulle et spin deux. Calculer le tenseur symétrique et un tenseur
canonique de 1'énergie-impulsion, discuter 1l'invariance de jauge de 1'énergie
totale [5]. Généraliser cette théorie & un espace de base riemannien et noter
la différence entre cette généralisation et celle de la théorie de Maxwell.

9. Lois de conservation en relativité générale. La relativité générale est

une théorie relativiste de la gravitation dans laquelle on identifie le tcenseur
nétrique go(‘3 avec les potentiels gravitationnels et on postule que les

équations d'évolution s'obtiennent en variant l'action
14 W+ W
(14) :

par rapport aux variables "matérielles" et gravitationnelles g .
LOA Q(B

Nous supposerons que 1l'intégrale d'action gravitationnelle Wg est de la forme

15 = [ ¢ @, ¢ ax
(15) =) (gmp,@\(g“ﬁ, Xaagm)
et que G est telle que les équations de la gravitation sont invariantes par

transformations de coordonndes. Par excmple, on obticnt la relativitd générale

d'Finstein en posant

(150) ¢=-52=\le]l ®
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ou bien

G="T6'1?f lgl &*P ({mt}&gg'{du@}iukk%)’

Si 1'on écrit
(16) c*f o . enet
def Eond

Les équations du champ gravitationnel, obtenuecs & partir de (14), sont

(17) P Leno®P Lo,

L'identité fondementale pour Wg est de la forme

(18) -'1"61‘7‘(-@0((3 £g¢ﬁ+’ad ™ = 0

et 1'identité de Bianchi qui s'ensuit est

(19) v, ¢ P = o,

P

On obtient donc une loi de conservation impropre

(20) 9, 8% zo0

AY

ou

@q_ TO( "élfGo{‘}iB
def

est une densité vectorielle qui peut &tre représentée comme le rotationnel d'un
superpotentiel [3]. En vertu de (17), @u peut s'éerire

T%est une densité vectorielle qui peut &tre interprétée comme décrivant la
densité de 1'énergiec ou de 1'impulsion gravitationnelle. Mais il faut rappeler

encore que T« dépend du choix particulier de G et n'est pas invariant

par les transformations
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¢ s G+@o<rjxg°( .

I1 n'est donc pas possible de localiser 1'¢énergie gravitationnelle : ceci est
une conséquence du formalisme, si 1'on accepte le point de vue sur la relativité
générale exposé au début de ce paragraphe. Toutefois, moyennant des hypoth®ses
approprides sur la topologie de V 4 et sur le comportement asymptotique du

champ il est possible de définir 1'énergie (l'impulsion, etc.) totale comme

S:f 9%as, .
L'étude des conditions sous lesquelles cette expression peut étre considérée
comme une énergie totale du systime gravitation-matidre a fait 1'objet de
plusieurs travaux [6].

Les physiciens se sont donnés beaucoup de peine pour détruire le caractére
géométrique simple de @o< = 0 (8) et 1%=1¢ (¥). Un procédé efficace
pour le faire est de remarquer que les identités (18) et (20) restent vraios
héme si les i(x ne sont pas des composantes d'un champ vectoriel et d'uti;i—-
ser pour les Z,m des objets bizarres. Souvent on prend quatre objets E_‘o(( 8)

dont les "composantes" sont des scalaires ; par exenmple
o

E’({3)

dans tout systéme de coordonndes. Le tableau de 16 nombres (par point) définis

o>
= 6‘3 ’ X ’ﬁ 20’1’293

dans chaque systéme de coordonndes par

p

TO( = TB(C(O())

est appelé un pseudotensecur [6], [7]. En conséquence de (20) i1 satisfait 3

faB(TO{B +T0(B)=O .

Une autre possibilité est d'ajouter X & oua T

f3

x le rotationnel d'une
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matrice antisymétrique qui n'est pas un tenseur.

Les pseudotenseurs sont utilisés toujours en conjonction avec des condi-
tions sur le systéme de coordonnées. On comprend aisément qu'il n'y a pas de
différence réelle entre ce procédé et celui qui utilise une densité vectorielle

1% (&) avec un champ vectoriel ‘Z donné. Etant donné que c'est seulement
l'énergie globale qui compte, on voit facilement qu'il suffit de préciser lc.
systéme de coordonnées ou le champ .z a 1'infini spatial d'un systéme gravitant
isolé,

Tout ce qui a été dit ici au sujet de l'énergie gravitationnelle était
fondé sur l'hypothése qu'il n'y a pas dans 1l'espace-temps d'autres structures
géométriques définies localement, que celles induites par la métrique rieman-

nienne., Récemment, un certein nombre d'auteurs ont suggéré la possibilité

d'introduire des gtructures géométriques additionnelles afin d'obtenir une

rénergie gravitationnelle localisable [8], [9] (voir aussi un travail antérieur,
[10]). Le probléme important de 1'interprétation physique de ces é1léments
nouveaux ne semble pas avoir été résolu. Une autre possibilité est de définir
wne énergie gravitationnelle localisable & partir de certaines constructions
globales dans 1'espace-temps [11].

Exercice. Hontrer qu'on peut obtenir [12]

«  \1a1 [B,x]
8 = E Vv L

a partir de 1l'action gravitatiomnelle avec G donnée par (15 a) [13].

10. Particules ponctuelles monopolaires relativistes.

Supposons que nous voulons décrire en théorie de la relativité des parti-

cules ponctuelles simples qui se meuvent dans une variété V4 donnée et dans
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un champ (RA(X) donné. Soit ¥ = 2% (X) 1'équation de la ligne d'univers

d'une telle particule. Le vecteur unitaire tangent & la ligne d'univers est

s dz” _az® daA
T3 Ta\ ds

ds2 = g(xﬁdzcx dz[3 .

Supposons que les équations du mouvement d'une telle particule dérivent de

1'action [14]

(21) == f A (2%, 0,(z))as

od A est une fonction scalaire dont la forme ne dépend pas du systéme de
coordornées. Pour appliquer les méthodes habituelles du calcul variationnel,

le principe de la moindre action pour (21) doit &tre écrit comme

Ao "
az® aA ds &
O j)\1 A ('é‘;\* = ‘PA(Z))a—idk =0, avec Oz (,\1) =0 = 5z°((A2).

A comme fonction de z% est définie seulement sur 1'hyperboloide~unité :

nJ
éd z o« = 1. Introduisons la continuation A de A sur un entourage de cet
hyperboloide :

AG*, e, @) = A GES, ) .

u=z

Pour simplifier la typographie des formules nous écrirons A (u‘x y ¥ A) au

N
lieu de A (uO< , @ A) . Les équations du mouvement sont

(22) A
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A
(23) /\ = "P"P _-@-——-—V w
mdef ds & iPA o A
et
oA @ N
() P = (A= WPl o+ i
* def 5 ub N

Ltidentité de Noether s'éderit

(25) a%(PQ(€$) = g” Am+g—%3€‘%+%(/\-® U ud )™ uaci’go({3 .
u

51 les équations du mouvement (22) sont satisfaites et & est tel que

D\ELPA=O et o\?g@ﬁ:O,
nous avons une loi de conservation

P& “ o constante.

Dans le cas ol les symétries constituent un groupe G_Q dont les opérateurs
infinitésimaux sont
pe ,
Ky =8, Pu ;5 A=t1,0.,¥; x=0,1,23

on peut former -P constantes du mouvement indépendantes

«
Py = const., ol pA = P Q/\ .

Le crochet de Poisson de deux impulsions p et py est

"
{p ,pv} uvp\ 9 P’V’A=1,.oc,’g ’
ol les c L/l)) sont les constantes de structure de G Q
A
XHXV"X)’XP_: CHVXA .

Exercice 1. Démontrer 1l'identité A d%
|

QU + = 0 et établir son
u=z
origine.
« po(
Exercice 2. Démontrer que det ( ) ;4 0 & condition que

B

Qu u:é
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'l

A
(A =25 4)

Du

£0 .,

u=z

On peut donc localement résoudre 1'équation (24) pour u°< et obtenir
4 *
u =U" (p,z).
Exercice 3. Sous les hypothéses de 1'exercice précédent, si

1 A [

les équations du mouvement (22) sont équivalentes &

o1 _az* npE P
= ’ - = ’
Opyx ds @zo( ds

H(z,p) =0 .

11. Le réle singulier des équations du mouvement en relativité générale.

Il est facile d'écrire formellement les équations pour le systime : particules
ponctuelles - champ Y - gravitation en relativité générale. Pour le faire, il
suffit d'admettre que 1l'action est donnde par (14) o W est maintenant somme
de 1l'action pour le champ et pour les particules. Dans le cas d'une seule

particule on peut derire

(26) W= j (L -jm A S (z-z)ds)ax ,
Q - ®

ot L et A ont la méme signification qu'avant ; §(x) est la "fonction" de
Dirac en quatre dimensions. Les équations différentielles qui résultent de
doivent donc &tre interprétées comme des équations aux distributions. Malheureu.-
sement, une théorie mathématique satisfaisante de telles équations existe seule-
ment dans le cas lindaire (voir, cependant, [15 J et [1 6]) Les systemes d'équations
qui résultent de (14) sont toujours non-lindaires et cdest pour cela que, pour le

moment, on n'y peut attacher qu'une signification formelle.
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Les équations du champ Y sont maintenant

(27) L =

A

ou

A j‘w RN
def 9%y
-®

I désignant par T el la densité tensorielle de 1'énergie-impulsion du

systeme champ-particule,

* B Sy fa N %P
7 = 2 =L 2 i (A - )z O (x-z).ds ,
Otxp S foo PR

1l'identité de Bianchi généralisée s'éerit

(Tf ~(L-J')FA0?(%P)+(L -J)V 9, - f /\ 5(z-z)ds = 0 .

A condition que l'équation (27) soit vérifide,

\7‘3 TO(B =0 & Ag=0.

En relativité générale, il s'ensuit de (19) :

B

o alo =0

P - _gnr = v

et on a le résultat fondamental : les équations du champ gravitationnel (17)

avec les équations des champs "physiques" (27) entrainent les équations du mouve-
ment des particules (22). Ceci peut &tre formulé mathématiquement comme suit :
il suffit de rendre 1'intégrale d'action (14) stationnaire par rapport aux
variations de o (5 et \PA pour qu'elle soit aussi stationnaire par variations
des lignes d'univers des particules. Il est facile de comprendre la raison de

ce fait fort intéressant et important [17], [3], [14], [15]. 11 est df & ce
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qu'on varie l'action par rapport aux dix composantes du tenseur métrique tandis
que seulement six d'entre elles suffisent & déterminer la géométrie.
Pour élaborer ce point, considérons un domaine  d'une varidté différen—
tiable X4 rapportée & des coordonnées locales x°<. Soit 8 B(X) un chanp

de tenseurs métriques défini sur $ qui rend stationnaire 1'intégrale d'action
(28) -%f\ﬂg‘ R dx

Q
et satisfait & la condition aux limites au bord de @

3 ‘F,Qz goqs ‘

Si 1'application

(29 a) % > x% = f“(x)

transforme biunivogquement ! sur lui-méme et

| * Q¢ &
29 b £ = , =0 ,
(29 1) rQ = @Xﬁ FQ B
le champ é(x!z(x) défini sur ' par
X Y
_z oy or . 9f°
(29 C) go( P(X) = g\(é (‘*) /()Xo( 5 Xﬁ

satisfait & la méme condition aux limites que € ﬁ(x) et rend stationnaire
l'action (28), Les géométries induites dans par g B(X) et édﬁ(x) ne
différent que par une transformation ponctuelle. Introduisons en plus une
courbe réguliére C contenue dans &) dont les extrémités se trouvent sur

FQ . Soit x%

= z(x(A) 1'équation de cette courbe ; on 1'interprétera
comne la ligne d'univers d'une particule ponctuelle. Pour des raisons de sim—

plicité considérons une particule neutre de masse m ; l'action totale s'éerit

¥
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1 [ rery )
(30) -1z ) Vel Rax-m | ds.
Q C

Soit go(?(x) le champ qui rend stationnaire la somme (30). Le champ édp(x)
défini & partir de go((g(x) par (29) domne la méme valeur au premier membre de
(30) mais 1'intégrale ds dépend de la métrique. (Exemple : comparer les

C
deux métriques plates, as® = dx2 + dy2 et ds2 = ax° + x2dy2 définies sur

,-1\(y$'l

nof—

{-1<x <1,-03<y(_oo} et la longueur de la ligne x =
dens les deux cas). Autrement dit, les équations aux variations déterminent non
seulement la géométrie de () (qui est invariante par gO(g > 8y (3) mais aussi
la manidre dont le tenseur métrique est introduit dans 2 . On voit facilement

que le changement g B & est équivalent a la variation de la ligne C :

*3
2% (N s 27(A) ;

- -
ici les fonctions 7 (A ) sont définies par £%(Z) = 2% . Pour satisfaire

au postulat que 1l'action totale (30) soit stationnaire par variations de go(p
on doit faire deux choses. D'abord il faut choisir une géométrie, c'est-d-dire
une classe d'équivalence des champs tensoriels goq,5 définis sur 0 , deux
champs appartenant a la méme classe si et seulement s'ils peuvent &tre 1lids

par (29). Ensuite, un gO(‘?’ de cette classe est déterminé par la condition

qu'il rende stationnaire l'intégrale

-m j ds
C
étendue sur une ligne d'univers donnée C. Puisque les changements

go(P - éO(P sont équivalents aux variations de la ligne d'univers, il

est clair que si l'action est stationnaire par rapport & ces changements, elle
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est aussi stationnaire par variations zoﬁ_~> z “ et ceci entraine les
équations du mouvement (22),
Exercice [18]. En relativité restreinte, déduire les équations du mouvcment

des particules & partir des équations du champ (27) et des équations

GW/Gg‘x@= 0 obtenues en variant le champ 8 3 restreint & R(XBX 5=0.
ITI. éQUATIONS DE HAMILTONW

12. Eguations de Hamilton dans une théorie régulidre du champ. On connait

bien le réle impostant du formalisme canonique pour la quantification des
théories physiques. Originalement, ce formalisme a &té Stabli en mécanique
classique pour des systémes & un nombre fini de degrés de liberté. Il a &t
généralisé ensuite pour le cas d'une théorie régulidre du champ. Dans la
plupart des travaux, les équations de Hamilton pour le champ sont écrites sous
une forme non-tensorielle, dépendant d'une fagon explicite du systéme de
-coordonnées locales. Ce paragraphe est consacré & une formulation géométrique
des équations canoniques de Hamilton pour une théorie simple du champ.,

Comme au chapitre précédent, nous désignerons par U} A les composantes
naturelles d'un champ de densités tensorielles et par L APA les composantes
de sa dérivée de Lie par rapport & un champ vectoriel E . Les équations du
champ dérivent de 1l'action

‘/J = f L(XO( ] %)A 9 kpA )dx ’
Q X

ol \PAQ( =®o« kpA et L est une densité scalaire de poids + 1. On suppose

que l'espace-temps est une variété différentiable X, munie de deux structures

4

géométriques suivantes :
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1° une famille d'hypersurfaces L dont les équations sont
o (x) = constante.

Les hypersurfaces ne s'intersectent pas et sont telles que par cheque point
de X4 passe exactement une hypersurface.

2° une congruence des lignes transversales aux hypersurfaces Y. Cette
congruence définit un champ de vecteurs tangents z qu'on normalisera de fagon
que

};O<O"O(=1 ou O"o(=®cx0“.

Nous supposerons que la théorie est réguliere et que les 2. ne sont pas

caractéristiques :

(1) dt(—@i--—o‘o‘);éo our tout x€X
e QLPAm(alPde B pour tou 4

Ces hypoth¥ses assurent que le probléme de Cauchy peut &tre formulé sur chaque
2 oet qu'il a une solution localement unique. Comme données de Cauchy on
peut prendre les valeurs de IQA et ‘f lQA sur L [19]. Alternativenent,
g8i 1'on introduit les "impulsions"

h - A

N - A “
O ou it =0Q LM DOy 7
def

les deux champs
Y A, y et R ¥

constituent un systdme complet de données de Cauchy. Considérons 1l'intégrale

étendue sur L

(2) "= I (nAitQA -1)% %as (a5, = ax dxdx’, ete.),
T

qui, avec la définition (II,10), peut s'éerire
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X
H:I t dSO( .
)3

La valeur de cette intégrale cst une fonctionnelle de Y Py 5 et
i Aiz , Symboliquement
H=HL;¢p;mn].
Soient  §u A et 6)‘{A deux champs définis sur  eth support compact.
Nous définirons O3 comme 1la partie principale de

HY 50+0y;m+00] - H[Y ; ;7]

et 1l'écrirons comme

(o)
Sna

| (%%—A 59, + Sty ¥as

cette demnilre dgalité Stent la définition de  OH/S et  OH/SHY . Un
calcul direct, & partir de (2) montre que lcs équations de Lagrange LA =0

b2

sont équivalentes aux équations canoniques de Hamilton,

Sy A du
fﬂ:m; i“ :"""8—[5[:

Puisque dS[O( o B]l =0, on peut écrire
Py

3

. & _ S‘ e &

ja as,= |} Jor(gé ds
L

pour tout champ de vecteurs j

Etant donné deux fonctionnelles de }.

WAIZ et KA!}: de la forme

J = J 3%ds . et K = { k% ds
o\ -~
T L

on définit leur crochet de Poisson comme
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K 01 Sk &
(4) {1k} = f 5\9 P ‘5‘%){ as ,

Dans le cas trés simple ob 3 & = 3% ( @, T ), il résulte de (3) que [20]

(5) %%; = {J,H} o

13, Dynamique généralisée de Dirac. La nécessité expérimentale de quanti-

fier le champ électromagnétique et les spéculations concernent la possibilité

d'une théorie quantique de la gravitation ont attiré l'attention des physicicns

au probléme du formalisme canonique pour des théories singulidres du champ [3],
[21]. Ce sont des théorics dont les équations ne satisfont pas a la condition
(1) pour aucune hypersurface L . Il a été reconnu par Bergmann [3] que, dans
tous les cas intéressants, la singularité d'unc théorie est liéde a son inva--
riance par rapport & un groupe Goo de symétries. Bien que les équations singu-
litres se présentent en premier lieu dans le cas des champs, nous nous restrein-
drons ici, pour des raisons de simplicité, aux théories singuliéres & un nombre
fini de degrés de liberté [22 i« Nous ¢tudierons les équations de Lagrange
et de Hamilton pour un modéle mécanique d'une théorie singulidre de champ.
Afin de donner le formalisme canonique d'une théorie telle que la théorie rela-
tiviste de la gravitation, il faudrait adapter la méthode géométrique du paré.u
graphe précédent au cas singulier.

A, Partie géométrique.

Nous considérons un systéme dynamique dont 1'espace des positions est une

variété différentiable & n dimensions, Q. Les coordonnées locales d'un
point g de Q seront désignées par qa = (q1 yoess qn). En outre, nous in-
troduirons un espace fibré X, dont @ est 1'aspace de base et qui consiste

en des vecteurs contravariants et covariants tangents & Q [25_] R



= qu%%

qeQ
Un é1ément de X est déterminé par un point q¢Q , un vecteur contravariant r
et un vecteur covariant p, tangents en q et Q. Dens le systéme de coordon-
ndes induites en X par les coordonnées qa de Q , les coordonnées d'un

point de X sont

1 n 1 n
(q yoeeey @ 53 T yeeey T 7P1)-'-, pn)-

L'espace de phase P est 1'espace fibré des vecteurs covariants tengents a Q.

v

Le systdme mécanique est défini par la fonction de Lagrange L, définie
sur X et indépendante de p : L(q,r). Les équations

DL
(6) p,-——7=0

a=1,...50
a a ’
(br

définissent une hypersurface 3 2n dimensions, || C X. Si (q,r,p)e 1,

on peut définir la projection de [} sur P par

proj (q,r,p) = (q,0) -
La géométrie de proj [] dépend de L ; nous supposerons que L est une
fonction de classe C3 et que la matrice de Jacobi, 92L/ 0 ra’f)rb , est de
rang n-n (m = 0,1,...,n) :

2
R 2Ly —nm

5 ra @rb
La projection de M sur P est, sous ces hypothéses, une variété différentia-
ble 3 2n-m dimensions. Les Squations de cette variété considérée comme sous-

variété de P, peuvent 8tre écrites localement comme

(8) @y(%p)rO , f=1y0ee,m ,



-3 -

ou les fonctions I sont régulieres et telles que
cX'

R H):m .

(apa

La théorie non-singuliére correspond & m = O ; dans ce cas la projection de

[1 se confond avec P et les équations (6) peuvent &tre résolues par rapport

\

3 r°. Dans le cas général, les équations (8) sont appelées les contraintes

canoniques {primaires). En X , elles définissent une variété qui contient [] :

L
Lp‘u(q, 7 (1)) = 0.

Par différentiation, on en déduit

D¢ D
w2 2
(10 a) =t = =0 ,
9 Pp aqtor
DO
N
(10 b) ) = = 0 .
9Py rlor
Introduisons sur X 1la fonction
(“) G(q’rsp) = para - L(qyr)

def
et calculons sa différentielle sur |] .

l = L (&
WGl = x* dp_ - -@—-; dg”
04

I1 en résulte que G sur 1 ne dépend pos de r et on peut donc trouver une

fonction H(q,p), définie sur P (et par cxtension sur X) et telle que

ol =

m

Puisque la différence G-H est constante sur ¥ , 1l doit &tre possible de

trouver des fonctions f(q,r,p) telles que
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~ DL
a(6-H) = £* a(p_ - =)
Dr
identiquement sur [1 . On en tire
a QH a 9L 9H b ®2L
(12) r-g=t == = =1 =
9Py D4q 0q 2q 9r
et
2
4
2 L*‘-,E fb =0,
2r%0r

De (7), (9), (10 b) et (13) il résulte qu'il existe des fonctions

Ul'L (q,r,p) telles que
Q@

a S
= U
g v,
et les équations (12) deviennent
P .
a YH B
(14) r= or, *55- U0
RV .
(15) WL __QH _ HUP )

@f @f Qf

Etant donné wn  L(q,r) qui satisfait a (7), on peut trouver : m équations
de contrainte (8), une fonction de Hamilton H(q,p) et m fonctions Uu(q,r,p)
telles que les équations (14) et (15) soient satisfaites sur |1 . TI1 est clair
que dans le cas général (m# 0) ni H ni ot ne sont détermindes d'une
fagon unique par L.

B. Les équations de Lagrange.

Les équations du mouvement qui découlent du lagrangien L(q,§) ,

(16) L =0

i)

ou
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"a .
(17) L, = 2k _L.ob g

- a dt .
def Dq 04"

peuvent &tre écrites sous la forme équivalente

(18) &=0
(19) 3= 2L (q,7)
04
(6) P, -@‘L‘ﬂ (qyr) =0 .
< /aru

Ce sont des équations de premicr ordre ; l'ensemblc des fonctions qa(t),
r(t), pa(t) qui en est une solution définit une courbe (trajectoire) continue
dans [l . Le probléme qui se pose ou sujet du systéme (18), (19) et (6) ecst
le suivant : sous quelles conditions et combien a-t-il de solutions correspon-
dans aux donndes initiales q~(0), r(0), p&(O) ? I1 faut remarquer que dans
le cas singulier les équations du mouvement peuvent n'avoir aucune solution :
par exemple, tel est le cas pour le lagrangien L = q1 .

Le point initial de la trajectoire, g (0), r (0), p,(0), doit nécessaire-
ment appartenir & {1 s on peut alors calcu’or cia(O) et ]Z)a(O) a partir
de (18) et (19). Pour obtenir #%(0), il faut différentier (6) par rapport

4 t; il vient

@% .b >4, b L
() St =T e
Dr Dr 01T Da Dq

D'aprés (11 b), pour que cette équation ait une solution, il faut que

(21) QJ[‘L(Q’T) =0,

Ky

ou



Qp | 0 e

| W oan 2%
q) (q,r) = . + i o .
p def (()Pa i Q q& 0 qa : 5

Les équations (21) constituent des contraintes nouvelles ; en particulier les
données initiales q(°), r(C), p(¢) doivent satisfeire & (21). Les contraintes
(21) apparaissent dans wne formulation purement lagrangienne d'une théorie
singuliere tandis que les contraintes (8) sont liées au formalisme canoniquc.
Il se peut que les relations (21) différentiées par rapport & t donnent
de.nouvelles restrictions pour 1= ; ces équations & leur tour peuvent donner
lieu aux contraintes additionnelles pour les q et r. Ce procédé doit &tre
continué jusqu'z ce qu'on aboutisse & un systime complet des équations du mou-

vement et des contraintes, que nous appellerons les contraintes lagrangiemnecs,

ou aux équations contradictoires.

C. Dynamique invariante par rapport & un groupe Goom .

Afin de pouvoir dire quelque chose de plus précis sur le probléme initial
pour les équations du mouvement (16) nous ferons des hypotheses additionnellcs

sur l'origine de la singularité de la matrice ®2L/ G)ra(a rb. Nous supposerons

que 1'action f L(q,d)dt est invariante par rapport % un groupe continu

Goom tel que, dans la notation du premier chapitre,

(22 o) ft2 L(q,d)dt = ft'z [L(q',§°) + Katr |
g v

(22 v) 6*t=TuaH(t) , W=1,.00, m

(22 o) 59 =, (0,0)af (1) - 5%t

(22 4) Sk=1y(q,at ()



(22 ¢) ?j@t)=m.

a
Tci, les TLL sont des constantes et les fonctions au ’ WFL

dépendent des arguments indiqués. Les hypoth®ses sur le groupe de symétries

et Mu

ont été choisies de telle fagon pour que la dynamique en question puisse &tre
considérée comme un modéle des théories des champs singuliéres qui se présentent
en physique.

De (22) on tire 1'identité fondamentale

OL
54°

Les fonctions ap' étant arbitraires, on en obtient

L5q+ (L6t S+ 8K) = 0 .

(23) (b-2L gy +wfn, = 0,
24> i ta
d a o -

b Q%L _
. N y
YT
2
Compte :enu de (22 e), on a SR(—-—*—-—-) & n-m . Nous supposerons que
2§ @q
2
%_((aaL .b):n-m :
240

I1 en résulte que la théorie admet m contraintes (8) et qu'il existe une

motrice non-singulidre d'ordre m, soit N:L(q’é)’ telle que

SECLN
\PP-‘NP‘ @pa p=.-(é—1-.‘.'. “‘9\):1,.0., m.

©
e
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Si 1l'on tient compte de

ChY

n
(‘p (q’é) = L r
H a 0p, |, . 2L
04
1'identité (24) peut s'écrire
__d____ \) 1 o« —
Cette équation signifie que le systime
(26) ¢P=o, L =0

est en involution (Cartan) : il suffit de satisfaire ‘DH: 0 initialement pour
qu'il existe une solution de La = 0 et pour que cette solution satisfasse 2
¢u= 0 pour tout t. Autrement dit, en différentiant d}H: O par rapport &
t, on obtient des équations qui sont des conséquences de (26). Ceci est dfi
& ce que la loi de tronsformations infinitésimales (22 ¢) ne contient pas de
dérivées de a*‘L d'ordre supérieur & un.

D. Equations canoniques.

Dans le cas général, Stant donné les contraintes lagrangiennes
tpp.(q,r) = 0,... et 1l'équation de [l , il se peut qu'en éliminant les va-

riables r~ entre ces équations on obtienne des contraintes canoniques secondai-

res, XC (q,p) = 0. Dans le cas spécial de la dynamique invariante par rapport
su G défini par (22), il est possible de donner la forme précise de X

et d'établir un théortme sur 1'équivalence des équations de Lagrange aux
équations de Hamilton généralisées.

En effet, de (23) et (11) il résulte
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N DL .o
(21)  m g yET ¢ -1L)
{ {J.@da
=T G(q’(.ly '@-L) z T H(q, '@'}')
t D4 b o4

et 1'équation des contraintes secondaires est

(28) X p(q,p) d:f THH(q.p) =0 .

Retournons maintenant au probléme des équations de Hamilton pour la
dynamique invarionte. De ce que nous avons dit au paragraphe précédent et des
’ 3 . rd z rd 3 at
équations (6) et (14) - (19) il résulte que, étant donné une solution q (t)
du systime (26), il existe m fonctions u (t) telles que (t) et

Pa(t) = RL/D§® satisfont i

CAY
2 QH BB
(29 o) =50 v B,
A%
(29 v) p= -2 b L,
04 4q
(29 ¢) ‘()H(q,p) =0, X u(q,p) =0 .

Nous appellerons l'hypersurface canonique le sous-espace de P défini par lecs
contraintes canoniques (29 c). Au sujet du systime (29) on peut se poser les
questions suivantes : a-t-il des solutions ? que peut-on dire sur les

ut'(t) ? est-il vrai qu'une solution de (29) satisfasse cux équations de
Logrange ? Pour y répondre, il faut tout d'abord vérifier que les contraintes
(29 ¢), différentiées par rapport & t, ne donnent pas de restrictions addi-

tionnelles sur ¢ et p . On trouve



‘%:{\pu ’H} + ! E{pu’mv} .

Bn différentiant ¢ (q,r) par rapport a ¥ il vient

%9, o |
W
= o e

et en utilisant (27) et (28) on en tire que

L P yg=©
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sur 1'hypersurface canonique. D'une maniére analogue on montre que sur cette

méme hypersurface

{LPWH} =0 .

I1 s'ensuit que si l'on donne un point q™(0), pa(O) appartenant &

1'hypersurface canonique, on peut toujours trouver une solution de (29) qui

passe par ce point ; cette solution est déterminée d'une fagon unique par

- a . L . N . :
q (0), pa(O) et les m fonctions u' (t) qui peuvent &tre choisies arbi-

trairement. On peut aussi montrer que les fonctions qa(t) ainsi obtenues

satisfont aux équations lagrangiennes (26). Donc, le systéme (29) représente

une généralisation satisfaisante des équations canoniques de Hamilton.

Exercice [24}. Développer une théorie des transformations canoniques

pour la dynomique invariante par rapport a4 un groupe Goo
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