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The orthogonal transformations are the automorphisms of
Euclidean vector space. Only with the spinors do we strike
that level in the theory of its representations on which
Euclid himself, flourishing ruler and compass, so deftly
moves in the realm of geometric figures.

Hermann Weyl The Classical Groups (Princeton U. P. 1946)



Spinory zostaty odkryte przez Starozytnych Grekéw

Euklides i Diofantos znali ogolne rozwigzanie réwnania
Pitagorasa
vt — 1y 42 =0

Jesli x,y, z € Z, to przynajmniej jedna z liczb x, z jest
parzysta; niech z parzysta, to rozwigzanie
r=10—&, y=+n, 2=2n, {nel

mozna zapisa¢ w postaci

y—x 2
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| zinterpretowaé, w dziedzinie liczb rzeczywistych, jako



wektor zerowy wzgledem formy o sygnaturze (1,2) = (spinor)

(Matematycy moéwia zwykle o kierunkach izotropowych, co
jest niefortunnym uogodlnieniem spostrzezenia, ze w dwoch

wymiarach takie kierunki s3 niezmiennicze wzgledem
obrotéw).

Mnozac (G1) z lewej strony przez macierz a € SL(2,R) i z

prawej przez macierz transponowang a*, obliczajac det
otrzymuje sie

1 — Zy — SL(2,R) £ Spiny(1,2) — SOy(1,2) — 1.



Mnozac (G1) z lewej strony przez macierz

. 0 —1
110
| podnoszac do kwadratu,

2

z Tty — (12— 2+ )

rT—1Y —=z

(G2)

1 0
0 1)°

otrzymuje sie linearyzacje formy kwadratowej oraz R(2)
(zbidr rzeczywistych macierzy 2 na 2) jako cze$¢ parzysta
algebry Clifforda przestrzeni R”.



Macierze Pauliego (1927)

Wprowadzajac liczby zespolone i zastepujac w (G2) liczbe y
przez —1y otrzymuje sie

(P)

z r — 1Y
r+1y —z

2

= 0, +yo,+z0,, (or)’ = (x°+y*+2°)1.

Macierz or jest hermitowska, wiec aora' tez; jedli
a € SU(2), to a'a = I, wiec (aoral)? = (or)?, a stad
Spin(3) = SU(2).



Spinory przestrzeni Minkowskiego .7

Uzupetniajac (P) o czas t, otrzymuje sie przedstawienie
spinorowe wektora X = (¢, x,y,2), t >0, -t < z < t,

> —y* — 2> =0, w postaci

[&
| wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosc

kierunki zerowe w .7<— kierunki w C? czyli
Sy = CP

zerowego, tzn t° — x

t+z x—1y

o(X) % TH+iy t—z

€ n)




Definiujac, dla a € SL(2,C),
ao(X)at = o(p(a) X)

otrzymuje sie cigg doktadny
1 — Zo — SL(2,C) & SOy(3,1) — 1

czyli: Spiny(3,1) = SL(2,C).



EULER znalazt nakrycie SO(3) przez SU(2)?

Leonhard Euler opublikowat w 1770 roku wymierne
przedstawienie obrotu (x, ¥, z) — (2,9, 2') przy pomocy
wzoru rownowaznego

(E) oror' = (p* + ¢+’ + ) Worl',

p—|—13 T+1QJ7 detU:pz—I—QQ—FTQ—I—SQ#O,
—r+1g p—18S
wiec a = U/\/p* + ¢* + r* + s? € SU(2) i réwnanie (E)

okresla SU(2) jako podwdjne nakrycie SO(3).

U:




Praca Eulera, napisana po facinie, dostepna jest w jego
Opera Omnia:



PROBLEMA ALGEBRAICUM
OB AFFECTIONES PRORSUS SINGULARES
MEMORABILE

Commentatio 407 indicis ENESTROEMIANI
Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 16 (1770), 1771, p. 75—106

Summarium ibidem p. 13—15

SUMMARIUM

Problema, quod in hac dissertatione resolvitur, cum quadratis magicis multum habet
affinitatis, sed ob affectiones prorsus singulares longe magis est memorabile. Inveniendae
nimirum sunt novem quantitates 4, B, C, D etc, quae sint eius indolis, ut in quadratum

hoc modo dispositae

A, B, C,

D, E, F,

G, H I

duodecim his conditionibus satisfaciant

1. A4 D'+ G2 =1, 4, AB4+ DE+ GH=0
2. B4+ B4 HE =1, | 5 AC+ DF + GI =0,
3. C*4+F 4 I!=1, 6. BC +EF+ HI =0,
1. A2+ B4 Ct =1, 10. AD 4+ BE +4 CF = 0,
8. D’ E*+F*=1, 11. AG+ BH- CI =0,
9. 3G+ H* 4 I' =1, 12. DG+ EH+4 FI = 0.

Prima observatio, quam Ill. Auctor de hoc problemate affert, in eo consistit, ut id
-ad classem problematum indeterminatorum referat; id quod eo magis paradoxum videri
omnino debet, cum numerus conditionum adimplendarum superet numerum quantitatum in-

cognitarum, unde problema potius pro plus quam determinato habendum foret; verum natura



PROBLEMATIS INITIO PROPOSITI SOLUTIO GENERALIS
IN NUMERIS RATIONALIBUS

33. Coronidis loco solutionem problematis nostri e methodo DiopHANTEA
petitam subiungam, quae sequenti modo satis concinne exhiberi potest.
Sumantur pro lubitu quatuor numeri p, ¢, r, s ac posita quadratorum

eOl'um summa
PP+4qq+rr+ss=u

novem numeri quaesiti ita determinati reperiuntur?)

AEPP'*“I‘EZ—-;'@-_SS, B s 2»q_r_—_}—‘52_£._9__, e 2qs — 2pr ,
U (1 %
I e 2qr—2ps_m’ E=pp—qu+rr—ss, i 2pq + 2rs ,
u % %
G o 2qs 4+ 2pr B - 2rs — 2pq " I=PP‘QQ_W’+SS.
u u u
1) Solutiones sequentes ex formulis § 34 exhibitis oriuntur ponendo a4 =p, b=gq, ¢c=—r,

d=—s et per p*®+ ¢*+ 1% 4 s®=u dividendo. Talso igitur A. CavrLEy (Sur quclques proprictcs des
déterminants gauches, Journal fir r. u. a. Mathematik 32, 1846, p. 119, praesertim p. 121;
vide etiam eiusdem Collected mathematical papers} vol. 1, Cambridge 1889, p. 332) assernit
O. Ropricues primum has formas invenisse (Des lois géomeélriques qui reégissent les déplacements
d'un systéme solide, Journal de mathématiques 5;, 1840, p. 380, praesertim p. 405). Debemus
quidem illi methodum directam expressiones EuLeEriaANAs obtinendi. Sed etiam hic viam ingressus
est, quam EuLkrus straverat in commentatione 478 (indicis Exesrrormiany): Formulae gencrales
pro translatione quacunque corporum rigidorwn, Novi comment. acad sc. Petrop. 20 (1775),
1776, p. 189; Lreonuarpr Evrerr Opera omnia, series II, vol. 6. P. 8t



Kwaterniony i grupy Spin:
HAMILTON 1844 i CAYLEY 1855

Niech X = u+1ix+ jy+ kz € H, to
XX =uw+a°+y*+ z2._Niech a i b bedg jednostkowymi
kwaternionami, aa =1 i bb = 1.

Hamilton zauwazyt, ze jesli X jest czysto urojone, tzn

u=0to X'=aXatezi X'X'= XX, co pokazuje, ze
Spin(3) = Sp(1).

Wiadomo teraz, ze Sp(1) = SU(2).

Cayley pokazat wiecej: dla dowolnego X & H oraz

X' =aXbjest X'X' = XX, co daje

Spin(4) = Sp(1) x Sp(1).






(i) Our space is perhaps really possessed of a curvature varying from
point to point, which we fail to appreciate because we are
acquainted with only a small portion of space. ..

(ii) Our space may be really the same (of equal curvature), but its
degree of curvature may change as a whole with time. ..

(iii) We may conceive our space to have everywhere a nearly
uniform curvature, but that slight variations of the curvature may
occur from point to point, and themselves vary with the time. .. We
might even go so far as to assign to this variation of curvature of
space ‘what really happens in that phenomenon which we term the

motion of matter’.
W. K. Clifford: The Common Sense of the Exact Sciences

D. Appleton and Co., New York 1885



Algebry Clifforda i grupy:
CLIFFORD 1878 i LIPSCHITZ 1886

William Kingdon Clifford (1845-1879) wprowadzit swoje
, geometryczne algebry” jako uogodlnienie: z jednej strony
algebr C i H, a z drugiej - algebr Grassmanna.

Mnozenie zewnetrzne wektoréw x, y, spetniajace

xy + yxr = 0w AV zastepuje sie przez mnozenie takie, ze
ry + yxr = 2h(x,y), gdzie h jest iloczynem skalarnym w
rzeczywistej lub zespolonej, przestrzeni wektorowej V.
Wzorujac sie na algebrach C i HI, Clifford zakfadat, ze
przestrzen V' jest rzeczywista, a forma kwadratowa h(x, ) —
ujemnie okreslona. (V' =ImC i ImH).




Rudolf Lipschitz, jako pierwszy, wprowadzit grupy
zbudowane z ,liczb Clifforda”, ale jego prace na ten temat z
lat 1880-1886 byty mato znane; zostaty przypomniane przez
André Weila w postaci , listu” do Redakcji Annals of
Mathematics 69 (1959) 247-251, podpisanego: R. Lipschitz
(ktéry zmart w 1903 r.).



ANNALE OF MATHEMATICN
Vol. 69, No. 1, January, 1959
Frinted in Japan

CORRESPONDENCE

We have received the following letter, purporting to come from an
ultramundane correspondent:

SIR,

It is sometimes a matter of wonder, to us in Hades, that what we had
believed to be our best work remains buried under thick layers of dust
in your libraries, while the very talented young men in the mathemat-
ical world of the present day strive manfully against problems which are
by no means as novel as they think.

For instance, it is not so long ago that the very remarkable algebraic
systems discovered by my friend Professor Clifford shortly before leaving
your world have again attracted the attention of your algebraists after
many years of oblivion. When, during my lifetime, I first became inter-
ested in them, I, too, fancied that they were new; I soon found out my
mistake, and hastened to acknowledge Professor Clifford’s prior dis-
covery. It is now a matter of great satisfaction to me to hear that his
name has been given to them, as a fitting tribute to his memory among
the living.

On the other hand, as Professor Clifford has told me himself, it had
not occurred to him to apply these algebraic systems to the study of the
substitutions which transform a sum of squares into a sum of squares
(or, as my young friend and colleague Hermann Weyl would say, of the
orthogonal group); he kindly insists that this idea was wholly mine. As
you may well believe, we have often discussed this topic since I had the
honour of joining the distinguished company of the mathematicians in
the Elysian Fields; incidentally, without the many delightful conversa-
tions which I have had with him, I should hardly be able now to write
to you in English (a feat which I could have accomplished only with
great difficulty during my lifetime).

It is not, however, in order to assert my claims to fame in this matter
that T am now ackine for the haenitalitv af voanr iairnal  Trn wrhat crascs



List ten byt zapewne reakcja na ksigzke Claude Chevalleya
The Algebraic Theory of Spinors (1954), w ktorej wprowadzit
on pojecie grupy Clifforda, ale nie wspomniat o Lipschitzu.

Ze wzgledéw historycznych wazny jest artykut E. Cartan’a
Nombres Complexes w Encyclop. Sciences Math. (1908)
bedacy istotnym rozszerzeniem (z 34 stron do 138) artykutu
E. Study’'ego z pierwotnego, niemieckiego wydania te;
encyklopedii (1898). Cartan pisze o les systémes de Clifford
et de Lipschitz; podaje strukture rzeczywistych algebr
Clifforda, dla dowolnej sygnatury.



Powotujac sie na prace R.Lipschitza i K. Th. Vahlena,
Cartan opisuje grupy dzis znane jako grupy Clifforda,
definiujac elementy tych grup jako iloczyny wektoréw o
kwadratach niezerowych.

Vahlen (1902) wyrazit przy pomocy liczb Clifforda
konferemne przeksztatcenie Mobiusa S,, (uogdlnienie
z— (az+b)/(cz+d) dlan =2).



Elie CARTAN 1913:

fundamentalne reprezentacje algebr so(n)

Cartan opisat reprezentacje algebr Liego so(n, C) oraz ich
form rzeczywistych (1914) i pokazat, ze s3 wsréd nich takie,
ktére nie podnoszg sie do reprezentacji grup ortogonalnych.

Np. reprezentacja spinorowa algebry so(3, C)
e, e, =e. itd, e, — 0, /21 itd.



Algebra prosta B; = so(2[ + 1,C), [ > 2 ma reprezentacje
fundamentalne w przestrzeniach

V=C¥L AV,... ATV S, dim S = 28

Algebra prosta D; = s0(2[,C), | > 3 ma reprezentacje
fundamentalne w przestrzeniach

V=CLANV,... AN?VisS,S. , dimS, =dimS_ =21

Wszystkie skonczenie wymiarowe reprezentacje mozna
otrzyma¢ ze spinorowych; np w wymiarze 6: V = A% S,



Ale Cartan nie wspomina o zwigzku reprezentacji S i S+
z algebrami Cliforda. taczy spinory z algebrami Clifforda
dopiero w ksigzce z 1938 roku Lecons sur la théorie des
spineurs.



Wchodza fizycy: PAULI 1927 DIRAC 1928

Po odkryciu spinu elektronu (Uhlenbeck i Goudsmit 1925)
byt okres intensywnej pracy najwybitniejszych teoretykéw
(Heisenberg, Jordan, Kronig...), ktérego kulminacjg byt
artykut Wolfganga Pauliego
Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons (1927),
w ktorym wprowadza do opisu elektronu funkcje falowa o
dwéch sktadowych, macierze sigma i operatory (Tutaj i w
dalszym ciagu h=1, c = 1.)

1 1

€
H=_(p—eA’— " oB j— £+ 0.



Wartosci wtasne sktadowej (np) [, = i0/0¢ orbitalnego
momentu pedu to liczby catkowite

[,—[+1,...,0,...,[; wartoSci wtasne %O‘Z to liczby =+3.

Problem wspétczynnika zyromagnetycznego: czastka o masie
m i tadunku e poruszajaca sie z predkoscia v ma
moment pedu mr X v
moment magnetyczny %er XV

Klasyczny stosunek zyromagnetyczny e/2m byt potwierdzony
w obserwacjach zjawisk kwantowych (efekt Zeemana) w
stosunku do orbitalnego momentu pedu; dla spinu elektronu
ten stosunek jest e/m. W réwnaniu Pauliego wspotczynnik
zyromagnetyczny e/m postulowany na podstawie obserwacji.






Zwigzek spinu ze statystyka

Zapoczatkowany przez Pauliego postulatem (“exclusion
principle”, zakaz Pauliego 1925) méwigcym, ze w kazdym
stanie kwantowym moze znajdowac sie nie wiecej niz jeden
elektron; wyjasnia np budowe tablicy Mendelejewa, ma
podstawowe znaczenie dla wigzan atomowych, w chemii,
astrofizyce (biate karty i gwiazdy neutronowe)

Pozniej (1940) Pauli podat twierdzenie o zwiazku spinu ze
statystyka, mowigce o zachowaniu uktadéw wielu
jednakowych czastek.



Stany takich ukfadéw s3 opisywane w kwantowej teorii pola
w przestrzeni Hilberta H zbudowanej z przestrzeni stanéw
jednoczastkowych H,.

Dla bozonéw — czastek o spinie catkowitym — funkcje falowe
standéw wieloczastkowych sg symetryczne (statystyka
Bosego—Einsteina),

H=@®p R, H,

dla fermionéw — o spinie potéwkowym — s3 antysymetryczne
(statystyka Fermi—Diraca),
H =0 \N"H,

/akaz Pauliego jest konsekwencja v A ¢ = 0 dla ¢ € H;.




P. A. M. Dirac

w pracy The quantum theory of the electron (1928)
wprowadza relatywistyczne réwnanie na funkcje falowa ¢ o 4
sktadowych; w oznaczeniach Pauliego

(D) (V'O —ieA,) —m)p =0

Macierze v, € C(4), spetniaja v,v, + 77, = 2hu 1.
Motywacja w duchu Clifforda (ale bez powotania sie na jego
prace): zastgpi¢ operator [ przez kwadrat operatora
rozniczkowego pierwszego rzedu. Uwaga: rownanie Diraca
wymaga reprezentacji algebry Clifforda, grupa Spin nie
wystarcza.




Macierze v, € C(4), spetniajace v, v, + Vv, = 2h,,, mozna
wyrazi¢ przez macierze Pauliego,

0 o,
T = ;
H 7, 0
0 1 0 —1 I 0
1 0
0'4——7'4:0 1]]




Sukcesy:
wyjasnienie wspotczynnika zyromagnetycznego e/m,
widmo energii atomu wodoru (struktura subtelna),

przewidzenie antyczastek: wprowadzajac C' : S — S takie,
ze v = C~*C~! i sprzezona fadunkowo funkcje falowa
. = C 1), sprzegajac (D) otrzymuje sie

(7M<aﬂ T+ ieAu) —m)y. = 0.

Nagroda Nobla wraz ze Schrodingerem 1933



POLSKA
AKADEMIA

s e soriatbak s

Paul Adrien Maurice Dirac w Warszawie (1962)



Niezaleznie od Diraca, w kilka miesiecy po jego pracy,

D. D. lvanenko i L. D. Landau zaproponowali inny
operator rozniczkowy pierwszego rzedu, zamiast operatora
Diraca, a mianowicie (we wspotczesnych oznaczeniach) d+9,
gdzie § = * dx jest ,korézniczka”. Jest (d+0)* = [J.Wobec
sukceséw rownania Diraca, ta praca nie wywarfa zadnego

wptywu; operator d+0 zostat ponownie odkryty przez
Ericha Kahlera (1960).

Wedtug B. L. van der Waerdena nazwa spinor byta uzyta
po raz pierwszy przez Paula Ehrenfesta w 1929 r.



Hermann WEYL

w pracy Elektron und Gravitation (1929) podat lokalng teorie
spinorow w geometrii Riemanna, oparta na reperach
ortonormalnych; zwrocit uwage na to, ze dla czastek o
masie m = 0 réwnanie Diraca mozna zapisac jako

¢
P

wiec sprowadza sie ono do réwnania Weyla 0#0,9 = 0

0 o0,

=0
™0, 0 ’

Krytyka Pauliego: rownanie Weyla wyréznia orientacje;
pdzniej: neutrina (przewidziane przez Pauliego).



Richard Brauer i Hermann Weyl (1935) potaczyli
podejscie Cartana z konstrukcjami fizykow i znalezli
reprezentacje grup spinorowych (nie uzywajac tej nazwy).

Erwin SCHRODINGER

w pracy Diracsches Elektron im Schwerefeld (1932) w inny
sposob opisat spinory na rozmaitosciach i wyprowadzit wzér
na kwadrat operatora Diraca (z polem e.m., spin®)

9, = 9,9, + 1K

zwany teraz wzorem Schrodingera—Lichnerowicza.
/astosowanie do oceny wartosci wfasnych operatora Diraca
na rozmaito$ciach zwartych (Thomas Friedrich 1980).



Elementarz algebr Clifforda

Przestrzen kwadratowa (V, h) nad ciatem przemiennym k o
charakterystyce # 2 (zwykle R albo C; ale mozna tez
rozpatrywac algebry Clifforda nad pierscieniami);
odwzorowanie Cliforda (V, h) w algebre z jednoscia A to
liniowe f : V — A takie, ze f(v)* = h(v)14. Uwaga:
uzywam litery h takze do oznaczenia iloczynu skalarnego,
powstajacego z formy kwadratowej przez polaryzacje.

Przykfad: f: R’ — R(2), v = (2, ¥, 2)

o=\, 2 " rwr= ey




Algebra Clifforda przestrzeni kwadratowej (V, h) to algebra C
z jednoscig uniwersalna ze wzgledu na odwzorowania
Clifforda, tzn taka, ze jest injektywne odwzorowanie Clifforda
[:V —=C\| ajesli f:V — A jest odwzorowaniem
Clifforda, to istnieje homomorfizm algebr z jednoscia

~

f:C — A taki, ze jest przemienny diagram

f
V—A
Ly
c /
Uwaga i ostrzezenie: algebra R(2) nie jest algebra Clifforda
przestrzeni R? bo odwzorowanie f nie ma wtasnosci

uniwersalnosci. (Wystarczy wzig¢ pod uwage v — —f(v).)




Podstawowe twierdzenie: dla kazdej (V, h) istnieje
algebra Clifforda C/(V, h) zdefiniowana jako iloraz algebry
tensorowe]

TV =B2,&"V
przez ideat generowany w tej algebrze przez wszystkie
elementy postaci v ® v — h(v), v € V.

Odwzorowanie Clifforda V- — C/(V, h), v — —v, przedtuza
sie do automorfizmu « algebry, okreslajacego jej gradacje,
Cl(V,h) = C(V,h) @ Cl'(V, h)
Cl‘(V,h)=4{a € C(V,h) | ala)=(—1)a} ee€{0,1}

Czesto pisze sie C'(V,h) — C/(V, h).



Odwzorowanie Clifforda V' — C/(V, h)°PP, v — v, przedtuza
sie do involutywnego antyautomorfizmu 3,

B(ab) = B(b)B(a), ktéry okresla gradacje, ale tylko struktury
wektorowej CL(V, h).

Antyautomorfizm 3 okresla grupe
G={ae &V, h)|fa)a=1;

Jest naturalny izomorfizm przestrzeni wektorowych
AV — Cl(V,h), co pozwala sprowadzi¢ mnozenie Clifforda
do dziatan w algebrze Grassmanna.



Grupy spinorowe

Jeéliu € V, u* # 0, to mozna rozfozyé
v=vt+ol, ol = (w+ vu)u/2u

+ ma postac

1

wiec odbicie w hiperptaszczyznie u

—1

v = ot — ol =0 — 20l = —uvu = a(v)vu

Wektory v i Au, A # 0, daja to samo odbicie, wiec wystarczy
ograniczy¢ sie do wektoréw jednostkowych ( czyli v* = 1
albo u* = —1 dla k = R oraz u* = 1 dla C). Wiadomo
(Cartan—Dieudonné), ze z odbi¢ mozna ztozy¢ kazdy element

grupy O(V, h).

Grupa Pin(V, h) zawiera wszystkie elementy C/(V, h), ktére



sg iloczynami wektoréw jednostkowych.

Spin(V, h) = Pin(V, h) N C°(V, h)

Sa ciagi doktadne (Ad(a)v = a(a)va™t)
1 = Zy — Pin(V,h) 24 O(V,h) — 1

Podobnie dla Spin(V, k). Sktadowa spdjna Spin,(V, h) jest
podgrupa G.



Wygoda postugiwania sie algebrami Clifforda: algebra
C{(V, h) przestrzeni o wymiarze n zawiera, w naturalny
sposob, jako podzbiory:
V, [V,V] = AV = spin(V, h),
NV, ..., A"V, Pin(V,h), Spin(V, h)

L reprezentacji algebr Clifforda otrzymuje sie reprezentacje
spinorowe tych grup.

Oznaczenia: C/(C", h) = Cl(n,C); jesli h ma sygnature
(p,q) to CL(RPTY h) = Cl(p, q); podobnie dla grup. Grupy
i

Spin(p, g) i Spin(q, p) sa izomorficzne; zamiast Spin(n, 0)
pisze sie Spin(n).



Spinory na rozmaitosciach

Teoria lokalna, rézniczkowanie kowariantne pol spinorowych,
dzietem H. Weyla i V.A. Focka (1929); p6zniej Pauli i
Schrodinger, rozpatrujac spinory na sferach, napotkali
trudnosci (dwuznaczne pola spinorowe). Wtasciwe

sformufowanie przyszto w potowie ubiegtego wieku, w jezyku
wigzek.

W najprostszym przypadku zorientowanej rozmaitosci
Riemanna M struktura spin to przedtuzenie (,redukcja”)
wigzki reperéw ortonormalnych P do grupy Spin(n)



Spin(n) — @
Wb
SOn) — P 5 M
gdzie x(qa) = x(¢q) Ad(a), ¢ € Q, a € Spin(a),
n = dim M.
Znikanie klasy Stiefela—Whitneya w, jako w.k i w. istnienia
(André Haefliger 1956).

Np przestrzenie rzutowe RP; i CP, nie maja struktury spin.

Na nieorientowalnych rozmaitosciach Riemanna mozna

rozpatrywac struktury pin; np wszystkie przestrzenie rzutowe
R P, majag po dwie nieréwnowazne struktury pin.



Przyktad sfer:
Spin(n) — Spin(n+1)=Q % P=S0(n+1) & S,

okrag ma jeszcze druga struktue spin, trywialna:

Q281XZ2

Koneksja Levi—Civita na P podnosi sie do koneksji
spinorowej na ().

Interesujacy jest przypadek n = 4. Tutaj
() = Spin(5) = Sp(2), Spin(4) = Sp(1)L X Sp(1)r;

mozna dzieli¢ Sp(2) przez ,lewa" i ,,prawa” grupe

Sp(1) = SU(2),



Koneksja spinorowa na Sp(2) — S; majaca wartosci w
algebrze Liego sp(1) & sp(1) schodzi do koneksji na obu
wigzkach S; — S4; mozna je interpretowac jako dwa pola
Yanga—Millsa na S, o grupie cechowania SU(2); odpowiednie
pola Y-M s3 samo- i antysamodualne (tzw instantony

BPST).



Pole spinorowe to przekréj wigzki spinoréw stowarzyszonej z
wigzka gtéwna Spin(n) — () — M przez reprezentacje

v : Spin(n) — GL(S). Troche nieoczekiwany wynik: wiazki
spinorow na sferach s3 trywialne. Ogdlnie;j:

Stwierdzenie. Hiperpowierzchnia (M, f), gdzie
f: M — R"" to immersja, ma strukture Pin(n, 0), a
stowarzyszona z nig wigzka spinorow jest trywialna.

Te spostrzezenia pozwalajg tatwo znalez¢ widmo operatora
Diraca na sferach, podobnie do tego jak to sie robi dla
operatora Laplace’a. Wprowadzajac w R™™! wspétrzedna



r= (@ ()2 mamy

wiec jesli ¢ jest harmonicznym wielomianem jednorodnym
stopnia [ zmiennych z!,... 2" to

0=As @+ I1(l+n—1)p =0, codaje widmo
{—=l(l+n—-1)|1=0,1,2,...} operatora Laplace’a na S,,.



Podobnie, ktadac N = z#vy,/r, p=1,...,n+1
wprowadzajac operator Diraca D na §,, mamy

o, o,
v —1 —n/2 n/2
Y S r—D+ Nr 87“T

Jedli ¢ : R"™ — S jest wielomianem harmonicznym stopnia
[+ 1, toy = VMaimb jest stopnia [ oraz vﬂaiuw = 0.

Stad widmo ::(l + n/2), [=0,1,2....

Dla n = 1 to daje widmo dla struktury nie trywialnej; dla
trywialnej jest 4=/.




Do opisu natadowanych fermionéw powinno sie uzywac
struktur spin®, tzn przedtuzen wigzki reperéw do grupy

Spin“(n) = (Spin(n) x U(1))/Z

W pracy M. F. Atiyah, R. Bott, A. Shapiro Clifford
modules (1964) jest konstrukcja podniesienia

Spin“(2n)

]
U(n) - SO(2n)

Wynika stad, ze kazda rozmaitos¢ prawie hermitowska
(=rozmaitos¢ Riemanna z ortogonalng struktura prawie
zespolong) posiada strukture spin® np CPy,.



Reprezentacje algebr Clifforda

Niech (V, h) - przestrzen kwadratowa i S - przestrzen
wektorowa nad przemiennym ciatem k o charakterystyce

# 2; homomorfizm v : C/(V,h) — End S jest reprezentacja
algebry Clifforda w przestrzeni spinoréw S. Algebry Clifforda
s proste lub potproste; maja mato reprezentacji. (Jednolity
opis w kategorii algebr z gradacja: wszystkie algebry
Clifforda sa proste i (super)centralne w tej kategorii).

Reprezentacje v mozna zrealizowa¢ — tak robi Claude
Chevalley w swojej ksigzce — wybierajac jako S lewy
minimalny ideat algebry Clifforda. (Ta konstrukcja nie jest
naturalna).



Niech k = C albo R; w przestrzeni V' jest reper
ortonormalny (eq, ..., e,); element objetoscin =e;...¢e,
komutuje (antykomutuje) z wektorami jesli wymiar n jest
nieparzysty (parzysty).

Niech v bedzie reprezentacja nieprzywiedlng C/(V, h) w
zespolonej przestrzeni spinorow S.

Jesli n nieparzyste, to 1 nalezy do centrum algebry, wiec
(Schur) v(n) jest liczba.

Jesli n parzyste to () daje rozktad tej przestrzeni
S =5, & S_ na przestrzenie spinoréw Weyla (chiralnych,
‘semi-spinors’. .. ). Rozktad analogiczny do rozktadu
biwektoréw na czesci samodualne i antysamodualne.



Pokazuje sie, ze jesli dim V' = 2[, to algebra jest prosta i
centralna, wiec reprezentacja dualna

¥ C(V,h) — End S*, ¥(a) = v(B(a))*

jest rbwnowazna 7. lIstnieje izomorfizm B : S — S* taki, ze
v(B(a))" = By(a) B~
Forma biliniowa
S xS — k, (81,82) —> <81, B82>
jest niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie grupy G,

(v(a)s1, By(a)sy) = (s1, Bsy) dla kazdego a € G
Takie formy maja duze znaczenie w fizyce, pozwalaja
konstruowa¢ wielkosci mierzalne (skalary, tensory) ze
spinorow.



Symetria B
I pierwsza ,,okresowosc¢” algebr Clifforda nad k

Wobec 3 = id jest rozktad (gradacja struktury wektorowej)
Cl(V,h)=Cl.(V.h)® Cl_(V, h)
Cle(V,h) ={a € GV, h) | fla) = *aj

Obliczajac transpozycje obu stron v(5(a))*B = By(a)
otrzymuje sie, ze B~ B* jest w centrum algebry End S,
wiec jest liczba, wiec B* = B albo B* = —B. Aby okreslic
znak, zauwazamy ze

a € Cy(V,h) = Bry(a) = £(B*y(a))*

wiec dla takich a tensor By(a) € S ® S jest symetryczny
albo antysymetryczny. Obliczajac wymiary Cl(V, h) i



poréwnujac je z wymiarami przestrzeni A .S | ®§ymS
otrzymuje sie
1
B* _ (_1)21(1—1—1)3

Dla v9501 = 71 ... 7Yy otrzymuje sie
Yorn = (=1)'Byga B!

Stad posta¢ B w funkcji wymiaru 2(:

[=1 [ =2 [ =3 [ =4 mod 4
0 —%" a0 0 #* SZ
172 0 o % 0 0 7

gdzie
%:B‘S_H JZ/i:B’Si yi:B’Si



oraz
A} = —ofy oraz S = Sy

Whtasnosci B nie zmieniaja sie jesli wymiar 2 zastapic przez
20 + 8.

Dla 2] = 8 s3g trzy 8-wymiarowe przestrzenie kwadratowe:
(V,h), (S4,.#) i (S_,. 7). Troistos¢ dla k = C oraz dla

k = R i formy h okreslonej albo neutralne;.



Informacja o reprezentacjach nieprzywiedinych,
skonczenie wymiarowych grupy spin w 4 wymiarach

Spin(4,C) = SL(.S,) x SL(S_), gdzie S+ dwuwymiarowe
zespolone przestrzenie spinoréw Weyla.

Wprowadzajac oznaczenie S¥ = ®§ym S i utozsamiajac
reprezentacje z ich noSnikami mamy: kazda taka
reprezentacja jest postaci S* ® S', k,l=0,1,...i ma
wymiar (k+ 1)l +1).

Niech S = S albo S_, jest rozktad iloczynu tensorowego
reprezentac]

Sm @ Sn _ Sm+n @ Sern—l @ . @ S|m—n|
znany fizykom jako prawo sktadania momentow pedu.



Np V=85S, \°V=5a5,
przestrzef symetrycznych tensoréw bezéladowych=5% @ S
przestrzen tensorow o symetriach tensora krzywizny

konforemnej (Weyla); tensor krzywizny Riemanna
By)ipo] = Lo}y Lpvpe) = 0, %6 (=1l =5+5+9+ 11

Posta¢ spinorowa rozktadu tensora Riemanna
(S2 @ S?) Qym (2D S2) =515 S22 aSta s

postal tensorowa (E = Ric — 1 Ryg)
Riem=W_+W_+E+ R

Lastosowanie spinorow w OTW; Roger Penrose; w
formalizmie Newmana—Penrose'a opisuje sie koneksje i
krzywizne jako formy o wartosciach w spin(3, 1) = sl(2, C).



Konstrukcja reprezentacji. Niech | ¢ N, K = k!, to w
2l-wymiarowej przestrzeni wektorowej V' = K & K™ mozna

wprowadzic¢ naturalng neutralng forme kwadratowg Apeytr:
jesiv=k+k ke K,k € K* to

hneutr(”) — <k7 k/>
Przestrzenie K i K* sg catkowicie zerowe wzgledem formy

Rneutr, ktora ma sygnature (1,1)..

Przestrzeh wektorowa S = /A K ma wymiar 2! i niesie
reprezentacje algebry C/(K @ K*, hpeutr) bedaca
rozszerzeniem odwzorowania Clifforda

v: K®&K"— EndS, ~(k+k)s=kAs+k' 1s, s€S.



Naturalna gradacja S, = B, A" K, S_ =B, N7 K
v(v)St C Sz

Dodajac jeden wymiar, K & K* & keyy 1, | rozszerzajac
forme kwadratowa hneuir tak, aby wektor ey 1 byt
jednostkowy i | do K & K™, mozna rozszerzyc
reprezentacje v na algebre Clifforda przestrzeni

21 + 1-wymiarowej definiujac Vo1 € End S tak: jesli
sy € Sy, to yo(sy +s-) =s; —s_. Wida¢, ze yo11
antykomutuje z y(v), v € K & K*.



Spostrzezenie Clifforda: jesli istnieje u € V' taki, ze

h(u) = —1, odwzorowanie u* — C/*(V, h), v — vu, ma

wiasnoéé Clifforda (bo (vu)® = —v*u® = v?) i przedtuza sie

do izomorfizmu algebr C/(ut, h|lut) — C°(V, h).
Algebry Clifforda przestrzeni rzeczywistych

I druga okresowos¢

Spostrzezenie Clifforda implikuje izomorfizm
Clp—1,q9) = C(p,q). Preferencja dla form ujemnie
okreslonych.



Przyktady konstrukgcji
C’(1,0) = C(1,0) to R — | C

C’(2,0) = C(2,0) to|C |— | H

bo 1,ey,e9, €169 rozpina H, a 1, ejey rozpina C

Cr’(3,0) — C(3,0) to| H | — 2H

Wykorzystujac spostrzezenie Clifforda mozna te trzy algebry
pofaczyc
R—C—H—2H... itd



Algebry Cl(p,q) i Cl(p+1,q+ 1) s3 tego samego typu, w
tym sensie, ze
Clip+1,q+1) = Up,q) @R(2)

co widac¢ z odwzorowania Clifforda

RPFEX R xR — Clp,q) @ R(2)

VoA

(v, A, 1) = -

Pokazuje sie, ze
Clp+8,q) = Clp,q+8) = Clp,q) ® R(16)

Y 3czac te spostrzezenia otrzymuje sie nastepujacy



Fakt: Algebry Clifforda C’(p,q) — Cl(p, q¢) mozna znalezé
z ,,zegara spinorowego , ktorego , godziny” to reszty z
dzielenia p — q przez 8:

5 2
H «+ 2H < H
4 3

Np. dla C"(3,1) — C/(3,1) jest p — q = 2, stad algebra
Clifforda przestrzeni Minkowskiego C(2) — H(2).



Twierdzenie Chevalley a:
Cl(pr, q1) Qg Cl(pa, q2) = Clp1 + P2, 1 + @2)

gdzie ®,, oznacza iloczyn algebr z gradacja,
(CLl &) CLQ) "or (bl &) bg) — (_1)dega2 degblalbl &) CLQbQ

Grupa Brauera—Walla typdw prostych (super)centralnych
algebr z gradacja wzgledem Zs; mnozenie indukowane przez
Rer; GBrW(R) = Zg; prosciej dla algebr nad C bo sa tylko
dwa typy algebr

C—2C i 2C — C(2)
stad: GBrW(C) = Zs.



Inny przykfad konstrukcji reprezentacji:

Twistory. Niech (T, vol) bedzie zespolong 4-wymiarowa
przestrzenia unimodularna, tzn 0 # vol € A*T*, wiec vol
definiuje izomorfizm Hodge'a x : A>T — A*T* oraz forme
kwadratowa na 6-wymiarowej przestrzeni V = A* T,

Pf(v) = (v, xv), v € V. Definiujac

0 w

vV —=>End(T&T"), ~(v)= *v 0

pokazuje sie, v jest odwzorowaniem Clifforda i przedtuza sie
do izomorfizmu

CUN*T,Pf) — End(T & T*)



Jesli k = C, to kwadryka (Kleina)
CQ,={dirve P(V) | Pf(v) =0} C CP;

jest 4-wymiarowa zespolong rozmaitoscig zwartg i ma
geometrie konforemna (w jezyku Rogera Penrose’a:
konforemne uzwarcenie zespolonej przestrzeni
Minkowskiego).

Jesli dir v € CQy4 to wobec Pf(v) =0 < v A v = 0 istnieje
2-wymiarowa podprzestrzen p(dirv) C T taka, ze jesli

p(dirv) = span{ty, o}, to dirv = dir(t; A ts). Jest wiec
bijekcja p : CQ4 = Gry(T'). Punkt wyjscia programu
Penrose'a.



Liczby Radona—Hurwitza

Mozna skonstruowac rzeczywiste nieprzywiedlne
reprezentacje

p: Cl(n,0) — R(2x")

uzywajac do tego iloczynow tensorowych macierzy
I,0: €60, np. dlan =4 jest x(4) =3

p1=0,R1Rc¢
P2 =0, €D 0y
P3=0,XERQ 0,
pr=0,ReR I



Postugujac sie taka jawng konstrukcjag mozna pokazac, ze
PuPv + PvPu = _25;w[1 IOZ = —Pu

oraz znalez¢ liczby Radona—Hurwitza

n=1 2 3 4 5 6 7 8
x(n)=1 2 2 3 3 3 3 4

oraz x(n + 8) = x(n) + 4. Przy pomocy reprezentacji p
mozna znalez¢ pola wektorowe na sferach, ktérych wartosci

sg liniowo niezalezne w kazdym punkcie



Rozpatrujemy sfere Sy C RVt gdzie N jest nieparzyste.
Niech n bedzie najwieksza liczba taka, ze N +1 = 2X"p i p
jest nieparzyste.

Dla v € R", v #£ 0, ktadziemy p'(v) = p(v) ® I, gdzie
I € R(p) jest macierza jednostkows.

Antysymetria p(v) pociaga antysymetrie p'(v) € R(NN + 1).
Stad: dla kazdego x € Sy, wektor p'(v)x jest prostopadty
do x. Odwzorowanie x — p'(v)x okresla pole wektorowe na
Sy, ktére nigdzie nie znika: sfera Sy posiada n stycznych
pol wektorowych, ktorych wartosci w kazdym punkcie s3
liniowo niezalezne.

J.F. Adams (1962) pokazat, ze nie ma ich wiecej.



Spinory proste

Wprowadzone przez Cartana; wazng role odegrato
seminarium Oswalda Veblena (Princeton 1936); Chevalley
nazywat je czystymi. Majac reprezentacje

v: C(V,h) — End S w zespolonej przestrzeni spinoréw,
dla kazdego 0 # s € S przestrzen wektorowa

N(s)={veCoV |vyv)s=0}

jest catkowicie zerowa bo v(v)* = h(v,v). Jedli N(s) jest
maksymalnego wymiaru (tzn [ jesli V jest 2 lub
(2 + 1)-wymiarowa), to s nazywa sie spinorem prostym.



Istnieja spinory proste; np w przestrzeni (K @& K™, hneytr)
spinor s = e A - -+ A ¢ jest prosty: N(s) = K. Ale spinor
1 + e nie jest prosty.

Pokazuje sie ze kazdy spinor prosty w 2/-wymiarach jest
spinorem Weyla (spinory Diraca nie sa proste); wszystkie
spinory Pauliego i Weyla w wymiarach < 7 sg proste. W
wymiarach 7 i 8 spinory zerowe wzgledem form
kwadratowych B s3 proste.

Uwaga: powinno sie pisa¢ N(dir s), bo tylko kierunek
spinora s jest istotny.



Interpretacja geometryczna (kierunkéw) spinorow
prostych

W rzeczywistej przestrzeni o wymiarze 2/ z forma o
sygnaturze (2] — €, ¢), gdzie € € {0, 1}.

Jest: dim N(s) N N(s) = e.

Jesli € = 0, to jest rozktad C® V = N(s) ® N(s) co
definiuje strukture zespolong

J(s) € EndV, J(s)|N(s) = v/—1idy).

ktéra jest ortogonalna wzgledem h,

h(J(s)u, J(s)v) = h(u,v).



Jesli € = 1 (przestrzen Lorentza) to kierunek spinora
prostego s okresla kierunek zerowy K (s) = N(s) N N(s);
ponadto, K(s)* = N(s)+ N(s) i jest struktura zespolona w

przestrzeni ekranu
K(s)"/K(s)

ortogonalna wzgledem iloczynu skalarnego hy w te;
przestrzeni, indukowanego przez h.

Inaczej: kierunki zerowe (promienie Swietlne) i struktury
zespolone to dwie formy rzeczywiste jednej struktury
geometrycznej okreslonej przez kierunek zespolonego spinora
prostego.



Catkowalne pola spinorow prostych

Niech (M, g) rozmaitos¢ (pseudo)riemannowska z g o
sygnaturze (2l — €, €) z wiazka spinorow Weyla ' — M.
Pole spinorow prostych v : M — )’ nazywa sie
catkowalnym, jesli

SecN (1)), SecN ()] C SecN (), N(@)CCTM

(Z prostoty 1) wynika, ze wiazka N(¢)) — M ma widkna
[-wymiarowe). W przypadku € = 0 catkowalne pole v okresla
strukture zespolong J(¢) na M, ortogonalng wzgledem g,
wiec geometrie Hermite'a.



W przypadku € = 1 pole 9 prowadzi do pola kierunkéw
zerowych K (1)), stycznych do foliacji F' przestrzeni M
rodzing geodezyjnych zerowych; strumien (flow) pola
wektorowego o wartosciach w K (1)) zachowuje pole tensora
metrycznego g, indukowanego przez g w wigzce ekranow

K@)~/ K(¥)

a iloraz M/ F (przy zatozeniu odpowiedniej regularnosci) jest
rozmaitoscig o wymiarze 2[ — 1 ze struktura
Cauchy’'ego—Riemanna.



Twierdzenie GOLDBERGa-SACHSa (1962)

Dotyczy 4-wymiarowych przestrzeni Einsteina, tzn
rozmaitosci Riemanna albo Lorentza spefniajacych £ = 0,
FE = Ric — iRg. Poczatkowo w OTW. Przeniesienie do
geometrii Riemanna dato nowe wyniki na temat przestrzeni
Einsteina—Hermite'a w 4 wymiarach (J. Plebanski,

M. Przanowski, B. Broda, P. Nurowski).

Tensor krzywizny w 4 wymiarach rozkfada sie na czesci
nieprzywiedIne:

Riem =W, +W_4+FE+ R
gdzie W, i W_ to czeSci samo- antysamo-dualne tensora
krzywizny konforemnej (Weyla).



Kwadrat elementu objetosci ejesese, w sygnaturze (3, 1) jest
—1, wiec ** = —id i samodualnoéé oznacza xF = iF albo
—iF. Stad: w sygnaturze (3,1) jest W, = W_.
(Reprezentacje S, i S_ sa réwnowazne). Natomiast w
sygnaturach (0,4) i (2,2) jest ** = id, stad W, = W.

OTW: sygnatura (3, 1)

W OTW petna informacja o tensorze Weyla jest zawarta w
W, € S1, ktéry jest (lokalnie) postaci
W, = yYexw (iloczyn tensorowy symetryczny pél spinoréw)

Kierunki tych 4 pél okreslajg 4 pola kierunkow zerowych;
mog3 sie zlewac; np dla metryki Schwarzschilda s3 dwa

podwéjne (E. Cartan 1922).



Te pola spinorow i odpowiadajace im pola wektoréw
zerowych nazywaja sie polami wfasnymi tensora Weyla.
Klasyfikacja Cartana—Petrowa—Penrose’'a tensorow Weyla
(LILII, D, N). Odegrata role w poszukiwaniu i klasyfikacji
przestrzeni Einsteina w OTW.

Tw. Goldberga—Sachsa. W 4-wymiarowej geometrii
Lorentza, jesli /- = 0 i W # 0, to nastepujace dwa warunki
sg rbwnowazne:

(i) pole 1 jest przynajmniej podwdjnym polem spinoréw
wtasnych tensora Weyla

(i) pole spinoréw 1) jest catkowalne



Przestrzen Riemanna, sygnatura (0, 4)

Czesci W, i W_ tensora Weyla sg niezalezne i rzeczywiste;
stad i
W, = Yoy i podobnie dla W_

Tensor W, = 0 moze byc¢ jednego z dwdch typdw:

typ | (ogdlny, s3 4 struktury prawie zespolone
J(W), J(p), J() =—=JW), J(¢) = —J(p) oraz

typ D (sa dwie podwdjne struktury zespolone, J(v) = J(p)
i —J(p) = —J(v)). Podobnie dla W_.



Tw. Plebanskiego—Przanowskiego. W 4-wymiarowe;
geometrii Riemanna, jesli £ =0 i W, £ 0, to nastepujace
dwa warunki s rownowazne:

(i) tensor W, jest typu D

(ii) istnieje catkowalna, ortogonalna struktura zespolona J,
okreslona przez podwdjny kierunek wtasny tensora W ;
zatem rozmaitosc jest przestrzenig Einsteina—Hermite'a.

Jesli oba tensory W, i W_ s3 typu D, to istniejg dwie rézne
struktury zespolone zgodne z metryka.
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