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Wstep i oznaczenia

Wstep

Niniejszy tekst byt poczatkowo przygotowany jako skrypt dla studentéw
w zwigzku z prowadzonymi przeze mnie w latach 1994, 1997 i 1998 wy-
ktadami Metod Matematycznych Fizyki na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego. Jest on przeznaczony gtownie dla studentéw drugiego roku,
ktorzy zaliczyli wyktady Algebry i Analizy Matematycznej. W roku akade-
mickim 1999-2000 prowadzitem wykltad Zastosowania teorii grup w fizyce.
Dotaczytem wtedy rozdziat X, obejmujacy czesé materiatu tego wyktadu i
zmienitem takze uktad i material zawarty w innych rozdziatach; w szcze-
gblnosci, rozszerzytem rozdzial I, zatytutowany teraz Wstepne wiadomosci
z algebry, do ktérego wlaczytem krétki ustep o algebrach Clifforda.

Wiele cennych rad udzielit mi Pawet Nurowski, ktéoremu zawdzigczam
niektore dowody. Piszgc skrypt wykorzystatem zadania przygotowane przez
Jacka Tafla do wyktadu w 1994 r. Pomogali mi takze Andrzej Okotow, Jacek
Pliszka i Adam Szereszewski.

Jesienia 2011 roku Pawel Nurowski poradzit mi, abym ztozyl ten tekst
w Redakeji Ksiegozbioru Matematycznego, wydawanego przez Instytut Ma-
tematyczny PAN. Po dluzszym czasie, dostalem recenzje, ktérych autorzy
zwracali moja uwage na liczne btedy i niedociggniecia oraz sugerowali zmia-
ny. Z wdziecznoscig zastosowatem sie¢ do wiekszosci tych uwag. Nie mogtem
— jako fizyk — przyja¢ zalecenia, aby iloczyn skalarny definiowaé¢ jako do-
datnio okreslony. Pozostatem tez przy terminologii swobodnego (a nie wol-
nego) dzialania grupy, odwzorowania pétliniowego (a nie antyliniowego) i
przy ,polonizmach” takich jak forma zwyrodniata (a nie zdegenerowana).

*Materiab* oznaczony w ten sposoéb wykracza poza program wyktadu i
nie byl wymagany na egzaminie.

Oznaczenia

r=y jesli x, to y
Ty x wtedy, i tylko wtedy, gdy vy

{z € X|w(z)} podzbiér zbioru X, zawierajacy wszystkie
jego elementy, ktore posiadaja wlasnosé¢ w

{x1,29,...} zbior skladajacy sie z elementow z, xo, . . .



@, #X
XNnY, XUy
XxY, XY
Xcy

f: X =Y xw f(x)

fog lub fg
F(X,Y)

fz
N=1{0,1,2,3,...}

Z? Q) R? C

H, O
k

im1 Qis 2o i
ker f, img f

Hom (V, W)

End V' = Hom(V,V)
G/H = {aH | a € G}
H\G ={Ha|a € G}

e

WSTEP I OZNACZENIA

zbior pusty, liczba elementow zbioru skonczonego X
przeciecie, suma mnogosciowa zbiorow X i Y
iloczyn kartezjanski, réznica zbiorow

X jest podzbiorem Y

f jest odwzorowaniem X w Y,
x przechodzi w f(z)

ztozenie odwzorowan

zbiér wszystkich odwzorowan X w Y
ograniczenie odwzorowania f do Z C X
zbior liczb naturalnych

zbiory liczb catkowitych, wymiernych,
rzeczywistych, zespolonych

zbiory kwaternionow, oktonionow
R albo C

a1ay...0y, a1 +ag+---+a,
jadro, obraz homomorfizmu f

zbiér homomorfizméw przestrzeni
wektorowej V' w W

przestrzen endomorfizmow
zbiér lewych warstw grupy G wzgledem H
zbiér prawych warstw grupy G wzgledem H

podstawa logarytmow naturalnych



Aut X

Ad(a), Ad(a)b= aba™!

G’ albo g

WG H

ad : G — GL(G),
ad(a) = Ad(a)’

ad': G’ — GL(G") = End &

ad'(A)B = [A, B,
A BedG

OZNACZENIA 3

e’ a € R,C H albo EndV

przestrzen dualna wzgledem
przestrzeni V' nad ciatem K

odwzorowanie obliczania

iloczyn skalarny wektoréw u i v

odwzorowanie dualne (transponowane)
wzgledem f: V3 — V4

V {0} (0 jest elementem neutralnym
struktury grupy abelowej V')

zbiory X 1Y sa izomorficzne
ze wzgledu na ich strukture

grupa automorfizmoéw zbioru X
ze wzgledu na jego strukture

automorfizm wewnetrzny grupy G
algebra Liego grupy Liego G
homomorfizm algebr Liego
indukowany przez

homomorfizm h : G — H grup Liego

reprezentacja dotaczona grupy
w jej algebrze Liego

reprezentacja dotaczona algebry
Liego; zwykle pisze sie ad(A)B
zamiast ad'(A) B

Jesli R jest relacja réwnowaznosci w zbiorze X, to [z] = {y € X |yRx}
oznacza klase réwnowaznosci zawierajaca =, a X — X/R, x +— [z], jest
odwzorowaniem kanonicznym na iloraz.

Zamiast x Ry zwykle pisze si¢ x = y mod R. Rownowaznos¢ reprezentacji
(grup, algebr) zapisuje sie w postaci p; ~ ps.
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jest na koncu skryptu.



Wstepne wiadomosci z algebry

1. Definicje: grupy, pierscienia, ciata i modutu

1.1. Grupy.

1.1.1. Grupa jest to zbiér G z odwzorowaniem
(1.1) GxG—dG, (a,b)—a-b
takim, ze

(i) zachodzi prawo tgcznosci: jesli a,b,c € G, to (a-b)-c=a- (b-c);

(ii) istnieje element neutralny e € G taki, ze a-e = e-a = a dla kazdego
a € G;

(iii) dla kazdego a € G istnieje element odwrotny b € G taki, ze a - b =
b-a=e.

Odwzorowanie (1.1) nazywa sie skladaniem elementéw; a - b jest ztoze-
niem a i b. Zdanie ,G jest grupa ze sktadaniem (1.1)” skraca sie czesto
do ,,(G ) jest grupa”. Znak ,-” zlozenia czesto si¢ opuszcza i pisze ab za-
miast a-b. Zamiast wyrazenia , sktadanie” elementéw uzywa sie takze nazwy
,mnozenie”; element neutralny oznacza sie wtedy zwykle przez 1, a element
odwrotny do a — przez a~! (notacja multyplikatywna). Jesli elementy G
sg bijekcjami pewnego zbioru na siebie, to ztozenie a i b bywa zapisywane
jako a o b.

Jesli ab = ba dla kazdej pary (a,b) elementéw grupy G, to G nazywa sie
grupa przemienng lub abelowq; ztozenie a i b zapisuje sie wtedy czesto jako
a + b, element neutralny oznacza zerem; zamiast ,,element odwrotny” méowi
sie ,,element przeciwny” i zapisuje go jako —a (notacja addytywna).

PRzZYKEAD 1.1. Zbiory liczb: catkowitych Z, wymiernych Q, rzeczywi-
stych R i zespolonych C sg grupami przemiennymi ze wzgledu na dodawanie;
zbiory liczb dodatnich: wymiernych Q% i rzeczywistych Rt sg grupami prze-
miennymi ze wzgledu na mnozenie; zbiér C* réznych od zera liczb zespo-
lonych jest grupa przemienna ze wzgledu na mnozenie. Wszystkie te grupy
sg nieskonczone.

Jesli G jest grupa skonczona, to liczbe #G jej elementéw nazywa sie
rzedem grupy. Grupa rzedu 1 zawiera tylko element neutralny i nazywa sie
grupg trywialng; bywa oznaczana symbolem 1 (notacja multyplikatywna)
albo 0 (notacja addytywna).

PRzZYKLAD 1.2. Zbior Z, n-tych pierwiastkow zespolonych z 1 jest grupa
przemienng rzedu n.

Grupy pojawity sie poczatkowo jako grupy przeksztatcen zbioréw. Mowi
sie, ze grupa G jest grupa przeksztatcen zbioru X, lub ze G dziala w X,

5



6 I. WSTEPNE WIADOMOSCI Z ALGEBRY

jesli dane jest odwzorowanie
GxX—X, (a,z) az,

takie, ze
ex =z, a(br)= (ab)x,
dla wszystkich x € X ia,b € G.

W szezegdlnodei, dla kazdego zbioru X jest grupa &(X) wszystkich bi-
jekcji X na siebie. Elementem neutralnym w tej grupie jest odwzorowanie
tozsamosciowe idx zbioru X na siebie.

Jesli X = {1,2,...,n}, to pisze si¢ &,, zamiast &(X); jest to grupa
symetryczna (lub grupa permutacji) zbioru n elementéw. Grupa &, jest
rzedu n!. Permutacje

T€G,, i—mn(i),i=12,...,n,

1 2 .. n
(1) =(2) ... 7w(n))"
Grupa 6,, dziata w zbiorze X, wszystkich funkcji f : R" — R. Mianowicie,
jesli f(xy,...,x,) jest taka funkcja i m € &, to

zapisuje sie czesto jako

(m. ) (@1, xn) = f(@ra), - Trny)-

Funkcja f € X, jest symetryczna, wtedy i tylko wtedy, gdy n.f = f dla
kazdego m € &,,. Niech

(1.2) folw, o en) = [T (2 — )

1<i<j<n

bedzie w pelni antysymetrycznym, jednorodnym wielomianem n zmiennych.
Dla kazdej permutacji m wielomian 7. fy r6zni sie od fy co najwyzej o znak,

(1.3) m.fo=sgnnfy, sgnme{l,—1}.

Liczbe sgn m nazywa sie parzystoscig permutacji. Permutacja 7 jest parzysta
(nieparzysta), jesli sgnm = 1 (sgnm = —1). Permutacje 7 € &,, taka, ze
m(a;)) = a1 dla @ = 1,...0k — 1, w(ag) = a; oraz w(j) = j dla j ¢
{ay,...,a;} zapisuje sie tutaj jako |ai, ..., ax| i nazywa cyklem' o dtugosci
k (albo: k-cyklem). Cykl o dtugosci 2 nazywa sie transpozycjg. Transpozycja
jest permutacja nieparzysta.

Latwo pokazaé (zob. Zadanie 1.4), ze wszystkie grupy rzedu mniejszego
niz 6 sa przemienne.

PrzykrAD 1.3. Grupa 63 jest nieprzemienna. Istotnie, transpozycje
|1,2] i[2,3] sq nieprzemienne:

11,2](2,3] = [1,2,3], |2,3][1,2] = |1,3,2].

1Wi@kszoéé autoréw zapisuje taki cykl w postaci (a; ...ax), co moze prowadzi¢ do
nieporozumien ze wzgledu na podobienstwo do oznaczen dla ciagow.



1. DEFINICJE: GRUPY, PIERSCIENIA, CIALA T MODULU 7

1.1.2. Podgrupy ¢ morfizmy. Niepusty podzbior H grupy G jest jej pod-
grupa jedli a,b € H pocigga ab~ € H. Podgrupa jest grupa.

PRzZYKELAD 1.4. Zbiér permutacji parzystych
A, ={0€6,|sgno =1}

jest podgrupa grupy &,, zwana grupg alternujgcg (bo jej elementy zacho-
wuja forme ,alternujaca” (1.2)).

Jesli G i H sa grupami, to odwzorowanie h : G — H takie, ze h(ab) =
h(a)h(b) dla kazdych a,b € G nazywa sie homomorfizmem grup.

STWIERDZENIE 1.1. Niech eq i ey bedg elementami neutralnymi grup G
i H, odpowiednio. Jesli h : G — H jest homomorfizmem, to h(eg) = ey,
obraz h,

img h = h(G),
jest podgrupq grupy H, a jadro h,
kerh ={a € G| h(a) = en},
jest podgrupg grupy G.

Rzeczyw1sc1e dla kazdego a € G mamy h(eg)h ( ) = h(a) = h(a)h(eq)
oraz h(a=)h(a) = hieg), WIQC hieg) = eg i h(a)™ = h(a™1); jesli a,b €
G, to h(a)h(b)™' = h(ab™') € imgh; jesli a,b € kerh, to h(ab™ ) =
h(a)h(b)™! = ey, wiec ab™! € ker h.

Homomorfizm grupy w siebie nazywa si¢ endomorfizmem. Réznowarto-
Sciowy homomorfizm h : G — H nazywa sie monomorfizmem. Epimorfizm
to homomorfizm G na H. Homomorfizm wzajemnie jednoznaczny to izo-
morfizm. Automorfizm grupy G to izomorfizm G na G.

PRZYKLAD 1.5. Niech R" oznacza grupe multyplikatywng liczb rzeczy-
wistych dodatnich. Odwzorowanie wyktadnicze exp : R — RT jest izomor-
fizmem grup.

PRZYKEAD 1.6. Niech i = +/—1 oraz 0 < n € N. Odwzorowanie
Z — Ly, k> exp(2mki/n)

jest epimorfizmem; jadrem tego odwzorowania jest podgrupa nZ sktadajaca
sie z liczb catkowitych podzielnych przez n.

1.1.3. lloczyny grup. Majac grupy G i H mozna utworzy¢ ich iloczyn
(prosty, kartezjanski): jest to grupa, ktorej zbiorem elementéw jest G x H,
a sktadanie okreslone jest wzorem

(a,b) - (a',b") = (ad’,bb"),

gdzie a,a’ € G oraz b,V € H. ,Dzielenie” grup wymaga nieco subtelniej-
szych rozwazan.
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1.1.4. Warstwy. Niech H bedzie podgrupa grupy G; mozna wprowadzi¢
w G relacje ktadac

a=b < a'be H.

Tak zdefiniowana relacja jest relacja réwnowaznosci: jest ona symetryczna
(a = a), zwrotna (je$li @ = b, to b = a) oraz przechodnia (jesli a = b
ib=c,toa=c boatc=a'b-blc). Klasy réwnowaznosci ze wzgledu
na te relacje nazywaja sie lewymi warstwami wzgledem H. Lewa warstwe
zawierajaca a € (G zapisuje sie jako

aH ={abe G|be H}.

Zbior wszystkich lewych warstw grupy G ze wzgledu na podgrupe H oznacza
sie przez G/ H. Podobnie definiuje sie prawe warstwy: sa to klasy réwnowaz-
nosci ze wzgledu na relacje a = b < ab~! € H. Prawa warstwa zawierajaca
a to zbiér Ha = {ba € G | b € H}. Na ogdt aH # Ha. Zbiér wszystkich
prawych warstw grupy G ze wzgledu na podgrupe H oznacza si¢ przez H\G.
Podgrupa H jest rownoczesnie lewa i prawa warstwa zawierajaca element
neutralny. Na mocy samej definicji relacji rownowaznosci jest

aH jedlia'bec H,

oH NbH = { o jedlialbg H.

Odwzorowanie H — aH dane przez b — ab, b € H, jest bijekcja. Wszystkie
warstwy sa wiec zbiorami tej samej mocy. Zachodzi

TWIERDZENIE (Lagrange). Jesli grupa G jest skoriczona, to

#(G/H) = #G[#H.
Zatem rzqd podgrupy jest dzielnikiem rzedu grupy.

Liczbe #(G/H) nazywa sie indeksem podgrupy H C G. Moc zbioru
G/H moze by¢ skoriczona nawet wtedy, gdy grupa G jest nieskoriczona.
Np. grupa GLT (n, R) macierzy n-tego stopnia o dodatnim wyznaczniku jest
podgrupa o indeksie 2 grupy GL(n, R) wszystkich nieosobliwych macierzy o
rzeczywistych elementach.

1.1.5. Dzielniki normalne. Czy mozna i w jaki sposob zdefiniowaé struk-
ture grupy w zbiorze G/H? W tym celu nalezy zdefiniowaé¢ odwzorowa-
nie G/H x G/H — G/H tak, aby odwzorowanie kanoniczne G — G/H,
a — aH, byto homomorfizmem, wigc

(1.4) «H-aH =daH.

Trzeba najpierw sprawdzié¢, czy skladanie warstw (1.4) jest dobrze okreslo-
ne, tzn. czy wynik nie zalezy od wyboru reprezentantéw a i a’ w warstwach.
Zastepujac a przez ab, gdzie b € H, otrzymuje sie a’abH = a’aH , ale zaste-
pujac a’ przez a’b otrzymuje sie a’baH; zadanie, aby ta warstwa byta réwna
a’aH oznacza istnienie ' € H takiego, ze a’ba = a’ab’ czyli: dla kazdego
a € Gib e H istnieje b’ € H takie, ze ba = ab'. Stad Ha = aH: lewe i
prawe warstwy sa jednakowe; jest to rownowazne warunkowi

dla kazdego a € G zachodzi aHa ' = H,
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ktory, jak tatwo widaé, wystarcza na to, aby (1.4) okreslato w zbiorze G/H
strukture grupy. Podgrupe H o tej wlasnosci nazywa si¢ dzielnikiem nor-
malnym, a zbiér G/H ze skladaniem elementéw danym przez (1.4) — grupg
tlorazowq. Kazda podgrupa grupy przemiennej jest dzielnikiem normalnym.

STWIERDZENIE 1.2. Jesli h : G — H jest homomorfizmem grup, to ker h
jest dzielnikiem normalnym grupy G, a odwzorowanie

G/kerh — imgh, akerh — h(a),
jest izomorfizmem grup.

Dowéd. Jedli a € G i b € kerh, to aba™t € ker h, wicc ker h jest dziel-
nikiem normalnym; odwzorowanie a ker h — h(a) jest homomorfizmem, bo
aker h-a'ker h = aa’ ker h — h(aa’) = h(a)h(a’); odwzorowanie to jest injek-
tywne, gdyz jedli h(a) = h(a'), to a™'a’ € ker h, czyli akerh = a'kerh. [

Waznym przyktadem dzielnika normalnego grupy jest jej centrum,
Z(G) ={a € G| ab = ba dla kazdego b € G}.

Jesli grupa G jest nieskonczona, to iloraz G/H moze by¢ izomorficzny G
nawet wtedy, gdy dzielnik normalny H jest nietrywialny. Niech np. G bedzie
grupa U(1) liczb zespolonych o module 1; dla kazdego n = 2,3,... niech
h, : U(1) — U(1) bedzie endomorfizmem takim, ze h,(z) = 2". Zachodzi
img h,, = U(1) oraz ker h,, = Z,,, wiec na podstawie stw. 1.2 odwzorowanie
2L, — 2" jest izomorfizmem ilorazu U(1)/Z,, na U(1).

Jesli element a grupy ma te wlasnosé, ze dla kazdej liczby naturalnej
n jest a" # e, to méwi sie, ze a jest nieskonczonego rzedu. W przeciwnym
razie istnieje najmniejsza dodatnia liczba naturalna n taka, ze a™ = e; méwi
si¢ wtedy, ze a jest rzedu m. Zbior {a,a?, ..., a" = e} jest wtedy podgrupa
grupy G.

1.1.6. Na mocy Twierdzenia Lagrange’a, wynika stad, ze w grupie skon-
czonej rzad kazdego elementu jest dzielnikiem rzedu grupy.

1.1.7. Grupe G nazywa sie prostq jesli jedynymi jej dzielnikami normal-
nymi sa: G i grupa trywialna {e}. Z Twierdzenia Lagrange’a wynika, ze
grupa skonczona G, ktorej rzad jest liczba pierwsza, nie ma podgrup innych
niz G i {e}, wiec jest prosta. Np. jedli p jest liczbg pierwsza, to grupa Z,
jest prosta. Co wiecej, zachodzi

STWIERDZENIE 1.3. Jesli p jest liczbg pierwszq, to kazda grupa rzedu p
jest izomorficzna Zy,.

Dowéd. Istotnie, jesli p jest liczba pierwsza, a G jest grupa rzedu p,
to na podstawie uwagi 1.1.6 kazdy jej element a # e jest rzedu p. Zatem
G ={a,ad? ..., a" = e}, a odwzorowanie

G — 7, a"—exp2rik/p, k=1,...,p
jest izomorfizmem. O
* Wielkim osiggnieciem matematyki XX wieku byto zakonczenie klasyfi-

kacji i opisu wszystkich skornczonych grup prostych. Lista tych grup zawiera
nieskonczone ciagi obejmujace
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Z,, gdzie p jest liczbg pierwsza,
A,, n =5,
grupy proste typu grup Liego,

oraz
26 ,,sporadycznych” grup prostych.

Pigé¢ pierwszych grup sporadycznych zostato znalezionych przez Emila Ma-
thieu w XIX wieku. Nastepne zostaly znalezione w drugiej potowie XX
wieku, a ostatnia — najwigksza wsréd sporadycznych grupa Monster — by-
ta przewidziana i opisana dopiero w koncu XX wieku, dzigki zastosowaniu
komputeréow. Ma ona

246,320 .59 .76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71 =

808017424794512875886459904961710757005754368000000000 ~= 8 - 1053
elementéw [13]. Robert Griess skonstruowat te grupe jako podgrupe grupy
obrotéw w przestrzeni o wymiarze 196883 [26].%

1.2. Pierscienie i ciala.

1.2.1. Pierscienie. Pierécien jest to grupa przemienna (K+), w ktorej
okreslone jest taczne mnozenie elementéw (1.1), rozdzielne wzgledem doda-
wania, tzn. takie, ze dla kazdych a,b,c € K zachodzi

(a+b)-c=a-c+b-¢, c-(a+b)=c-a+c-b.

Pierscien z jednosciqg jest to pierscien K posiadajacy element 1, rézny od
elementu neutralnego 0 struktury grupy przemiennej w K i taki, ze 1-a =
a-1 = a dla kazdego a € K. Pierécien z jednoscia posiada przynajmniej
dwa elementy: 01 1.

Niech K bedzie pierécieniem z jednoscig. Dla kazdego a € K jest a-04+a =
a-(0+1)=a-1=a, wiec a-0 = 0; podobnie pokazuje sie, ze 0 -a = 0.
O pierscieniu méwi sie, ze jest przemienny, jesli mnozenie jest przemienne.
Np. zbiér liczb catkowitych Z jest pierécieniem przemiennym. Elementy a #
01ib # 0 takie, ze ab = 0 nazywa sie dzielnikami zera. Pierécien 7Z(2)
wszystkich macierzy drugiego stopnia o elementach catkowitych ma dzielniki
zera.

1.2.2. Ciata. Cialo jest to pierécien z jednodcig taki, ze zbiér K* =
K ~ {0} jest grupa ze wzgledu na mnozenie. Cialo nie ma dzielnikéw ze-
ra. Pierscien 7Z nie ma dzielnikéw zera, ale nie jest ciatem. , Najmniejszy”
pierscien Fo = {0,1} — w ktérym 1+ 1 = 0 — jest ciatem.

Zbiory R, Q i C sg ciatami przemiennymi.

Zbiér kwaterniondéw H jest ciatem nieprzemiennym: kazdy element H jest
postaci ¢ = v+ xi 4+ yj + zk, gdzie v, x,y, z € R, a jednostki kwaternionowe
i,j,k spetniaja

(1.5) iZ=j2=—-1, ij+ji=0, k=ij

Wprowadzajac sprzezenie ¢ — ¢ = v — zi — yj — zk, mamy qq = qq =
v2+ 2?2 + %+ 22 Jesli ¢ # 0, to ¢ ma odwrotnosé ¢! = ¢/qq.
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Jesli K jest cialem, to zbiér K(n) wszystkich macierzy kwadratowych
stopnia n o elementach nalezacych do K jest pierscieniem, ktérego jednoscig
jest macierz jednostkowa I.

PrzYKEAD 1.7. Kazde cialo K jest grupa przemienng ze wzgledu na
dodawanie; zbior K* jest grupa ze wzgledu na mnozenie. Zbiér H* réznych
od zera kwaternionéw jest grupa nieprzemienna ze wzgledu na mnozenie.

PRzZYKLAD 1.8. Grupy liniowe. Niech K bedzie cialem. Zbiér
GL(n,K)C K(n), n=1,2,...,

wszystkich macierzy odwracalnych n-tego stopnia o elementach nalezacych
do K jest grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy; grupa ta jest nieprze-
mienna dla n > 1.

1.2.3. Idealy. Jesli L jest podgrupa pierscienia (K + -) ze wzgledu na
jego strukture grupy abelowej, to mozna utworzy¢ grupe ilorazowa K/L,
ktora tez jest przemienna. Niech k+ L oznacza warstwe zawierajaca k € K,
a

LK ={lk|ke K,le L}, KL={kl|keK,lelL}.

Czy mozna w ilorazie K/L okredli¢ strukture pierScienia w ten sposéb,
aby odwzorowanie kanoniczne K — K /L bylo homomorfizmem pierécie-
ni? Do tego potrzeba i wystarcza, aby podgrupa L byta dwustronnym ide-
atem w K, tzn, aby bylo LK C L i KL C L. Istotnie, wtedy wzér
(k+L)- (k' + L) = kk' + L poprawnie okresla w K /L mnozenie elementow
definiujace w tym zbiorze strukture pierécienia. Niech K = Z bedzie pier-
Scieniem liczb catkowitych; podgrupa L = nZ liczb podzielnych przez n € N
jest dwustronnym ideatem pierécienia Z. Pierécien Z/nZ jest przemienny i
ma n elementow; jako grupa jest on izomorficzny grupie 7Z, pierwiastkow
stopnia n z 1.

1.2.4. Ciata F,. Kiedy pierScien Z/nZ jest cialem? Aby to rozstrzygnac,
mozna postuzy¢ sie nastepujacym stwierdzeniem, bedacym konsekwencja
algorytmu Fuklidesa znajdowania najwickszego wspélnego dzielnika pary
liczb catkowitych:

STWIERDZENIE 1.4. Je$li p,q € Z, to rownanie
(1.6) pr+qy=1

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych x,y wtedy, © tylko wtedy, gdy liczby
Pt q sqg wzglednie pierwsze.

Dowéd. Przypomnijmy, ze jesli m,n € Z i n > 0, to reszta z dzielenia
m przez n jest liczba catkowita r taka, iz 0 < r < nim = ns + r, gdzie
s€Z. (Np.jeSlim = —-7in =3, tor =2.) Jedli r = 0, to n dzieli m, co
zapisuje sie w postaci n | m.

Niech p i ¢ beda liczbami catkowitymi, z ktorych przynajmniej jedna # 0;
istnieje wtedy ich najwickszy wspolny dzielnik, tzn. taka liczba naturalna d,
ktéra dzieli p i ¢ oraz ma te wlasnosé, ze jesli d' | pid' | q, to d' | d. Zbiér
Z =A{px' 4+ qy | 2,y € Z} zawiera liczby dodatnie; niech

(1.7) d=px+qy
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bedzie najmniejsza z nich. Dzielac p przez d otrzymuje si¢
p=ds+r, gdzie 0<r<d,

czyli
r=p—ds=p(l—xs)—qys € Z;

ale 0 < r < d, wiec r = 0. Zatem d | p. Zupelnie podobnie pokazuje sie,
ze d | q. Jedli d’ jest dowolnym dzielnikiem p i ¢, to d' dzieli (1.7), wiec d
jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem p i ¢. W szczegdlnodci, jesli p i g sa
wzglednie pierwsze, to d = 1 i réwnoé¢ (1.7) daje (1.6). O

WNIOSEK. Pierscienn Z/pZ jest ciatem wtedy, i tylko wtedy, gdy p jest
liczbg pierwsza; rzeczywiscie, jesli p jest liczba pierwsza, to odwrotnoscig
elementu q + pZ, gdzie ¢ # 0 mod p, jest element y + pZ taki, ze zachodzi
(1.6). Jesli p nie jest liczba pierwsza, p =rs, 1 <r,s € N, to

(r 4+ pZ)(s + pZ) = pZ.

Jesli p jest liczbg pierwsza, to ciato Z/pZ oznacza si¢ przez F,. O ciele K
mowi si¢, ze ma charakterystyke p jesli p jest najmniejsza liczba naturalng
taka, ze ps = 0 dla kazdego s € K. Np. cialo F, ma charakterystyke p. Jesli
nie ma takiej liczby p # 0, ze ps = 0 dla kazdego s € K, to méwi sie, ze
cialo K ma charakterystyke 0.

1.2.5. Zbiory uporzqgdkowane. Zbiér E z relacja < taka, ze dla kazdych
x,1y,z € F zachodzi:

jeslir xyiyxz,torxzorazjeSizc xyiy <z, toxr =y,
nazywa sie zbiorem (czesciowo) uporzadkowanym. Zbiér jest doskonale upo-
rzgdkowany jesli dla kazdej pary x,y € Fjest x S yluby < x. Jesli X C E|
to element a € X taki, ze dla kazdego x € X jest a < x nazywa sie naj-
mniejszym elementem X. Element minoryzujgcy zbiér X to taki element
a € E, ze dla kazdego x € X jest a < x. Podobnie definiuje si¢ elementy
najwieksze i majoryzujgce. Kres dolny zbioru X to element inf X najwick-
szy sposrod elementéw minoryzujacych X. Podobnie definiuje sie kres gorny
sup X. Krata jest to zbiér uporzadkowany, ktorego kazdy skonczony pod-
zbior posiada oba kresy. Kazdy zbiér doskonale uporzadkowany jest kratg.

1.2.6. Pierscienie Boole’a. Waznym przyktadem kraty jest pierécien Bo-
ole’a, tzn. taki pierscien (E£+ ), ktérego kazdy element a jest idempotentny,
a® = a. Rozwijajac réwnoéé (a +0)? = a+ b, a,b € E, otrzymuje si¢

at+a=0 oraz ab=ba.

W pierscieniu Boole’a w naturalny sposéb wprowadza sie relacje uporzad-
kowania, ktadac

a<b < ab=a.

Latwo sprawdza sie nastepujace fakty:
(i) inf{a, b} = ab oraz sup{a,b} = a + ab+ b,
(ii) O jest najmniejszym elementem F,
(iii) a jesli pierScien ma jedno$¢ 1 (E jest ,algebra Boole’a”) to 1 jest
najwiekszym elementem.
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Waznym przyktadem pierscienia Boole’a jest rodzina E podzbioréw zbio-
ru Z taka, ze jedli X,Y € E, to zbiory X + YV € (X UY) ~ (X NY) oraz
XY ¥ XNy takze naleza do E. Tutaj 0 oznacza &, < oznacza C,
nf{X,Y}=XnY, itd.

1.3. Moduty i przestrzenie wektorowe.
1.3.1. Moduly. Grupa przemienna (V +) jest lewym modulem nad pier-
Scieniem (K + -), jesli dane jest odwzorowanie

KxV =V, (av)— auv,
takie, ze dla kazdych a,b € K oraz u,v € V zachodzi
a.(u+v) =au+av, (a+b)u=au+bu, a.(bv)=(a-bv, lu=u.

Wynika stad, ze a.0 = 0, a.(—u) = —a.u. Podobnie definiuje sie prawy mo-
dut: mnozenie Vx K — V', (v,a) +— v.a jest rozdzielne wzgledem dodawania
i (v.a).b=v.(a-b). Oznaczajace mnozenie kropki - i . zwykle sie pomija.

1.3.2. Przestrzenie wektorowe. Lewy (prawy) modul nad ciatem nazy-
wa sie lewa (prawa) przestrzenia wektorowa. W przypadku gdy ciato jest
przemienne, méwi si¢ po prostu o przestrzeni wektorowej. Niech V' bedzie
lewa przestrzenia wektorowa nad K; o ciagu elementéw (eq, . .., ex) tej prze-
strzeni mowi sie, ze jest liniowo niezalezny, jesli pie; + ... urer = 0, gdzie
Wi,k € K, pociaga puy = -+ = pp = 0. Jesli V' zawiera liniowo nie-
zalezny ciag (es,...,e,), a kazdy ciag zawierajacy wiecej niz n wyrazéw
jest liniowo zalezny, to méwi sie, ze przestrzen V jest n-wymiarowa i ze
(é1,...,e,) jest bazg (inaczej: reperem) w V. Jesli cialo K jest przemienne,
a macierz (a",), a*, € K, p,v € {1,...,n} jest odwracalna, to

(1.8) (¢',....€¢), gdzie e, =e,a",,

tez jest baza i kazda baze mozna tak otrzymaé z bazy (ey, ..., e,). W réwna-
niu (1.8) zastosowano umowe sumacyjng (Einsteina) wzgledem wskaznika
w; umowa ta jest w tym tekscie stale stosowana. Kazdy wektor v € V' jest
postaci v = vte,, gdzie v* € K jest uta skladowsa wektora wzgledem tej
bazy. Zwykle zapis bazy (es,...,e,) skraca sie do (e,),=1,..» lub (e,).

PRrRzYKEAD 1.9. Niech k oznacza jedno z dwoch ciat: R albo C. Zbiér
k™ ma strukture n-wymiarowej przestrzeni wektorowej nad k. Kanoniczna
baza w tej przestrzeni sktada sie z wektorow

61:(1,0,...,0)
e = (0,1,...,0)

e, = (0,0,...,1).

Zbior H™ jest lewa (a takze prawa) przestrzenig wektorowa nad ciatem
H o wymiarze dimy H" = n. Mozna takze rozpatrywac¢ zbior H" jako prze-
strzen wektorowa nad R o wymiarze dimg H" = 4n.
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1.3.3. lloczyny skalarne i formy kwadratowe. Niech V' bedzie skoncze-
nie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad k. Odwzorowanie biliniowe i
symetryczne

h:V xV =k,
ktore jest nieosobliwe, tzn. takie, ze jesli h(u,v) = 0 dla kazdego u € V,
to v = 0, nazywac¢ bedziemy iloczynem skalarnym w przestrzeni V. Funkcje
v +— h(v,v) nazywamy formg kwadratowg odpowiadajaca temu iloczynowi
skalarnemu. ? Pare (V, h) nazywa sie przestrzeniq kwadratowg. Dla kazdego
u € V, odwzorowanie V' — k, u — h(u,v) jest liniowe; wygodna jest

UMOWA. Jedli v € V| to oznaczamy przez h(v) element V* taki, ze
(u,h(v)) = h(u,v) dla kazdego u € V.
Odwzorowanie h : V' — V* jest izomorfizmem. Wprowadzajac baze (e,)
w V' i baze dualna (e*) mozemy napisaé
hieu,en) = hy, hie,) =e'h
co usprawiedliwia uzywanie tej samej litery do oznaczania iloczynu skalar-
nego w V' i odpowiadajgcego temu iloczynowi izomorfizmu V. — V*.

Jesli (V) h) jest (p+ q)-wymiarowa rzeczywista przestrzenia kwadratowa,
to istnieje baza ortonormalna taka, ze jesli p # v, to hy, =0,

uv s

hyp=1dla 1<pu<p, hy,=-1dlap+1<pu<p+aq.

Pare (p, q) nazywa sie sygnaturg formy h. (Poprawnosé tej definicji wynika z
twierdzenia Sylvestera o bezwtadnosci form kwadratowych, zob. np. Rozdz.
XIV w [41].) Liczbe p — ¢ nazywa sie indeksem formy kwadratowej h.

1.3.4. Podprzestrzenie. Jesli U jest podzbiorem przestrzeni wektorowej
V nad K i przestrzenig wektorows ze wzgledu na dziatania w V', to mowi
sie, ze U jest podprzestrzeniq wektorowqg V. Mozna wtedy utworzy¢ iloraz
V/U, ktérego elementy to klasy

W={eV|v—-veU};

czesto wygodnie jest pisa¢ v + U zamiast [v]. Iloraz V/U jest przestrzenia
wektorows ze wzgledu na dziatania

W] + [V] =[v+72], Av]=[M], v, €V, e K.

Niech wymiary V' i U beda, odpowiednio, m i n < m. Mozna wybra¢ w V
baze (e,) dostosowang do U, tzn. taka, ze (eq,...,e,) jest baza w U; wtedy
ciag ([ent1]s .-, [em]) jest bazg w V/U, wiec dimV/U = dimV — dimU.

Cigg homomorfizméw
0=USVEBV/IU=0, pl) =,

jest doktadny, co oznacza tu, ze odwzorowanie ¢ jest iniekcja, zachodzi
img ¢ = ker p, a homomorfizm p jest surjekcja.

2Matematycy, definiujac iloczyn skalarny w rzeczywistych przestrzeniach wektoro-
wych, zwykle zakladaja, ze stowarzyszona z nim forma kwadratowa jest dodatnio okre-
slona. Nadajac szczegodlnej teorii wzglednosci postaé¢ matematyczna, Hermann Minkowski
[48] wprowadzil w przestrzeni R* iloczyn skalarny i forme kwadratowa o sygnaturze (1, 3).
Od tego czasu takie ogdlniejsze iloczyny skalarne odgrywaja wazng role w fizyce.
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1.3.5. Suma i suma prosta przestrzeni wektorowych. Sumgq prostq prze-
strzeni wektorowych V' i W nad K jest przestrzen V & W, ktorej zbioér
wektorow jest iloczynem kartezjanskim V' x W, a dziatania sa takie, ze
(v,w) + (V,w') = (v+v,w+w) i ANv,w) = (M, \w) dla wszystkich
v, v €V, w,w' € Wike K. Ogélniej, jesli (V,),er jest rodzing przestrzeni
wektorowych, to mozna utworzyé ich sume prostg @D,c; V,.

Jesli V' i W sa podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni wektorowej
U, to mozna utworzy¢ ich sume

V+W={v+wlveV, we W},

ktora jest podprzestrzenia wektorowa W. Jesli V' i W sg skoniczenie wymia-
rowe, to

dim(V + W) =dimV +dim W — dim(V N W).

Jedli, ponadto, VN W = {0}, to takze w tym przypadku méwi sie, ze suma
ta jest prosta i zapisuje ja jako V @ W C U. Ogdlniej, jesli (V,),es jest
rodzing podprzestrzeni wektorowych przestrzeni U, to mozna utworzy¢ ich
sume Y, V, C U.

1.3.6. Odwzorowania liniowe. Niech V i W beda przestrzeniami wekto-
rowymi nad ciatem przemiennym K o wymiarach m i n, odpowiednio. Od-
wzorowanie h : V' — W nazywa sie K-liniowym jesli dla kazdych A\, p € K
iu,v €V zachodzi

h(Au + pv) = Ah(u) + ph(v).

Méwi sie takze, ze h jest homomorfizmem V' w W. Zbiér Hom g (V, W)
wszystkich takich homomorfizméw jest przestrzenig wektorowag nad K o
wymiarze mn. Istotnie, majac bazy (e,),=1,..m 1 (€p)p=1,.n W V 1 W, od-
powiednio, baze w Hom g (V, W) mozna utworzyé w postaci ciagu mn od-
wzorowan liniowych ji : V' — W takich, ze jesli v = vte,, to jh(v) = v'e,.
Jedli ciato K jest ustalone w rozwazaniach, to zwykle pisze sie Hom(V, W)
zamiast Hom g (V, W). Homomorfizmy V' w V nazywaja sie endomorfizmami
tej przestrzeni; End V' = Hom(V, V).
1.3.7. Przestrzenie i odwzorowania dualne. Przestrzen

V* % Hom (V,K)

nazywa si¢ przestrzenia dualng wzgledem V' lub przestrzenia form nad V.
Skonczenie wymiarowe przestrzenie V' i V* sg tego samego wymiaru. War-
tosé¢ formy a € V* na wektorze v € V oznacza sie czesto przez (v, a). Jesli
(ey) jest baza w V, to baza dualna (et) wzgledem niej sktada sie z form e”
takich, ze

(ep,€”) =0, pwr=1,...,m.
gdzie delta Kroneckera,

(5,’;:1 dla p=v1i0dla pu#wv.

Czasami delte Kroneckera zapisuje si¢ jako 0,,. Jesli h € Hom(V, W), to
h* € Hom(W*, V*) zdefiniowane przez

(v,h*(a)) = (h(v),)  dla wszystkichv € Via e W*
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nazywa si¢ odwzorowaniem transponowanym albo dualnym wzgledem h.
Jesli f € Hom(V, W) i g € Hom(U,V), to f o g € Hom(U, W) oraz
(fog)=g"of" i idy” =idy~.
1.3.8. W jezyku teorii kategorii [40, 41] méwi sig, ze odpowiednio$¢
fe=fr VeV

jest funktorem kontrawariantnym z kategorii przestrzeni wektorowych nad
K w te samg kategorie.

Iteracja funktora *, tzn. odpowiednios¢ f +— f** et (f5), V= V=
jest funktorem kowariantnym, (f o g)** = f** o ¢**. Przestrzenie V, V* i
V** sa tego samego wymiaru; ponadto, V i V** mozna utozsamié¢, bo dla

kazdej skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V' istnieje izomorfizm
naturalny Ny -V — V** zdefiniowany przez

(1.9) (a, Ny (v)) = (v,a) dla wszystkich v € V, a € V*
i posiadajacy te wlasnosé, ze jesli h € Hom(V, W), to diagram

jest przemienny. Po utozsamieniu V' i V** pomija sie Ny ; zamiast (1.9) moz-
na napisa¢ (a,v) = (v, ). Czesto stosuje sie takie naturalne utozsamienia
takze w innych sytuacjach; teoria kategorii zostata rozwinigta m.in. po to,
aby nadaé $ciste znaczenie pojeciu naturalnosci; zob. str. 48 w [39].

1.3.9. lloczyny tensorowe. Niech V i W beda przestrzeniami wektoro-
wymi nad k, o wymiarach i z bazami jak w paragrafie 1.3.6. Ich iloczyn
tensorowy mozna zdefiniowa¢ jako

def

(1.10) V @ W = Hom(V*, ).

Jesli ciato k jest ustalone w rozwazaniach, to zwykle pomija sie je w zapisie
iloczynu tensorowego. Iloczyn tensorowy nieskonczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych wymaga innej, ogdlniejszej definicji, zob. Rozdz. IX §2
w [7].

STWIERDZENIE 1.5. Odwzorowanie
VW =VeW, i(vwa=(v,a)w, aeV*
jest biliniowe i uniwersalne ze wzgledu na odwzorowania biliniowe, tzn. jesli
h:VxW—=U
jest bilintowe, to istnieje odwzorowanie liniowe
h:VeWw —U

takie, ze

h=hoi.
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Istotnie, bazy (e,) w V i (e,) w W okreslaja baze (j,,) wV @ W =
Hom (V*, W) taka, ze

Jup() = (e, a)e,.

Majac h, definiuje sie h,, = h(e,,e,) oraz h jako odwzorowanie liniowe
takie, ze

~

h(jup) = hyp.

Zgodnie z (1.10) pisze sie v @ w dof i(v, w). Postugujac sie Stw. 1.5 dowodzi
sie istnienie naturalnego izomorfizmu iloczynéw tensorowych U @ (V @ W)
i (U®V)® W (lacznosé iloczynu tensorowego, mozna pomijaé¢ nawiasy).
Przestrzen tensoréw (,,kontrawariantnych”) stopnia k,

RV =vVe eV (k czynnikéw)

ma wymiar m*: baze tej przestrzeni mozna utworzy¢ jako ciag, sktadajacy
sie z tensorow

€y @ @€y, iy ik =1,...,m.

Elementy iloczynu
THV) = (®"V) ® (R'V7)
to tensory o walencji (k,1). Jesli A jest tensorem o walencji (k, 1),
A frmd A,lel;kl 61,1 ® PPN ® er ® eﬂl ® .. ® ey,l

to czesto uzywa sie uproszczonego zwrotu ,,A;’fl’;fl jest tensorem”; walencja

tensora jest zakodowana w potozeniu i liczbie wskaznikéw.
Przestrzet TR (V) = TE(V*) jest dualna wzgledem TE(V): jesli
AcTEV)iBeTYV), to
(A, B) = A B

RN

1.4. Struktury rzeczywiste, zespolone i kwaternionowe.

1.4.1. Kompleksyfikacja © realifikacja. Niech V' bedzie rzeczywista prze-
strzenig wektorows; jej kompleksyfikacja V¢ = C®gr V sklada sie ze wszyst-
kich wektoréw postaci v + iv, gdzie u,v € V. O przestrzeni V mowi sie, ze
jest formq rzeczywistq przestrzeni VC. Jedli V jest skoniczenie wymiarowa,
to

dime VE = dimg V.
Jedli V jest zespolong przestrzenig wektorowa, to jej realifikacja V¥ jest
rzeczywista przestrzenia wektorowa, ktorej zbidér wektorow i mnozenie ich

przez liczby rzeczywiste sa takie, jak w V. Jedli V' ma baze (eq,...,en), to
(€1, ... em,ie1,...,iey) jest baza w VE, wiec

dimg V¥ = 2dimc V.
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1.4.2. Odwzorowania potliniowe. Niech V i W beda zespolonymi prze-
strzeniami wektorowymi. Odwzorowanie f : V — W nazywa sie pdtlinio-
wym (czasem: antyliniowym) jesli dla kazdych A,y € C i u,v € V zachodzi

fu+ pv) = Mf(u) + if (v).

Sprzezenie zespolone C — C, z — z, jest potliniowe.

Przestrzeti wektorowa sprzezong do V' definiuje sie jako przestrzen V,
ktora ma ten sam zbiér elementéow i strukture grupy przemiennej co V,
natomiast mnozenie wektora przez liczbe zespolong w przestrzeni V jest
poprzedzone sprzezeniem tej liczby. Obowiazuje umowa, ze wektor v, roz-
patrywany jako element przestrzeni v, jest zapisywany w postaci v, wiec

Apv=Ayv dlakazdych Ae CvelV,

co jest réwnowazne

A-V=A-0.
W ostatniej réwnosci kropka po lewej stronie oznacza mnozenie w V', a po
prawej — w V. Odwzorowanie

LV =V, v a(v) =0

jest polliniowe i uniwersalne w tym sensie, ze kazde odwzorowanie poéi-
liniowe f : V — W mozna przedstawi¢ jako zlozenie f = f o ¢, gdzie
f:V — W jest odwzorowaniem liniowym, f(7) = f(v). Jesli (e,) jest baza
w przestrzeni V, to (€,) jest baza w V; zwykle pisze si¢ e; zamiast €,. W
rachunku spinorowym, wedlug van der Waerdena [64] i Infelda [32], uzywa
sie zapisu v = vfe;, i nazywa elementy V i V spinorami , kropkowanymi”
i ,niekropkowanymi”, odpowiednio. Penrose i jego szkota uzywaja wskaz-
nikéw primowanych zamiast kropkowanych [52, 53]. Jesli f : V — W jest
odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie liniowe f : V — W dane jest
wzorem f(v) = f(v). Odwzorowanie f + f jest pétiniowe.

Przestrzenie (V)* i V* mozna utozsamié i oznaczaé przez V*. Przestrzen

V mozna utozsami¢ z V; wtedy v = v i f = f. Jedli (e*) jest bazg w
V*, dualna wzgledem (e,,), to (e”) jest baza w V*, dualna wzgledem (e;),
v = (v, €M), itd.

1.4.3. Odwzorowania pottoraliniowe. Jesli przestrzenie U, V, W sg zespo-
lone, to odwzorowanie

f:VxXW=U

ktore jest potliniowe na V' i liniowe na W nazywa si¢ odwzorowaniem pdi-
toraliniowym. Wtedy odwzorowanie V x W — U, (v,w) + f(v,w) jest
biliniowe.

1.4.4. Przestrzenie pseudounitarne i unitarne. Niech

(1.11) AV =V
bedzie liniowe; odwzorowanie

VxV=C, (u,0)— (uv) % (@, Av),
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jest péttoraliniowe. Ponadto, (u|v) = (v|u) dla kazdych u,v € V wtedy i
tylko wtedy, gdy odwzorowanie A jest hermitowskie,

(1.12) A= A
Wprowadzajac macierz wspoétczynnikéw odwzorowania A,
Aeu = eDAgu,

i zaktadajac, ze zachodzi (1.12) otrzymuje sie
Ay, = (e, Ae,) = (evle,).
wiec macierz (Ap,) jest hermitowska,
Al‘/u = TM
Jedli A jest izomorfizmem, to forma (u,v) — (u|v) jest niezwyrodniata, tzn.
(ulv) = 0 dla kazdego u € V pociaga v = 0. Pare (V, A), gdzie V jest

przestrzen zespolona z niezwyrodniata forma hermitowska (hermitowskim
iloczynem skalarnym)

(1.13) (ulv) = (u, Av)

nazywa sie przestrzenia pseudounitarng.
Jesli forma ta jest ponadto dodatnio okreslona, u # 0 = (u|u) > 0,
to moéwi sie, ze A definiuje w V' strukture przestrzeni unitarnej. Liczbe

llu|| = v/ (u|u) nazywa sie wtedy normg wektora wu.

Uwaga: matematycy zwykle okreslaja hermitowski iloczyn skalarny w ten
sposéb, ze odwzorowanie u — (u|v) jest liniowe, a v — (u|v) jest p6iiniowe;
tu przyjmuje sie definicje stosowang przez wiekszo$¢ fizykoéw. Matematycy
rzadko rozpatrujg reprezentacje grup w przestrzeniach pseudounitarnych.
W fizyce, w zwiazku z reprezentacjami grup niezwartych, takich jak gru-
pa Lorentza, pojawiaja siec w naturalny sposéb przestrzenie i reprezentacje
pseudounitarne. Z tego wzgledu celowe jest jawne uwidacznianie odwzoro-
wania A okreslajacego te strukture.

W przestrzeni unitarnej istnieja bazy unitarne (e, ), tzn. takie, ze

(euler) = duv-

Wtedy (Ajp,) jest macierza jednostkows i nie wystepuje jawnie we wzorach.

W skoniczeniewymiarowej przestrzeni pseudounitarnej kazdemu endo-
morfizmowi F' odpowiada endomorfizm sprzezony (wzgledem iloczynu (1.13))
FT taki, ze

(Fulv) = (u|F'v),

dla kazdej pary wektoréw u i v. Na podstawie (1.13) jest
(1.14) FI = A7'F*A.
Odwzorowanie F' +— FT jest poHiniowe; jesli 1, Fy € EndV, to (F} o Fy)t =
FQJr o Ff Jedli F = F', to méwi sie, ze endomorfizm F jest samosprzeiony
(wzgledem iloczynu (1.13)); endomorfizm F jest pseudounitarny (wzgledem
iloczynu (1.13)) jesli FTF = idy; jest on wtedy odwracalny, F~! = FT,
Uwzgledniajac (1.14) mozna warunek pseudounitarnosci zapisa¢ w postaci

(1.15) F* = AF'A™h
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Zbior wszystkich automorfizméw pseudounitarnych tworzy grupe pseudo-
unitarng U(A). W przestrzeni V = C*! wprowadza sie strukture przestrzeni
pseudounitarnej zdefiniowang przez forme hermitowska o sygnaturze (k,[):

2 2 2 2
(ulu) = |ug]® + -+ + |ug|” = [upga|” — - = |Jugp]”,

gdzie u = (u,) € C*; pisze sie wtedy U(k, 1) zamiast U(A). Dla I = 0 méwi
sie o strukturze unitarnej i grupie unitarnej U(k).

Wazne sg nastepujace definicje i fakty zwigzane z przestrzeniami unitar-
nymi. Kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni unitarnej jest unitarna
ze wzgledu na ograniczenie iloczynu skalarnego do tej podprzestrzeni. Jesli
W jest podprzestrzenia przestrzeni unitarnej V', a W+ jest podprzestrzeni
ortogonalng do W,

WH={weV|weW = (vw) =0},

toV =WaW. Jesli (F,,) jest macierza endomorfizmu F wzgledem bazy
unitarnej, Fe, = Y, e, I}, to macierz endomorfizmu sprzezonego powstaje
przez sprzezenie hermitowskie: F /L, =F,,.

1.4.5. Struktura rzeczywista i kwaternionowa. Niech W bedzie zespolo-
ng przestrzenia wektorowa; odwzorowanie linjowe C' : W — W takie, ze
CC = idy okredla strukture rzeczywistqy w tej przestrzeni. Zbiér

V={weW|w=_Cw}

jest rzeczywista podprzestrzeniag W, ktérej kompleksyfikacja VC jest izo-
morficzna W.

Niech teraz W bedzie parzystowymiarowa zespolona przestrzenia wek-
torowg, dim¢ W = 2n. Odwzorowanie liniowe C' : W W takie, ze
CC = —idy pozwala wprowadzi¢ w zbiorze W strukture prawej, kwaternio-
nowej przestrzeni wektorowej. Mianowicie, definiujac, dla kazdego w € W,

wi =v—1lw, wj=C 1w,

otrzymuje sie (wi)i = (wj)j = —w oraz (wi)j + (wj)i = 0, wiec, zgodnie z
(1.5) wystarczy potozy¢ wk = (wi)j. Jest: dimg W = n.

2. Algebry

W niniejszym paragrafie o wszystkich rozpatrywanych przestrzeniach
wektorowych zaktada sie, ze sg nad cialem k = R albo C.

2.1. Definicje i przyktady.
2.1.1. Algebra jest to przestrzen wektorowa A z odwzorowaniem bilinio-
wym
AxA— A
zwanym mnozeniem i zapisywanym jako

(a,b) = a-b albo [a,b],

a takze na inne sposoby. Homomorfizm algebry A w algebre B to od-
wzorowanie liniowe h : A — B takie, ze dla kazdych a,a’ € A zachodzi
h(aa’) = h(a)h(a'). Jedli h jest, ponadto, bijekcja i h™! jest tez homomorfi-
zmem, to o h mowi sie, ze jest izomorfizmem.
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Podprzestrzen B algebry A taka, ze BB C B nazywa sie podalgebrg
algebry A. O podzbiorze R podalgebry B moéwi sie, ze ja generuje, jesli B
jest najmniejsza podalgebra zawierajaca R, tzn. jesli B’ jest podalgebra A
i R C B, to B C B'. Np. pierécieri H mozna rozpatrywadé jako algebre nad
R, generowang przez zbiér {i,j}.

Podprzestrzen B algebry A taka, ze AB C B (BA C B) nazywa sie¢ jej
lewostronnym (prawostronnym) idealem. Kazdy ideal jest podalgebra. Jesli
B jest idealem dwustronnym — tzn. lewo- i prawostronnym — algebry A,
to przestrzen ilorazowa A/B ma strukture algebry taka, ze odwzorowanie
kanoniczne A — A/B, a +— a + B, jest homomorfizmem algebr.

2.1.2. Algebra jest {gczna jesli (ab)e = a(be) dla kazdych a,b,c € A.
Algebra moze mie¢ jednosé, tzn. element 1, € A taki, ze 14a = aly = a dla
kazdego a € A. W dalszym ciagu zaktada sie tu, ze rozpatrywane tu taczne
algebry maja jednos¢, a homomorfizmy miedzy nimi przeprowadzaja jedno-
Sci w jednosci. Jedli algebra A ma jedno$é, to jest iniekcja k — A, A — Ay,
co pozwala utozsami¢ k z jednowymiarowa podprzestrzeniag A. Jesli A jest
algebra taczna i n € N, to A(n) oznacza algebre (laczna) wszystkich kwa-
dratowych macierzy stopnia n o elementach nalezacych do A; jej jednoscia
jest 141.

2.1.3. Algebra jest przemienna jesli ab = ba dla wszystkich a,b € A. Np.
C jest algebra taczna i przemienng nad R. Zbiér kwaternionéw jest taczna,
ale nieprzemienng algebra nad R.

2.1.4. Sumgq prostg algebr A i B jest algebra A@® B = A x B, w ktérej
mnozenie elementéw jest takie, ze

(al,bl) . (ag,bg) = (alag,blbg) dla kazdych ai,as € A, bl,bz € B.

2.1.5. Iloczynem tensorowym algebr A i B jest algebra, ktérej przestrzen
wektorowa jest iloczynem tensorowym A ® B, a mnozenie elementéw jest
takie, ze

(a1 (%9 bl) : (CLQ & bg) = (a1a2) X (blbg) dla kazdych ay, a9 € A, bl, b2 € B.

Np. jesli ciato C jest rozpatrywane jako dwuwymiarowa algebra nad R, to
iloczyn C ®@g C jest algebra izomorficzng C & C; izomorfizm jest dany przez
przedtuzenie odpowiednio$ci

V_1®1'_><V_]-7V_1)7 I® V_]-'_>(V_ 7_\/_1)‘
Podobnie, izomorfizm C ®g H — C(2) otrzymuje si¢ z
V11— vVv-1I, 1®i— —v—1lo, 1Qj+¢

gdzie i, j sa jednostkami kwaternionowymi, jak w ustepie 1.2, a

(1.16) [:(é (1)> a:<(1) é) s:<[1) _01>, 7':<(1) _01>.
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2.1.6. Odwzorowanie liniowe D : A — A nazywa sie rézniczkowaniem
algebry A jesli dla kazdych a,b € A jest spelniona requla Leibniza D(a-b) =
D(a)-b+a-D(b).

Jesli algebra A ma jednos¢ 14, a D jest jej rézniczkowaniem, to

D(14) = D(14 - 14) = 2D(14),
wiec D(1,4) = 0.

2.1.7. Algebra A z iloczynem [, | nazywa sie algebrg Liego jesli dla kaz-
dych a,b, ¢ jest [a,b] + [b,a] = 0 oraz zachodzi tozsamosé Jacobiego

[[a7 b]) C] + [[67 C]? a] + [[07 CL], b] = 0.

Np. jesli A jest algebra laczna, to kladac [a,b] = ab — ba otrzymuje si¢ w
tym samym zbiorze A strukture algebry Liego.
Tozsamo$¢ Jacobiego jest rownowazna stwierdzeniu: dla kazdego a € A
odwzorowanie A — A, b+ [a, b] jest rézniczkowaniem algebry (A, [, ]).
Jesli (e,,) jest baza n-wymiarowej algebry Liego, to

(1.17) lev,ep] = e, v, p=1,...,n.

Liczby ¢, € k nazywaja si¢ stalymi strukturalnymi algebry Liego wzgle-
dem bazy (e,,). Na mocy antysymetrii nawiasu [, | oraz tozsamosci Jacobiego
state strukturalne spetniaja

(1.18) e, +ch, =0, ¢ b +cp ch,+eg,ch, =0, pvpor=1...n

vp-TO pT VO TV po

PRZYKEAD 1.10. Przestrzen wektorowa R? z iloczynem wektorowym
u X v jest algebra Liego. Tozsamo$¢ Jacobiego mozna tu sprawdzi¢ postu-
gujac sie tozsamoscia

(uxv)xw=(u-w)v—(v:-wu.

PRzZYKELAD 1.11. Niech K(n) oznacza algebre wszystkich macierzy stop-
nia n o elementach nalezacych do ciala K = R, C albo H. Wprowadzajac w
K (n) skladanie elementéw przy pomocy komutatora [a, b] = ab — ba otrzy-
muje sie algebre Liego gl(n, K). Niech tra oznacza $lad macierzy a; zbiory

sl(n, K) ={a € gl(n,K) | tra = 0}

sg algebrami Liego dla K’ = R lub C, ale nie sa takimi algebrami dla K = H
in > 1, bo na przyktad biorac
(1.19)

(0 g (0 K o _ oft 0
a—<_j 0), b_<—l<: 0) otrzymuje si¢ ab — ba = 2(0 2)

Jesli a,b € H(n), to czesé rzeczywista sladu macierzy ab — ba znika, wiec
zbiér
sl(n,H) = {a € gl(n,H) | tra + tra = 0}
jest algebra Liego nad R o wymiarze 4n? — 1.
Niech a* oznacza macierz transponowana wzgledem a € gl(n, K). Zbior
macierzy (antysymetrycznych)

so(n,K)={a€gln,K)|a" =—a}
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jest algebra Liego dla K = R i C, ale nie jest taka algebrg dla K = H, n > 1,
co widaé na podstawie przyktadu (1.19). Zwykle zapis so(n, R) upraszcza
si¢ do so(n).

PrRzYKEAD 1.12. Niech K bedzie (~-wymiarows przestrzenia wektorowa
nad k oraz L = K*. W przestrzeni V = K & L mozna wprowadzi¢ dwie
naturalne, nieosobliwe formy biliniowe w, i w_,

(1.20) we VXV ok whk+LE+U)=(k1T)+{EI),
gdzie k. k' € K il,l' € L. Niech (k;);=1,.¢ bedzie baza w K, a (1;)i=1,.¢ —
baza dualna,
<k‘i, l]> - 51]
Podprzestrzenie K i L sa catkowicie zerowe wzgledem obu tych form,
wi(ki, kj) = O, wi(li, l]) =0 oraz wi(k:i, l]) = 52J
Endomorfizm X € End V' mozna przedstawi¢ w postaci ,,blokowej”,

(1.21) X = (é g) , gdzie A€EndK, B € Hom(L, K), itd.

Algebry Liego
g+ = {X € EndV | wi(Xv,v") + wi(v, X0") = 0}.
zawieraja wszystkie macierze postaci (1.21) takie, ze
B*=FB, C"=FxC, D=-A"
Algebra g_ to algebra symplektyczna algebra Liego sp(/, k).

Niech a' = a@* oznacza macierz hermitowsko sprzezona z macierzg a €
gl(n, K), K = C lub H. Zbiory macierzy

su(n) = {a € sl(n,C)|a’ = —a} oraz sp(n) = {a € gl(n,H)|a" = —a}
sg algebrami Liego nad R.

STWIERDZENIE 1.6. Zbior Der A wszystkich rézniczkowan algebry A nad
k jest, ze wzgledu na komutator, algebrq Liego nad k.

Dowoéd. Widaé¢ od razu, ze jesli Ay, Ao € ki Dy, Dy € Der A, to A\{ Dy +
XDy € DerA. Jedliaibe A, to
[Dl, DQ](ab) = Dl((DQCL)b + CLDQb) — Dg((Dla)b + CLle) =
= (Dnga)b + Dzale + Dlang + GD1D2b+
— (DQDlCL)b — Dlang — DQ(Zle — ClDQle =
= ([Dl, Dg]a)b + (I[Dl, Dg]b,
wiec [Dy, Ds] € Der A. O
Wystepujaca w tym stwierdzeniu algebra A nie musi by¢ taczna. W

szczegllnoscei, jesli A jest algebra Liego, to odwzorowanie ad(a) : A — A,
ad(a)b = [a,b], jest rézniczkowaniem wewnetrznym tej algebry.
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2.1.8. Algebry ze sprzeieniem. Sprzeieniem w algebrze z jednoscia A
nad R nazywa si¢ odwzorowanie liniowe a +— a takie, ze

(1.22) a=a, ab=ba, aa=aa oraz jesli a =a, toa € R.
Warunki (1.22) pociagaja

aa € R oraz Rea % t(a+a) eR.
Sprzezenie jest dobre, jesli, ponadto,

(1.23) a#0 = aa>0.

W algebrze z dobrym sprzezeniem kazdy # 0 element jest odwracalny, a=! =

a/aa. Np. algebry R, C i H sa algebrami z dobrym sprzezeniem.
Jesli algebra A jest taczna, to zbidr

{a € A|aa =1}
jest grupa.

Konstrukcja Cayley—Diakona pozwala zbudowaé z algebry A, z dobrym
sprzezeniem, algebre A?, takze z takim sprzezeniem, o podwdjnym wymia-
rze. W tym celu, w przestrzeni wektorowej A & A wprowadza sie iloczyn
elementéw

(1.24) (a,b)(c,d) = (ac — db,ad + cb)

oraz sprzezenie

(a,b) = (a, —b).
Jedli 1 jest jednoscia A, to (1,0) jest jednoscia A? oraz Re(a,b) = (Rea,0).
Obliczajac

(a,b)(a,b) = (aa + bb,0) = (aa + bb, 0) = (a,b)(a,b)

oraz

(a,b)(c, d) = (ac — db, ad + cb) = (ac — db, —ad — cb) =
= (¢a — bd, —ad — cb) = (¢, —d)(a, —b) = (c,d) (a,b)

sprawdzamy, ze w algebrze A? spelnione sq warunki (1.22) i (1.23), wiec
sprzezenie w tej algebrze tez jest dobre.

LEMAT 1.7. Jesli algebra z dobrym sprzezeniem A jest tgczna, to algebra
A? nie ma dzielnikéw zera.

Dowéd. Wystarczy pokaza¢, ze jesli (a,b)(c,d) = 01 (a,b) # 0, to
(¢,d) = 0. Opierajac sie na (1.24), mnozac 0 = ac — db z prawej strony
przez b, korzystajac z tacznosci algebry A oraz ad + c¢b = 0 otrzymujemy

0 = a(ch) — d(bb) = —(aa + bb)d

wigc jesli (a,b) # 0, to d = 0. Podobnie, mnozac ac — db = 0 z lewej strony
przez a otrzymujemy (aa + bb)c =, stad: jesli (a,b) # 0, to ¢ = 0. O
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Biorac Ay = R z trywialnym sprzezeniem, a = a, mozna skonstruowac
ciag (An)nen algebr ze sprzezeniem, kladac A, = A2 tak, ze dimg 4, = 2",
Sa tatwe do sprawdzenia izomorfizmy algebr ze sprzezeniem,

A —C, (a,b)—a++V—1b, a,beR
Ay —H, (a++v-1bjc++vV—1d) —» a+ib+jd+ ke, a,b,c,d €R,

7 definicji, algebra A3 to o$miowymiarowa algebra oktonionéw Q. Na mocy
Lematu algebra @ nie ma dzielnikéw zera, ale — jak mozna pokaza¢ — nie
jest taczna (zob. Zadanie 1.12). Algebra sedeniondw A* ma dzielniki zera.

2.2. Algebry z gradacjg. Niech Z oznacza pierécien Z albo 5 i niech
A bedzie algebra nad k. Méwi sie, ze A jest algebrq z gradacjg wzgledem Z
jesli dany jest rozklad A na sume prosta przestrzeni wektorowych,

A= @kez Ay
taki, ze
jesli ay € Apiaq € A, toa-a; € Ak—&—l'

O elementach Ay moéwi sie, ze sa stopnia k; elementy stopnia 0 i 1 algebry
z gradacja wzgledem Fy nazywa sie, odpowiednio, elementami parzystymi i
nieparzystymi. Homomorfizm Z — F, taki, ze 2k + 1 — 1, pozwala z kazdej
algebry z gradacja wzgledem Z utworzy¢ algebre z gradacja wzgledem [y
przez ,zapamietywanie” tylko parzystosci elementéw algebry. W dalszym
ciagu, gradacja bez okreslenia pierécienia Z oznacza gradacje wzgledem Fs.
Wygodnie jest algebre z gradacja A = Ay @ Ay zapisywac tez jako Ag — A.

Gradacje algebry A = Ay @& A; mozna scharakteryzowa¢ przy pomocy
automorfizmu gltownego tzn. takiego o € End A, ze

alAc = (—1)ids,, €€{0,1}

PrzyKrAD 1.13. (i) Algebra 2B ' B® B ma gradacje okreslong przez
automorfizm « taki, ze a(by, by) = (be, b1). Odwzorowanie B — 2B to
b (b,b).

(ii) Algebra B(2) ma gradacje okreslona przez automorfizm inwolutywny
a taki, ze a(a) = Tat™ !, a € B(2), gdzie T jest jak w (1.16). Odwzorowanie
2B — B(2) umieszcza (by, be) na przekatnej.

Niech teraz k = R.

(iii) Algebra R — C ma gradacje okres$lona przez sprzezenie zespolone.

(iv) Algebra C — H ma gradacje okreslona przez o(q) = kgk™!, gdzie
k jest jedna z jednostek kwaternionowych, k? = —1. Kwaterniony postaci
xi+1vyj, x,y € R, sa nieparzyste.

(v) Algebra R(2), oprocz gradacji opisanej w (ii), ma nieréwnowazna
jej gradacje taka, ze a(a) = cac™!, gdzie a € R(2), a ¢ jest jak w (1.16).
Podalgebra parzysta jest tu izomorficzna C.

(vi) Algebra H — C(2) ma automorfizm gléwny « taki, ze a(a) = eas™,
a € C(2). Czes$¢ parzysta tej algebry to

spanp{l,v—1lo,,vV—1lo,, vV—1o,} = H.

Tutaj o, = 0, 0y = \/—1¢, 0, = T s3 macierzami Pauliego.
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2.2.1. Rézniczkowaniem stopnia [ algebry z gradacja A nazywa si¢ r6z-
niczkowanie D : A — A, takie, ze DA, C Ay, Zbiér wszystkich réz-
niczkowan algebry z gradacja tworzy algebre Liego z gradacja: komutator
(D1, D3] = Dy o Dy — Dy o Dy rézniczkowania Dy stopnia [y i rézniczkowania
Dy stopnia [y jest rozniczkowaniem stopnia Iy + ls.

PrzyKrAD 1.14. Algebra A funkcji wymiernych (tzn. ilorazéw wielo-
mianéw o wspdtezynnikach nalezacych do k) jednej zmiennej x ma gradacje
wzgledem Z; dla k € 7Z jest A;, = ka*. Rézniczkowanie % funkcji jest stop-
nia —1.

2.3. Algebra tensorowa. Algebra tensorowa nad V jest, jako prze-
strzen wektorowa, suma prosta

TV) =02, RV, ®R°V=k

Kazdy element a € T(V) jest ciagiem tensoréw kontrawariantnych,

a= (ap,a,...), gdzie a;€ X" V,

takim, ze prawie wszystkie elementy ciggu sa zerami, tzn. takim, ze istnieje
k, € N o tej wlasnosci, ze k > k, = a; = 0. lloczyn a ® b elementéw a i
b = (bi)k—o,,. definiuje si¢ tak, ze

(1.25) (@®@b)k =1 g ® by

co nadaje nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni T (V') strukture tacznej al-
gebry nad k. Jednoscia tej algebry jest ciag (1,0,0,...). Algebra tensorowa
ma oczywista gradacje wzgledem Z.

Inne, wazne algebry definiuje sie jako ilorazy algebry tensorowej przez
jej ideaty.

2.4. Algebra Grassmanna.

2.4.1. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, a A — algebra. Odwzoro-
wanie liniowe f : V' — A takie, ze f(v)? = 0 dla kazdego v € V nazywa
si¢ odwzorowaniem Grassmanna. Niech Jg, (V') bedzie ideatem algebry T(V)
generowanym przez zbiér wszystkich tensoréw postaci v ® v, v € V. (Okre-

Slenie generowany oznacza tu najmniejszy dwustronny ideal zawierajacy

wszystkie te elementy.) Iloraz A\ V & T(V)/Jar(V) jest taczng algebra z

gradacja wzgledem Z, zwana algebrg Grassmanna. Niech x : T(V) — AV
bedzie odwzorowaniem kanonicznym, k(a) = a + Jg, (V). Ograniczenie k
do k @ V jest iniekcja, wiec mozna uwazaé¢ k @ V za podprzestrzenr /A V.
Mnozenie elementéw w /\ V oznacza si¢ przez A, k(a ® b) = x(a) A x(b).

STWIERDZENIE 1.8. Iniekcja v : V — AV jest uniwersalnym odwzoro-
waniem Grassmanna, tzn. jesli f -V — A jest odwzorowaniem Grassman-
na, to istnieje homomorfizm algebr f : NV — A taki, ze f = f o k.

Dowoéd. Odwzorowanie f przedtuza sie do homomorfizmu algebr
T(f) : T(V) — A w ten sposéb, ze T(f)(v1 ® - @ vg) = f(v1) ... f(vg).
Homomorfizm T(f) znika na Ja:(V), wiec dobrze definiuje f(a + Ja:(V)) =
T(f)(a). O
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2.4.2. Tensory mozna symetryzowac i antysymetryzowac¢. W szczegol-
nosci, odwzorowanie antysymetryzacji Alt @ T(V) — T(V) jest liniowe i
przeprowadza tensory kontrawariantne w ich czes¢ w petni antysymetrycz-
ng; jeslia € Tk(V) jest tensorem o sktadowych a**#* to Alta ma sktadowe

-] 2t ;' Y e, (sgn m)ak=)-Hrte)
Widaé, ze Alt € End T(V) jest rzutowaniem, Alt o Alt = Alt. Przestrze-
ni wektorowej AltV L ALt (T(V)) mozna nadaé¢ strukture tacznej algebry
ktadac
Alt(a) - Alt(b) = Alt(a®b) dlaa,be T(V).

Zbior k @ V jest podprzestrzenia AltV. Dla kazdego v € V' C T(V) jest
Alt(v ® v) = 0, wiec f : V — AltV jest odwzorowaniem Grassmanna,
okreslajacym izomorfizm algebry AV i algebry zewnetrznej AltV. Ten izo-
morfizm jest naturalny; nie ma potrzeby odrézniania algebr AV i AltV;
tradycyjnie, nazwy: algebra Grassmanna i algebra zewnetrzna uzywa sie
wymiennie.

2.4.3. Jesli przestrzen V jest n-wymiarowa, to jest rozktad na sume pro-
sta

AV =@ AV

gdzie AN v jest przestrzenia wektorowg tensoréw w pelni antysymetrycz-
nych stopnia k,

/\kV:{aG(X)kVM:AIta}, R’V =k

Elementy AN v nazywa sie zwykle k-wektorami, a elementy /\V — mul-
tiwektorams; k-wektor jest multiwektorem jednorodnym stopnia k. Jesli
ac Nvive A V', to iloczyn zewnetrzny tych multiwektorow jest

(k + [)-wektorem a A b = Alt (a ® b) o sktadowych

(a A byHLtwviv — kit gl

Kazdy multiwektor a € /\'V jest ciggiem (ao, ..., a,) gdzie a; € A*V. Na
mocy (1.25) iloczyn zewnetrzny multiwektoréw a i b jest taki, ze

(aNb)g =1 gar Abyy.
Odwzorowanie h € Hom(V, W) okresla odwzorowanie
A NV — AN'w
takie ze
(1.26) (A Ry A=+ Avg) = h(vi) A+ A h(vg)

dla wszystkich vq,...v, € V oraz przedhuza sie do homomorfizmu algebr
/N h: AV = A W.Dokladniej, /\ jest funktorem kowariantnym z kategorii
przestrzeni wektorowych w kategorie algebr z gradacja.
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2.4.4. Jedli (e,,) jest baza w n-wymiarowej przestrzeni V, to baza w N v
jest zbior wszystkich k-wektorow postaci
(1.27) ey N ey N - Ney,, gdzie 1<y < pg < -+ < pig, < n.
Liczba ciagdw (fi1, fio, - - - px) speliajacych warunek okreslony w (1.27) wy-

. n .
nosi (k), wiec

dmAV =57, <n> —on,

k
STWIERDZENIE 1.9. Cigg wektorow (vy,...,vy) jest liniowo niezalezny
wtedy 1 tylko wtedy gdy
(1.28) vy A Ao #£ 0.
Jesli wektory vy, ...,vp € V sg liniowo zalezne, to mozna jeden z tych

wektoréw przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji pozostatych, wigc vy A
-« ANv =0, bov Av = 0 dla kazdego v € V. Jesli przestrzen V' jest n-
wymiarowa, a wektory vq,...,v; sa liniowo niezalezne — wiec £k < n — to
mozna ich zbiér uzupetic¢ tak, aby ciag vy,...,v, byt baza w V., wtedy
vy A -+ Av, # 0 rozpina /A" V i tym bardziej zachodzi (1.28).

2.4.5. Przestrzenn wektorowa /\ V* mozna utozsamié¢ z przestrzenig du-
alna wzgledem /\ V okreslajac odwzorowanie obliczania

AV x ANV =k, (a,w) > (a,w)

tak, ze jesli vy, ...,vp € Viag,...,ar € V* to
(1.29) (V1 A= Avg,ar A=+ A ay) = det (v, o).
Jedli w e A" V*, to zamiast (vy A -+ A v, w) zwykle pisze sie w(vy, ..., vg);

inaczej méwigc w rozpatruje sie jako odwzorowanie V' x - -+ x V' — k, ktore
jest k-liniowe i w pelni antysymetryczne,

W(Vr(1)s - -5 Urry) = (sgm)w (v, ..., vx), dla kazdego m € &.

2.5. Algebra symetryczna. Podobnie, niech J5(V') oznacza ideal al-
gebry tensorowej T(V') generowany przez wszystkie elementy postaci

UV —vQu, gdzie wu,velV.

Algebra symetryczna nad przestrzenia V to iloraz Sym (V) = T(V)/Js(V).
Algebra symetryczna jest lgczna, przemienna i ma gradacje wzgledem Z.
Algebra symetryczna jest uniwersalna ze wzgledu na odwzorowania syme-
tryczne: jedli A jest algebra, a f : V — A odwzorowaniem liniowym takim,
ze f(u)f(v) = f(v)f(u) dla wszystkich u,v € V| to istnieje homomorfizm
algebr f : Sym(V) — A taki, ze f = f o, gdzie k : V — Sym(V) jest
naturalng iniekcja.

Czesé symetryczna (,,symetryzacja”) tensora a o sktadowych att-#* jest
tensorem Sym A o sktadowych

1
PACERTY) def 7 Zﬂ'GGk aPr()H (k)
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Algebre symetryczng mozna utozsamié z algebra S(V) = @, S*(V) ten-
sorow symetrycznych, w ktoérej iloczyn symetryczny © tensorow a € Sk(V)
i b e SY V) jest okrelony na sktadowych wzorem

(a ® b)#ln-#k’/lml/l — a(l‘l-u#kbl’lnﬂl)'

2.6. Superalgebry Liego. W algebrach z gradacja w naturalny spo-
sOb pojawiajg sie ,superrozniczkowania”; ich zbior tworzy . superalgebre
Liego”, w ktorej ztozenie elementow nieparzystych jest antykomutatorem,
podobnie do tego, co w teoriach kwantowych wystepuje dla operatorow
zwigzanych z fermionami. Ta terminologia pochodzi od fizykéw i nawigzuje
do prac nad supersymetriami w teorii oddziatywan elementarnych; zob. np.
[19]. Artykut [14] jest dobrym, wezesnym przegladem tej tematyki, napisa-
nym dla fizykéw. Niektorzy matematycy nie przyjmujg nazwy ,, superalgebra
Liego” i méwig — w tym kontekscie — o algebrach Liego z gradacja, co moze
prowadzi¢ do nieporozumien gdyz uzywa sie algebr Liego z gradacja, nie
bedacych superalgebrami. Ale Jurij I. Manin po$wieca znaczng czesé ksigz-
ki [44] tej tematyce i stale uzywa przedrostka super w kontekscie algebry i
geometrii, gdy wystepuja wielkosci antykomutujace. Zob. takze [63].

2.6.1. Niech A bedzie algebra z gradacja; odwzorowanie D € End A
nazywa sie superrézniczkowaniem stopnia [ jesli DA, C Agyg i

D(ab) = (Da)b+ (—1)"aDb dla kazdych a € Ay, b€ A.

Kazde superrézniczkowanie stopnia parzystego jest wiec zwyklym réznicz-
kowaniem; w zwiazku z tym czesto zamiast ,,superrézniczkowanie” stop-
nia nieparzystego méwi sie ,,antyrozniczkowanie” i nie wprowadza nazwy
,superrézniczkowanie”.

2.6.2. O dwbch elementach a € A, i b € A; algebry z gradacjg mowi sie,
ze superkomutuja (wzglednie superantykomutuja) jesli [b,a] = (—1)[a, b]
(wzglednie [b,a] = —(—=1)[a, b]). Algebra z gradacja jest superprzemienna
(superantyprzemienna) jesli kazde jej dwa elementy superkomutuja (anty-
superkomutuja). Np. algebra zewnetrzna jest superprzemienna.

Definicja. Algebra A z gradacja i ze skladaniem elementéw, (a,b) —
la,b], takim, ze [Ag, A]] C Agy;, nazywa sie superalgebra Liego jesli jest
superantyprzemienna, a odwzorowanie b — [a, b], gdzie a € Ay, jest super-
rozniczkowaniem stopnia k.

Inaczej méwiac, algebra z gradacja (A, [, ]) jest superalgebra Liego, jesli
dla kazdych a € Ay, b € A; zachodzi [a,b] € Agyy, [b,a] = —(=1)"[a, b] oraz
spetniona jest supertozsamosé Jacobiego,

(=1)*a, [0, c]] + (=1)"[b, e, al] + (=1)"™[e, [a, 0] = 0
dlaa € A, be A, c€ A,,.

STWIERDZENIE 1.10. Jesli (A, -) jest algebrg z gradacjq, to zbior Der A
jej superrozniczkowan ma naturalng strukture superalgebry Liego.

Dowod. Przez proste sprawdzenie. O
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2.6.3. Superrdziniczkowania algebry zewnetrznej [20]. Niech
Der A = @B, Dery, A

bedzie algebra superrézniczkowan algebry zewnetrznej A = /\ V*, gdzie V
jest przestrzenig wektorowsg o wymiarze n. Jezeli kK < —2 i D € Dery A,
to D znika na zbiorze k & V*, ktory generuje A, wigc D = 0. Takze jesli
D eDerpAik>n,toD=0.Kazde D € Der A, gdzie —1 < k< n—1,
jest okreslone przez odwzorowanie liniowe

DIV* . v* — AMy

czyli przez tensor X € V® AFH V*; pisze sie D = i(X), co okresla izomor-
fizm przestrzeni wektorowych,

i VoAV = Der A V™.

W szczegdblnodei, jesli k = —1, to i(v) jest zwezaniem form z wektorem
v € V; czesto pisze si¢ v Ja zamiast i(v)a, gdzie a € /A V*. Jedli forme
we NFve rozpatrujemy jako skosne odwzorowanie V¥ — k, to

(1.30)  (i(v))w)(ve,...,v5) = w(vg,ve,...,05), v, €V, j=1... k.

Niektoérzy autorzy przyjmuja inng umowe na temat odwzorowania dualnosci
miedzy AV i AV* niz ta wynikajaca z (1.29), co powoduje inng postaé
wzoru (1.30); zob. np. wzér na ixw na str. 35 w I tomie [37]. W niniejszym
tekscie zostala przyjeta umowa jak w [57].

Z definicji (1.30) wynika
(v_w,w) = (w,v Aw), dla kazdegow € AV,

co oznacza, ze v 1 : /\V* — AV* jest odwzorowaniem transponowanym
(dualnym), w znaczeniu okreslonym w 1.3.7, do odwzorowania vA : AV —
AV.

2.6.4. Korzystajac z tego, ze dla skonczenie wymiarowej przestrzeni V,
przestrzen V** jest w naturalny sposob izomorficzna V', definicje (1.30) moz-
na zastosowa¢ do zwezania formy o € V* z multiwektorem w € AV. Wy-
nika stad, ze jesli

(1.31) acV'iveV, toalv=(va),
oraz jesli u € ANViwe AV, to
(1.32) as(uAw) = (aau) Aw+ (=) u A (asw).
2.6.5. Jesi X e Vo A"V iy e v AV to
[1((X),i(Y)] = i(X) 0i(Y) — (=1)Mi(Y) 0 i(X)str
jest superrézniczkowaniem stopnia k + [, wiec istnieje element
(X, Y] e Ve A"V taki, ze [i(X),i(Y)] = i([X,Y]).

W szezeglnodei, jesli k =1 =0, to X, Y € EndV, a [X,Y] jest zwyklym
komutatorem endomorfizmow.
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Jesli c € V @ A? V*, to i(c) jest superrézniczkowaniem stopnia 1; jesli
(e") jest baza w V*, to

i(c)e! =ce” Nef, gdzie cj, + ¢}, =0,

a warunek [i(c),i(c)] = 0 jest réwnowazny tozsamosci Jacobiego (1.18).

2.6.6. (Super)iloczyn tensorowy algebr z gradacjg. lloczyn tensorowy,
opisany w ustepie 2.1.5, zastosowany do algebr z gradacja A = D A, i
B = @ By, daje algebre z gradacja

Bardziej interesujacy jest superiloczyn tensorowy algebr z gradacjg, tra-
dycyjnie oznaczany przez AQB. Struktura wektorowa i gradacja tej algebry
jest taka, jak w (1.33), ale mnozenie uwzglednia parzysto$é¢ elementow,

Jeéll as € A 1by € Bl, to (a1 X bl) . (CLQ X bg) = (—1)“(11@2 ® byby.

STWIERDZENIE 1.11. Jesli V i W sq skoriczenie wymiarowymi przestrze-
niami wektorowymi, to algebry z gradacig \N(V @ W) i (ANV)Q(/AW) sq
w naturalny sposob izomorficzne.

Dowdéd. Odwzorowanie
VoW = (AVRAW), (v,w)—=v® gy + 1y @w

ma wlasnos¢ Grassmanna i rozszerza si¢ do izomorfizmu algebr z gradacja.

U

PrzykrAD 1.15. Niech R — C bedzie algebra nad R z gradacja okre-
$lona przez sprzezenie zespolone, to algebra CRC jest izomorficzna algebrze
z gradacjg C — H. Istotnie, izomorfizm CRC — H jest okreslony przez
przedtuzenie odpowiednio$ci

I®l—=1, Vv-1®1—i, 1®V-1—j, v-1®Vv-1—k.

2.7. Algebra Clifforda. Niech (V,h) bedzie m-wymiarowa przestrze-
nig kwadratowa nad ciatem k, a A — algebrag. Odwzorowanie liniowe f :
V — A takie, ze f(v)? = h(v,v) dla kazdego v € V nazywa si¢ odwzorowa-
niem Clifforda. Niech Jcoi(V, h) bedzie dwustronnym ideatem algebry T(V)
generowanym przez wszystkie tensory postaci v ® v — h(v,v), v € V. lloraz

GV, ) = T(V) eV )
nazywa sie algebrg Clifforda przestrzeni (V) h). Odwzorowanie kanoniczne
k: T(V) — C(V,h) jest injektywne na k @ V', wiec mozna uwazaé k & V
za podprzestrzen C/(V,h). Iniekcja V' — C(V,h) ma wlasnos¢ Clifforda.
[oczyn elementéw algebry Clifforda oznacza si¢ przy pomocy kropki, ktora
zwykle sie pomija, k(a®0b) = k(a)k(b), zatem K(uRv+vQu—2h(u,v)) =0
zapisuje sie jako

(1.34) wo 4+ vu = 2h(u,v) dla w,v €V C (V, h).

Algebra C/(V, h) jest taczna algebra z jednoscia i posiada nastepujaca wta-
sno$¢ uniwersalnosci:



32 I. WSTEPNE WIADOMOSCI Z ALGEBRY

STWIERDZENIE 1.12. Jesli f : V — A jest odwzorowaniem Clifforda, to
istnieje homomorfizm algebr f : CU(V,h) — A przedtuzajacy f, tzn. taki, ze
fIV=F.

Dowéd. Przebiega tak, jak dla Stw. 1.8. U

Ideal Joy(V, h) jest generowany przez parzyste elementy v @ v — h(v,v),
wiec algebra Clifforda ma gradacje wzgledem Z,

CL(V,h) = CLo(V.h) @ Ca (V. k), Ch(Vih) = k(D @ V)
Parzysta algebra Clifforda Cly(V, h) jest podalgebra C/(V, h).

Majac dwie przestrzenie kwadratowe, (V, g) i (W, h), mozna utworzy¢ ich
sume ortogonalna (V @& W, g @ h) ktadac, dlav € Viw e W,

(9® h)(v+w,v+w)=g(v,v)+ h(w,w).
Odpowiednikiem Stwierdzenia 1.11 dla algebr Clifforda jest
TWIERDZENIE (Chevalley). Algebry z gradacjq

(Vo W,g@h) i CV,q)&C(W,h)
sq w naturalny sposob izomorficzne.

Jesli V' jest rzeczywista przestrzenig wektorowa R™ z formg kwadratowsa
o sygnaturze (p, q), p+q = m, to zamiast C/(V, h) piszemy C/(p, q). Piszemy
Cl(m, C) zamiast C/(C™, h).

PrzYKrAD 1.16. Algebra C/(0,1) jest izomorficzna C, bo zawiera ele-
ment e taki, ze e? = —1; parzysta podalgebra to R, wigc C/y(0, 1) — C/(0,1)
jest takie jak w Przyktadzie 1.15. Wynika z tego przyktadu i z Twierdzenia
Chevalleya, ze Cly(0,2) — C/(0,2) to C — H.

2.7.1. Niech End /\ V bedzie algebrg endomorfizméw przestrzeni wekto-
rowej /\ V. Odwzorowanie

f:V=EdAV, fw=vAw+h)iw, veV,weV,
ma wtasnosé¢ Clifforda:
f)Pw=0vAf(v)+h@) 1 fw) =vA @) sw)+h(v) s(vAw) = h(v,v)w,

wiec przedtuza sie do homomorfizmu algebr z jednoscia f (V. h) —
End A V. Obliczajac, dla a € C/(V,h), endomorfizm f(a) na jednoéci 1,y

algebry /A V otrzymujemy liniowe odwzorowanie

F:CV,h) = AV, F(a)= f(a)lny.
Odwzorowanie F' jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych (ale nie al-
gebr). Istotnie, F'(1) = 1.y, a jesli (e,) jest reperem ortonormalnym w
(Vih) iy < pg <+ < g, to

Flepepy ) = €u Newy Ao Ney,
dla k =1,...,m. Wymiar przestrzeni C/(V, h) wynosi wiec 2.

Jesli (vy,...,v,) jest ciagiem wektoréw parami prostopadtych do siebie,

to

(1.35) F(vy...v.) =01 A+ Ay
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2.7.2. Niech u bedzie wektorem w m-wymiarowej przestrzeni kwadra-
towej (V,h) takim, ze u> = —1. Oznaczajac przez h' iloczyn skalarny h
ograniczony do podprzestrzeni

Vi={veV|uw+ovu=0}

otrzymujemy (m — 1)-wymiarowa przestrzen kwadratowa (V’,h'). Odwzo-
rowanie liniowe
V' — Cly(V,h), v+ uv

ma wlasnos¢ Clifforda, (uv)? = v? = h/(v,v), i przedtuza si¢ do izomorfizmu
algebr,
(1.36) Cl(V' B — Clo(V, h).

2.7.3. Niech teraz (V, h) bedzie parzystowymiarowa zespolong przestrze-
nia kwadratowa, m = 2/¢. Istnieje rozklad Witta tej przestrzeni,

V=K&lL

gdzie K i L sa catkowicie zerowymi podprzestrzeniami. Przestrzenie K i L
sg (-wymiarowe. Mozna je skonstruowaé¢ wychodzac z bazy ortonormalnej
(€u)p=1,. 20, wprowadzajac baze zerowa (ki,...,0 0, ... 1),
ki = %(621‘71 +iey), li= %(621'71 —iey), i=1,...¢,

i ktadac

K =span{ky,... k}, L =span{ly,..., l;}.
Przestrzen wektorowa S = /A L jest 2-wymiarowa. Odwzorowanie

V —-EndS, k+l—~yk+!), keK, leL,

dane przez
vk +1)s=vV2(h(k)as+1As), s€S,

ma wtasnos¢ Clifforda,
Y(k+1)?s =2(h(k) 2(IAs) + 1A (h(k)a8)) = 2(h(k) 2l)s = (k +1)%s,

i przedtuza sie do reprezentacji algebry C/(V, h) w przestrzeni spinoréw (Di-
raca) S,

~v:C(V,h) — EndS.
Algebra C/(V, h) jest izomorficzna algebrze End S czyli algebrze C(2¢). Prze-
strzen spinoréw ma gradacje wzgledem Z, okreslong przez parzystosé ele-
mentéw /\ L,

S=5®5, S.=@®,AN*" L, €ec{0,1}, dimS,=dimS =2".

Dla kazdego v € V jest v(v)Sy C S;. Homomorfizm 7 ograniczony do
Cly(V, h) jest wierna reprezentacja parzystej algebry Clifforda,

Yo : Clo(V,h) — End Sy @ End S;.

Algebra Cly(V, h) jest izomorficzna algebrze End Sy @ End Sy, czyli algebrze
C(2Y) @ C(21). Element objetoéci n = ejes . . . ey, antykomutuje z wekto-
rami, zatem elementy Sy i S1, zwane spinorami Weyla, sa wektorami whasny-
mi y(n) o przeciwnych warto$ciach wlasnych. Endomorfizm ~(n) uogdlnia
uzywang przez fizykéw macierz ~s.
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2.7.4. Algebra Clifforda przestrzeni C**!. Niech V = C**1 (£ € N) ze
standardowym iloczynem skalarnym h. Mozna wybraé¢ baze (e,) taka, ze
zgodnie z (1.34),

epey +evey = 204, v =1...,20+1,
i wprowadzi¢ zerowa baze Witta, (ki,..., ke b1, .., 1o, €2041),
ki = %(Bgi_l +ieq), ;= %(621‘_1 —ieg), i=1,...¢,
tak, ze
kik; +kiki =0, L+l =0, Fkl;+1k =46,
Podprzestrzenie

K =span{ky,... .k}, L=span{ly,..., l;}

sa prostopadte do egpi 1, catkowicie zerowe i maksymalnego wymiaru oraz
zachodzi rozktad rozktad Witta

(137) V = K @ L @ Cegg+1.

. Element e ... egpy1 komutuje z wektorami, wiec nalezy do centrum algebry
Cl(20 4 1). Obliczajac jego kwadrat sprawdzamy, ze jesli

n= iéel ...e41 to 772 =1.
Jesli
ne=32n+1), to n=nr+n, ni=ns, nn-=0.
Jesli
Cle(20+1) ¥ {a e 20+ 1) | na = £a}

to kazda z przestrzeni wektorowych C/, (20+1) i C0_(20+1) jest podalgebra
— a nawet dwustronnym ideatem — algebry C/(2¢ 4 1), a odwzorowanie

CR2e+1) =0 20+ 1)C_(204+1), a— (nya,n-a)

jest izomorfizmem algebr.
Odwzorowanie liniowe

(1.38) V= Ch(20+1), v—no,

2.7.5. Algebra Clifforda C/(n,n—1). Element objetoéci n spetnia tu n? =
11 jest centralny. Odwzorowanie

R*" ™ — Clo(n,n — 1) @ Co(n,n — 1), v (qu,—no)
ma wtasnosé¢ Clifforda i przedtuza sie do izomorfizmu algebr
Cl(n,n —1) = Cly(n,n — 1) ® Cly(n,n — 1).
Odwrotnos¢ tego izomorfizmu ma postac

(a,b) — 2(a+b)+ i(a—b)n, a,belo(n,n—1).
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2.7.6. Konstrukcja indukcyjna algebr Clifforda [62]. Algebry Clifforda
Cl(V, h) nad R i C sg izomorficzne pewnym algebrom macierzy o elementach
zespolonych, ktore jest tatwo znalez¢ na podstawie konstrukeji indukcyjnej
ze wzgledu na wymiar przestrzeni V. Biorac pod uwage, ze algebra C/(V, h)
jest generowana przez zbiér wektorow bazy przestrzeni V', wystarczy podaé
macierze odpowiadajace tym wektorom. Dalsze uproszczenie wynika stad, ze
majac macierze odpowiadajace rzeczywistym algebrom C/(n,n—1) i Cl(n,n),
wszystkie inne znajdujemy mnozac odpowiednie macierze przez jednostke
urojong i. Zgodnie z ust. 2.7.5, do opisu algebry C/(n,n — 1) wystarcza
macierze (Pauliego) crl(L”) (p=1,...,2n—1) odpowiadajace elementom e,n €
Clo(n,n —1). Algebra Cl(n,n) jest generowana przez macierze (Diraca) 7&")
(p=1,...,2n).

(i) Dla n = 1 ktadziemy o\l =1.

(ii) W wymiarze 2n, majac macierze (o\™, ..., 08" |) definiujemy ma-
cierze Diraca,

" 0 o n 0 —Im
gdzie I € R(2"7!) jest macierza jednostkows.

(iii)) W wymiarze 2n + 1, majac macierze (%n), o ,’yéz)), definiujemy
o =~ (n=1,...,2n), oraz o) =4 A stad dlan > 1,

1 7™ 0
OénJrl) = ( 0 _I(n)) :

Gorne wskazniki, okreslajace wymiar, sa zwykle pomijane.

2.8. Wektory i wartosci wlasne endomorfizmu.

2.8.1. Wyznacznik endomorfizmu. Niech V' bedzie n-wymiarows prze-
strzenia wektorowg nad k. Przestrzen n-wektoréw /\"V jest 1-wymiarowa,
wiec jesli (e,) jest baza w V, to kazdy n-wektor jest proporcjonalny do
er N\ Ae,. W szezegolnosci

(1.39) ey N Nep, = Epypm€1 N Ney
co definiuje symbol Levi-Civity ¢, ., taki, ze
Eptotin = Elur.pn] OTAZ €1, = 1.

Wyznacznikiem endomorfizmu a € End nazywa si¢ liczbe det a taka, ze

(1.40) (A"a)(er A+ ANep) = (deta)(eg A+ Aey).
Niech a,b € End V; réwnoéé /\"(a o b) = (/\"a) o (/A"b) pociaga
(1.41) det(a o b) = det adetb.

Wyznacznik jest dobrze okreslony, tzn. nie zalezy od bazy wystepujacej w
jego definicji; istotnie, niech det’a bedzie wyznacznikiem endomorfizmu a
zdefiniowanym przy pomocy innej bazy (e/,),

(AN"a)(ey A---Nel) = (det'a)(e) A Ael).

n
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Istnieje endomorfizm odwracalny ¢ taki, ze e;L =cle,), p=1,...,n, wiec
det(a o c¢) = (det'a) o det c

czyli, wobec (1.41), jest det’a = det a.
Wprowadzaj@c macierz (a#) endomorfizmu a wzgledem bazy (e,,),

ale,) = eyay, i korzystajac z (1.26) 1 (1.39) otrzymuje si¢ praktyczny wzor
na obhczame wyznacznikow,
(1.42) deta =¢,, ,,ai"...a".

Np. dla n = 2 otrzymuje sie stad deta = ala? — a?a}. Zamiast méwié o

wyznaczniku endomorfizmu, méwi sie czesto o wyznaczniku macierzy jego
wspotezynnikéw i zapisuje w postaci

1.1 1
ay Qg an,

m
det(a)=1|...............
n n
ay Qo an,

Latwo wydedukowaé z (1.42) uzyteczne wlasnosci wyznacznikéw i sposoby
ich obliczania. Np. z rownosci

8#1---Mn = n'(S[l‘ul . Zn]
1 tozsamosci
2 3 <4 1 3 <4 1 g2 ¢3 <4 n
”5[u15u25u35u4" —5 6[“26“3(5“4.. —5 5#15%5#4"'5#”}
1 2 3 4 n n—1¢1 3 ¢4 n
—{—5 5u15u25u4' .5Mn] +( 1) 5 5[1“(5“2(5“3 tinei]

otrzymuje sie klasyczny wzér Laplace’a do obliczania wyznacznikow.
Z réwnosci (1.41) wynika, ze endomorfizm a jest odwracalny wtedy i
tylko wtedy, gdy det a # 0. Grupy unimodularne definiuje si¢ jako

SL(n,k) = {a € k(n) | deta = 1}.

2.8.2. Niech V bedzie zespolona, n-wymiarowa przestrzenia wektorowa
iaeEndV. Jesli

a(v) = v, gdzie veV* XeC,

to v nazywa sie wektorem wiasnym, odpowiadajacym wartosci wilasnej A
endomorfizmu a.

LEMAT 1.13. Rownanie a(v) = 0 ma rozwigzanie v # 0 wtedy 1 tylko
wtedy, gdy deta = 0.

Jesli v jest takim rozwigzaniem, to mozna wzia¢ baze taka, ze ey = v;
wtedy (1.40) daje deta = 0. Jesli deta = 0, to

aler) N+ Na(e,) =0,

wiec wektory a(eq),...,a(e,) sa liniowo zalezne, zatem istnieja liczby
M1, -, [y, Nie wszystkie rowne 0, takie, ze wektor

V= 4161+ + Upey

jest anihilowany przez a.
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2.8.3. Wyznacznik w,(z) = det(a — zI) jest wielomianem n-tego stopnia
wzgledem z, zwanym wielomianem charakterystycznym endomorfizmu a,

we(2) = (—2)" + (—=2)" Mtra+ - -+ deta.

STWIERDZENIE 1.14. Jesli A jest wartoscig wlasng a, to w,(N\) = 0;
na odwrot, jesli \ jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego, to
istnieje wektor wtasny endomorfizmu a, odpowiadajgcy X.

Wystarczy w Lemacie 1.13 zastapi¢ a przez a — AI.
Rozktadajac wielomian charakterystyczny na czynniki,

We(z) = A —2)" ... Mg —2)™, nyi+...np=mn,
mozna przedstawi¢ wyznacznik endomorfizmu a w postaci
deta = A" ... A%

Wymiar przestrzeni rozpietej na wektorach wlasnych o wartosci wlasnej \;
jest <ny, 2 =1,..., k. Np. macierz

i)

ma wielomian charakterystyczny (2 — 2)? oraz jeden kierunek wektoréw
wtasnych.

Jesli wielomian charakterystyczny w, ma tylko pojedyncze pierwiastki,
to wektory wtasne a rozpinaja cata przestrzen V. Takie endomorfizmy sa
generyczne w tym sensie, ze ich zbiér, ze wzgledu na naturalng topologie w
przestrzeni End V' = C(n), jest w tej przestrzeni otwarty i gesty. Jesli a jest
generyczny, to det a jest iloczynem wartosci wlasnych a.

Dla kazdego b € End V' mozna rozpatrywa¢ endomorfizm

wq(b) = (=b)" + (=b)" Mtra+---+ Ideta € End V.

powstajacy przez podstawienie w wielomianie charakterystycznym w, en-
domorfizmu b.

TWIERDZENIE (Hamilton—Cayley). Wielomian w,(a) znika dla kazdego
a € EndV.

Dowéd. Jedli v jest wektorem wlasnym a odpowiadajacym wartosci wta-
snej A, to w,(a)v = 0 na mocy Stwierdzenia 1.14; jesli a jest generyczne, to
jego wektory wlasne rozpinaja V', wiec wy(a)v = 0 dla kazdego v € V. Wie-
lomian jest funkcja ciagta, w,(a) znika dla generycznego a, stad w,(a) =0
dla kazdego a. U

Wada powyzszego rozumowania jest odwotanie si¢ do argumentu topolo-
gicznego — ciaglosci wielomianu — w dowodzie faktu czysto algebraicznego.
Czysto algebraiczny dowod twierdzenia Hamiltona—Cayleya mozna znalezé
w [65].
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2.9. Wyznaczniki kwaternionowe. Definicja wyznacznika na zbio-
rze macierzy H(n) wymaga specjalnych rozwazan. ,,Zwykla” definicja nie
jest dobra; np. gdyby potozy¢

c d

det (Z Z) =0, ale det <Z Z) = ab — ba.

Kladac ¢ = v + iz + jy + kz = u + iz + j(y — iz) mozna kwaternion ¢
przedstawi¢ w postaci macierzy o elementach zespolonych,

u+ir —y—iz
y—iz wu—ix )’
Widaé, ze det utir -y _.1Z> = ¢q. Niech teraz A + jB € H(n), gdzie
y—iz wu—izx
A, B € C(n). Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie

det(a b)zad—bc dla a,b,c,de H,

to bytoby

gn : H(n) — C(2n) dane przez ¢,(A+jB) = (g _AB>

jest monomorfizmem pierscieni nad R. Niech

J = <(]). —()I) €C(2n) i N eC(2n),

to
(1.43) N € g,(H(n)) <= NJ = JN,

wiec wyznacznik macierzy g,(M) o elementach zespolonych jest liczba rze-
czywista dla kazdego M € H(n).

Wyznacznik kwaternionowy macierzy M € H(n) definiuje si¢ teraz kla-
dac

detgM = det(g,(M)).

Wiadomo z poprzedniego, ze wyznacznik generycznej macierzy N € C(2n)
jest réwny iloczynowi warto$ci wlasnych A tej macierzy, Nv = A\v, gdzie
v € C?" jest odpowiadajacym tej wartoéci wektorem wlasnym. Na mocy
(1.43) wektor Ju jest tez wektorem wlasnym, odpowiadajacym wartosci
wlasnej A. Wektory v i Jo sa ortogonalne wzgledem hermitowskiego iloczynu
skalarnego (u|v) = 32", v, w C*", wiec sq liniowo niezalezne, nawet jesli
A = \. Zatem wektory i wartoéci wasne macierzy N wystepuja parami (v, \)
i (Ju,\). Wynika stad, ze iloczyn wszystkich pierwiastkéw wielomianu wy,
a wiec takze wyznacznik kwaternionowy macierzy M € H(n), jest liczba
nieujemng. Zdefiniowany w ten sposob wyznacznik macierzy kwaternionowej
M € H(n) jest wielomianem jednorodnym stopnia 2n elementéw macierzy;
w szczegolnosci, dlan = 1, jest dety q = qq.

Element M pierécienia H(n) jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
dety M # 0. Definiuje sie grupy

SL(n,H) = {M € H(n) | detgM = 1}.
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Historie roznych préb zdefiniowania wyznacznika macierzy o elementach
kwaternionowych mozna znalezé w [3]. Przedstawiona tu definicja pochodzi
od Eduarda Study’ego [58].

Zadania

ZADANIE 1.1. Pokazaé, ze kazda grupa ma doktadnie jeden element neu-
tralny i ze kazdy element grupy ma dokladnie jeden element odwrotny.

ZADANIE 1.2. Udowodnié¢, ze jedli dla kazdego a € G zachodzi a* = e,
to grupa G jest przemienna. Podaé¢ przyktad takiej grupy rzedu 4.

ZADANIE 1.3. Znalez¢ grupy F' dlap =2,3,517.

ZADANIE 1.4. Wyznaczy¢ wszystkie, z doktadnoscia do izomorfizmu,
grupy rzedu < 7.

Wskazoéwka. Pokazaé¢ najpierw, ze jesli grupa rzedu 4 posiada element
rzedu 4, to jest izomorficzna grupie Z,. Jesli nie posiada elementu rzedu 4,
to jej elementy # e sg rzedu 2 i grupa jest izomorficzna Zsy X Zy. W grupie
rzedu 6, kazdy element jest rzedu 1, 2, 3 albo 6.

ZADANIE 1.5. Pokazaé¢, ze jesli liczby p i ¢ sa wzglednie pierwsze, to
grupy Zyq i Zy X Zg s izomorficzne; pokazac, ze grupy Zs X Zsg i 74 nie sg
izomorficzne.

ZADANIE 1.6. Cykle |aq,...,a,| 1 |b1,...,b ] nazywaja sie cyklami roz-

tacznymi, jesli {aq,...,ar} N{by,..., b} = &. Pokazaé, ze cykle roztaczne
komutuja.

ZADANIE 1.7. Roztozy¢ permutacje

12345 6 789 10 11
31 786 11 2 49 10 5

na iloczyn roztacznych cykli.

ZADANIE 1.8. Pokazaé, ze jesli k jest liczba nieparzysta, to kwadrat
k-cyklu jest cyklem. Znalez¢ kwadrat cyklu [1234].

ZADANIE 1.9. Odnoszac sie do Przyktadu 1.10, pokazac, ze
dimpg s0(n) = dimc so(n,C) = in(n — 1),
dimg su(n) = n? — 1,
dimg sp(n) = n(2n + 1).
ZADANIE 1.10. Nawiazujac do ustepu 2.5 pokazac
E—1
dim S* (k") = (” * . )

ZADANIE 1.11. Pokazac, ze
(i) odwzorowanie

(=l
S

fn:C(n) = R(2n) dane przez f,(a+ib) = ( a —b )



40 I. WSTEPNE WIADOMOSCI Z ALGEBRY

jest monomorfizmem pierScieni oraz

F.(Cn)) = {M € R(2n) | MJ = JM} gdzie J— ( ") ) € R(2n):

(ii) dla kazdych a,b € R(n) zachodzi
det f,(a +ib) = | det(a + ib)|*.

ZADANIE 1.12. Nawigzujac do §2.1.8 pokazad, ze jesli algebra A ze sprze-
zeniem jest czysto rzeczywista, a = a, to algebra A? jest przemienna; jedli
A jest przemienna, to algebra A? jest laczna.

Przyjmujac jako baze algebry O ciagg wektorow

(1,0), (1,0), (,0), (k,0), (0, 1), (0,1), (0,), (0, k) € He& H

znalez¢ tabliczke mnozenia w algebrze O i pokazaé, przez podanie przykta-
du, ze ta algebra nie jest taczna.

ZADANIE 1.13. Nawiazujac do Przyktadu 1.12: (i) pokazaé, ze jesli k =
R, to forma w,; ma sygnature (¢,¢), (ii) znalez¢é wymiary algebr g..

ZADANIE 1.14. (Rézniczkowania algebry macierzy sa wewnetrzne.) Niech
d € A =EndS, gdzie S jest n-wymiarowg przestrzenig wektorowa nad k.
Pokazaé, ze odwzorowanie A — A, a — [d, a] jest rézniczkowaniem algebry
A 1, na odwrét, jesli D jest takim rézniczkowaniem, to istnieje d € A takie,
ze Da = [d, a] dla kazdego a € A.

Wskazéwka. Niech x € S oraz y € S* beda takie, ze (z,y) = 1. Majac
rézniczkowanie D nalezy zdefiniowaé¢ d € A wzorem d(z') = (D(2' ® y))(z)
dla kazdego 2’ € S.

ZADANIE 1.15. Znalez¢ btad w nastepujacym rozumowaniu:

,Jesli (e1,eq,e3) jest baza ortonormalng w R3 z dodatnio okreglonym
iloczynem skalarnym oraz n = ejeses € CU(3,0), to n* = —1. Zatem odwzo-
rowanie liniowe f : R® — C/(3,0), gdzie f(v) = vn, ma wlasnosé¢ Clifforda
i przedtuza sie do homomorfizmu algebr 7z jednoscia f : (0,3) — C(3,0),
ktéry jest izomorfizmem ze wzgledu na réwnosé wymiaréw algebr C/(0, 3) i

Cl(3,0).
Nastepujace zadania nawigzuja do ust. 2.7.6 i uzywanych tam oznaczen.
ZADANIE 1.16. Pokazac, ze
1 ERE)

oraz

(n)

gdzie
LF#v= hgf,) =0, A = (-1

o
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ZADANIE 1.17. Znalez¢ macierze Diraca v, € End S, S = C*, zwigzane
z przestrzenia Minkowskiego, spetniajace

VW + WV = 291,
gdzie goo = —g11 = —¢g22 = —g33 = 1, g = 0 dla p # v. Znalez¢ macierz
hermitowska A : S — S*, taka, ze fyL = A~,A". Dla kazdego spinora ¢ € S
definiujemy tensory w pelni antysymetryczne T%(p) stopnia k = 0,1,...,4
o wspotrzednych
T i () = (P A%V - V) &lzie 0 <y < pg <o < g < 3.
(Fizycy zapisuja to jako of Ay, Vs - - - YV -)

Pokazaé, ze tensory te sa albo rzeczywiste albo czysto urojone, zaleznie
od ich stopnia i znalez¢ te zaleznos$¢. Pokazad, ze jesli ¢ jest spinorem Weyla,
tzn. wektorem wlasnym macierzy voy17273, to znikaja tensory T°(p), T?(p)
i T(p).

ZADANIE 1.18. Rozpatrujemy przestrzen R® z iloczynem skalarnym h.
Dla kazdej sygnatury (p, q), p+q = 5, iloczynu h znalezé macierze Pauliego
o, € C(4) spemiajace 0,0, + 0,0, = 2h, I, p,v = 1,...,5. Pokazaé, ze
rzeczywiste macierze Pauliego w wymiarze 5 istnieja tylko w sygnaturze

(3,2).

ZADANIE 1.19. Niech v : C/(R**,h) — C(2") bedzie reprezentacja al-
gebry Clifforda przestrzeni kwadratowej w zespolonej przestrzeni spinoréw
Diraca. Reprezentacje te mozna otrzymac¢ z macierzy Diraca opisanych w
Zadaniu 1.16, mnozac odpowiednie macierze przez jednostke urojona tak,
aby otrzymac iloczyn h o potrzebnej sygnaturze. Niech v, p = 1,...,2n,
beda otrzymanymi w ten sposéb macierzami Diraca; sa one albo rzeczywiste
albo maja elementy czysto urojone.

(i) Pokazaé¢ — przez konstrukcje — ze istnieje macierz C' € GL(2",R)
taka, ze 7, = Cv,C~! oraz C? = [ albo —I. (Wskazéwka: macierz C' jest
iloczynem ciagu rzeczywistych macierzy Diraca.)

(ii) Pokazaé, ze jesli C* = I, to macierz I + iC jest odwracalna, a
macierze (I +1iC)y,(I +1C)~! sa rzeczywiste.

(ili) Zastosowaé ten wynik do znalezienia rzeczywistych macierzy ~, od-
powiadajacych iloczynowi skalarnemu h o sygnaturze (3, 1).
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Grupy: wazne konstrukcje i przyktady

1. Generatory i relacje

Zbior S C G nazywa sie zbiorem generujgcym grupe G, a jego elementy
— generatorami, jesli kazdy element grupy mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu

ay...am, gdzie a; lub a;' €S, i=1,...,m.

Inaczej: S C G generuje G wtedy i tylko wtedy gdy G jest najmniejsza
grupa, zawierajaca S. Np. n € Z jest generatorem grupy nZ. Grupa nazywa
sie cykliczng jesli posiada jednoelementowy zbior generujacy.

STWIERDZENIE 2.1. Jesli G jest grupg cykliczng nieskoniczong, to G jest
izomorficzna 7. Grupa cykliczna rzedu n jest izomorficzna grupie Z/nZ.

Dowéd. Istotnie, niech a bedzie generatorem G. Jesli a* # e dla kazdego
catkowitego k # 0, to grupa G jest nieskonczona, a odwzorowanie k
a® jest izomorfizmem Z na G. Jedli grupa G jest skoniczona, to istnieje
najmniejsza liczba dodatnia n o tej wlasnosci, ze a” = e. Odwzorowanie
7 — G, m — a™, jest epimorfizmem, ktorego jadrem jest grupanZ C Z. [

Czesto wygodnie jest opisa¢ grupe podajac jej generatory, spetniajace
pewne relacje. Np. grupe Z, mozna zdefiniowac¢ jako grupe o jednym gene-
ratorze a, spetlniajacym relacje a? = e.

Aby doktadniej wyjasni¢ pojecie grupy okreslonej przez generatory i

relacje, wygodnie jest najpierw zdefiniowa¢ grupe wolng F; o d generato-
rach ai,...,aq. W tym celu tworzy si¢ wszystkie stowa postaci a;! ... af;’,
gdzie p € N, s; € Z, j € {1,...,p}, i; € {1,...,d} oraz i; # i;4; dla
j €{1,...,p— 1}. lloczyn dwdéch stéw okresla sie piszac je bezposrednio
jedno po drugim i dokonujgc ewentualnego ,skrécenia”: jesli a;, = a;,, to
(2.1) a;l .. .af;’ag . .a:fg =aj ... af}f’”%% . .azz.
Dla kazdego generatora a; utozsamia sie a’ z jednoécig grupy; jesli w (2.1)
jest sp,+t1 = 0, to proces skracania nalezy kontynuowac, itd. Latwo widac, ze
tak zdefiniowana grupa wolna zalezy tylko od liczby d swoich generatoréw,
tzn. grupy wolne o tej samej liczbie generatoréow sg izomorficzne.

Niech teraz R C Fy bedzie pewnym zbiorem stéw, R = {r }.;, a
N(R) C Fjy niech bedzie najmniejszym dzielnikiem normalnym grupy Fy
zawierajacym R (jest to czesé wspdlna wszystkich dzielnikéw normalnych
F, zawierajacych R). Grupe ilorazowa F,;/N(R) nazywa sie grupg okreslong
przez generatory ay, ..., aq i relacje r, = e, v € I, [Kol, [Lal.

42
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2. Grupy nilpotentne i rozwigzalne
Komutatorem elementow a i b grupy G nazywa sie element
(a,b) = a b tab.

Jesli A i B sa podgrupami G, to (A, B) oznacza podgrupe G generowana
przez wszystkie komutatory postaci (a,b), gdzie a € A ib € B. Podgrupa
D(G) = (G,G) nazywa sie grupg pochodng grupy G. Grupa D(G) jest
trywialna wtedy, i tylko wtedy, gdy grupa G jest przemienna.

STWIERDZENIE 2.2. Jesli h : G — H jest homomorfizmem grup, to
WD(G)) € D(H),
a jesli h jest epimorfizmem, to h przeprowadza D(G) na D(H).

Dowdéd. Istotnie, homomorfizm przeprowadza komutatory w komutato-
ry, a jesli imgh = H, to kazdy komutator w H jest obrazem pewnego
komutatora w G. U

Jedli a,b,c € G, to c(a,b)c™! jest komutatorem, wigc D(G) jest dzielni-
kiem normalnym grupy G, a grupa ilorazowa G/ D(G) jest przemienna gdyz
odwzorowanie kanoniczne 7 : G — D/D(G) przeprowadza D(G) w {e}, a
na mocy ostatniego stwierdzenia otrzymujemy D(G/D(G)) = {e}. Wynika
stad, ze jesli grupa G jest prosta i nieprzemienna, to G = D(G).

Definiujac C1(G) = G, C""(G) = (G, C™(G)), tworzy sie cigg centralny
zstepujqcy grupy G,

G=C{G)>C*G)D...
Kazda grupa ciagu jest dzielnikiem normalnym G. Grupa G jest nilpotentna
jesli istnieje n € N takie, ze C"*1(G) = {e}; najmniejsze n o tej wlasnosci
nazywa sie klasg nilpotentnosci grupy. Kazda grupa przemienna jest nilpo-
tentna.

Definiujac D°(G) = G, D"(G) = D(D"(Q)) tworzy sie cigg pochodny
grupy G,

G =D°G) > DY G) D> D*(G)D...
Grupa G jest rozwigzalna jesli istnieje n € N takie, ze D"(G) = {e}; naj-
mniejsze n o tej wlasnosci nazywa si¢ klasa rozwiazalnosci grupy. Kazda
grupa nilpotentna jest rozwigzalna.

PrzYyKrAD 2.1. Niech K bedzie cialem przemiennym. Grupa macierzy
tréjkatnych

Tn,K)={a=(aw) €GL(n, K) |1<v<p<n=a, =0}
jest grupa rozwiazalna. Jej grupa pochodna
T'n,K)={acTn,K) | a1 =axn == ap, =1}

jest nilpotentna.
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Pokazuje sie (zob. np. [66]), ze grupa &,, jest rozwiazalna wtedy, i tylko
wtedy, gdy n < 5, co wiaze si¢ z rozwigzalnoscia ,,ogélnego” réwnania n-tego
stopnia

(2.2) " a4 a, =0
przy pomocy pierwiastnikow, witasnie tylko dla n < 5. Wyjasniajac zwig-
zek /miedzy whasnosSciami grup permutacji i przedstawialnoscia rozwiagzan

réwnania (2.2) przez pierwiastniki, Evariste Galois (1831) zapoczatkowat
rozwdj teorii grup; zob. [La].

3. Grupy z dodatkowa struktura

Zwykle rozpatruje si¢ grupy z dodatkowa struktura, np. przestrzeni to-
pologicznej lub rozmaitosdci rézniczkowej. Grupa topologiczna jest to grupa
G, ktéra jest rownoczesnie przestrzenig topologiczng, a odwzorowanie

(2.3) GxG—G, (ab)rab,

jest ciggle. Grupa dyskretna jest to grupa topologiczna z topologia dys-
kretna, tzn. taka, w ktorej kazdy zbior jest otwarty. Np. grupy skonczone i
grupa Z sa dyskretne, ale grupa liczb wymiernych nie jest dyskretna.

Grupa Liego jest to grupa G, ktéra jest rozmaitoscia gtadka, a odwzoro-
wanie (2.3) jest gtadkie; wiecej o tych grupach bedzie w rozdziale VII. Np.
grupy GL(n,k), gdzie k = R lub C sa grupami Liego. Przyktadem grupy
topologicznej, ktéra nie jest grupa Liego, jest , grupa cechowania”: niech X
bedzie przestrzenia topologiczna, a G — grupa topologiczng. Zbior

G={a:X — G| a jest ciagle}

ma naturalng topologie i jest grupa topologiczng ze wzgledu na sktadanie
okreslone wzorem

(a-b)(z) =a(z)b(z), gdziea,beGize X.

Inny przykltad grupy topologicznej to grupa Diff (X) wszystkich dyfeomor-
fizmow rozmaitosci gtadkiej X.

4. Grupy przeksztalcen

4.1. Dzialania i odwzorowania splatajace. SpotkaliSmy sie juz z
przyktadami grup przeksztalcen, w szczegdlnosci z ogdélnym przyktadem
grupy &(X) przeksztalcent zbioru X. Majac grupe ,abstrakcyjna” H o ele-
mencie neutralnym e oraz zbior X, méwimy, ze H dziala lewostronnie na
zbiorze X, jesli dane jest odwzorowanie

HxX— X, (a,z)— az,
takie, ze
ex =z, a(br)= (ab)x,
dla wszystkich z € X i a,b € H. Odwzorowanie
L: H— &(X), okre§lone przez L(a)(z) = ax,
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jest homomorfizmem grup; odwrotnie, majac taki homomorfizm, mozna zde-
finiowac lewostronne dzialanie H w X. Podobnie okresla sie dziatanie pra-
wostronne,

XxH—=X, (x,a)—za, ze=2z, (za)b=x(ab),

i zapisuje je jako R(a)r = za, wiec R(a) o R(b) = R(ba). Zamiast méwié, ze
»erupa (G dziata na zbiorze X7 uzywa sie wyrazenia ,, X jest G-przestrzenia”.
(Jest to tlumaczenie angielskiego zwrotu ,,G-space” i nie brzmi po polsku
zbyt dobrze, ale bywa wygodne.) Jedli L jest homomorfizmem okreslaja-
cym dziatanie lewostronne, to ktadac R(a) = L(a™!) otrzymujemy dzialanie
prawostronne.

PrRzYKLAD 2.2. Niech H bedzie podgrupa grupy G; utozsamiajac X z
G okreslamy nastepujace dziatania grupy H:

(i) lewe przesuniecia, H x G — G, (a,b) — L(a)(b) = ab;

(ii) prawe przesuniecia, G x H — G, (b,a) — R(a)(b) = ba;

(iii) dziatanie dotaczone, H x G — G, (a,b) — Ad(a)(b) = aba™' =
L(a) o R(a™1)(b).

(iv) Na zbiorze X = G/H lewych warstw mamy dzialanie lewostronne
G x X — X dane przez (a,bH) — abH.

TWIERDZENIE (Cayley). Grupa rzedu n jest izomorficzna pewnej pod-
grupie grupy S,,.

Dowdéd. Istotnie, jesli #G = n, to grupy &(G) i &,, sa izomorficzne.
Odwzorowanie

L:G— 6(G), a—L(a),

jest monomorfizmem, bo L(a)(b) = b oznacza ab = b, wiec pociaga a = e,
czyli ker L = {e}. Na podstawie stw. 1.2 wynika stad, ze L jest izomorfizmem
G na obraz tej grupy w S(G). O

Elementy b i ¢ grupy G nazywa sie sprzezonymi, jesli istnieje a € G taki,
ze aba™! = c. Jedli H jest podgrupa G i a € G, to zbiér

aHa™ ' ={aba™" | be H}

tez jest podgrupa, o ktérej sie mowi, ze jest sprzezona do H. Grupy sprze-
zone sg izomorficzne, ale nie kazde dwie izomorficzne podgrupy sa ze sobg
sprz¢zone; np. grupa przemienna {1, a,b,ab}, gdzie a*> = b* = 1, ab = ba,
ma dwie niesprzezone podgrupy izomorficzne: {1,a} i {1,b}.

Niech X i Y beda dwoma G-przestrzeniami; o odwzorowaniu h : X — Y
mowi sie, ze jest  ekwiwariantne, albo ze splata dzialania G w X 1Y, jesli
h(az) = ah(x) dla kazdego a € G iz € X.

Jesli G dziala w X 1Y, to w zbiorze F(X,Y') wszystkich odwzorowan
X w Y definiujemy dziatanie L grupy G ktadac, dla kazdego x € X, h €
F(X,Y)ia€eG:
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4.2. Stabilizatory i orbity. Niech grupa G dziala na zbiorze X: sta-
bilizatorem punktu x € X nazywa sie zbior

(2.4) G, ={a e G| ar =z}
Stabilizator jest podgrupa G; nazywa sie go takze grupg izotropii albo ,mala
grupa’.

Orbitg punktu z € X ze wzgledu na dziatanie podgrupy H grupy G jest
zbior
Hr={ax | a € H}.
Stabilizatory punktéw nalezacych do jednej orbity sg ze soba sprzezone: jesli
bax = ax to a tbaxr = x, wicc b € G, jest réwnowazne a ‘ba € G, czyli

Gow = aGra™t.

Warstwy: lewostronna aH i prawostronna Ha sa, odpowiednio, orbitami
punktu a € G = X ze wzgledu na dzialanie prawo- i lewostronne H na G
(nalezy zwréci¢ uwage na pewna niekonsekwencje terminologiczna).

O punkcie z takim, ze Gx = {x} méwi sie, ze jest niezmienniczy ze
wzgledu na dziatanie grupy G.

Jesli X 1Y sa dwoma G-przestrzeniami, to odwzorowanie h : X — Y
jest ekwiwariantne wzgledem dziatania G wtedy i tylko wtedy, gdy h jest
punktem niezmienniczym G-przestrzeni F(X,Y).

4.3. Automorfizmy. Zbiér Aut(G) wszystkich automorfizméw grupy
G jest podgrupa grupy &(G).

PrzYKELAD 2.3. Grupa automorfizmow grupy Z jest izomorficzna grupie
Zs. Istotnie, jesli f € AutZ, to f(m) = mf(1) dla m € Z, wiec f(Z) =
f(1)Z, ale f jest bijekcja, zatem f(1) =1 albo f(1) = —1.

Dla kazdego a € G odwzorowanie Ad(a) : G — G, Ad(a)(b) = aba™?,
gdzie b € G, jest automorfizmem wewnetrznym grupy G. Odwzorowanie
Ad : G — Aut(G) jest homomorfizmem grup; obraz Inn(G) tego homomor-

fizmu jest grupa automorfizmow wewnetrznych grupy G. Jesli grupa G jest
przemienna, to grupa Inn(G) jest trywialna.

STWIERDZENIE 2.3. Grupa automorfizméw wewnetrznych Inn(G) jest
dzielnikiem normalnym grupy wszystkich automorfizméw Aut(G) grupy G.

Dowéd. Niech h € Aut(G) i a,b € G, to
(ho Ad(a) o h™")(b) = h(ah™*(b)a™") = h(a)bh(a)™" = Ad(h(a))(b),
wiec zachodzi hInn(G)h™! = Inn(G) dla kazdego h € Aut(G). O

Orbity grupy Inn(G) w G nazywaja si¢ klasami elementéw sprzezonych
grupy G. Klase elementu a € G zapisuje sie jako

Ad(G)a = {bab™* € G | b € G}.
Wida¢ od razu, ze klasy elementéw sprzezonych, w przeciwienstwie do

warstw, na ogét nie sa rownoliczne. W grupie przemiennej kazdy element
jest klasa; dzielnik normalny jest mnogosciowa suma klas.
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4.4. Przestrzenie jednorodne. Méwi sie, ze dzialanie grupy G na
zbiorze X jest przechodnie, a zbiér (przestrzen) X jest jednorodny, jesli
caly zbior X jest jedng orbita, tzn. jesli dla kazdych z,y € X istnieje a € G
takie, ze y = ax. Stabilizatory wszystkich punktéw zbioru jednorodnego sa
do siebie sprzezone. Dziatanie jest swobodne' jedli a # e pociaga azx # x dla
kazdego x € X; np. dziatania grupy na siebie przez lewe i prawe przesunigcia
sg swobodne.

Jesli grupa G dziala na X przechodnio i swobodnie, to kazdy x € X
okresla bijekcie G — X, a — ax.

STWIERDZENIE 2.4. Zbior X, jednorodny ze wzgledu na dziatanie grupy
G, mozna utozsamié ze zbiorem G /G, gdzie G, jest stabilizatorem punktu
x € X. Odwzorowanie f : G/G, — X, f(aG,) = az, jest ekwiwariantng
bijekcjq.

Surjektywnos$é¢ odwzorowania f wynika z jednorodnosci X; injektywnosé
i ekwiwariantno$¢ f sa tez oczywiste. Inaczej mowiac, kazda przestrzen jed-
norodna ze wzgledu na dziatanie grupy G jest réwnowazna pewnej prze-
strzeni lewych warstw G/H, gdzie H C G jest podgrupa. W szczeg6lnosei,
sama grupa jest przestrzenia jednorodna ze wzgledu na lewe (a takze prawe)
przesuniecia.

4.5. Wzory Cauchy’ego-Frobeniusa. Niech GG bedzie grupa rzedu
N, dziatajaca w zbiorze skonczonym X; istnieje wiec rozktad X na skon-
czong rodzine orbit,

(2.5) X=X UXpU---UX;.

Elementy jednej orbity maja izomorficzne stabilizatory; orbicie X; mozna
wiec przyporzadkowac liczbe naturalng

(2.6) n; = #G,,, gdzie x; € X;, i=1,... k.

Biorac pod uwage, ze orbita X; jest zbiorem jednorodnym, obliczamy liczbe
jej elementow,

(2.7) #X; = #G/#G,, = N/n;.

W szczegdlnoscei, dziatanie dotaczone grupy G na samg siebie daje rozktad
na klasy elementéw sprzezonych,

(28) G = Gl U GQ Ju---u Gl, Gj = Ad(G)aj,

gdzie a; € G, jest reprezentantem j-tej klasy, j =1,...,1.

Wyprowadzimy teraz uzyteczne wzory na liczbe k orbit dziatania G w
X. Wedlug Lama [38] byly one znane juz Cauchy’emu i sformuotwane w
postaci lematu przez Frobeniusa; wielu autorow przypisuje je Burnside owi,
ktory zamiescit je w swojej ksiazce z 1897 r. Wzory te zostaly w istotny
sposéb uogolnione przez Polya. Niech

Xo={r e X |axr =2z}

Iw polskiej literaturze matematycznej spotyka sie okreélenie dzialanie wolne, co
moze kojarzy¢ sie z innym znaczeniem tego stowa (,mdj stary komputer dziala wolno”).
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oznacza zbior punktéw, ktorych ,nie rusza” element a grupy. Rozwazamy
zbior

Z ={(a,z) e G x X | ax =z}
i obliczamy na dwa sposoby liczbe #Z jego elementow. Dla kazdego x € X
mamy #G, elementéw G, ktore nie ruszajg x, wiec

H#Z =Y pex #Ga
= Zf:l erXi #G,.
Wykorzystujac (2.6) i (2.7) otrzymujemy
(2.9) #7 = kN

Z drugiej strony, dla kazdego a € G mamy # X, elementéw X nie ruszanych
przez a, stad

(2.10) HZ =3 wea #Xa
Poréwnujac (2.9) i (2.10) otrzymujemy
(2.11) E=N"1'Y,cq#Xa

Znajac liczebno$¢ klas w rozktadzie (2.8) i biorac pod uwage, ze zbiory X,
i Xpap—1 sa rownoliczne, przeksztatcamy (2.11) do postaci

(2.12) k=N"! Z;Zl(#Gj)(#Xaj)-

5. Ciagi dokladne i rozszerzenia grup
Moéwimy, ze homomorfizmy grup
HE %@
tworza cigg doktadny homomorfizmoéw, jesli imgh = ker g. Niech 1 ozna-

cza grupe trywialna (jednoelementowsa); dla kazdej grupy G istnieje jeden
monomorfizm 1 — G i jeden epimorfizm G — 1; zdanie

sclag 1 — H Ny jest doktadny”
oznacza tyle, co ,,h jest monomorfizmem”. Zdanie
sciag E %5 G — 1 jest doktadny”

jest rownowazne stwierdzeniu, ze g jest epimorfizmem. Jesli h : G — H jest
homomorfizmem, to ciggi

1 — G/kerh —imgh — 1 oraz 1 - kerh - G — G/kerh — 1

sg doktadne.
* Mowimy, ze grupa E jest rozszerzeniem grupy G przez H, jesli dany
jest cigg doktadny homomorfizmoéow grup

(2.13) 1 H"5E-%G6—1.

Rozszerzenie (2.13) nazywa si¢ centralnym jesli h(H) C Z(E). Np. grupa
SU(2) jest rozszerzeniem centralnym grupy SO(3) przez Z,. Méwimy, ze
rozszerzenia:

HEXESG i1 HBE B Sq
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sa rownowazne jesli istnieje izomorfizm grup f: E — E’' taki, ze g =g o f
ih' = foh. Jedli E jest rbwnowazne rozszerzeniu

1 HYaxH L 61,

gdzie h'(b) = (1,b) i ¢'(a,b) = a, to méwimy, ze rozszerzenie jest trywialne.
Przekrojem (albo: rozszczepieniem) rozszerzenia (2.13) nazywa si¢ homo-
morfizm s : G — E taki, ze go s = idg. *

Waznym uogdélnieniem iloczynu prostego grup jest iloczyn pdiprosty.
Niech

(2.14) v:G— AutH

bedzie homomorfizmem grup. W zbiorze G' x H okreslamy sktadanie ele-
mentoéw, ktadac, dla a,a’ € Gib, b € H,

(2.15) (a,b) - (', ') = (aa’, bp(a) (V).

Latwo sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane sktadanie jest tgczne; jesli eq i ey sa
elementami neutralnymi grup G i H, odpowiednio, to (eg, ey) jest elemen-
tem neutralnym dla sktadania (2.15) oraz (a,b)™! = (a7, p(a 1) (b71)). O
zbiorze G X H z tak okreslonym dziataniem grupowym mowi sie, ze jest
iloczynem pdlprostym grup okreslonym przez homomorfizm (2.14); grupe te
oznacza si¢ czasami symbolem G X, H. Iloczyn péiprosty rzeczywiscie uogdl-
nia pojecie iloczynu prostego: jesli ¢g : G — Aut H oznacza homomorfizm
trywialny, tzn. taki, ze po(a) = idy dla kazdego a € G, to grupa G x,, H
jest iloczynem prostym. Podgrupa H, = {(eq,b) € G x, H | b € H} jest
dzielnikiem normalnym.

PRZYKLAD 2.4. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, G = GL(V). Ja-
ko H wezmy grupe przesunieé, tzn. addytywna grupe V. Niech ¢ : GL(V) —
Aut(V) bedzie odwzorowaniem tozsamosciowym, ¢(a)v = av. lloczyn pét-
prosty GL(V) x, V nazywa sie grupg afiniczng przestrzeni V. Grupa ta
dziata w V' w ten sposob, ze (a,b) € GL(V') x, V przeprowadza v w av + b.
W geometrii i fizyce mamy czesto do czynienia z podgrupami grupy afinicz-
nej. Np. w przestrzeni R? dziala grupa ruchdw euklidesowych SO(3) x ,R?, a
w przestrzeni Minkowskiego — niejednorodna grupa Lorentza O(1,3) x, R*,
zwana takze grupg Poincarégo. Ta ostatnia grupa odgrywa wazng role w
relatywistycznych teoriach kwantowych.

Miejsce iloczynéw potprostych wérod wszystkich rozszerzen grup opisuje

STWIERDZENIE 2.5. Rozszerzenie jest rownowazne iloczynowi potproste-
mu wtedy 1 tylko wtedy, gdy posiada przekroj.

Dowéd. Majac dany iloczyn potprosty
(2.16) 1 H- S Gx,H-SG—1

okreslamy s : G — G x, H kladac s(a) = (a,en). Na odwrot, majac prze-
kroj s : G — FE ciagu (2.13) okre$lamy ¢ : G — Aut H w nastepujacy
sposob: jesli (a,b) € G x H, to s(a)h(b)s(a™') nalezy do imgh = ker g, bo
g(s(a)h(b)s(a™)) = g o s(a).g o h(b).g o s(a™') = eg; istnieje zatem ele-
ment ¢ (a,b) € H taki, ze h(¢)(a,b)) = s(a)h(b)s(a™'); sprawdzamy, ze dla
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kazdego a € G odzorowanie b +— 1(a,b) jest automorfizmem H; kladac
nastepnie p(a)(b) = ¢(a,b) sprawdzamy, ze odwzorowanie ¢ jest homo-
morfizmem G w Aut H. Do zakonczenia dowodu nalezy jeszcze pokazad,
ze rozszerzenia (2.13) i (2.16) sa réwnowazne. Majac przekrdj s okresla-
my odwzorowanie t : £ — H takie, ze t o h = idy w nastepujacy spo-
séb: niech ¢ € E, to ecs(g(c™?)) € imgh = kerg bo g o s = idg; biorac
pod uwage, ze h jest injektywne, mozna znalezé taki element t(c) € H, ze
h(t(c)) = es(g(c™)), czyli ¢ = h(t(c)) - s(g(c)). Izomorfizm f : E — G x, H
definiujemy wzorem f(c) = (g(c),t(c)). Izomorfizm odwrotny dany jest wzo-
rem f~!(a,b) = h(b)s(a). Odwzorowanie ¢ na og6?! nie jest homomorfizmem;
mamy mianowicie t(cc’) = t(¢)p(g(c))(t()). O

Rozszerzenie (2.13) jest trywialne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ho-
momorfizm t : E — H taki, ze t o h = idy. Istotnie, jesli jest takie ¢, to
odwzorowanie £ — G x H, ¢ — (t(c), g(c)), jest izomorfizmem grup.

6. Skonczone grupy obrotow

Znajdziemy wszystkie skoniczone podgrupy grupy obrotéw SO(3); sa one
czesto nazywane ,grupami punktowymi pierwszego rodzaju”. Skonczone
podgrupy O(3) (zawierajace odbicia) nazywaja sie¢ grupami punktowymi
drugiego rodzaju.

Przypomnijmy, ze kazdy obrét na plaszczyznie mozna przedstawi¢ w
postaci macierzy

cosp —sinp .
a(p) = (sintp cos & > , gdzie 0 < ¢ < 2m.
Podgrupa rzedu n grupy SO(2) jest generowana przez a(2w/n); jest wiec
izomorficzna grupie Z,.

Niech teraz a € SO(3). Jedli a nie jest elementem neutralnym (macierza
jednostkows) e, to istnieje 0§ obrotu a, tzn. taka prosta L C R3, ze jesli
xr € L, to ar = x. Istotnie, wielomian w(\) = det(Ae — a) ma dodatni
pierwiastek g, bo w(0) = det(—a) = —det a = —1 oraz limy_,o, w(\) = oco.
Istnieje wiec wektor x # 0 taki, ze ax = Aoz, ale \3(z|z) = (ax|az) = (z|z),
wiec A\g = 1. Prosta L = Rz jest osig obrotu a. Ptaszczyzna L+ prostopadta
do L jest zachowywana przez a.

Niech G bedzie podgrupa rzedu N = #G grupy SO(3) oraz niech

G* =G~ {e}.
Wprowadzamy zbiér wektoréw jednostkowych
X ={z €S, C R?| istnieje a € G* takie, ze ax = x}.

Zbior X jest skonczony, #X < 2(N —1). Grupa G dziala w X: niech z € X,
ar =z,a € G*ib e G, tobab™t € G* i (bab™')bx = bx, wiec bx € X.
Stabilizator (2.4) punktu x € X jest skoriczong grupg obrotéw plaszczyzny
Lt gdzie L = Rux. Istnieje wiec n € N, n < N, takie, ze grupa G, jest
izomorficzna Z,; liczbe n nazywa sie krotnoscig osi L w grupie G.
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Zbiér X mozna roztozy¢ na k orbit dziatania grupy G, jak w (2.5). Liczba
n;, okreslona w (2.6), oznacza teraz krotno$é¢ osi nietrywialnych obrotéw
nalezacych do stabilizatora elementu x; € Xj.

Do znalezienia liczby k orbit postuzymy sie wzorem Cauchy’ego-Frobe-
niusa (2.11). Mamy X, = X, a kazdy z N — 1 zbioréw X,, a € G*, jest
dwuelementowy, gdyz jest przecigciem osi obrotu a ze sfera So. Wynika stad

Swca #Xo =#X +2(N —1).
Biorac pod uwage (2.7) oraz #X = Y, #X;, otrzymujemy z (2.11)

1 2
2.17 =Sk — 190 2
( ) Zz_l n; * N
Wystepujace w tym rownaniu liczby catkowite spetniaja nieréwnosci
(2.18) N>2 2<n;<N.

Znajdziemy teraz wszystkie rozwiazania (2.17) w liczbach catkowitych, spet-
niajace (2.18).
Na podstawie nieréwnosci

1 2
0 —=k—-2+—=<k-1
<Zn +N

(2

mamy k > 1, a na podstawie

k 1 2

-2y —=k-24+=>k—-2

mamy k < 4, czyli k = 2 albo 3. Rozpatrujemy oddzielnie oba przypadki.
Jesli k=2, to

ny %) N N7
ale ny,no < N, wiec ny =ny = N.
Niech teraz k = 3. Mozemy ponumerowacé orbity tak, ze

2<ng <ng<ng < V.

Réwnanie
o112
1 + (%) + ng N N
pociaga n; = 2 (bo gdyby ny bylo wigksze od 2, to lewa strona ostatniej
réwnosci bytaby < 1). Gdyby ns > 4, to lewa strona ostatniej réwnosci tez
bytaby < 1, wiec ny, = 2 albo 3.
Jesling =ny =2, to N =2n, gdzien =n3 =2,3,....
Jesli ny = 2, ny = 3, to réwnanie
1 2

1 :
n—?’:NJré pociaga 3 < ng < D.

Ostatnie warunki maja trzy rozwiazania:

ny=3,N=12; ny=4,N =24; ny =25, N = 60.
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Mozna pokazaé, ze kazdemu z powyzszych rozwiazan odpowiada, z do-
ktadnoscia do sprzezenia, jedna podgrupa G grupy SO(3). Mozna ja scha-
rakteryzowaé przez podanie figury foremnej zachowywanej przez G. Wyniki
podsumowuje nastepujaca tabela [Lj,Si].

kiny|ny|ng| N | G |izomorficzna zachowuje
2ln|{n|—-|n|C, Lo, zorientowany n-kat foremny
3122 |n|2n|D,| ZyXx,Zy n-kat foremny
3121313 (12] T Ay czworoécian

312 (13|141(24]|0 G szescian, o$mio$cian
312135 1]60]Y A dwunastoscian, dwudziestoscian

Grupa diedralna D,, jest izomorficzna iloczynowi pétprostemu Zy X, Z,,

okreslonemu przez homomorfizm ¢ : Zy — AutZ,, taki, ze ¢(—1)z = 271,

PRzZYKEAD 2.5. Wzér (2.12) zastosujemy teraz do obliczenia liczby rdz-
nych ,czasteczek” jakie mozna utworzy¢ umieszczajac po jednym z q ro-
dzajow atoméw w wierzchotkach wieloscianu foremnego. Przedstawimy tu
szczegdtowy rachunek dla czworoscianu; wyniki dla szeScianu i oémioscianu
sa w Zadaniu 2.18. Nie rozrézniamy dwoch czasteczek, jesli mozna przepro-
wadzi¢ obrotem jedna w druga. Np. jesli ¢ = 2, to mamy 5 czasteczek w
ksztalcie czworoscianu. Aby wyprowadzi¢ ogdlny wzoér na liczbe ky(q) czaste-
czek, zauwazamy, ze liczba ta jest roéwna liczbie orbit grupy T = 2, dziata-
jacej na zbior X wszystkich rozmieszczen ¢ rodzajow atoméw na wierzchot-
kach czworoscianu; mamy wiec #X = ¢*. Grupa 2, ma N = 12 elementéw
i cztery klasy elementow sprzezonych: oprécz klasy elementu neutralnego aq
mamy tréjelementowa klase elementu ay = (12)(34), reprezentujacego obrot
o 7 oraz dwie klasy, zawierajace az = (123) i a4 = (132), po cztery elementy
kazda, odpowiadajace obrotom o katy 27/3 i 47 /3, odpowiednio. Latwo wi-

da¢, ze #X,, = ¢* oraz #X,, = ¢* dlai = 2,3, 4, wicc ky(q) = 15¢°(¢>+11).

7. Grupy SL(2,C) i SU(2)

Rozpatrzymy teraz dwa przyktady grup topologicznych waznych ze wzgle-
du na zastosowania; s to nawet grupy Liego, ale w ponizszych rozwazaniach
nie bedziemy korzystali z tego pojecia.

7.1. Wyznacznik funkcji wykladniczej.

LEMAT 2.6. Niech V' bedzie n-wymiarowq przestrzenig wektorowq nad k
i niech tra oznacza slad endomorfizmu a € EndV'. Dla kazdego a € EndV
mamy

(2.19) detexpa = exptra.

Dowdéd. 7 definicji funkcji wyktadniczej
k
expa =y 1o %, a € EndV,

wynika rownanie

d
(2.20) 3 &P ta = aexpta.
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Biorac pod uwage, ze
aeg Neg N+~ Neg+eg Naea N---Ney,+---+eg ANea A--- ANaey
= (tra)e; Aeg A+ A ey,

rozniczkujac wzgledem ¢t € R obie strony réwnania powstajacego przez
zastapienie w (1.40) endomorfizmu a przez expta i uwzgledniajac (2.20),
otrzymujemy

d

7 det exp ta = (tra) det exp ta.

Rozwiazujac to réwnanie rézniczkowe z warunkiem poczatkowym

detexp0 =1

i ktadac w rozwiazaniu t = 1 otrzymujemy (2.19). OJ

7.2. Macierze Pauliego. Macierze

(10 (01 (0 —i (1 0
90=1p 1) =1 0)>27\i o) 7 \o -1

rozpinaja przestrzen wektorowa C(2) zespolonych macierzy drugiego stop-
nia. Macierze 01,09 i 03 nazywaja sie macierzami Pauliego; spetniajg one
(2.21)

005 -+ 0;0; = 2(5@'0’0, dla Z,j = 1,2,3 oraz 0;0; = izkeijkak dla i # ]

Latwo widac, ze

(2.22) jeslia € C(2) i ao; =o;a dla i,7=1,2,3, to a= Aoy

dla pewnego A € C. Niech x = (20, 2!, 2%, 23) € R%. Odwzorowanie
o:R* = Herm(2), z — o(z) = o,2",

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowej R* na rzeczywista przestrzen wek-
torowa Herm(2) C C(2) macierzy hermitowskich drugiego stopnia. Mamy

deto(z) = gatz”,
gdzie (g,,) jest macierza sktadowych tensora (metryki) Minkowskiego,

goo = —9g11 = —g2 = —gsz = 1 oraz g, =0 dla u#v.

7.3. Homomorfizm SL(2,C) — SO"(1,3). Grupa
(2.23) 0(1,3) = {4 € GL(4,R) | g ALAS = gas}

nazywa sie grupg Lorentza. Jest ona domknietym podzbiorem przestrzeni
euklidesowej R'® i grupg topologiczng ze wzgledu na topologie indukowana
z tej przestrzeni. Z definicji (2.23) wynika, ze det A = 1 albo det A = —1;
podgrupa

SO(1,3) = {A € O(1,3) | det A = 1}
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nazywa si¢ szczegolng grupg Lorentza, a jej spOjna podgrupa zawierajaca
jednoéé SO°(1, 3) — wiasciwg grupg Lorentza. Pela grupa O(1, 3) ma cztery
sktadowe spéjne: G = SO°(1,3), GP, GT i GPT, gdzie

1 0 0 O -1 0 0 0
0 -1 0 0 . 0 1 00
P=1o 0 -1 o' T=]0 010
0 0 0 -1 0 001
sg przeksztalceniami Lorentza opisujacymi odbicie przestrzenne i odbicie

czasu, odpowiednio.

Grupa SL(2,C) jest domknietym podzbiorem przestrzeni euklidesowe;j
C* = R® i ma naturalng topologie zaindukowang przez otaczajaca ja prze-
strzen; ze wzgledu na te topologie jest ona grupa topologiczng. Niech a'
oznacza macierz sprzezona po hermitowsku wzgledem macierzy a € SL(2, C).
Jesli b € Herm(2), to takze aba' € Herm(2); odwzorowanie b — aba' jest li-
niowym izomorfizmem takim, ze det(aba') = det b. Dla kazdego a € SL(2, C)
istnieje wiec odwzorowanie p(a) € O(1, 3) takie, ze

o(pla)z) = ac(z)al

dla kazdego x € R*. Odwzorowanie
(2.24) p:SL(2,C) — O(1,3)

jest homomorfizmem grup. Jego jadro sktada sie ze wszystkich macierzy
a € SL(2,C) takich, ze aba’ = b dla kazdego b € Herm(2). Ktadac b = oy
otrzymujemy, ze a jest macierza unitarng, a' = a~'. Dla b =0y, i = 1,2, 3,
otrzymujemy, ze a komutuje z macierzami Pauliego, wiec na mocy (2.22)
mamy a = Aog. Warunek unimodularnosci daje A = £1; zatem jadro jest
rzedu 2.

Niech Cy(2) oznacza przestrzen wektorowa wszystkich bezsladowych, ze-
spolonych macierzy drugiego stopnia. Jesli a € Cy(2), to na mocy (2.19)
mamy expa € SL(2,C).

LEMAT 2.7. Jesli a nalezy do obrazu odwzorowania
(2.25) exp : Co(2) — SL(2,C)
to tra # —2 albo a = —oy.

Dowéd. Macierze Pauliego (01, 02, 03) stanowia baze przestrzeni wekto-
rowej Co(2): dla kazdego b € Cy(2) istnieje wektor (wy,ws,ws) € C? taki,
ze

b=ow, gdzie ow =37 ow;.
Na mocy (2.21) mamy (ow)? = w?0y, gdzie w? = w? + wi + w?. Na tej
podstawie tatwo jest pokazac, ze

. .Sinw
expiow = (cosw)og + i

oWw.

Dla w = 0 nalezy w tym réwnaniu zastapi¢ (sinw)/w przez 1. Jesli
a € SL(2,C) i tra = 2, to istnieje doktadnie jeden wektor w € C? taki, ze

a=o0g+iow.
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Niech teraz (tra)? # 4; jesli w € C jest rozwiazaniem réwnania
2cosw = tra,

to w nie jest calkowita wielokrotnoscia m, wigc sinw # 0. Prawa strona
rownania
w

(2.26) iow = (a — (cos w)ag)

sin w
ma znikajacy Slad; istnieje wiec spetniajacy je wektor w. Biorac pod uwage
to, ze det @ = 1, z réwnania (2.26) otrzymujemy w? = w?. Jedli a € SL(2,C)
nalezy do obrazu (2.25) i tra = —2, to cosw = —1, wiec sinw = 0 ale w # 0,
stad a = —oy. O

LEMAT 2.8. Grupa SL(2,C) jest spdjna.

Dowéd. Pokazemy, ze zaréwno elementy obrazu (2.25), jak i jego do-
petnienia, mozna potaczyé¢ krzywymi z jednoscia og grupy, z czego juz wy-
nika spéjnosé. Jedli a nalezy do obrazu, a = expb, gdzie b € Cy(2), to
mozna potaczyé a z jednoScig przy pomocy krzywej 7 — exp b, gdzie
0 <7 < 1. W szezegblnosei, —og mozna polaczy¢ z og przy pomocy krzywej
T+ ¢(1) = expinTog, 0 < 7 < 1. Jesli a nie nalezy do obrazu (2.25), to —a
nalezy: istnieje v/ € Cy(2) takie, ze —a = expl’. Krzywa 7 +— ¢(7) exp 7b’
taczy o¢ z a. U

Obrazem ciagtego homomorfizmu (2.24) jest wiec spdjna podgrupa gru-
py O(1,3). Obraz ten jest zatem zawarty w sktadowej spéjnej SO°(1,3). Co
wiecej, obraz ten jest cata grupg SO°(1,3), o czym mozna sie przekonaé roz-
patrujac nastepujace elementy tego obrazu. Niech w bedzie jednostkowym
wektorem rzeczywistym.

(i) Odwzorowanie

p(exp(—%ﬁwa))
jest obrotem w R? o kat 7 dookota osi wektora w.
(ii) Odwzorowanie
p(exp(—%nua))

jest szczegolnym przeksztalceniem Lorentza w kierunku wektora w z pred-
koscig v = tgh 7.

W wyktadach szczegdlnej teorii wzglednosci pokazuje sie, ze powyzsze
odwzorowania generujg grupe SOO(l, 3). Udowodniliémy w ten sposéb na-
stepujace

STWIERDZENIE 2.9. Odwzorowanie (2.24) jest homomorfizmem na
S0°(1,3) o jedrze Z,.

7.4. Homomorfizm SU(2) — SO(3). Jedli element a grupy SL(2,C)
przedstawi¢ w postaci

az(% g), to a_1:<_5ﬁ _O7>.
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Niech SU(2) oznacza grupe zespolonych macierzy unitarnych i unimodular-
nych drugiego stopnia. Warunek unitarnoéci a' = a=' daje v = —3 oraz
0 = . Zatem

aeSU2) & az(% _@6) i o>+ 8> =1.

Istnieje wiec bijekcja grupy SU(2) na sfer¢ Sz o réwnaniu |af? + |B] = 1.
Grupa SU(2) jest podgrupa grupy SL(2,C) i mozna do niej zastosowaé
wyprowadzone w poprzednim ustepie wyniki. Ograniczenie homomorfizmu
(2.24) do tej podgrupy daje epimorfizm
p:SU(2) — SO(3)
takze o jadrze dwuelementowym. Niech Herm(2) oznacza przestrzen wek-

torowa hermitowskich, bezsladowych macierzy drugiego stopnia. Jak widaé
z uwagi (i) na str. 55, odwzorowanie

exp : iHermg(2) — SU(2)
jest surjekcja.

Zadania

ZADANIE 2.1. Pokazac, ze jesli H jest podzbiorem grupy skonczonej G,
to z warunku a,b € H = ab € H wynika. ze H jest podgrupa. Podac
przyktad wskazujacy, ze zatozenie o skonczonosci grupy jest istotne.

ZADANIE 2.2. Pokazaé, ze permutacje |1,2]|3,4] i |1, 2, 3] generuja gru-
pe 2.

ZADANIE 2.3. Pokazaé: AutZ, = AUtZG = ZQ, AUtZg = 79 X ZQ,
AUt(ZQ X Zg) = 63.

ZADANIE 2.4. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Pokazaé, ze grupa AutZ,
jest izomorficzna multyplikatywnej grupie F réznych od zera elementow
ciata Z/pZ.

ZADANIE 2.5. Pokazac, ze kazda podgrupa o indeksie 2 jest dzielnikiem
normalnym.

ZADANIE 2.6. Niech H; i Hy beda podgrupami grupy G. Pokazaé, iz
relacja

a=a < istniejg elementy by € H; i by € Hy takie, ze a' = biaby”

jest relacja rownowaznosci w G; klasy rownowaznosci ze wzgledu na te re-
lacje nazywaja sie podwdjnymi warstwami.

ZADANIE 2.7. Pokazaé, ze k-cykl generuje grupe Z.

ZADANIE 2.8. Pokazaé¢, ze podgrupa grupy obrotéw na ptaszczyznie,
przeprowadzajaca kwadrat na siebie, jest izomorficzna grupie

Zy={1,i,—1,—i}.
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ZADANIE 2.9. Rozpatrzy¢ uogélnienie kwadratu i szescianu do 4 wymia-
réw: jest to zbiér X scharakteryzowany przez 2* = 16 swoich wierzchotkéw
o wspéhrzednych (wq, wq, w3, wy), gdzie w; = 1 albo —1 dlai =1,...,4. Po-
kazaé, ze nastepujace dwa obroty (z1,xs,x3,24) — (—Ta, T1, —T4,T3) OTaz
(w1, T2, x3,14) > (=3, 24,71, —T2) W R* zachowuja X i generuja grupe
rzedu 8, izomorficzna grupie kwaternionowej {1,1,j,k, -1, -1, —j, —k}.

ZADANIE 2.10. Pokazaé, ze nastepujacy zbior elementow grupy G = 2y:
H={1,[1,2][3,4],[1,3][2,4],[1,4][2,3]}

jest jej dzielnikiem normalnym — wigc grupa 204 nie jest prosta. Pokazaé, ze
grupa H jest izomorficzna iloczynowi Zy X Zs, a grupa ilorazowa G/ H jest
izomorficzna Zs.

ZADANIE 2.11. Niech SU(n) oznacza grupe macierzy unitarnych i uni-
modularnych n-tego stopnia, SO(n) — grupe obrotéw w przestrzeni euklide-
sowej R™, a Sp(1) — grupe multyplikatywna jednostkowych kwaternionéw.
Pokazaé, ze grupy

U(l)i SO(2)
oraz grupy

SU(2) 1 Sp(1)
sg izomorficzne.

ZADANIE 2.12. Na podstawie wynikow Zadania 1.11 wywnioskowac¢ ist-
nienie monomorfizmu grup

U(n) — SO(2n).
ZADANIE 2.13. Pokazaé, ze grupy SL(2,Fs) i &3 sa izomorficzne.

ZADANIE 2.14. Udowodnié¢, ze dwie permutacje sa do siebie sprzezone
w grupie 6, wtedy i tylko wtedy, gdy rozktadaja si¢ na te¢ sama liczbe
roztacznych cykli o rownych dlugosciach. Pokazaé¢, ze grupa 23 zawiera
cykle o réwnej dhugosci, ktore nie sg do siebie sprzezone w 2As.

ZADANIE 2.15. Pokazaé, ze grupa diedralna D,, jest generowana przez
dwa swoje elementy a i b, spetniajace nastepujace relacje:

a" =e, b* =e, abab = e.

Zmalez¢ centrum tej grupy; zinterpretowaé odpowiadajacy jej wiersz Tabeli
2.1; zwroci¢ uwage na réznice miedzy przypadkiem n parzystego i n niepa-
rzystego.

ZADANIE 2.16. Pokazaé¢, ze grupa T obrotow, zachowujacych czworo-
Scian foremny, jest izomorficzna grupie 24 i ze posiada ona dzielnik normal-
ny, izomorficzny Zgy x Zs. Znalezé grupe ilorazows. Zinterpretowa¢ odpowia-
dajacy tej grupie wiersz Tabeli 2.1.
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Wskazowka. Wystarczy ponumerowac wierzchotki czworoscianu od 1 do
4 i zauwazy¢, ze obroty odpowiadaja permutacjom parzystym zbioru wierz-
chotkow; dzielnik normalny tej grupy jest generowany przez dwa obroty o
m, np. te ktére odpowiadajg permutacjom

1 234\./(12 3 4
2143)'"\ 341 2]

ZADANIE 2.17. Pokazaé, ze grupa obrotow O szeScianu jest izomorficzna
grupie G,. Zinterpretowa¢ odpowiadajacy tej grupie wiersz Tabeli 2.1.

ZADANIE 2.18. Wyprowadzi¢ nastepujace wzory na liczbe czasteczek,
jakie mozna utworzy¢ umieszczajac atomy g rodzajéow w wierzchotkach sze-
Scianu i oSmioscianu:

ke(q) = 5:0°(¢° + 17¢° + 6), ks(q) = 5¢°(¢" + 3¢° + 12¢ + 8).
Zob. Przyklad 2.5 oraz [Ko| rozdz. 8 §3 ¢éwicz. 7.

ZADANIE 2.19. Zinterpretowa¢ wiersz Tabeli 2.1 odpowiadajacy grupie
Y i uzasadni¢ zawarte w nim informacje.

ZADANIE 2.20. Znalez¢ orbity dziatania (naturalnego) grup SU(2)
i SL(2,C) na C2.

ZADANIE 2.21. W tym zadaniu stosujemy oznaczenia ustepu 7.3. Poka-
zaé, ze wektor k € R* jest zerowy ( g, k*k” = 0) i skierowany ku przyszlodci
(kY > 0) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje para liczb zespolonych (21, 23), z
ktérych przynajmniej jedna jest # 0, taka, ze

0 WA . o 2112 217
o(k) = <22> (21 22), czyli o(k) = <z221 |22|2>'

Grupa SL(2, C) dziata w zbiorze wszystkich takich par posylajac pare (z1, 22)

. 4)-(2)0).

Oznaczajac przez k' wektor zerowy odpowiadajacy parze (z1, z5), pokazadé,
ze k' = p(a)k. Pokazaé, ze jesli (tra)? # 4, to przeksztalcenie Lorentza p(a)
zachowuje dwa rézne kierunki zerowe. Mozna je przedstawi¢ w postaci ,,czte-
rosruby”, tzn. w postaci ztozenia szczegdlnego przeksztatcenia Lorentza w
plaszczyznie P rozpigtej na tych dwoéch kierunkach i obrotu w ptaszczyznie
prostopadlej do P. Jesli (tra)? = 4, ale p(a) # id, to p(a) zachowuje jeden
wektor zerowy i nie zachowuje zadnego kierunku zerowego, ktéry nie jest
rownoleglty do tego wektora. Takie ,zerowe” przeksztatcenie Lorentza nie
jest cztero$ruba [60], whrew temu, co twierdza na ten temat J. A. Schouten
[56] i J. L. Synge [59].

ZADANIE 2.22. Pokazaé, ze przestrzen jednorodna SO(n + 1)/SO(n)
mozna utozsamic ze sferg n-wymiarowa S,,, a iloraz U(2)/U(1) mozna utoz-
sami¢ z SO(3), S; x Sy albo S3 zaleznie od tego w jaki sposéb grupa U(1)
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jest wlozona w U(2); rozwazy¢ przypadki

HZO ’_)z() }_)z()
o 02 /)"~ 0z )~ 01/

Wskazoéwka. Zadania tego rodzaju mozna rozwiazywa¢ odwotujac sie do
stwierdzenia 2.4. Np. przyjmujac G = U(2) i X = S; x S, utozsamiajac
S1 z U(1) i Sy ze zbiorem macierzy postaci R = zo, + yo, + z0,, gdzie
22 +1y?+ 22 = 1, mozemy okresli¢ dziatanie G na X, posylajac przy pomocy
A € U(2) element (u,R) € X na element (udet A, ARA™'). Dzialanie to
jest przechodnie, a stabilizatorem punktu (1,0,) jest grupa

{A€SU©2) | Ao, = 0, A} = U(1).

* ZADANIE 2.23 Pokazaé, ze rozszerzenie grupy U(1) przez grupe Z,,
dane przez ciag (2.13), gdzie h : Z, — U(1) jest injekcja (zawieraniem), a
g(z) = 2", dla n # 0 nie jest réwnowazne iloczynowi p6iprostemu.

ZADANIE 2.24. Pokazaé, ze rozszerzenie grupy Zo przez SO(n),
1= S0(n) — O(n) <% Z, — 1,

jest iloczynem prostym dla n nieparzystego, a dla n parzystego jest iloczy-
nem potprostym, ale nie prostym.

ZADANIE 2.25. Pokazad, ze rozszerzenia
1 —7Zy—SU2) =S0B3) =1 i 1—Zy—SL(2,C)—S0%1,3) =1
nie sg réwnowazne iloczynowi potprostemu.

ZADANIE 2.26. Pokazaé, ze na to, aby grupa FE byla rozszerzeniem grupy
G przez H potrzeba i wystarcza, aby E zawierata dzielnik normalny H’,
izomorficzny H taki, ze E/H' jest izomorficzne G. *

ZADANIE 2.27. Zmalez¢ centrum grupy Heisenberga sktadajacej sie ze
wszystkich macierzy postaci

O O =
O~ Q
_ 0 o

gdzie a,b,c € C.

ZADANIE 2.28. Pokazaé, ze centrum grupy GL(n, K), gdzie K = R lub
C, sktada sie ze wszystkich macierzy ,skalarnych”, tzn. postaci al, gdzie
a € K*, a I oznacza macierz jednostkowa [BJ].

ZADANIE 2.29. Centralizatorem podzbioru X grupy G nazywa si¢ zbior
Z(X) tych elementéw grupy, ktére sa przemienne ze wszystkimi elementami
X. W szezegblnosci zbior Z(G) nazywa sie centrum grupy G. Pokazaé, ze
centralizator jest podgrupa.

ZADANIE 2.30. Pokazaé, ze kazda macierz a € SL(2, C) mozna przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu macierzy unitarnej unimodularnej i unimodularnej
macierzy hermitowskiej o dodatnich wartosciach wtasnych. Ta druga ma-
cierz odpowiada szczegdlnemu przeksztatceniu Lorentza.
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ZADANIE 2.31. Normalizatorem podzbioru X grupy G nazywa sie zbior
N(X)={ae G| aX = Xa}.
Pokazaé, ze N(X) jest grupa, zawierajaaca Z(X) jako podgrupe.
Wskazéwka. Wykorzysta¢ to, ze zawieranie a X C Xa oznacza, iz dla
kazdego b € X istnieje ' € X takie, ze ab = b'a.

* ZADANIE 2.32. Poda¢ przyktad pokazujacy, ze iloczyn komutatoréw
moze nie by¢ komutatorem.

Odpowied#. Niech V =R* W = A2R*, G =V x W z iloczynem grupo-
wym (v, w)(v,w') = v+ v, w—+w +vAv), to pochodna D(G) = {(0,w) |
w € W} zawiera (0,e; A ea + e3 A e4), natomiast komutator (v, w) i (v/,w’)
wynosi (0,2v A ).

ZADANIE 2.33. Udowodnié: D(S,,) =2A,. *
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Reprezentacje grup i algebr: podstawowe pojecia

1. Definicje i przyktady

1.1. Reprezentacje grup. Niech G bedzie grupa, a V' — nietrywialna,
tzn. o dodatnim wymiarze, przestrzenig wektorowa nad cialem K. Homo-
morfizm p : G — GL(V') nazywa sie reprezentacjg grupy G w V. Mowi sig,
ze reprezentacja jest rzeczywista (zespolona, kwaternionowa) jesli K = R
(K = C, K = H). Wymiar przestrzeni V nazywa si¢ wymiarem reprezen-
tacji. W przypadku reprezentacji kwaternionowych zaktada sie¢, ze V' jest
prawg przestrzenia wektorowsa, a wiegc jest

(3.1) pla)(vqg) = (pla)v)g dlaae G, veV i geH.

PRzYKELAD 3.1. Niech G bedzie podgrupa grupy GL(n, R) nieosobliwych,
rzeczywistych macierzy n-tego stopnia. Reprezentacja rzeczywista

p:G— GL(n,R), p(a)=a,
nazywa sie reprezentacjqg definiujgcq grupy G.

PrzYKLAD 3.2. Dla kazdego n € 7Z istnieje jednowymiarowa reprezen-
tacja zespolona

pn 2 U(1) = GL(C), pu(2) =2"idc.

PRZYKEAD 3.3. Niech a = (a,,) € H(n) i niech a' oznacza macierz
sprzezong po hermitowsku w znaczeniu kwaternionowym, tzn. al = (@,,).
Kwaternionowa grupa symplektyczna,

Sp(n) = {a € H(n) | a'a = idgn},

posiada (definiujaca) reprezentacje kwaternionowa w prawej przestrzeni
wektorowej H™ nad H.

1.2. Reprezentacje algebr.

1.2.1. Reprezentacja algebry A nad K w przestrzeni wektorowej V' nad
K to odwzorowanie liniowe p : A — EndV takie, ze p(ab) = p(a)p(b) dla
kazdych a,b € A. Np. zbiér liczb zespolonych, rozpatrywany jako algebra
nad R, ma reprezentacje p w R? taka, ze p(i) = . Czesto rozpatruje sig
reprezentacje rzeczywistych algebr w zespolonych przestrzeniach wektoro-
wych; np. algebra H ma reprezentacje p w C? taka, ze w oznaczeniach (1.16)
jest p(i) = V=10 i p(j) = ¢.

1.2.2. Kazda algebra A ma reprezentacje reqularng p w przestrzeni wek-
torowej A taka, ze p(a)b = ab dla wszystkich a,b € A.

61
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1.3. Nieprzywiedlnosé i rozktadalnosé.
1.3.1. Niech A C EndV bedzie zbiorem endomorfizméw; podprzestrzen
W przestrzeni V' nazywa sie podprzestrzenia niezmienniczg wzgledem A,
jesli
weWifeAd = f(w)eW

1.3.2. Podprzestrzen B algebry jest jej lewym idealem wtedy i tylko wte-
dy, gdy B jest podprzestrzenig niezmiennicza ze wzgledu na reprezentacje
regularng tej algebry.

1.3.3. Dla kazdego A C EndV istniejg dwie trywialne podprzestrzenie
niezmiennicze: V oraz {0}. O zbiorze A C End V moéwi sie, ze jest nieprzy-
wiedlny w V', jesli posiada tylko trywialne podprzestrzenie niezmiennicze.
Moéwi sie, ze reprezentacja p grupy G w V jest nieprzywiedlna, jesli zbiér
p(G) C EndV jest nieprzywiedlny.

1.3.4. Reprezentacja przywiedlna jest rozktadalna jesli istniejg dwie wla-
Sciwe (tzn. nietrywialne) podprzestrzenie niezmiennicze V) i V; takie, ze
V =V, & V5. Taka reprezentacje mozna roztozy¢, tzn. przedstawi¢ w postaci
p1Dpe, gdzie p; : G — GL(V;), i = 1,2, jest reprezentacja G w V; taka, ze jesli
v = v1 + vy, gdzie v; € V;, to, dla kazdego a € G, p(a)v = p1(a)vy + p2(a)vs.
Ogolniej, reprezentacja p w V jest catkowicie albo w petni rozktadalna jesli
istnieje rozktad V na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych nieprzy-
wiedlnych, V = @, Vi, p = D~ ps, gdzie m = 1,2, .... (Dopuszcza si¢
warto$¢ m = 1 gdyz reprezentacje nieprzywiedlng uwaza sie za w petni
rozkladalna.)

PRZYKEAD 3.4. Reprezentacja grupy addytywnej R w R? okreglona
przez

PR GLER, o= (g ).
posiada wtasciwg podprzestrzen niezmienniczg, ale nie jest rozktadalna.

1.3.5. Reprezentacje p; grupy G w przestrzeniach V;, (i = 1,2), na-
zywaja sie rownowaznymsi jesli istnieje splatajacy je izomorfizm przestrzeni
wektorowych f : Vi — Vb, tzn. taki izomorfizm, ze dla kazdego a € G
zachodzi f o pi(a) = po(a) o f. Zamiast méwié, ze reprezentacje p; i po
sa réwnowazne (wzglednie: nieréwnowazne) pisze sie: p; ~ py (wzglednie:
p1 > p2)

1.3.6. Podobnie definiuje si¢ nieprzywiedlnosé¢, rozktadalnosé¢ i réwno-
wazno$¢ reprezentacji algebr.

1.4. Kompleksyfikacja i forma rzeczywista reprezentacji. Jesli
p jest reprezentacja rzeczywista grupy G w przestrzeni V', to jej kompleksy-
fikacja p® jest reprezentacjg w przestrzeni C® V =V @iV taka, ze

po(a)(v +iw) = pla)v +ip(a)w,

dla kazdego a € G i v,w € V. Kompleksyfikacja nieprzywiedlnej reprezen-
tacji rzeczywistej moze by¢ przywiedlna.
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PrzykrAaD 3.5. Kompleksyfikacja reprezentacji nieprzywiedlnej

(3.2) p:U(1) = GL(2,R), p(expia) = <

cosa —sino
sina cosa

) , gdzie a € R,

jest rozkladalna: C2 = W, @ W_, a przestrzenie

W= (1) 1 e 0

sa dwoma podprzestrzeniami niezmienniczymi reprezentacji p°.

Nawigzujac do terminologii i oznaczen §1.4 Rozdz. I i majac reprezen-
tacje zespolona p grupy G w przestrzeni V', mozna utworzy¢ jej forme rze-
czywistq

PG — GL(VE).
W przypadku, gdy V = C", forme rzeczywista mozna w jawny sposob opisac
jak nastepuje. Odwzorowanie

(33)  k:GL(n,C) = GL(2n,R), (A +iB) = (g _AB),

jest monomorfizmem grup. Forma rzeczywista reprezentacji
p:G — GL(n,C) jest reprezentacja p* = ko p.

Dwie nieréwnowazne reprezentacje zespolone moga mie¢ réwnowazne formy
rzeczywiste.

PRzZYKLAD 3.6. Forma rzeczywista reprezentacji p, z przyktadu 3.2 jest
reprezentacja

P U(1) = GL(2,R), pr(expia) = (

cosno  — sin no
sinna  cosno

Jesli n # 0, to reprezentacje zespolone p, i p_, sa nierébwnowazne, ale ich
formy rzeczywiste p i p®, sa splatane macierza o.

1.5. Reprezentacje pseudounitarne i unitarne. Reprezentacja p
grupy G' w przestrzeni pseudounitarnej (unitarnej) nazywa sie reprezentacjq
pseudounitarng (unitarng) jesli p(a) jest przeksztalceniem pseudounitarnym
(unitarnym) dla kazdego a € G, zob. ustep 1.4.4.

STWIERDZENIE 3.1. Reprezentacja unitarna w skonczenie wymiarowej
przestrzeni wektorowej jest w petni rozktadalna.

Dowéd. Niech p : G — GL(V) bedzie reprezentacja unitarna w prze-
strzeni unitarnej V. Jesli W jest podprzestrzenia niezmienniczg przestrzeni
V', to podprzestrzen ortogonalna wzgledem W, jest takze niezmiennicza, bo
jesli v € W+, to

(p(a)olw) = (p(a)elp(a)pla yw) = (v]p(a~w)
na mocy unitarnosci reprezentacji p oraz (ulp(a~')w) = 0 na mocy nie-

zmienniczosci W. Mozna zatem roztozy¢ reprezentacje, p = pw @ pyo. Jesli
W lub W+ posiada wlaéciwg podprzestrzen niezmiennicza, to mozna ten
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proces rozktadu kontynuowa¢, ale tylko skonczona liczbe razy, bo V' jest
skoniczenie wymiarowe. U

2. Lematy Schura

LEMAT 3.2. Jesli odwzorowanie liniowe f : Vi — V5 splata reprezenta-
cje grupy G w przestrzeniach Vi i Vs, to podprzestrzenie ker f i img f sq
niezmiennicze.

Dowdéd. Niech p;, © = 1,2, beda reprezentacjami splatanymi przez f.
Kazdy element img f jest postaci f(v), gdzie v € Vi; na mocy warunku
splatania, dla kazdego a € G mamy py(a)f(v) = f(p1(a)v) € img f, wiec
img f jest podprzestrzenia niezmiennicza. Jesli v € ker f, to f(v) = 0, wiec
f(pi(a)v) = pa(a)f(v) = 0, czyli pi(a)v € ker f. O

LEMAT 3.3. Jesli f splata reprezentacje py © ps, ktore sq nieprzywiedine,
to: albo f(v) =0 dla kazdego v € V', albo f jest izomorfizmem.

Dowéd. Istotnie, jesli reprezentacja po jest nieprzywiedlna, to na pod-
stawie poprzedniego lematu mamy img f = V5 albo {0}. W tym ostatnim
przypadku f(v) = 0 dla kazdego v € V;. Jesli natomiast img f = V5, to f
jest izomorfizmem, bo w przeciwnym razie ker f bytoby wtasciwg podprze-
strzenia niezmienniczg przestrzeni V. U

Inaczej moéwiac, jesli istnieje nietrywialne odwzorowanie liniowe splata-
jace dwie reprezentacje nieprzywiedlne, to te reprezentacje sa rownowazne.
Zastosujemy teraz poprzedni lemat do przypadku, kiedy f : V — V splata
reprezentacje p sama ze soba.

LEMAT 3.4. Niech p bedzie nieprzywiedlng reprezentacjg grupy G w skon-
czenie wymiarowej przestrzeni zespolonej V. Jesli f -V — V splata p ze
sobq,

fopla)=pla)o f dla kazdego a € G,

to istnieje A € C takie, zZe f(v) = \v dla kazdego v € V.

Dowéd. Niech p e Ci f, : V=V, f.(v) = f(v) — pv, to f,opla) =
p(a) o f,. Réwnanie det(f — pl) = 0 ma w dziedzinie liczb zespolonych
przynajmniej jedno rozwigzanie \; odwzorowanie f) jest osobliwe: istnieje
wektor vg # 0 taki, ze f\(vo) = 0. Na podstawie Lematu 3.3 wynika stad,

ze fr =0 czyli f(v) = M dla kazdego v € V. O
Udowodnilismy w istocie nastepujacy

LEMAT 3.5. W dziedzinie liczb zespolonych, macierz przemienna ze wszyst-
kimi macierzami nieprzywiedlnego zbioru macierzy jest krotnoscig macierzy
jednostkowej.

Reprezentacja (3.2) jest nieprzywiedlna w dziedzinie rzeczywistej, ale

macierz (? _01) jest przemienna ze wszystkimi macierzami zbioru p(U(1)).

7 Lematu 3.4 wynika nastepujacy
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WnNI0SEK. Kazda nieprzywiedlna zespolona reprezentacja grupy prze-
miennej jest jednowymiarowa.

Istotnie, niech p : G — GL(V') bedzie reprezentacja zespolona. Z prze-
miennosci grupy wynika p(a)p(b) = p(b)p(a). Utozsamiajac w tym réwnaniu
p(b) z f z Lematu 3.4 otrzymujemy, ze istnieje funkcja A : G — C taka, ze

p(b) = A(b)I dla kazdego b € G taka diagonalna reprezentacja jest nieprzy-
wiedlna tylko wtedy, gdy jest jednowymiarowa.

3. Charakter reprezentacji

Kazdej zespolonej reprezentacji p : G — GL(V) w skoniczenie wymia-
rowej przestrzeni V' przyporzadkowuje sie jej charakter zdefiniowany jako
funkcja

X, G—=C, x,(a) =trp(a).
Jedli e oznacza element neutralny grupy, to
Xp(e) =dim V.

Wida¢ od razu, ze charakter reprezentacji jest staly na klasie elementéw
sprzezonych,

Xp(aba™") = x,(b),
dla kazdych a,b € G. Jesli p ~ o, to x, = Xo-

4. Dzialania na reprezentacjach

Podamy teraz kilka waznych sposobéw budowania nowych reprezentacji
ze znanych reprezentacji. O przestrzeniach wektorowych, bedacych nosni-
kami reprezentacji, zaktadamy, ze sa skonczenie wymiarowe nad k = R albo

C.

4.1. Suma prosta reprezentacji. Majac reprezentacje p : G — GL(V)
io: G — GL(W) mozna utworzy¢ ich sume prostq

pdo:G—GLVaW)
ktadac
(p®o)(a)(v,w) = (pla)v,o(a)w), a € G, v eV, weW.
Charakter sumy prostej reprezentacji jest suma ich charakteréow,
Xpso = Xp + Xo-

4.2. Iloczyn tensorowy reprezentacji. Podobnie tworzy si¢ iloczyn
tensorowy reprezentacji:

pR0o:G— GLV W)
ktadac
(p®0o)(a)(vew)=pla)v®o(a)w.
Biorac pod uwage, ze jesli F,G € EndV, to tr (F ® G) = tr F tr G, widad,
ze charakter iloczynu tensorowego reprezentacji jest iloczynem ich charak-
terow,

Xpo = Xp * Xo-
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Jesli 1 oznacza reprezentacje trywialna, to dla kazdej reprezentacji 7 mamy
1®T=r.

Tloczyn tensorowy V ®V mozna roztozyé w sume prostg przestrzeni S? V
tensoréw symetrycznych i przestrzeni AV tensoréw antysymetrycznych,

VoV =S8VaAV

Mianowicie, tensor 7' = T"e, ® e, € V ® V mozna roziozy¢ na czesci:
symetryczng i antysymetryczng o sktadowych, odpowiednio,

() — %(T#V + Tvu) i Tl — %(TIW _ TVM)'

Niech p : G — GL(V) bedzie reprezentacja. Rozkladowi przestrzeni V @ V
odpowiada rozktad reprezentacji,

p&p=5SpaAp.

4.3. Reprezentacja kontragredientna (albo: dualna). Przypom-
nijmy, ze jesli V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad
cialem k = R albo C, to przestrzen dualna V* wzgledem V| sktadajaca sie
ze wszystkich funkcji liniowych (form) na V| jest przestrzenia wektorowa
tego samego wymiaru co V. Jedli v € V, to wartosé¢ funkcji @ € V* na
wektorze v € V' zapisuje si¢ jako (v, a). Przestrzen V** mozna utozsamié z
V.Jedli f:V — W jest odwzorowaniem liniowym, to odwzorowanie dualne
(transponowane) f* : W* — V* jest okreslone przez

(3.4) (v, f*(a)) = {f(v),q)
dlaveViaeW* Jedlig: U =V, to (fog)* =g o f* itd.

Reprezentacja kontragredientna (inaczej: dualna) do reprezentacji p gru-
py G w przestrzeni wektorowej V' jest to reprezentacja p w przestrzeni du-
alnej V*,

p:G— GL(VY), pla)=pat), acd.

Latwo widac, ze reprezentacja p jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy p jest nieprzywiedlna.

STWIERDZENIE 3.6. Reprezentacje p i p grupy G sq rownowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje nieosobliwa forma biliniowa V x V — k niezmien-
nicza wzgledem dziatania grupy.

Dowdéd. Jesli reprezentacje p i p sa rownowazne, to istnieje izomorfizm
B:V — V* taki, ze

(3.5) p(a™')" = Bp(a)B~",
czyli p(a)*Bp(a) = B. Dla dowolnych a € G i u,v € V wynika stad, ze
(p(a)u, Bp(a)v) = (u, Bv),

wiec forma (u,v) — (u, Bv) jest niezmiennicza; jest ona nieosobliwa, bo B
jest izomorfizmem. Na odwrét, nieosobliwa, niezmiennicza forma biliniowa
definiuje izomorfizm B : V' — V* splatajacy reprezentacje p i p. U
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STWIERDZENIE 3.7. Jesli reprezentacja zespolona p jest nieprzywiedina
i p~ p, to forma biliniowa, o ktorej mowa w Stwierdzeniu 3.6, jest syme-
tryczna albo antysymetryczna i jest wyznaczona z doktadnoscig do czynnika
liczbowego.

Dowéd. Obliczajac transpozycje obu stron réwnania (3.5), zastepujac a
przez a~! i stosujac ponownie to réwnanie, otrzymujemy (B*)"!Bp(a) =
p(a)(B*)~'B. Na podstawie Lematu 3.4 wynika stad istnienie A € C* ta-
kiego, ze B* = \B, wiec B = B** = \?B, czyli B* = B albo B* = —B.
Jesli oba izomorfizmy B i B’ spelniaja (3.5), to B~'B’ jest przemienne z
kazdym p(a), wiec B’ = AB. O

4.4. Reprezentacja sprzezona. Reprezentacja sprzezona p wzgledem
reprezentacji zespolonej p : G — GL(V') jest reprezentacja w przestrzeni V|

p:G—GL(V), pla)=pla), a€G.

bLatwo wida¢, ze reprezentacja p jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy p jest nieprzywiedlna.

STWIERDZENIE 3.8. Jesli reprezentacja p grupy G w przestrzeni zespo-
lonej V' jest rownowazna reprezentacji sprzgzonej p i jest nieprzywiedina, to
izomorfizm C : V. — V, splatajqgcy te reprezentacje, jest okreslony z doktad-
noscig do czynnika liczbowego, ktéry mozna wybrac tak, aby CC = idy albo

Dowaod. Jedli p ~ p, to istnieje izomorfizm liniowy
(3.6) C:V =V taki,ze p(a) = Cp(a)C™*
dla kazdego a € G. Stad p(a) = Cp(a)C~ = CCp(a)C~'C*, wiec CC jest
przemienne z kazdym p(a), zatem C'C' = Aidy. Obliczajac §lad ostatniego
réwnania, otrzymujemy A € R*. Zastepujac C przez C'//|\| otrzymujemy
zapowiedziany wynik. O

Mowimy, ze reprezentacja p w zespolonej przestrzeni wektorowej jest typu
zespolonego jesli p = p.

Moéwimy, ze reprezentacja p w zespolonej przestrzeni wektorowej V' jest
typu rzeczywistego jesli p ~ p, a izomorfizm (3.6) mozna wybraé tak, ze

CC =idy .

STWIERDZENIE 3.9. Forma rzeczywista p® reprezentacji typu rzeczywi-
stego p rozktada sie w sume prostg dwdch réwnowainych reprezentacyi, p& =
PrDp-, py~p-.

Dowéd. Niech p: G — GL(V') bedzie reprezentacja typu rzeczywistego.
Forme rzeczywistag VE® przestrzeni V rozktadamy w sume prosta, VE =
V. @ V_, definiujac

Vi={veV®|v==+Cuv}.
Podprzestrzenie V. i V_ sa niezmiennicze ze wzgledu na reprezentacje p*:

jedliv e Viia€ G, to pla)v € Vi gdyz pla)v = Cp(a)C~ o = £Cp(a)v;
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mozna wiec zdefiniowaé dwie reprezentacje rzeczywiste p+ ktadac pi(a) =
p*(a)|Vi. Odwzorowanie V, — V_, v + iv, jest izomorfizmem V, na V_
splatajacym reprezentacje py i p_. U

Reprezentacje p+ odniesione do baz w przestrzeniach V. maja rzeczywi-
ste elementy macierzowe.

Moéwimy, ze reprezentacja p w zespolonej przestrzeni wektorowej V' jest
typu kwaternionowego jesli p ~ p, a izomorfizm (3.6) mozna wybraé tak, ze

(3.7) CC = —idy.

STWIERDZENIE 3.10. Jesli p : G — GL(V) jest reprezentacjq typu kwa-
ternionowego, to zespolona przestrzen wektorowa V. ma wymiar parzysty i
mozna nadacé jej takg strukture prawej przestrzeni wektorowej nad H, Ze
reprezentacja p staje sie reprezentacjg kwaternionowq, tzn. zachodzi (3.1)

Dowéd. Obliczajac wyznacznik obu stron (3.7) stwierdzamy, ze wymiar
przestrzeni V' jest liczba parzysta, dime¢ V' = 2n. W grupie (V' 4) mozna
wprowadzi¢ strukture prawej przestrzeni wektorowej nad cialem kwaternio-

now ktadac
vi=+v—-1v, vj=Cv.

Latwo sprawdzamy, ze (vi)i = —wv, (vj)j = —v oraz (vi)j + (vj)i = 0; ktadac
vk = (vi)j mozemy poprawnie okresli¢ mnozenie v przez ¢ = xri+yj+zk+t €
H z prawej strony. Ponadto, na mocy (3.6), zachodzi (3.1). O

Jesli ciag (e, . .., e,) jest baza kwaternionowa w V| to ktadac p(a)(e,) =
Sueupuv(a), v =1,...,n, mozemy dla kazdego a € G zdefiniowa¢ ma-

cierz (pm,(a)) € GL(n,H). Na mocy (3.1) mamy
puv(ab) = 3o puala)pan(b) dla a,b € G,
tzn. a — (pm,(a)> jest reprezentacja G w przestrzeni H".
Niech (V, A) bedzie przestrzenia pseudounitarna, zob. ustep 1.4.4.

STWIERDZENIE 3.11. Nieprzywiedlna reprezentacja p jest pseudounitar-
na wtedy, © tylko wtedy, gdy p ~ p.

Dowéd. Na podstawie (1.15) widaé, ze jesli reprezentacja p grupy G w
(V, A) jest pseudounitarna, to

(3.8) pla™') = A7'p(a)" A

dla kazdego a € G. Izomorfizm A* splata zatem reprezentacje p i p, nawet
jesli p jest przywiedlna. Na odwrét, jesli p ~ p, to istnieje izomorfizm A :
V — V* taki, ze zachodzi (3.8); iterujac to réwnanie otrzymujemy, iz A~ A*
jest przemienne z p(a) dla kazdego a € G, zatem jedli reprezentacja p jest
nieprzywiedlna, to istnieje A € C* takie, ze A* = AA. Wynika stad A\ = 1,
zatem nieosobliwe odwzorowanie A’ = v/AA spelnia (1.12) i okresla w V
strukture przestrzeni pseudounitarnej, wzgledem ktérej reprezentacja p jest
pseudounitarna. Il
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STWIERDZENIE 3.12. Jesli reprezentacja p jest nieprzywiedina, unitarna
i p~p,to dla izomorfizméw B i C, zdefiniowanych w (3.5) 7 (3.6) mamy:

albo B* =B i CC = idy,

albo B*=—-B ¢ CC = —idy.

Dowéd. Na podstawie (1.14), warunek pseudounitarnosci reprezentacji
p mozna zapisa¢ w postaci

(3.9) pla) = A"p(a)(A") .

Na podstawie stw. 3.11 otrzymujemy p ~ p. Istnieje wigc izomorfizm C' :
V' — V taki, ze zachodzi (3.6), co w potaczeniu z (3.9) daje B = A*C.
Obliczajac (Culv) przy pomocy (1.13) otrzymujemy

(3.10) (Culv) = (v, Bu).
Potézmy
(3.11) B*=pB i CC=r~idy, gdzie B,ve{l,—1}.

Mamy teraz
(Cu|Cu) = (Cu, Bu) na mocy (3.10)
= (u, B*Cu) z (3.4)
= B(u, BCu) =z (3.11)
= B(CCulu)  z (3.10)
= By (ulu) z (3.11).
Uwzgledniajac teraz, ze przestrzen (V, A) i reprezentacja p sa unitarne, wiec
u # 0 pociaga (ulu) > 0, otrzymujemy z ostatniej réwnosci Sy > 0, stad
b =r. O
PrzyKrAD 3.7. (Reprezentacje spinorowe). Ktadac € = 09/i mamy dla
a € C(2):

(3.12) a*ca = (det a)e.

(i) Niech o oznacza reprezentacje definiujaca grupe SL(2,C); jest ona nie-
przywiedlna. Z (3.12) wynika, ze ¢ ~ o. Z drugiej strony, obliczajac cha-
raktery, otrzymujemy o -~ o: reprezentacja jest typu zespolonego. Zatem
g ~ 0, wiec na podstawie stw. 3.11 wnioskujemy, Ze reprezentacja o nie jest
pseudounitarna wzgledem zadnej struktury w C2.

Tworzac sumy proste i iloczyny tensorowe mozna znalez¢ inne reprezen-
tacje grupy SL(2,C). Np. reprezentacje o @0 i 0 ® & sa typu rzeczywistego.
(ii) Macierz A = ((1) _01) mozna rozpatrywaé jako odwzorowanie (1.11)
definiujace w V' = C? strukture pseudounitarng o sygnaturze (1,1). Ogra-
niczenie reprezentacji o do grupy
SU(1,1) = {a € SL(2,C) | a*Aa = A}
jest reprezentacja typu rzeczywistego gdyz teraz a = CaC~!, gdzie C =

(A*)7'B, B = e. Przyklad ten pokazuje, ze zalozenie o unitarnosci repre-

zentacji w stw. 3.12 jest istotne: tutaj B* = —B i CC = id.
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Zadania

ZADANIE 3.1. Grupa &3 dziala na plaszezyznie R? jako grupa izometrii
tréjkata réwnobocznego. Znalezé odpowiadajaca temu dzialaniu reprezen-
tacje tej grupy. Pokazaé, ze grupy s i Zs sa izomorficzne.

ZADANIE 3.2. Znalez¢ klasy elementow sprzezonych w nastepujacych
grupach: Dy, T, SU(2).

ZADANIE 3.3. Znalez¢ typ wszystkich reprezentacji zespolonych nieprzy-
wiedlnych grup Z,, n =2,3,....

ZADANIE 3.4. Pokazaé, ze reprezentacja definiujaca o grupy SU(2) jest
reprezentacjg typu kwaternionowego i ¢ ~ . Znalez¢ rozktad iloczynu o ® o
na reprezentacje nieprzywiedlne.

ZADANIE 3.5. Pokazaé, ze grupy SU(1,1) i SL(2,R) sa izomorficzne.
Znalez¢ rozktad iloczynu tensorowego o ® o na reprezentacje nieprzywiedlne.

ZADANIE 3.6. Pokazac, ze jesli p jest reprezentacjg rzeczywista, to re-
prezentacja (p©)® jest réwnowazna reprezentacji p @ p.

ZADANIE 3.7. Niech p bedzie reprezentacja pseudounitarng grupy G.
Pokazaé, ze x,(a™!) = x,(a) dla a € G.

ZADANIE 3.8. Udowodni¢ nastepujace wzory na charaktery czesci syme-
trycznej i antysymetrycznej reprezentacji p ® p.

xszp(a) = 5((tr p(a))® +trp(a)®),  xazy(a) = 5((trp(a))? — trp(a)?)
ZADANIE 3.9. Znalez¢ centra nastepujacych grup: SO(n), SU(n), Sp(n).
ZADANIE 3.10. Skonstruowaé¢ monomorfizm Sp(n) — SU(2n).

ZADANIE 3.11. Pokazaé, ze reprezentacja definiujaca grupe SL(n,C) i
reprezentacja wzgledem niej kontragredientna sa réwnowazne dla n = 2, ale
nie dla n > 2.
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Reprezentacje grup skonczonych

W niniejszym rozdziale G oznacza grupe rzedu N.

1. Przyklady reprezentacji

PrzYKEAD 4.1. Niech G bedzie grupa dzialajaca na zbiorze skonczo-
nym X. Dziatanie grupy mozna rozszerzy¢ do reprezentacji p grupy G
w przestrzeni wektorowej F(X) = {f : X — k} nad cialem k ktadac
(p(a)f)(x) = f(a'z). Baza liniowa przestrzeni F(X) jest zbior wektorow
(ex)zex, gdzie e, jest wektorem (funkcja) takim, ze

1 jedliz =y
ex(y) = { 0 jeslix #y.

Kazdy wektor f mozna przedstawi¢ w postaci sumy Y ,cx f(z)e,.

PrzyKrAD 4.2. Dla kazdego catkowitego n > 1, grupa symetryczna &,,
ma jednowymiarowa nietrywialng reprezentacje alternujgcq
sgn : 6, — GL(R),
gdzie sgn (m), zdefiniowane w (1.3), jest teraz rozpatrywane jako liniowe
odwzorowanie R w siebie.

PrzYKLAD 4.3. Inna, naturalng reprezentacja grupy symetrycznej jest
reprezentacja standardowa o, zdefiniowana jak nastepuje. Niech k = C. De-
finiujace grupe &,, dzialanie na zbiorze X = {1,2,...,n} indukuje, zgodnie
z Przykltadem 4.1, reprezentacje tej grupy w przestrzeni wektorowej F(X),
ktéra mozna utozsami¢ z C". Permutacja 7 posylta wektor (z1,...,2,) w
wektor (Zz-1(1), ..., Zr-1(n)). Przestrzen

Vi=A(z1,...,2,) €C" | 1+ ... + 2, =0}

jest (n — 1)-wymiarowa podprzestrzenia niezmiennicza przestrzeni C". Re-
prezentacja o : &,, — GL(V,,) dana jest przez

o(m) (21,5 2n) = (Zr1(1)s - s Zn-1(n))-

2. Usrednianie na grupie
Niech Y bedzie przestrzenia wektorowa. Funkcje f : G — Y mozna

usrednic, definiujac

(4.1) (f) = N7 Speq [(B).
Sumy N='3°, f(ab) i N7'S, f(ba), a € G, réznig sie od sumy (4.1) tylko
porzadkiem sktadnikéw. Inaczej méwiac, mamy (fol(a)) = (f) i (foR(a)) =

71



72 IV. REPREZENTACJE GRUP SKONCZONYCH

(f) : lewe i prawe przesuniecia nie zmieniaja $redniej. Nieco ogdlniejszy
wynik opisuje nastepujace

STWIERDZENIE 4.1. Niech X bedzie G-przestrzenig, a Y mniech bedzie
przestrzenig wektorowq, w ktorej takze dziata grupa G. Jesli h : X —'Y, to
odwzorowanie usrednione

(4.2) (h): X =Y, (h)(x) = N~ Loeqa-hla™'2),
jest ekwiwariantne,

(h)(azx) = a- (h)(x),
dla kazdego a € G ix € X.

Dowéd. Istotnie, na podstawie (4.2) mamy

N{(h)(ax) = Speab- h(b taz) = S eqac- h(c ') = Na- (h)(z). O

3. Reprezentacja regularna

Biorgc w Przyktadzie 4.1 X = G otrzymujemy reprezentacje grupy skon-
czonej G w przestrzeni wektorowej F((G); te wazna reprezentacje nazywa
sie reprezentacjg reqularng p grupy. Jesli f € F(G), a,b € G, to

(4.3) (p(a)£)(b) = f(a™"b).

Jesli k = C, to w przestrzeni F(G) mozna okresli¢ hermitowski iloczyn
skalarny kladac, dla f,g € F(G),

(4.4) (flg) = N7 Tueq f(@)g(a).

Reprezentacja regularna jest unitarna wzgledem tak zdefiniowanego iloczy-
nu.

4. Relacje ortogonalnosci

STWIERDZENIE 4.2. KazZda reprezentacja grupy skoriczonej w przestrzeni
zespolonej jest rownowazna pewnej reprezentacji unitarnej.

Dowéd. Niech (u|v) oznacza hermitowski iloczyn skalarny wektoréw u
i v w przestrzeni V, a 0 : G — GL(V') niech bedzie reprezentacja grupy
skonczonej G. Grupa G dziatla w przestrzeni X = V x V i w trywial-
ny sposéb w Y = C. Odwotujac sie do stw. 4.1 widzimy, Ze reprezenta-
cja o jest unitarna wzgledem usrednionego iloczynu skalarnego (ulv), =

N~ Yuec(o(a)ulo(a)v). B

WnNI0SEK. Kazda reprezentacja grupy skonczonej jest w peki rozkta-
dalna.

W dalszym ciagu bedziemy pisali (u|v) zamiast (u|v),.

Niech ¢ i 7 bedg nieprzywiedlnymi reprezentacjami zespolonymi grupy
skonczonej G w przestrzeniach V' i W, odpowiednio. Jedli h : V. — W jest
liniowe, to odwzorowanie usrednione

(4.5) (hy =N"'S,eam(@) ohoo(a)
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splata reprezentacje o i 7. Na podstawie Lematu 3.3, mamy
(4.6) jesli o o 7, to (h) =0.
Jesli V =W i o = 7, to na podstawie Lematu 3.4, obliczajac $lady, otrzy-
mujemy
trh
= idy .
() dim V v
Wybierajac bazy unitarne (e;) w V i (f,) w W, mozemy wprowadzi¢ ele-
menty macierzowe ktadac

o(a)e; =3, ej05i(a), 7(a)f, =2, furvula), he) =3, fubu.

Obliczajac obie strony réwnosci (h) = 0 na wektorze e; oraz biorac pod
uwage liniowa niezalezno$¢ wektoréow (f,) i dowolnos¢ h, otrzymujemy

(4.7)

(4.8) jesli o0 e 7,10 Sucq Tuu(a)aji(a) = 0.
Podobnie, jedli o = 7, to réwnania (4.5) i (4.7)) daja
1
S

dim V"

Pamictajac o tym, ze kazda reprezentacja grupy skonczonej jest rownowaz-
na reprezentacji unitarnej, zatézmy, ze o i T sa unitarne; wtedy 7,,(a™") =

(49) Nil ZaEG aji(afl)alk(a) 6il-

Tuw(a) i podobnie dla elementéw macierzowych reprezentacji o. Rozpatrujac
elementy macierzowe reprezentacji jako wektory przestrzeni F(G) i uzywa-
jac iloczynu skalarnego (4.4), mozemy zapisa¢ (4.8) i (4.9) w postaci

(4.10) jedli o o 7, to (1,]04) =0,
1
(4.11) (0ijlowm) = maikfsjl-

Niech Fy(G) bedzie podprzestrzenia przestrzeni F(G), sktadajaca sie ze
wszystkich funkcji centralnych, tzn. funkcji na G statych na klasach elemen-
téw sprzezonych; charakter kazdej reprezentacji grupy G nalezy do Fo(G).
Korzystajac z réwnosci x-(a) = >, Tuu(a), przy zalozeniu, ze reprezentacje
o i 7 sa nieprzywiedlne, otrzymujemy z (4.10) i (4.11),

1 jedlio~rT,
(4.12) (o) = {0 jesli o oo 7.
Charaktery tworza wiec zbiér wektoréw ortonormalnych w przestrzeni Fo(G).
Wynika stad, ze liczba p nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych
jest < dim Fy(G) = liczbie klas w G.

Bedziemy méwili, ze {7,...,7,} jest pelnym ukladem reprezentacji gru-
py skonficzonej G, jesli: 1° kazda reprezentacja 7;, i = 1, ..., p, jest unitarna
i nieprzywiedlna, 2° i # j = 7; = 75, oraz 3° jedli o jest reprezentacja nie-
przywiedlna i zespolong G, to istnieje ¢ takie, ze o ~ 7;. Bedziemy oznaczali
przez x; charakter reprezentacji 7;.
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TWIERDZENIE (o reprezentacjach grup skonczonych). Niech G bedzie
grupg rzedu N .
(i) Dla kazdej pary reprezentacji (niekoniecznie nieprzywiedinych) o i
T grupy G zachodzi
O~ T <> Xo = Xr-

(i) Reprezentacja o jest nieprzywieding <= (X»|Xo) = 1.

(iii) Niech (11,...,7,) bedzie pelnym ukladem reprezentacji grupy G w
przestrzeniach Vi, ..., V,, odpowiednio. W rozkladzie reprezentacji reqular-
nej p grupy G skladowa 1; wystepuje z krotnoscig n; = dim'Vj,

(413) P~ NiTL D NyTy,
a stgd
(4.14) N=ni+...+n.

(iv) Liczba p reprezentacji nieprzywiedinych G jest réwna liczbie klas ele-
mentow sprzezonych w G.

Dowéd. (i) Jesli ¢ ~ 7, to x, = X, Niech (7;), i« = 1,...,p, beda
reprezentacjami, o ktorych mowa w czesci (iii) twierdzenia. Ich charaktery
stanowig liniowo niezalezny uktad wektoréw. Jesli o ~ mym @ -+ - & m,7, i
T~MTL D DNpTy, 10 Xo = MaX1 + ... MpXp 1 Xr = N1X1+ - .. NpXp, WiEC
Xo = Xr pociaga m; =n; dlat=1,...,p,astad o ~ 7.

(ii) JeSli o ~ mym @ - - - D mypTy, to (Xo|Xs) = mi+...m2; reprezentacja
o jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy ta ostatnia suma = 1.

(iii) Charakter y, reprezentacji regularnej obliczamy z definicji (4.3) tej
reprezentacji. Mamy (p(a)ep)(c) = ep(a1c) = eq(c), wige kladac p(a)e, =
e €epep(a) otrzymujemy p.p(l) = d.p, natomiast jesli @ # 11 b = ¢, to
pep(a) = 0. Wynika stad, ze

Xp(1) =N oraz x,(a)=0 dlaa#1.
Z drugiej strony, na podstawie (4.13) mamy
(4.15) Xp = MiX1 + -+ NpXp.

Obliczajac iloczyn skalarny obu stron tej réwnosci z charakterem y; otrzy-
mujemy
n = (X)) = N7 o xp(a)xi(a) = xi(1) = dim V;.

Obliczajac warto$é obu stron réwnosci (4.15) na jednosci grupy otrzymuje-
my (4.14).

(iv) Wystarczy pokazaé, ze ciag (x1, .- ., Xp) rozpina Fy(G). Na podsta-
wie (4.10), (4.11) i (4.14) widad, ze ciag wektoréw

(Ti ,u,iui>) 1 < i < b, 1 < Hiy Vi < n;,

jest baza przestrzeni wektorowej F(G). Funkcje f € F(G) mozna wigc
przedstawi¢ w postaci

(416) f = Z’L Zuiﬂ/i f’iuiViTiuiVi'
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Niech teraz f bedzie funkcja centralna, to f(a) = f(bab™') dla kazdych
a,b e G, wigc

(4.17) fla) = N7 e f(bab™").

Wykorzystujac rozktad (4.16) do przeksztatcenia prawej strony (4.17), bio-
rac pod uwage

Tinis (bab™") = Loy ; Tipssas (0) i, () i (071)
oraz g, (b™') = Ti,, 5,(b), mozemy napisaé f € Fo(G) w postaci
= ”z‘_l ZM fim,uiXi- U
Rozpatrzmy reprezentacje
o~miT D - DmyT,

grupy G w przestrzeni W. Wygodnie jest zna¢ rozktad W na podprzestrzenie
niezmiennicze W;, gdzie realizuja sie reprezentacje m;7;, (i = 1,...,p), na
ktére rozktada sie 0. Mamy oczywiscie dim W = >F_, m;n;. Udowodnimy
najpierw

LEMAT 4.3. Dla charakterow x; petnego uktadu reprezentacji (i, ..., T,)
grupy G zachodzi

Ybea Xilab™)x;(b) = Nny'dyx;(a).
Dowéd. Wykorzystujac (4.10) i (4.11) obliczamy:
ZbEG Xz(ab_l)X](b) = Zb,u,a Ti Mu(ab_l)Tj aa(b)
= Zu,y T ul/(a) Zb,a T ,u,u(b)Tj aa(b>
=N Ep,,y,a Ti ,U«V(&) (Til“’ ’ Tj aa)
Na podstawie lematu dowodzimy

STWIERDZENIE 4.4. Zachowujgc oznaczenia Twierdzenia o reprezenta-
cjach grup skonczonych, rozpatrujemy reprezentacje o grupy G w zespolonej
przestrzeni wektorowej W. Endomorfizmy

Pi=N"'"nY.ccxi(a)o(a), i=1,...,p,
stanowiqg uktad operatorow rzutowych takich, Ze

-P’LP7:5’L]-P’L7 iaj:17"'7p7

St P =idw, o(a)P,=Po(a), i=1,...,p, a€G.

Definiujge W; = PW oraz o;(a)w = o(a)w dla w € W;, otrzymujemy
rozktad

0‘:0‘1@...@01)

taki, ze o; ~ m;T;.
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5. Twierdzenia o wymiarze

STWIERDZENIE 4.5. Jesli kazda zespolona, nieprzywiedlna reprezentacja
grupy skonczonej jest jednowymiarowa, to grupa jest przemienna.

Dowdéd. Istotnie, ktadac n; = 1 w (4.14) otrzymujemy p = N, wiec
kazda klasa sktada sie z jednego elementu, co oznacza, ze grupa jest prze-
mienna. U

Zmacznie glebsze i trudniejsze do udowodnienia jest nastepujace

TWIERDZENIE (0 wymiarze reprezentacji nieprzywiedlnych).
Wymiar reprezentacji nieprzywiedinej grupy skonczonej jest dzielnikem
rzedu grupy.

Znany dowdd tego twierdzenia wykorzystuje pojecie liczb algebraicznych.
Przedstawimy tu tylko szkic tego dowodu, podzielonego na kilka lematéw;
szczegbly mozna znalezé w [49] 1 [Si]. Méwimy, ze liczba zespolona A jest
catkowitq liczbg algebraiczng jesli istnieje wielomian
(418)  w(z)=2"+a, 12" '+ +ap taki, ze a; €Z i w()\) = 0.
Oznaczamy przez A zbior wszystkich catkowitych liczb algebraicznych.

LEMAT 4.6. ANQ =Z.

Dowéd. Istotnie, kazda liczba catkowita jest takze catkowita liczba alge-
braiczna. Na odwr6t, niech liczba algebraiczna postaci /5, gdzie («a, ) jest
para liczb catkowitych wzglednie pierwszych, spelia réwnanie w(a/3) = 0.
Jesli w jest postaci (4.18), to

an — —ﬂ<an,106n71 S aoﬁnfl).

Prawa strona jest podzielna przez [, ale lewa strona moze by¢ podzielna
przez (3 tylko wtedy, gdy g = 1. U

LEMAT 4.7. Zbior A pokrywa sie ze zbiorem wartosci wlasnych macierzy
o elementach catkowitych.

Dowéd. Niech I; € Z(l) oznacza macierz jednostkowa. Jesli L € Z(l) i
Lz = Mz, gdzie 0 # 2 € C!, to

(4.19) w(z) =det(zl; — L)

jest postaci (4.18) i w(A) = 0. Na odwrdt, majac (4.18) tatwo utworzy¢
macierz L taka, ze zachodzi (4.19). Np. dla n = 3 mozna wziaé¢

0 -1 0
L= 0 0 —-11]. 0O
—Qag ap —Qa2

LEMAT 4.8. Zbior A jest pierscieniem: jesli A\, € A, to A\—p i Au € A.
Dowéd. Jedli L € Z(1l) i Lz = Az oraz M € Z(m) i My = py, to
LIy —Li@ M)(z®y) = (A—p)(zy).
Podobnie dla iloczynu. U
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LEMAT 4.9. Jesli \1,..., \p € A, to istnieje m € N, wektor x € C™ i
macierze My, ..., My € Z(m) takie, zZe Myx = \jx dlat=1,... k.

Dowdd. Istotnie, na podstawie Lematu 4.7, dla kazdego ¢ istnieje [; € N,
macierz L; € Z(l;) oraz x; € Cli takie, ze Liz; = \iz;. Niech x = 7, ®- - @,
oraz M; =1;, [}, ®---® L, &---®1I,, to Mx = \zx. O

ite miejsce

LEMAT 4.10. Warto$ci wtasne macierzy o elementach w A nalezqg do A.

Dowéd. Niech L = (I;;) € A(l) i niech x € C' bedzie wektorem wlasnym
tej macierzy: Lr = Ax, A € C. Na podstawie poprzedniego Lematu mozna
znalez¢ m € N, wektor y € C™ i macierze M,; € Z(m) takie, ze dla kazdej
pary (i,7) zachodzi M;;y = l;;y. Niech E;; € Z(l) oznacza macierz taka, ze
(Eij)kl = 5ik5jl- Macierz

M=% 2. 0 Eij @ My;

nalezy do Z(m+n) oraz M (z®y) = M(x®vy). Zatem A, jako warto$¢ wlasna
macierzy o elementach catkowitych, nalezy do A. U

LEMAT 4.11. Niech x bedzie charakterem zespolonej reprezentacji o gru-
py skoriczonej G. Dla kazdego a € G mamy x(a) € A.

Dowéd. Dla kazdego a € G istnieje m € N takie, ze a"™ jest elementem
neutralnym grupy, wiec wartoséci wtasne endomorfizmu o(a) sa m-tymi pier-
wiastkami jedynki i jako takie naleza do A. Na mocy Lematu 4.8 ich suma
tez nalezy do A. O

Dowo6d Twierdzenia o wymiarze reprezentacji nieprzywiedlnych. Niech y
bedzie charakterem nieprzywiedlnej, unitarnej reprezentacji ¢ o wymiarze
n grupy G rzedu N. Rozpatrzmy macierz N-tego stopnia L = (L), gdzie
Lay = x(ab™), a,b € G. Na mocy Lematu 4.11 mamy L € A(N). Niech
x = (z,), gdzie z, = x(a). Na podstawie lematu 4.3 mamy

Shea x(ab™)x(B) = " x(a).

Zatem Lx = %x: iloraz N/n jest wartoscia wlasng macierzy L € A(N). Na
mocy Lematu 4.10 ten iloraz nalezy do A, a na mocy Lematu 4.6 — jest
liczba catkowita. U

6. Tablice charakteréow

Czesto pierwszy krok do znalezienia reprezentacji grupy skonczonej po-
lega na sporzadzeniu jej ,tablicy charakteréow” W tym celu znajdujemy
wszystkie klasy elementéw sprzezonych oraz charaktery juz znanych repre-
zentacji. W prostych przypadkach — dla grup o malym rzedzie — mozna
uzyska¢ pelne informacje o charakterach na podstawie relacji ortogonalno-
sci (4.12) 1 wzoru (4.14).

Niech m; oznacza liczbe elementéw grupy w i-tej klasie elementéw sprze-
zonych i niech a; € G bedzie reprezentantem tej klasy. Umawiamy sie, ze
pierwsza klasa zawiera element neutralny grupy, tzn. m; = 11 a; = 1.
Pierwsza reprezentacja niech bedzie reprezentacja trywialna, 7 = 1, wiec
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x1(a) = 1 dla kazdego a € G. Dla kazdego i = 1,...,p mamy x;(1) = n,.
W pierwszym wierszu tablicy podajemy reprezentantow kolejnych klas, w
drugim — liczbe elementéw w klasach, a w nastepnych — wartosci charakte-
TOW.

Tablica charakterow wyglada wiec jak nastepuje:

reprezentanci klas a; =1 Qs o ]ap
liczba elementéw w klasie | m; = 1| me oMy
reprezentacja trywialna | n; =1 1 1
druga reprezentacja N2 x2(az) | ... | x2(ap)
p-ta reprezentacja ny Xplaz) | .. | xp(ap)

PRzZYKEAD 4.4. Rozpatrzmy jako przyktad grupe &;. Sklada si¢ ona
z trzech klas elementow sprzezonych: pierwsza zawiera element neutralny,
druga sklada si¢ z trzech transpozycji [12], |23] i [31], a trzecia zawiera
dwa 3-cykle, |123] i [213]. Mamy tu wiec trzy reprezentacje nieprzywiedlne
i nier6wnowazne, o wymiarach n; = 1 (reprezentacja trywialna, 1), ny i ns.
Réwnanie (4.14) daje 6 = 1 + n3 + n3; stad ny = 1 i ng = 2. Druga
reprezentacja jednowymiarowa to reprezentacja alternujaca sgn opisana w
Przyktadzie 4.2. Charaktery dwoch pierwszych reprezentacji sa oczywiste,

xi(m) =1 dla kazdego 7 € G,
X2(1) = x2[123] = x2|213| =1, x2[12] =...=—-1
Dla trzeciej reprezentacji — ktoéra jest reprezentacja standardowa o grupy

symetrycznej — mamy x3(1) = 2 (bo reprezentacja jest dwuwymiarowa), a
z warunku ortogonalnosci charakteréw otrzymujemy

24 3x312] + 2x3[123] =0, 2 — 3y3|12] + 2x3[123] =0,

a stad y3|12] = 0, x3[123] = —1. Tablica charakteréw grupy &3 jest wiec
postaci:

reprezentanci klas 1| [12] | [123]
liczba elementow w klasie | 1| 3 2
reprezentacja trywialna 17 1 1
reprezentacja alternujgca | 1| —1 1
reprezentacja standardowa | 2| 0 | —1

6.1. Zagadnienie Clebscha-Gordana. Niech {ry,...,7,} bedzie pel-
nym uktadem reprezentacji grupy skonczonej G. Dla kazdych 7,5 =1,...,p
istniejg liczby NN, € N takie, ze

(4.20) Ti @ Tj ~ Xh—1 NijeTe-

Oznaczajac przez x; charakter reprezentacji 7, : G — GL(V;) i biorac pod
uwage, ze charaktery tworza uktad ortonormalny wektoréw w przestrzeni
F(G), znajdujemy wspétezynniki rozkltadu (4.20):

Nijk = (Xin‘Xk)-
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Zagadnienie Clebscha-Gordana polega na znalezieniu izomorfizmu
p
U:V,® ‘/} — EBNUka
i=1
takiego, ze

(4.21) U(ri(a) ® 75(a @szm

dla kazdego a € G. Elementy macierzy 1zomorﬁzmu U, obliczone wzgledem
(odpowiednio dobranych) baz w przestrzeniach V;, i = 1,...,p, nazywaja
sie wspotczynnikami Clebscha-Gordana.

PRzZYKELAD 4.5. Latwo sprawdzi¢, ze dla reprezentacji sgn i o grupy Gs,
opisanych w Przyktadzie 4.4, mamy

sgn ®sgn =1, sgn ® o =0, 0 Qo =0 dsgn O 1.
7. Twierdzenie Frobeniusa-Schura

Dla grup skonczonych jest proste kryterium, pozwalajace okresli¢ typ
reprezentacji ze wzgledu na sprzezenie zespolone (zob. rozdzial 4.4).

TWIERDZENIE (Frobeniusa—Schura). Jesli x jest charakterem nieprzy-
wiedlnej reprezentacji p grupy G rzedu N w zespolonej przestrzeni wektoro-
wej V', to

0  jesli p jest typu zespolonego,
N 'S ucax(@®) =31 jesli p jest typu rzeczywistego,
—1 jesli p jest typu kwaternionowego.

Dowéd. Mozemy zatozyé¢, iz reprezentacja p jest unitarna i macierze
(pm,(a)> sa odniesione do bazy unitarnej w V' tak, ze
pu(a) =p,u(a?) dla a € G, pv=1,...,dimV.

Uwzgledniajac definicje iloczynu skalarnego (4.4), obliczamy
N_l ZaGG X(GQ) = N_l ZaeG,u,u p,ul/(a)qu(a)

= Zp,u(m | pl/#)'
Jesli p = p, to na mocy (4.6) otrzymujemy pierwsza czesé tezy twierdzenia.
Niech teraz p ~ p, to na mocy stw. 3.11 mamy takze p ~ p, wiec

,0,“,<CL) = plfu(ail) = Ea,ﬁ Buapaﬁ<a)B§;7
gdzie B, jest macierza izomorfizmu (3.5) wzgledem bazy unitarnej (e,,),
Beg = e*B,s. Podstawiajac do (4.22) i korzystajac z (4.11), otrzymujemy

(4.22)

Zu,z/(m | puu) = Zu,u,a,,@ BuaBﬁ_ul (paﬂ | puu)

50”/65# 1 . >—1
- ZHJ‘OQB d VBHO‘BﬂV - mza,ﬁ BﬂaBﬂa‘

Uwzgledniajac stw. 3.12 1 32, 5 @Bﬁa = dim V' otrzymujemy pozostate
czesci tezy twierdzenia. U
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8. Ograniczanie reprezentacji i reprezentacje indukowane

8.1. Ograniczanie reprezentacji do podgrupy. Czesto mamy w fi-
zyce do czynienia z tamaniem symetrii, polegajacym na tym, ze przez wpro-
wadzenie zaburzenia, albo w inny sposéb, ograniczamy symetrie rozpatry-
wanego uktadu do pewnej podgrupy grupy wyjsciowych symetrii. Np. pole
elektryczne prostego jadra atomowego jest (w przyblizeniu) kulistosyme-
tryczne; umieszczajac atom w stalym polu elektrycznym lub magnetycz-
nym ograniczamy poczatkowa symetrie wzgledem grupy SO(3) do symetrii
wzgledem jej podgrupy SO(2).

Majac reprezentacje grupy G w przestrzeni wektorowej V',

o:G— GL(V),

i podgrupe H C G, mozna okresli¢ reprezentacje podgrupy w tej samej
przestrzeni,

og: H— GL(V),

ktadac oy (a) = o(a) dla kazdego a € H. Na ogdl, reprezentacja ograniczona
do H jest przywiedlna, nawet jesli reprezentacja o jest nieprzywiedlna.

PRzYKLAD 4.6. Niech o bedzie reprezentacja standardowa grupy syme-
trycznej Gg; jej charakter jest dany w Przyktadzie 4.4. Podgrupa alternujaca
H =23 jest izomorficzna Zsz; ma wiec trzy jednowymiarowe reprezentacje;
jesli w = exp27i/3, to reprezentacje nietrywialne p; i ps grupy H mozna
okresli¢ przez p;(123) = wi p2(123) = w?. Biorac pod uwage, ze w+w? = —1,
Widaé, iZoyg = p1 D pa.

8.2. Reprezentacje indukowane. W pewnym sensie, dziataniem
,dwoistym” do ograniczanie reprezentacji jest konstrukcja reprezentacji in-
dukowanej grupy G z reprezentacji jej podgrupy H. Przedstawimy tu te
konstrukcje dla grup skonczonych, ale w fizyce odgrywa wazna role poda-
ny przez E. Wignera sposéb znajdywania ta metoda reprezentacji grupy
Poincarégo.

Zat6zmy, ze H jest podgrupa grupy G o indeksie n, #(G/H) = n. Majac
reprezentacje p grupy H w skonczenie wymiarowej przestrzeni V', definiuje-
my nowg przestrzen wektorowa

VE={f:G =V |flab)=pb")f(a) dlaacGibec H}.

Wida¢, ze funkcje f € V& mozna okreslié podajac jej wartosci na zbiorze
{ay,...,a,} elementéw G takim, ze jedli i # j, to a; 'a; € H, zatem

dim V¢ = ndim V.

Okreslamy teraz reprezentacje p& grupy G w V& indukowang przez repre-
zentacje p.

p¢ G = GLVY), (p%a)f)(d) = f(a™'d) dlaa,d €G.
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Zadania

Uwaga: méwigc o znalezieniu reprezentacji, mamy na my$li nieprzywiedl-
ne reprezentacje zespolone. Rozwiazanie wiekszosci ponizszych zadan mozna
znalezé w rozdz. 8 ksiazki [Ko].

ZADANIE 4.1. Niech p,,, beda elementami macierzowymi nieprzywiedlnej
reprezentacji p grupy skonczonej G. Obliczy¢ Y cq puv(@).

ZADANIE 4.2. ZmalezZ¢ reprezentacje grupy Zo X Zs.
ZADANIE 4.3. Znalez¢ reprezentacje grupy Ss.

ZADANIE 4.4. Niech w, : 6,, — GL,(C) oznacza reprezentacje zdefinio-
wana przez
n(T) (215 -y 20) = (Ze-1(1)s - - Zr-1(n))-
Pokazaé, ze xw, (7) = #{i € {1,...,n} | w(i) = i}.

ZADANIE 4.5. Pokazad, ze jesli reprezentacje unitarne i nieprzywiedlne p
i o grupy skonczonej G w przestrzeni C" sg réwnowazne, to istnieje macierz
unitarna U € U(n) taka, ze o(a) = Up(a)U ™! dla kazdego a € G.

Wskazoéwka. Zastosowa¢ metode podobng do tej, ktora wystepuje w do-
wodzie stw. 3.8.

ZADANIE 4.6. Znalez¢ tablice charakterow grupy 2.
ZADANIE 4.7. Znalez¢ tablice charakterow grupy &y.

ZADANIE 4.8. Znalez¢ reprezentacje grupy kwaternionowej
{£1, +i, +j, +k}.

Obliczy¢ iloczyny tensorowe wszystkich par tych reprezentacji i roztozyé te
iloczyny, ktére sa przywiedlne, na sume prosta reprezentacji nieprzywiedl-
nych.

ZADANIE 4.9. Znalez¢ tablice charakterow dla grupy diedralnej Ds.

ZADANIE 4.10. Grupa Pauliego jest to grupa G, o jednosci oznaczonej
przez 1, generowana przez 4 elementy €, ey, es i es, spetniajace nastepujace
relacje:

2=1,e=1, ce;=ee dla i =1,2,3
oraz
eie; =ceje; dla 1 # 5 =1,23.
Znalez¢ tablice charakteréw i reprezentacje grupy G. Reprezentacja o grupy
G nazywa sie reprezentacja spinorowq jesli o(e) # id. Pokazaé, ze grupa
Pauliego ma dwie nierownowazne reprezentacje spinorowe o, i o_, ktore sg
typu zespolonego; ich formy rzeczywiste sa rownowazne.

ZADANIE 4.11. Dwie grupy Diraca G, i G_ z jedno$cig 1 definiuje sie
przez podanie ich generatoréw €, e, eo, €3 1 e4, spetniajacych relacje, ktérych
czesé jest jednakowa dla obu grup, a mianowicie:

g2 =1, ce, =eue dla p=1,2,3,4, ee, =cee, dla p#v=1,2234.
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Pozostate relacje dla grupy G sa:

e2=1, dla i=1,2,3 oraz e’ =«.
a dla grupy G_.

el=¢, dla i=1,2,3 oraz e = 1.

(i) ZnaleZ¢é tablice charakteréw tych grup.

(ii) Pokazaé, ze kazda z dwoch grup Diraca ma jedna 4-wymiarowa
reprezentacje spinorowa, scharakteryzowana jak w Zad. 4.10. Wektory na-
lezace do tej reprezentacji nazywaja si¢ spinorami Diraca.

(iii) Pokazaé, ze reprezentacja spinorowa 7 grupy G jest typu rzeczywi-
stego i znalez¢ postaé czterech macierzy Diraca v, = vy(e,) o rzeczywistych
elementach macierzowych.

(iv) Pokazaé, ze reprezentacja spinorowa grupy G_ jest typu kwaternio-
nowego. Znalez¢ posta¢ macierzy Diraca tej reprezentacji w takiej bazie,

ze
(I O

s « Y1727Y3Ve =1 (0 —I) )
gdzie I oznacza macierz jednostkows drugiego stopnia.

(v) Dla kazdej z grup: G4 i G_ definiujemy podgrupe H generowa-
ng przez wszystkie elementy postaci e,e,. Pokaza¢, ze te dwie podgrupy
sg izomorficzne, mimo ze grupy G. i G_ nie sg izomorficzne. Pokazaé, ze
reprezentacja spinorowa <y ograniczona do H rozktada si¢ w sume prosta
Y4 B v- dwoch 2-wymiarowych reprezentacji nieprzywiedlnych; wektory na-
lezace do tych dwoch reprezentacji nazywaja sie spinorami Weyla. Pokazac,
ze reprezentacje v, i v sa typu zespolonego.

* ZADANIE 4.12 Znalez¢ tablice¢ charakteréow grupy Gi,; generowanej
przez elementy €, eq, ..., e, spetniajace nastepujace relacje:

g2 =1, ce,=¢eue dla p=1,...,k+1, ese, =ceve, dla p#v,
ee=1dla p=1,... .k e =cdapu=k+1,.. k+L
Uogo6lni¢ na grupy Gj,; wyniki otrzymane przy rozwigzywaniu zadan 4.10 i

4.11. *.

ZADANIE 4.13. Pokaza¢, ze jesli p i o sa reprezentacjami nieprzywiedl-
nymi grupy skonczonej, to w rozktadzie ich iloczynu tensorowego na repre-
zentacje nieprzywiedlne,

PR ~MTL D B NpTy,

reprezentacja trywialna 7 = 1 wystepuje albo z krotnoscig ny = 1 i wtedy
p ~ ¢, albo ta reprezentacja nie wystepuje, n; = 0, i wtedy p ~ 7.

ZADANIE 4.14. Znalez¢ reprezentacje grupy G35 indukowana przez nie-
trywialng reprezentacje jej podgrupy alternujacej.

ZADANIE 4.15. Stosujemy oznaczenia wprowadzone w Zad. 4.10. Poka-
zaé, ze zbior

H = {176162,6263,636175756162766263756361}
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jest podgrupa grupy Pauliego G. Znalez¢ nieprzywiedlne reprezentacje tej
grupy; jest wsréd nich jedna, dwuwymiarowa reprezentacja spinorowa p.

Znalez¢ ograniczenia reprezentacji nieprzywiedlnych G do H. Pokazaéd, ze
G
p~oLbo_.

ZADANIE 4.16. Opierajac sie na twierdzeniach o wymiarze (§5) pokazaé,
ze jedli p jest liczba pierwsza, to grupa rzedu p? jest przemienna.
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Algebra grupowa i tablice Younga

1. Algebra grupowa

Niech G bedzie grupa rzedu N. Rozpatrzmy ponownie przestrzen wekto-
rowa J(G) 1 wprowadZzmy nastepujace uproszczenie w zapisie jej elementow

(por. z §3 na str. 72). Jesli f € F(G), to
samiast | = Yoco f(a)en piszemy f = Socq f(a)a

Inaczej méwige, utozsamiamy element a grupy z funkcja na grupie, przyj-
mujacag wartos¢ 1 w punkcie a i 0 w pozostatych punktach. Przestrzeni wek-
torowej F(G) mozna w naturalny sposob nadaé¢ strukture algebry tacznej z
jednoscig, definiujac odwzorowanie biliniowe

F(G) x F(G) = F(G), (f.9)— fxy,
gdzie
f*9=Yasea f(a)g(b)ab, czyli (f xg)(a) = Yypeq flab")g(b).

Funkcje f * g nazywa si¢ splotem funkcji f i g; z tacznodci sktadania ele-
mentow grupy wynika tacznosé splotu, a jedno$é grupy, rozpatrywana jako
element F(G), jest jednoscia tej algebry, zwanej algebrg grupowq. Znak splo-
tu * zastepujemy zwykle kropka lub opuszczamy, jesli to nie prowadzi do
nieporozumien. Nie nalezy splotu funkcji na grupie myli¢ z iloczynem funk-
¢ji, rozumianym jako funkcja o wartosciach bedacych iloczynami wartosci
funkcji.

Grupe G mozna rozpatrywaé jako podzbiér algebry F(G); jednosé 1
grupy jest takze jednoscig algebry.

Niech A i B beda algebrami z jedno$ciami 14 i 1z, odpowiednio. Przy-
pomnijmy, ze odwzorowanie liniowe h : A — B nazywa si¢ homomorfizmem
algebr z jednoscia, jedli h(14) = 1p i h(A1A2) = h(A1)h(As) dla kazdych
A, Ay € A. W szezegdlnosci, jesli B = End V', to h nazywa sie reprezentacjg
algebry A w przestrzeni wektorowej V.

Kazda reprezentacja 7 grupy G w przestrzeni wektorowej V' rozszerza sie
do reprezentacji 7 algebry grupowej: wystarczy potozy¢ %(Zaeg f (a)a)z
>acc f(a)T(a). Na odwrét, kazda reprezentacja 7 algebry grupowej w prze-
strzeni wektorowej V' taka, ze 7(1) = idy definiuje, przez ograniczenie,
reprezentacje odpowiadajacej jej grupy.

Uzycie splotu nadaje szczegdlnie prosta postaé reprezentacji regular-
nej (4.3); mianowicie, piszac f = Y, f(b)b, otrzymujemy Zb(p(a)f)(b)b =
S fa™1D)b = a Y, f(b)b. Wynika stad, ze jedli f,g € F(G), to p(f)g = fg;
p jest (lewa) reprezentacja regularna algebry F(G).

84
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Niech {7, ..., 7,} bedzie pelnym ukladem reprezentacji grupy G w prze-
strzeniach V4, ..., V), odpowiednio, zob. str. 73. Definiujemy reprezentacje

(5.1) T:F(G) = EndVi®---®EndV,
ktadac, dla f € F(G),

T(f) = (A, ... 7).
STWIERDZENIE 5.1. Reprezentacja (5.1) jest izomorfizmem algebr.

Dowéd. Na podstawie (4.14) widaé, ze wymiary obu tych algebr sa réw-
ne. Wystarczy wigc pokaza¢, ze homomorfizm T jest injektywny. Niech
fekerT, to 7i(f) =0dlai=1,...p, wiec Yoeg fla)ri(a) = N(f|r),
czyli f L F(G), zatem f = 0. O

2. Lewe idealy i idempotenty

Podprzestrzenn B C F(G) jest podprzestrzenia niezmiennicza reprezen-
tacji regularnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest lewym idealem algebry F(G),
tzn. jesli jest taka podprzestrzenia wektorowa F(G), ze A € F(G)i B € B
pociagaja AB € B. Jedli B jest lewym ideatem, to reprezentacja pg : G —
GL(B) powstajaca ze zredukowania reprezentacji regularnej do B jest nie-
przywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy B jest lewym ideatem minimalnym,
tzn. takim, ktéry nie zawiera wlasciwego lewego ideatu.

Kazdy element e € F(G) generuje lewy ideal B = F(G)e i definiuje
reprezentacje pg; bedziemy moéwili, ze e generuje reprezentacje pp. Jesli
element ten jest idempotentem

e?=e, i B=F(G)e, to BeEB<+= Be=B.

Istotnie, jesli B = Be, to B € B z definicji B; jesli B € B, to istnieje
C € F(G) taki, ze B = Ce, wiec Be = Ce? = Ce = B.

PrzYKrAD 5.1. Element
e = (#G) ' Theca € F(G)

jest idempotentem gdyz a ), b = >, b; wynika stad takze ae = e dla kaz-
dego a € G, zatem B = A(G)e = Ce jest przestrzenia jednowymiarowa, a
reprezentacja generowana przez e jest trywialna.

Jedli e jest idempotentem, to ¢/ = 1 — e jest takze idempotentem. Niech

B=F(G)eiB =F(G), to
F(G)=BaB

gdyz kazdy A € F(G) mozna przedstawié¢ w postaci A = Ae+Ae’ i Ae = Be'
pocigga Ae = Ae? = Be'e = 0. Powstaje pytanie: czy dla kazdego ideatu B
istnieje idempotent e taki, ze B = F(G)e 7
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3. Twierdzenie o idempotentach

TWIERDZENIE. Jesli G jest grupg skoniczong, a B jest lewym ideatem al-
gebry grupowej F(G), to istnieje idempotent e € F(G) taki, ze B = F(G)e.

Dowéd. Niech B C F(G) bedzie lewym ideatem. Wybierajac podprze-
strzenn wektorowa C uzupelniajaca do B, tzn. taka, ze F(G) = B & C,
mozemy przedstawi¢ kazdy element A € F(G) w postaci Ag + Ac, gdzie
Ag € B i A¢ € C oraz zdefiniowaé operator rzutowy P € End(F(G)) ktadac
P(A) = Ap. Operator rzutowy P jest idempotentem algebry End(F(G)),
PoP=P.

Niech teraz b € G; definiujemy nowy operator (odwzorowanie liniowe)

Py, kladac, dla kazdego A € G,
Py(A) =bP(b ' A).
Sprawdzamy, ze P, tez jest operatorem rzutowym na B. Niech ¢ € G, to
P.o Py(A) = P.(bP(b"'A)) = cP(c 'bP (b A)).
Biorac pod uwage, ze B jest lewym idealem, mamy ¢ 'bP(b~1A) € B, wiec
cP(c'oP(btA)) = c-c 'hP(bA) = By(A),
czyli
(5.2) P.oP, =P,
dla kazdych b, c € G. Definiujemy teraz
II=N"'Yeh
Na mocy (5.2) mamy
(5.3) IToll =1II

i IT jest takze operatorem rzutowym na B. Dla a € G oraz A € F(G) mamy
S.cP(c7taA) = ¥ acP(c7tA), wiec takze

(5.4) II(AB) = AII(B) dla A,B e F(G).

Definiujac e = I1(1) i kladac w (5.4) A = e, B = 1, otrzymujemy II(e) = €%
Z drugiej strony, na mocy (5.3), mamy [I(1) = [I(II(1)), czyli II(e) = e,
zatem e = e. Wida¢ ponadto, ze ker IT jest takze lewym ideatem i F(G) =
B @ ker 1. g

Wynika stad tatwo

STWIERDZENIE 5.2. Jesli G jest grupq skonczong, posiadajgcg p klas
elementow sprzezonych i p nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych
o wymiarach ny, a = 1,...,p, to istnieje zbior idempotentow {eq, ..., en},
e, € F(G),i1=1,...,N, N=mny+---+n,, takich, ze

eiej=¢eje; =0 dla i1#7, e+ ---+ey=1;

idealy B; = F(G)e; sq minimalne.
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4. Reprezentacje grupy 6,

Przedstawimy teraz, pomijajac dowody, konstrukcje wszystkich nieprzy-
wiedlnych reprezentacji grup symetrycznych G,,. Dla kazdego n € N znamy
juz dwie takie (banalne) reprezentacje: trywialna, ktorej odpowiada idem-
potent opisany w Przyktadzie 5.1 i alternujaca. Latwo widaé, ze element

()™ Tree, (sgnm)m

jest idempotentem w algebrze &,,, generujacym reprezentacje alternujaca.

Przypomnijmy (por. Zadanie 2.14), ze dwie permutacje sa do siebie
sprzezone (naleza do tej samej klasy) wtedy i tylko wtedy, gdy rozktadaja sie
na te sama liczbe roztacznych cykli o rownych dtugosciach. Klase elementéw
sprzezonych w grupie &,, mozna wiec w pelni scharakteryzowaé przy pomo-
cy podziatu (partycji) liczby n, tzn. ciagu liczb naturalnych (mq, ma, ..., m,)
takiego, ze

mydmy b my =n, myp 2 my 22 me 2 1

Przyjeto sie przedstawiaé takie ciggi — a wiec klasy elementow sprzezo-
nych — przy pomocy diagramow Younga, w ktérych liczba my jest uwi-
doczniona przy pomocy m; poziomo umieszczonych kwadratéow, liczba meo
— przy pomocy nastepnego wiersza mso takich kwadratéw, itd. Np. podzia-
towi (4,2,1,1) liczby 8 przyporzadkowuje sie diagram

(5.5) N

Grupie G5, ktora ma trzy klasy elementéw sprzezonych, odpowiadaja trzy
diagramy Younga,

11 |

Wypehiajac diagram Younga zwiazany z grupa &, liczbami od 1 do n
otrzymujemy tablice Younga T, np.

2[3]4]
6

1

5

7

(5.6) 18

Jednemu diagramowi odpowiada n! tablic; np. dla jednego z diagramoéw
grupy ©&3 mamy nastepujace tablice:

112] [2]1) [1]3] [3]1] [2]3] [3]2]

57 3 (3 2 [ O O

Elementy grupy &g dzialaja, w oczywisty sposéb, na tablice (5.6) prze-

prowadzajac ja w inne tablice odpowiadajace diagramowi (5.5). O elemen-

cie grupy Gg, ktéry jest zlozeniem permutacji zbioru {1, 2, 3,4}, permutacji

zbioru {5,6} i nie rusza 7 i 8, méwimy, ze zachowuje wiersze tablicy (5.6).
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Np. element [123 |56 zachowuje wiersze tej tablicy, a |12][57] nie ma tej
wlasnosci. W podobny sposob definiuje si¢, dla dowolnej tablicy Younga,
permutacje zachowujace wiersze i kolumny.

Niech T bedzie tablica Younga dla grupy &,; definiujemy nastepujace
dwie podgrupy grupy &,:

S, (T,w) ={r €6, | mzachowuje wiersze T },
G, (T k) ={m €&, | mzachowuje kolumny T},
oraz element algebry F(&,):
(58) Er = ZT(EGn(T,’U}) ™ ZTEGn(T,k) sgn (7_)7-'
Dowéd nastepujacego twierdzenia mozna znalezé w [Br]:
TWIERDZENIE. (i) Jesli T jest tablicg Younga i Er jest elementem al-
gebry &, danym przez (5.8), to istnieje A € R* takie, Ze
E} = \Er;
(ii) ideal F(&,)Er jest minimalny;
(iii) jesli T ¢ T' sq¢ dwoma tablicami Younga, to reprezentacje grupy &,
w idealach F(&,)Er i F(6,)Er sq réownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
tablice te pochodzq od jednego diagramu Younga.
Wynika stad, ze otrzymuje si¢ w ten sposéb wszystkie nieprzywiedlne
reprezentacje grupy &,,. Widaé¢ od razu, ze dla tablicy

1]2]3].1.]n]

mamy S, (T,w) = &,, oraz &,(T, k) = {1}, wiec Er generuje reprezentacje
trywialng. Podobnie, tablica

B

odpowiada reprezentacji alternujacej. Dla pierwszej tablicy w (5.7) mamy
natomiast
wiec
(5.9) Er=(1+[12])(1 = [13]).
Zadania

ZADANIE 5.1. Pokazaé, ze przestrzen wektorowa Fy(G) funkeji central-
nych na grupie skonczonej G jest podalgebra przemienng algebry grupowej

F(G).

ZADANIE 5.2. Sprawdzi¢, ze element Er zdefiniowany w (5.9) spehia
E2 = 3E7 i znalezé generowang przez niego reprezentacje grupy Os.
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ZADANIE 5.3. Niech G oznacza grupe Pauliego (Zad. 4.10). Pokazaé, ze
jesli
E=(1—-¢)(1—e3)(l+iee) to E*=8E.
Pokazaé, ze ideat B = F(G)E jest rozpinany przez wektory f; = e E i
fo = E. Znalez¢ macierze reprezentacji grupy G w B.

Wskazowka. Zwréci¢ uwage na to, ze na mocy definicji F zachodzi e E =
—-F.

ZADANIE 5.4. Wykorzystujac diagramy Younga dla grupy &3, wypro-
wadzi¢ nastepujacy wzor na rozktad tensora trzeciego rzedu T' na sktadowe
nieprzywiedlne:

Tabc — T(abc) + T[abc}
+ %(Tabc o cha + Tbac - Tbca)
+ %(Tabc _ Tbac + cha _ Tcab)‘
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Rozmaitosci gtadkie i pola wektorowe

Wiegkszo$¢ interesujacych grup Liego — wlacznie z najprostszymi i naj-
czesciej wystepujacymi w fizyce — ma nietrywialng topologie; nie mozna w
nich wprowadzi¢ jednego, globalnie okreslonego uktadu wspétrzednych. Z
tego wzgledu wyktad na temat grup Liego trzeba poprzedzi¢ przypomnie-
niem kilku najwazniejszych pojeé¢ dotyczacych rozmaitosci gtadkich, zwa-
nych takze rézniczkowymi lub rézniczkowalnymi.

1. Mapy i atlasy

Przypomnijmy, ze jesli M i N sa przestrzeniami topologicznymi, to bi-
jekcje f: M — N taka, ze f i f~! sg ciggle, nazywamy homeomorfizmem
M na N. Niech M bedzie przestrzenia topologiczna spekniajaca aksjomat
rozdzielania Hausdorffa. Pare (U, z) nazywamy mapg o wymiarze n na M,
jesli U C M jest zbiorem otwartym a x jest homeomorfizmem U na pewien
otwarty zbior w R". Zbiér U nazywa sie dziedzina mapy, a odwzorowanie
r = (z',...,2") — lokalnym ukladem wspétrzednych. Funkcja 2% : U — R
nazywa sie i-ta wspotrzedna w tym uktadzie. Rodzina (U, x,),e; map na
M nazywa sie atlasem jesli dziedziny map pokrywaja M, J, U, = M. Prze-
strzen M posiadajaca atlas sktadajacy si¢ z map o wymiarze n nazywa sie
rozmaitoscig topologiczng o wymiarze n. Np. sfera §,, jest taka rozmaito-
Scig: atlas w tym przypadku mozna okresli¢ wybierajac dwa rézne punkty
na sferze i rozpatrujac rzuty stereograficzne z tych punktow na plaszczyzny
styczne do sfery w punktach antypodalnych wzgledem tych wybranych.

2. Rozmaitosci gladkie

Niech (U,z) i (V,y) beda dwoma mapami na rozmaitosci topologicznej
0 wymiarze n; mowimy, ze te mapy sa ze soba zgodne, jesli homeomorfizmy

yor t:x(UNV)—=yUNV) i zoy :yUNV)—=2(UNV)

sq dyfeomorfizmami, tzn. takimi homeomorfizmami, ze yox™' i x oy~ ! sg

gtadkie. Méwimy, ze atlas rozmaitosci topologicznej jest gtadki, jesli jego
mapy sa parami zgodne. Rozmaito$¢ topologiczna z maksymalnym gladkim
atlasem nazywamy rozmaitoscig gladkg. Warunek maksymalnosci oznacza,
ze kazda mapa zgodna ze wszystkimi mapami atlasu nalezy do tego atlasu.
Zwykle postugujemy sie atlasami, ktére nie sg maksymalne. Kazdy gtadki
atlas mozna rozszerzy¢ do atlasu maksymalnego.

PrzykrAD 6.1. Dla kazdego n € N, przestrzen euklidesowa R" jest
n-wymiarowg rozmaitoscia gtadka. W tym przypadku atlas gtadki moze

90



3. POLA WEKTOROWE 91

zawiera¢ jednag mape (R", x), gdzie x oznacza globalny uktad wspotrzednych
kartezjanskich: niech t = (t},...,t") e R", to 2'(t) = t' dlai =1,...,n.

PrRzYKELAD 6.2. Sfera S,, ma gtadki atlas sktadajacy sie z dwoch map.

Jesli (U,z) i (V,y) sa mapami w przestrzeniach topologicznych M i N,
odpowiednio, to w przestrzeni topologicznej M x N mozna okresli¢ mape
(UxV,xxy), kladac (z xy)(p, q) = (z(p), y(q)) dla kazdychp e Uiq € V.
Wynika stad od razu

STWIERDZENIE 6.1. Iloczyn dwdch rozmaitosci gltadkich jest rozmaito-
sciq gtadkq.

* Ostrzezenie. Istniejg rozmaitosci topologiczne, ktére nie dopuszczaja
gtadkiego atlasu [35]; istnieja rozmaitosci topologiczne, ktére posiadaja nie-
rownowazne struktury gltadkie, tzn. atlasy gtadkie o tej wtasnosci, ze mapy
nalezace do jednego atlasu nie sa zgodne z mapami nalezacymi do drugie-
go atlasu. Np. sfera S; posiada 14 nieréwnowaznych struktur gtadkich [46].
Dla n # 4, kazda przestrzen R” posiada tylko jedng strukture gtadka, opisa-
na w Przykladzie 6.1, ale przestrzen topologiczna R* posiada nieskoriczenie
wiele nier6wnowaznych struktur gtadkich [15].%

Jesli M i N sa rozmaito$ciami gltadkimi, to odwzorowanie

h:M— N

nazywa sie odwzorowaniem gtadkim, jesli dla kazdej pary map: (U, z) w M

i (V,y) w N zlozenie y o h o 2! jest gtadkie; o takim zlozeniu méwi sie,
ze jest ono wyrazeniem odwzorowania h we wspotrzednych lokalnych x i y.
W szczegdlnosci, o funkeji f : M — R méwimy, ze jest gladka, jesli jej
wyrazenie f o 27! we wspétrzednych lokalnych = kazdej mapy na M jest
gtadkie. Nastepujace stwierdzenie jest oczywiste:

STWIERDZENIE 6.2. Zbidr C(M) wszystkich funkcji gladkich na rozma-
itosci gladkiej M jest przemienng algebrg ze wzgledu ma mnozenie funkcji.

Bedziemy odtad zajmowali si¢ gtéwnie rozmaitosciami i odwzorowaniami
gtadkimi i z tego wzgledu bedziemy pomijali przymiotnik , gtadki”, chyba,
ze prowadzitoby to do nieporozumien.

3. Pola wektorowe

3.1. Przestrzen styczna. Wygodnie jest zdefiniowa¢ wektory i po-
la wektorowe na rozmaitosci traktujac je jako operatory rézniczkowe, tzn.
uogdlniajac znany z analizy wektorowej w R? operator #'- grad. Definiujemy
mianowicie przestrzen styczng do rozmaitosci M w punkcie p € M jako
zbior T, M wszystkich liniowych odwzorowan v : C(M) — R spetniajacych
regute Leibniza w postaci

v(fg) = f(p)v(g) + gp)v(f) dla f,g € C(M).

Zbor T, M jest przestrzenig wektorows; dowodzi sie, ze prawdziwe jest
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STWIERDZENIE 6.3. Przestrzen styczna do rozmaito$ci n-wymiarowej
jest n-wymiarowa.

O wektorze v € T, M moéwi sie, ze jest zaczepiony w punkcie p.

3.2. Wiazka styczna. Wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie wigzki stycz-

nej T'M rozmaitosci M: jest to zbior
™ = |J T,M,
peEM

na ktérym wprowadza si¢ naturalng topologie i gtadki atlas. Niech 7 :
TM — M bedzie rzutem, okreslonym jako odwzorowanie przyporzadkowu-
jace kazdemu wektorowi stycznemu v € T, M punkt, do ktérego jest zacze-
piony, w(v) = p. Jesdli (U, z) jest mapa na M, to okreslamy mape (V,y) ma
TM biorac V = m~}(U) i kladac y(v) = (xon(v), (v)), gdzie i'(v) = v(z?)
jest i-ta sktadowa wektora v wzgledem uktadu wspotrzednych z. Podno-
szac” w ten sposob mapy z M do T'M, otrzymujemy na wigzce stycznej
atlas zgodnych map, nadajacy jej strukture 2n-wymiarowej rozmaitosci.

Majac odwzorowanie h : M — N, okreSlamy odwzorowanie styczne Th :
TM — TN: jesliv € T,M, to Th(v) jest wektorem zaczepionym w punkcie
h(p) € N takim, ze dla kazdej funkcji g € C(N) mamy Th(v)(g) = v(goh).
Odwzorowanie T,,h = Th|T,M jest liniowe; jesli j : N — P tez jest gtadkie,
to

T(] 0] h) = Tj oTh oraz T(ldM) = ldTM

Inaczej mowiac, T jest kowariantnym funktorem z kategorii gtadkich roz-
maitosci w kategorie wiazek wektorowych.

3.3. Trzy definicje pol wektorowych. Istnieje kilka réwnowaznych
i pozytecznych definicji pol wektorowych; przytoczymy tu trzy.

(A) Intuicyjna definicja méwi, ze pole wektorowe polega na przyporzad-
kowaniu, w sposob gtadki, punktom rozmaitosci zaczepionych w tych punk-
tach wektoréw. Mozna ja przettumaczy¢ na jezyk wigzek moéwigce, ze pole
wektorowe jest przekrojem wiazki stycznej m : TM — M, tzn. odwzorowa-
niem X : M — TM takim, ze m o X =idy,.

(B) Pole wektorowe na M mozna okredli¢ jako rdzniczkowanie algebry
C(M), tzn. odwzorowanie liniowe X : C(M) — C(M) spekiajace regute
Leibniza,

X(fg) = FX(9) +gX(f) dla f.g€C(M).
Zbiér wszystkich pdl wektorowych na M oznaczamy przez V(M). Jedli p €
M i X € V(M), to odwzorowanie C(M) — R, f — X(f)(p), definiuje
wektor zaczepiony w punkcie p: jest to warto$¢ pola X w tym punkcie.
Pola wektorowe mozna mnozy¢ przez funkcje: zbior V(M) jest modutem
nad pierscieniem C(M). Ponadto, mamy

STWIERDZENIE 6.4. Przestrzern wektorowa V(M) jest nieskoriczenie wy-
miarowq algebrg Liego ze wzgledu na nawias pol wektorowych

(6.1) [X,Y]=XoY -YoX, X,YeVM).
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Dowéd. Tstotnie, obliczajac, X oY (fg) = (X f)(Yg)+(Xg)(Y f)+f(Xo
Y)g+g(XoY)f, zauwazamy, ze ztozenie X oY nie jest polem wektorowym,
ale nawias (6.1) nim jest, bo jest odwzorowaniem liniowym i spelnia regutle
Leibniza. Ponadto, tatwo sprawdzi¢, ze dla kazdych trzech pél wektorowych
X, Y i Z zachodzi tozsamos¢ Jacobiego

(X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[2, X], Y] = 0. O

(C) Pole wektorowe mozna okresli¢ takze przy pomocy generowanej przez
to pole jednoparametrowej grupy przeksztatcen lokalnych, zwanej takze stru-
mieniem tego pola. Odwzorowanie gtadkie

RXM%M7 (t7p)'_><;0t(p)7
okresla jednoparametrows grupe, jesli
(6.2) po=1idy oraz psop; = sy dla t;s€eR.

Dla kazdego t € R odwzorowanie ¢; : M — M jest dyfeomorfizmem, gdyz
¢©_y = ;' Taka grupa indukuje pole wektorowe X: jesli f € C(M), to

d
X(f) = &fo%hzo-

Obliczajac ztozenie obu stron drugiego réwnania (6.2) z f i rézniczkujac
wzgledem s w punkcie s = 0, otrzymujemy

d

(6.3) &fogpt:(Xf)ogpt.

Wynika stad, ze funkcja f jest stata na krzywych catkowych (trajektoriach)
pola X wtedy i tylko wtedy, gdy X f = 0.

Majac pole X € V(M), mozna znalezé odpowiadajaca mu lokalna gru-
pe lokalnych dyfeomorfizméw rozmaitosci M. W tym celu wprowadzamy
wspotrzedne lokalne x oraz wyrazamy ¢, i X przez te wspdtrzedne, definiu-
jac zy =z opoxti Zt = X(2') o 271, Grupe @, znajdujemy rozwigzujac
wynikajacy z (6.3) uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych w R™,

—2=Z"0z

™ !

z warunkiem poczatkowym zi(u) = u', u € R". Rozwigzania takie ist-
nieja (na ogol) tylko ,podwdjnie” lokalnie: dla ¢ nalezacych do pewnego,
odpowiednio matego otoczenia 0 oraz dla wspotrzednych u nalezacych do
pewnego otwartego podzbioru R".

3.4. Przenoszenie p6l wektorowych. Przy pomocy odwzorowania
stycznego T'h mozna przenosi¢ wektory, ale na ogdt nie mozna przenosi¢ pol.
Np. jesli odwzorowanie h nie jest injektywne, to istnieja dwa rézne punkty p i
q takie, ze h(p) = h(q). Na og6t mamy Th(X(p)) # Th(X(q)) i nie wiadomo
jaka wartos¢ przypisa¢ przeniesionemu polu w tym punkcie. Pola wektorowe
(takze inne pola tensorowe) mozna przenosi¢ przy pomocy dyfeomorfizméw.
Mianowicie, jeéli h : M — N jest dyfeomorfizmem, to uzywajac definicji
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(B) pdl, okreslamy pole h, X € V(N), powstajace z przeniesienia pola X €
V(M), ktadac

(hX)(g) = (X(goh))oh™
dla kazdej funkeji g € C(N). Na podstawiej tej definicji tatwo sprawdzié, ze
przenoszenie pol wektorowych jest izomorfizmem algebr Liego,

(6.4) h X,Y] = [hX,hY] dlakazdych X,V € V(M).

Uzywajac definicji (C) pdl mozna zapisa¢ wzér na pole wektorowe przenie-
sione przy pomocy dyfeomorfizmu h w postaci

h,X =ThoXoh™,

gdzie X jest teraz interpretowane jako przekroj wigzki stycznej. Widaé stad,
7€

(6.5) (. X)(h(p)) = T,h(X (p))-
Definicja (C) prowadzi do

STWIERDZENIE 6.5. Jesli h : M — N jest dyfeomorfizmem, a pole X €
V(M) generuje (p;), to pole h,X € V(N) generuje (ho p;0h™').

Dowéd. Widaé od razu, ze jesli (¢;) jest jednoparametrowa grupa na
M, to (ho ;o h™t) jest jednoparametrowa grupa na N. Niech Y bedzie
polem wektorowym na N, indukowanym przez (ho ¢; o h™1), a g € C(N),
to

Y(9)= 900 o™ ey = (X(go k) o™ = (. X)(s),

wiec Y = h, X. O

Jesli h jest dyfeomorfizmem, to mozna okresli¢ cofnigcie pola wektoro-
wego X : M — T'M jako pole

WX =Th ‘o X oh.

4. Wigzki wldkniste

Wiazka styczna jest przyktadem ogoélnego pojecia gtadkiej wigzki wiok-
nistej. Wiazki definiuje si¢ zwykle najpierw w obszerniejszej kategorii topo-
logicznej, ale tu ograniczymy sie do wiazek gltadkich, pomijajac przymiotnik
gtadki zar6wno w odniesieniu do odwzorowan, jak i przestrzeni (rozmaito-
sci). Wiazka (wldknista) o wtdknie typowym N jest okreslona przez odwzo-
rowanie surjektywne 7 : £ — M o tej wtasnosci, ze dla kazdego p € M
istnieje otwarte otoczenie U i dyfeomorfizm

h:Ux N — 7 YU)
taki, ze
jesli (¢,y) € U x N, to w(h(q,y)) = q.

Te ostatnia wtasnos¢ wiazki nazywa sie jej lokalng trywialnoscig. Inaczej
mowiac, jesli U C M jest odpowiednio mate, to czesé wiazki lezaca nad U
jest illoczynem. O wigzce mowi sie, ze jest trywialna, jesli istnieje ,,globalna”
trywializacja, tzn. taka, ze U = M, wiec = M x N. Np. wiazka styczna
sfery S,, jest trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1,3 albo 7.
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Zbior E, def 771(p) nazywa sie widknem wiazki nad p. Kazde wtékno jest
dyfeomorficzne z wiéknem typowym N.

Odwzorowanie s : U — F takie, ze jesli ¢ € U, to 7(s(q)) = ¢ nazywa sie
lokalnym przekrojem wiazki; na mocy samej definicji wigzki, kazda wiazka
ma przekroje lokalne. Przekroj jest globalny jesli U = M. Wiazka, ktora
nie jest trywialna, moze nie mie¢ przekrojow globalnych.

Jesli N jest przestrzenia wektorowa, wszystkie widkna FE,, p € M, s3
przestrzeniami wektorowymi, oraz istnieja odwzorowania lokalnie trywia-
lizujace h, ktorych ograniczenia do witokien sg izomorfizmami przestrze-
ni wektorowych, to £ nazywa si¢ wiazka wektorowa. Wiazka styczna jest
wiazka wektorowa. Wiazka wektorowa ma przekroje globalne (np. przekroj
ZETOWY ).

PRzZYKLAD 6.3. Wigzki Hopfa. Niech K bedzie jedna z czterech algebr
nad R, bez dzielnikéw zera, mianowicie

K =R, C, H albo O (algebra oktonionéw)

Wymiary tych algebr sa, odpowiednio, 1, 2, 4 i 8. Kazda ma antyinwolucje
K — K, p~ ptaka, ze [p|> % pp jest liczba rzeczywista, p £ 0 = [p|> > 0
i dla kazdych p,q € K jest pg = gp. Rozpatrzmy odwzorowanie

T K2 Rx K, w(p,q) = (g —Ipf, 2pq).
Na mocy tozsamosci
(Ig* = pP)? + 12pg1* = (1pl* + la*)?
widaé, ze m odwzorowuje sfere
S(K) = {(p,q) € K* | Ip* + la* = 1}
na sfere
{(r,s) eERx K |r*+|s* =1}.

Jesli w(p,q) = n(p', ¢’) to istnieje u € K takie, ze |u| =11 p = pu,q¢ = qu.
Zatem widokno nad 7(p, q), (p,q) € S(K), jest sferg

{(pu, qu) € S(K) | [u® = 1}.

Otrzymuje sie w ten sposob trzy wiazki Hopfa:

K=R S i — S widkno Sy = Z,
K=C S; — S, wiékno S; = U(1)
K=H Sy — Sy wltokno S3 = SU(2)
K=0 S15 — Sg widkno Sy.

Sa to jedyne wiazki sfer nad sferami, ktérych widkna sa tez sferami.
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5. Formy rézniczkowe i catkowanie

5.1. Wigzki form. Niech T7M oznacza przestrzen dualna wzgledem
przestrzeni stycznej T, M; zbiér
T"M = U M
peEM

posiada naturalng strukture wigzki wektorowej nad M: jest to wigzka 1-
form albo wigzka kostyczna rozmaitosci gltadkiej M. Ogdlniej, dla kazdego
k=0,1,...,n = dim M mamy wigzke k-form A* T*M nad M. Zbiér I'*(M)
przekrojow tej wiazki jest modutem nad pierscieniem C(M) = I'(M) funk-
cji na M. Elementy I'*(M) nazywaja sie polami k-form, albo, krécej, k-
formami (rézniczkowymi) na M. Jesli

acT*(M) i X;eV(M),i=1,....,k, to afXy,...,X3)€C(M)
jest wartoscia formy « na ciggu pol wektorowych Xy, ..., Xg. Jedli
(6.6) acI™M) i Bel' (M), to aAB jest (k+1)— forma.
Np. jedli o, f € I''Y(M) i X, Y € V(M), to

(@A B)X,Y) = a(X)B(Y) — a(Y)B(X).
5.2. Pochodna zewnetrzna. Niech
(M) = Dy " (M).

Pochodna zewnetrzna d: I'(M) — I'(M) jest okre$lona przez nastepu-
jace warunki

(i) jest liniowa,

(ii) dod= 0,

(iii) jesli f e C(M) i X € V(M), to (X,df) = X(f),

(iv) spetnia regute Leibniza d(a A 8) = (da) A B+ (=1)*a A dS.

Pokazuje sie, ze istnieje jedno odwzorowanie d spelniajace te warunki,
i ze zachodzi

drs(m) c r=(m,.

5.3. Cofanie form. Odwzorowanie gtadkie h : M — N — nie koniecz-
nie dyfeomorfizm — okredla, dla kazdego k, odwzorowanie, zwane cofnieciem
(,,pull-back”) form rézniczkowych,

h*: TH(N) — I'*(M)
dane przez
(h*a)p(X1, . Xn) = ang) (T,h(X0), ., Toh(X)),
gdziepe M iX,,..., X, € T,M. W szczeg6lnosci,
(6.7) jeslia € I''(M), to h*a=aoh.
Latwo sprawdzic, ze

(6.8) h*(aANB)=h'aANh*B i doh™=h"od,
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a jesli dane sa dwa odwzorowania gladkie,

(6.9) My M5 My 25 My, to (hyohy)* = hiohi
5.4. Orientacja rozmaitosci. Jesli dim M = n, to widkna wiazki

A" T*M sa jednowymiarowe. Zaktadajac, ze rozmaitos¢ M jest spdjna i
wyjmujac z A" T*M obraz przekroju zerowego, otrzymujemy rozmaitosé
M, ktéra jest albo spdjna, albo ma dwie sktadowe spdjne, M = MM U M,
M NIM' = . W pierwszym przypadku M jest nieorientowalna; w dru-
gim, wyrézniajac jedna z tych sktadowych 9 wprowadzamy orientacje M.
Kazdy element 9 jest postaci e; A -+ - A e, # 0; ciag wektoréw (eq, ..., e,)
okresla orientacje przestrzeni stycznej do rozmaitosci w punkcie, do ktorego
te wektory sa zaczepione. Przesuwajac te wektory w dowolny cigglty sposéb
i biorgc ich iloczyn zewnetrzny otrzymamy element tej samej sktadowej 90V
wiazki A" T*M.

Odtad zakladamy, ze rozmaito$¢ M jest orientowalna i zostata w ten
sposob zorientowana. Mozna to zrobi¢ takze wtedy, gdy M nie jest spdjna,
ale posiada nigdzie nie znikajacy przekroj wiazki A" T*M.

5.5. Calkowanie. Majac zorientowana rozmaito$¢ M mozna zdefinio-
waé caltke formy A € I'™(M) na obszarze U C M, ktérego domkniecie jest
zwarte. Zalézmy — co jest nieistotnym uproszczeniem — ze U jest dziedzi-
na mapy (U,x) nalezacej do gtadkiego atlasu na M i takiej, ze n-forma
dzt A -+ A da™ okredla na U orientacje zgodng z orientacja rozmaitoSci.
Forme A mozna przedstawi¢ w postaci A = £dz* A--- Adz", gdzie £ € C(U).
Oznaczajac przez (t', ..., t") wspolrzedne kanoniczne na R definiujemy

_ —1 1 n 1 n
(6.10) /U)\—/I(U)(ﬁox YL,y At

gdzie po prawej stronie wystepuje catka Riemanna ciaglej (bo gladkiej)
funkcji Loz~ po obszarze x(U) C R™, ktérego domkniecie jest zwarte. Jesli
y jest innym uktadem wspoétrzednych lokalnych w U, to

dy* A Ady" = (Jox)da' A--- Ada”

gdzie J jest jakobianem odwzorowania y o x~1. Jedli orientacje uktadéw x i
y sa zgodne, to J =| J | i klasyczna reguta zamiany zmiennych w catkach
wielokrotnych zapewnia, ze definicja (6.10) jest poprawna w tym sensie, iz
nie zalezy od wyboru uktadu wspétrzednych. Co wiecej, wynika stad od
razu

STWIERDZENIE 6.6. Jesli U jest obszarem o zwartym domknieciu na
orientowalnej rozmaitosci M i A € I'™(M), to dla kazdego zachowujgcego
orientacje dyfeomorfizmu h : M — M mamy

(6.11) / )\:/ 25Y
h(U) U

Forme A\ o nosniku zwartym, albo — ogdlniej — n-forme ,, dostatecznie
szybko dazaca do 0 w nieskonczonosci” mozna catkowaé po calej rozma-
itosci M. W szczegblnosci, kazdag n-forme mozna catkowaé na orientowalnej
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rozmaitosci zwartej. Stosujac w tym przypadku (6.11) do iloczynu f\, gdzie
f € C(M), otrzymujemy

(6.12) /M FA= /M(f o h)R*A
dla kazdego h € Diff(M).

6. Algebra Cartana

Niech M bedzie n-wymiarowa gtadka rozmaito$cia. Sumie prostej mo-
dutow

r(M) =@ (M)

mozna nadaé¢ strukture algebry acznej i superprzemiennej, zwanej algebrg
Cartana. Mnozenie jej elementéw jest okreslone jak w (6.6). Pochodna ze-
wnetrzna d jest jej superrézniczkowaniem stopnia 1 spelniajacym

(6.13) dod= 0.

W niniejszym paragrafie opiszemy superalgebre Liego Der I'(M) wszyst-
kich superrézniczkowan algebry Cartana; dla odciazenia jezyka przedrostek
,super” bedzie opuszczany. Zaktadajac, ze rozmaito$é¢ M jest ustalona, pi-
szemy czesto T, I' zamiast TM, I'(M), itd.

Algebra Cartana jest generowana przez I'° @ I'', wiec rézniczkowanie,
znikajace na tej sumie, znika na catej algebrze. Wynika stad, ze

Der ' = @ Der;, I

k=-1

Roézniczkowanie D nazywa sie algebraicznym, jeSli znika na I'°; jest ono
wtedy okreslone przez D|I''. Zaktadajac, ze D jest stopnia k, odwzorowanie

DIrt:rt—
jest przekrojem X wiazki T’ N tam. polem (k+1)-form o wartosciach
wektorowych. Rézniczkowanie algebraiczne D = i(X), ograniczone do wék-
na wiazki 1" — M, jest rézniczkowaniem algebry zewnetrznej, opisanym w

Przyktadzie 2.6.3.
Przy zalozeniu, ze i(X) jest stopnia k, komutator rézniczkowarn

(6.14) [i(X),d] = i(X) od—(—1)Fdoi(X)

jest rézniczkowaniem stopnia k£ + 1, ktére nie jest algebraiczne. Na mocy
tozsamosci Jacobiego, jest

[[i(X),d],d] = 0.
Rézniczkowanie D algebry Cartana takie, ze
[D,d] =0

nazywa sie typu Liego. Np. jesli k = —1, to X jest polem wektorowym, a
rozniczkowanie stopnia 0

L£(X) € [i(X),d] = i(X) o d+doi(X)
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jest pochodng Liego w kierunku X.

TWIERDZENIE (Frolicher—Nijenhuis). (i) Kazde rézniczkowanie typu Lie-
go jest postaci (6.14), gdzie X jest przekrojem wigzki

(6.15) TM @ NT*M — M;

(ii) kazde rézniczkowanie mozna w jeden sposob przedstawié w postaci
sumy rozniczkowania algebraicznego @ roziniczkowania typu Liego.

Dowéd. Mozna znalezé w [20]. O

WNnI0SEK. Niech X iY beda przekrojami wiazki (6.15); fatwo sprawdzic,
ze rézniczkowanie
[[d, (X)), [d, i(Y)]]
jest typu Liego; istnieje wiec przekréj [X, Y] wiazki (6.15) taki, ze
(6.16) [[d, (X)), [d, i(Y)]] = [d, é([X, YT)].

Nawias [, | nadaje przestrzeni wektorowej Sec(T ® /\ T*) przekrojow wiazki
(6.15) strukture superalgebry Liego; odwzorowanie liniowe

Sec(T@ AT*) = DerI', X + [d,i(X)]

jest morfizmem struktur superalgebry Liego.

Jesli X 1Y sa polami wektorowymi, to [X,Y] jest komutatorem Liego
tych pdl, zapisywanym zwykle jako [X, Y]. Réwnanie (6.16) uogdlnia znana
wlasnos$¢ pochodnej Liego,

(6.17) [L(X),L(Y)] = L(X,Y)).

PRzZYKELAD 6.4. Niech J oznacza strukture prawie zespolong na parzy-
stowymiarowej rozmaitosci, tzn. J € Sec(T'®T™) oraz JoJ = —idp. Nawias
[/, J] jest polem 2-form o warto$ciach wektorowych, zwanym skreceniem
Nijenhuisa. W teorii rozmaitosci zespolonych pokazuje sie, ze znikanie tego
skrecenia jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby J od-

powiadato strukturze zespolonej rozmaitosci analitycznej, zob. np. II tom
(37].

W zastosowaniach przydatny jest formularz, opisujacy zwiazki miedzy
rézniczkowaniami d, i(X) oraz L£(X), gdzie X jest polem wektorowym. Za-
wiera on, oprocz (6.13) i (6.17), wzér Cartana na pochodna Liego form,

(6.18) L(X)=1i(X)od+doi(X),

oraz, dla X,Y €V, wzory

(6.19) doL(X) — L(X)od=0,

(6.20) i(X)oi(Y)+i(Y)oi(X) =0,

(6.21) L(X)oi(Y)—i(Y)o LX) = i([X,Y]).

Jako przyktad zastosowania tego formularza mozna podaé¢ nastepujace wy-
godne wzory na obliczanie pochodnej zewnetrznej: jeslia € I''(M) i X,Y €
V(M), to

(6.22) da(X,Y) = X(a(Y)) = Y(a(X)) — a([X,Y]),
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jedlia e I*(M)i X,Y,Z € V(M), to
(6.23) da(X,Y,Z2)=X(a(Y,Z2))+Y(a(Z, X)) + Z(a(X,Y))+
- O‘(Dfa Z]aX) - Oz([Z, X]v Y) - a([Xv Y]’ Z)
Np. wzér (6.22) wyprowadza sie piszac, na podstawie (6.18),
da(X,Y) = (i(X) da)(Y) = —(d(i(X)a))(Y) + (L(X)a)(Y)
= —Y(a(X)) + L(X)(a(Y)) — a(L(X)Y)
= X(aY)) = Y(a(X)) — a([X,Y]).

7. Kohomologie de Rhama

Forme a € I'*(M) nazywa si¢ forma domknietq jesli da = 0; jedli rozma-
itos¢ M jest n-wymiarowa, to kazda n-forma na M jest domknieta. Forma
a € I'*(M) nazywa si¢ forma dokladng jedli istnieje forma 3 € I'*=1(M)
taka, ze « = df. Wobec (6.13), kazda forma doktadna jest domknieta, ale
istniejg formy domkniete, ktére nie sa doktadne. Jesli « = df jest doktadna
1-forma, to catka krzywoliniowa [Za = ((2) — §(1). Forma xdy — ydz,
ograniczona do okregu o réwnaniu z? + y* = 1, jest domknieta, ale nie
doktadna, bo jej catka po okregu daje jego obwéd. Niech Z*(M) i B*(M)
oznaczajg przestrzenie wektorowe k-form na M domknietych i doktadnych,
odpowiednio. Iloraz przestrzeni wektorowych

H*(M) € ZH(M) /B (M)

nazywa sie kta przestrzeniqg kohomologii de Rhama rozmaitosci M. Wymiar
tej przestrzeni nazywa sie kta liczbg Bettiego rozmaitosci M. Niech

ZMNM) — HY(M), aw |a],
bedzie odwzorowaniem kanonicznym na iloraz, tzn. jesli o, o/ € Z*¥(M), to
[a] = [0/] & a—ad € B¥M).

Jedli formy « i B sg domkniete, to forma a A 5 tez jest domknieta. Ponadto,
jesli jedna z tych form jest doktadna, np. o = d, to forma a A5 = d(y A B)
jest doktadna. Wynika stad, ze jest dobrze okreslone mnozenie elementow

HY (M) x H(M) — H*Y(M),  ([a],[8]) = [a] A 18] € [a A B)

nadajace przestrzeni H*(M) & D, H*(M) strukture algebry kohomologii
de Rhama rozmaitosci M.
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Zadania

ZADANIE 6.1. Pokazaé, ze grupa GL(n,R) jest rozmaitoscia o wymiarze

n?.

ZADANIE 6.2. Rzeczywista przestrzen rzutowa definiuje sie wprowadza-
jac w przestrzeni R"™ ~ {0} relacj¢ réwnowaznosci: ¢ = s mod R wte-
dy i tylko wtedy, gdy istnieje A € R* takie, ze s = At i kltadagc RP, =
(R™* \{0})/R. Pokaza¢, ze RP, mozna utozsamic¢ z ilorazem S,,/Zs, tzn.
ze sferg, na ktorej utozsamiono pary punktéw antypodalnych. Pokazaé, ze
ta przestrzen posiada gtadki atlas sktadajacy sie z n + 1 map.

Wskazéwka. Niech dirt oznacza klase réwnowaznosci, ze wzgledu na re-
lacje R, zawierajaca t € R"™ \ {0}. Ktadziemy U; = {dirt | t* # 0} oraz,
dla j # 4, 27(dirt) =t/ /t".

ZADANIE 6.3. Sprawdzi¢, ze nawias pol wektorowych spehia tozsamosé
Jacobiego oraz ze zachodzi (6.4).

ZADANIE 6.4. Znalez¢ jednoparametrows grupe przeksztatcen lokalnych,
generowang, przez pole wektorowe X = 22 na M = R.

ZADANIE 6.5. Pochodna zewnetrzna spetnia [d,d] = 0, wiec zgodnie z

Twierdzeniem Frolichera—Nijenhuisa, mozna ja przedstawi¢ w postaci (6.14).
Zmalez¢ pole X takie, ze d = [i(X),d].

ZADANIE 6.6. Uogélni¢ wzory (6.22) i (6.23) dla o € I'*(M).



VII
Grupy Liego

Przypomnijmy (por. rozdzial 3), ze grupa Liego jest to grupa G, ktéra
jest réwnocze$nie rozmaitoscig gtadka, a odwzorowanie

(7.1) GxG—G, (a,b) a b
jest gtadkie. Wynika stad, ze odwzorowania
L(a): G — G, R(a): G — G, L(a)(b) =R(b)(a) = ab,

sa dyfeomorfizmami dla kazdego a € G. Odwzorowanie Ad(a) = L(a) o
R(a™!) jest takze dyfeomorfizmem. Pokazuje sie, ze z zatozenia gladkosci
grupy Liego wynika jej analitycznos¢: mozna tak zawezi¢ atlas map na gru-
pie Liego, ze funkcje przejécia miedzy mapami bedg funkcjami analitycz-
nymi, tzn. funkcjami posiadajacymi w pewnym otoczeniu kazdego punktu
rozwiniecia w zbiezne szeregi potegowe; wzgledem wspotrzednych map ta-
kiego atlasu funkcja (7.1) jest takze analityczna.

Wymiarem grupy Liego jest wymiar rozmaitosci, na ktérej jest ona zde-
finiowana.

1. Algebra Liego grupy Liego

Niech G bedzie grupa Liego; méwimy, ze pole wektorowe A € V(G) jest
lewo niezmiennicze, jeli jest niezmiennicze ze wzgledu na wszystkie lewe
przesuniecia, tzn. jesli

(7.2) (L(a))sA=A dla kazdego a € G.

W niniejszym rozdziale wygodnie bedzie oznaczaé¢ wartosé¢ pola wektorowe-
go A w punkcie a przez A,. Na podstawie definicji (6.5) przenoszenia pél
wektorowych przy pomocy dyfeomorfizméw widaé, ze warunek (7.2) jest
rownowazny nastepujacemu:

(7.3) A, = (T.L(a))(A.) dla kazdego a € G.

Wynika stad, ze pole lewo niezmiennicze na G jest okreslone przez swoja
wartos¢ w jednosci e grupy.

STWIERDZENIE 7.1. Jesli G jest n-wymiarowq grupg Liego, to przestrzen
wektorowa G' lewo niezmienniczych pol wektorowych na G jest n-wymiarowg
algebrg Liego ze wzgledu na nawias pol wektorowych.

Dowéd. Istotnie, przestrzen G’ jest n-wymiarowa gdyz, jako przestrzen
wektorowa, jest izomorficzna przestrzeni T,G. Na podstawie (6.4) widaé, ze
G’ jest podalgebra Liego algebry Liego V(G). O

102
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Algebra Liego, o ktorej mowa w powyzszym stwierdzeniu, nazywa sie
algebrg Liego grupy Liego.

2. Odwzorowanie wyktadnicze

Niech (¢;) bedzie jednoparametrows grupa przeksztatcen G, generowana
przez pole wektorowe A € G’. (Pokazuje sie, ze taka grupa jest okreslona na
grupie Liego globalnie.) Na mocy stw. 6.5 i lewo niezmienniczo$ci A mamy

(7.4) L(a) o pr = proL(a)
dla kazdego t € R i a € G. Definiujemy odwzorowanie wyktadnicze
exp: G' > G, expA=p(e).
Jesli £fogilico=Af iu€R, to Lfopulio=uAf, wiec
exptA = ¢(e),
a na podstawie (7.4) otrzymujemy stad ¢;(a) = ap;(e) = aexptA, czyli
(7.5) o1 = R(exptA).

Obliczajac obie strony rownosci ¢, s = oy © s na elemencie e i korzystajac
z (7.5), otrzymujemy

exp(t + s)A = (exptA)(exp sA).
Wrynika stad, ze dla kazdego A € G, zbiér
{exptA|te R} C G

jest (jednowymiarowa) podgrupa grupy G; pokazuje sie, ze ta podgrupa jest
izomorficzna R albo U(1).

STWIERDZENIE 7.2. Odwzorowanie wyktadnicze exp jest lokalnym dyfe-
omorfizmem, tzn. dyfeomorfizmem pewnego otoczenia 0 w przestrzeni wek-
torowej G' na odpowiednie otoczenie jednosci e grupy G.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy(¢, ze obie przestrzenie wektorowe ToG' i T.G
mozna utozsamic z G'; odwzorowanie Ty exp : G' — G’ przeprowadza wektor
styczny do krzywej t — tA w wektor styczny do krzywej t — exptA, wiec
Toexp = idgr i exp jest lokalnym dyfeomorfizmem. U

3. Algebra Liego grupy GL(V)

Niech V' bedzie n-wymiarowa rzeczywista przestrzenig wektorowa. Prze-
strzen wektorowa endomorfizméw End V' jest rozmaitoécig o wymiarze n?:
jesli (e;) jest baza w V', to mozna zdefiniowaé¢ globalny uklad wspéhrzed-
nych 2 = (¢*;) w EndV ktadac 2;(a) = a';, gdzie (a’;) jest macierza en-
domorfizmu a € EndV wzgledem (e;), a(e;) = e;a’;. Przestrzen wektorowa
EndV jest takze algebra Liego ze wzgledu na komutator endomorfizméw,
[a,b] = ab — ba. Grupa GL(V), jako otwarty podzbiér End V' jest rozma-
itoscia o wymiarze n?. Przestrzen (End V)* mozna traktowaé jako podzbiér
C(GL(V)); zawiera ona wspéhrzedne #° ;. Przypomnijmy tez, iz przestrzenie
wektorowe (End V))** i End V mozna w naturalny sposéb utozsamié. Algebre
Liego GL(V')" grupy GL(V') zapisuje sie zwykle jako gl(V).
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STWIERDZENIE 7.3. Odwzorowanie
(7.6) p:gl(V) — EndV dane przez (u(A), f) = Ac(f), f € (End V)",
jest izomorfizmem algebry Liego gl(V') na algebre Liego End V.

Dowéd. Odwzorowanie g jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych
gdyz jest liniowe, przestrzenie gl(V) i EndV sa tego samego wymiaru, a
jadro p jest trywialne, bo jesli A.(f) = 0 dla kazdego f € (EndV)*, to
A = 0. Aby znalezé u([A, B]), gdzie A, B € gl(V), obliczamy Af, gdzie
Aegl(V)i fe (EndV)*. Na podstawie (7.3) i (7.6) mamy

(AF)(@) = Au(f) = Au(f 0 L(a)) = (f o L(@))((A)) = o R(u(A))(a)

czyli

(7.7) Af = [oR(u(4)).
Obliczajac foR(u([A, B])) = [A, Blf = A(Bf)—B(Af), korzystajac z (7.7)
oraz z R(u(B)) o R(u(A)) ( A)u( )) otrzymujemy

u([4, B]) = [u(A), u(B)]. O

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze pierwszy komutator w tym ostatnim row-
naniu jest nawiasem pol wektorowych (operatoréw rézniczkowych pierwsze-
go rzedu), a drugi — czysto algebraicznym komutatorem endomorfizméw.

Latwo jest uogélni¢ powyzsze rozwazania i wyniki na przypadek, gdy
V' jest zespolona przestrzenia wektorowa o wymiarze n; grupa GL(V') jest
wtedy grupg Liego o wymiarze rzeczywistym 2n?; jej algebra Liego End V
moze byé¢ rozpatrywana jako zespolona algebra Liego o wymiarze n?, albo
jako rzeczywista algebra Liego o wymiarze 2n?.

Od tej pory bedziemy utozsamiali gl(V') z End V' i opuszczali znak izo-
morfizmu p, tzn. zapisywali (7.7) w postaci

Odwzorowanie wyktadnicze
exp : EndV — GL(V)

ma teraz ,zwyklte” znaczenie. Mianowicie, przepisujac (6.3) dla pola A €
EndV,

d

éfogot = (Af)os@t,
i zakladajac f € (End V')*, korzystajac z (7.5), (7.8) i dowolnosci f, otrzy-
mujemy

d
3 &P tA = (exptA)A.

Rozwiazanie tego ,macierzowego” réwnania rézniczkowego takie, ze
exptAli= = I,

gdzie I jest jednoscia grupy GL(V'), ma postaé szeregu

(tA)"

exptA =372, o
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ktory jest zbiezny dla kazdego tA € End V; (tA)° = I.

4. Morfizmy grup Liego
Jesli G i H sa grupami Liego, to gtadki homomorfizm grup
h:G—H
nazywa sie homomorfizmem grup Liego.

STWIERDZENIE 7.4. Jesli h : G — H jest homomorfizmem grup Liego,
a e oznacza jednosé grupy G, to odwzorowanie

n .G — H
zdefintowane przez
(7.9) W (A)nie) = (Teh)(Ae)
jest homomorfizmem algebr Liego.

Dowdéd. Istotnie, odwzorowanie i’ jest liniowe; ponadto, z (7.9) wynika,
ze jesli g € C(H), to

(W(A)(g))oh = A(goh),

co daje h/'([A, B]) = [W(A), M (B)]. O
Z definicji (7.9) wynika takze
(7.10) h(exptA) = expth'(A).

Jesli G'i H sa grupami Liego oraz istnieje monomorfizm grup Liego h : H —
G, to méwimy, ze H jest podgrupg Liego grupy G.

* Ostrzezenie. Mozna utozsami¢ H z obrazem h(H) C G zadajac, aby
h byto dyfeomorfizmem na obraz. Odwzorowanie h : H — h(H) jest wte-
dy izomorfizmem grup Liego, ale, na ogdl, topologia w h(H) wyznaczo-
na przez zadanie, aby h bylo homeomorfizmem H na obraz, jest mocniej-
sza od topologii zaindukowanej w zbiorze h(H) przez topologie G. Jako
przyktad moze stuzyé odwzorowanie hy : R — U(1) x U(1) dane przez
ha(t) = (exp2mit,exp2wiAt), gdzie A € R jest liczba niewymierna; zbior
h(R) jest gesty na torusie U(1) x U(1). Jesli A jest wymierne, to hy(R) jest
okregiem. Jedli h(H) jest domknietym podzbiorem G, to topologia zaindu-
kowana pokrywa sie z przeniesiona z H przy pomocy h i h(H) jest podgrupa
topologiczna G; zob. rozdz. IV w [Ch]. *

Latwo dostrzec, ze injektywnos¢ homomorfizmu grup h pociaga injek-
tywno$¢ homomorfizmu algebr h’; mozna wiec algebre Liego podgrupy H
utozsamié¢ z podalgebra h'(H') C G'.

5. Reprezentacja dolaczona grupy i algebry Liego

Niech g bedzie algebra Liego nad k, a V' niech bedzie przestrzenia wek-
torowa nad k. Odwzorowanie liniowe

f:g—EndV
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takie, ze
fu)f(v) = f(v)f(u) = f(lu,v]) dla wszystkich u,v € g

nazywa sie reprezentacjq algebry Liego w przestrzeni V. Homomorfizm grup
Liego

h:G— GL(V)
okresla reprezentacje grupy Liego G w V. Rézniczkujac obie strony réwnania
(7.10) wzgledem t otrzymujemy

d
(7.11) h'(A) = ah(exp tA)|i=o-
Odwzorowanie
W :G — EndV

jest reprezentacjg algebry Liego G’ w przestrzeni wektorowej V', induko-
wang przez reprezentacje h grupy G. Dla kazdego a € G, odwzorowanie
Ad(a) : G — G jest gtadkim automorfizmem (wewnetrznym) grupy G; od-
wzorowanie Ad(a) : G' — G’ jest zatem automorfizmem algebry Liego G.
Kladac ad(a) = Ad(a)’ definiujemy reprezentacje dotgczong

ad: G — GL(G)

grupy Liego G w jej algebrze Liego. Odwzorowanie ad jest takze gtadkim
homomorfizmem; indukuje wiec reprezentacje algebry Liego G’ w przestrzeni
wektorowej G,

ad’ : G’ — GL(G") = End &
zwang reprezentacjq dotgczong algebry Liego. Znajdziemy teraz jawna po-
sta¢ reprezentacji dotaczonych ad i ad’ przy zalozeniu G = GL(V). Ktadac
h = Ad(a) w (7.11) otrzymujemy

(7.12) ad(a)(A) = (iAd(a)(eXp tA)|j—o = aAa™".

Wyrazenie aAa™! jest zwyklym zlozeniem endomorfizméw (,,iloczynem ma-
cierzy”). Aby obliczy¢ ad’ ktadziemy h = ad w (7.11):

ad'(A) = Ciad(exp tA)|s=o-

Obliczajac obie strony ostatniego réwnania na B € EndV i korzystajac z
(7.12) otrzymujemy

ad (A)(B) = < ad(exp14)(B)|zo = [4, B].

Latwo sprawdzié¢, ze réwnanie ad'([A, B]) = [ad'(A), ad'(B)] jest réwno-
wazne tozsamosci Jacobiego dla nawiasu [, |.

W dalszym ciggu bedzie stosowany skrét ad zamiast ad’, co nie powinno
prowadzi¢ do nieporozumien,

(7.13) ad(A)B =[A,B], A,Beyg.

STWIERDZENIE 7.5. Niech H bedzie podgrupqg Liego grupy Liego G. Pod-
grupa H jest dzielnikiem normalnym G wtedy i tylko wtedy, gdy podalgebra
H' jest ideatem algebry G'.
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Dowdéd. Istotnie, utozsamiajac H z obrazem h(H), mamy: jesli H jest
dzielnikiem normalnym, to a € G i b € H pociaga aba™' € H. Biorac B €
H' otrzymujemy stad aBa~! € H' dla kazdego a € G; biorac A € G, kladac
a = exptA i rézniczkujac (exptA)B(exptA)~! wzgledem ¢ otrzymujemy
[A, B] € H'; podobnie dowodzi sie implikacji w druga strone. O

Przedstawimy teraz przyktady grup i algebr Liego. O ile to nie jest za-
znaczone inaczej, V jest n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem

k=R lub C.
PRzZYKEAD 7.1. Jedli
SL(V) ={a € GL(V) | deta = 1},
to
SL(V) ={A€EndV | tr A =0}.
Wynika to natychmiast z (2.19). Zwykle pisze si¢ s[(V') zamiast SL(V')".

PRzZYKEAD 7.2. Niech g : V xV — k bedzie odwzorowaniem biliniowym,
symetrycznym i niezwyrodnialym. Grupa (pseudo)ortogonalna

O(V,g) ={a € GL(V) | g(au,av) = g(u,v) dla kazdych u,v € V}

jest grupg Liego o wymiarze %n(n — 1) (nad k). Zastepujac w powyzszej

definicji a przez exptA i rézniczkujac wzgledem ¢ otrzymuje sie

0(V,9) ={A € EndV | g(Au,v) + g(u, Av) = 0 dla kazdych w,v € V}.
Jesli V' jest przestrzenia rzeczywista i g ma sygnature (k,l), k + 1 = n, to
pisze sie O(k,l) zamiast O(V, g). Jedli I = 0, to zamiast O(k,0) pisze sie
O(k): jest to grupa ortogonalna. Dla k = C uzywa sie oznaczenia O(n, C)
na zespolong grupe ortogonalng.

Odpowiadajace tym grupom algebry Liego zapisuje si¢ zwykle jako so(k, 1),
so(k) iso(n,C).

W kazdym przypadku mozna wprowadzi¢ baz¢ (e;) w V' i polozy¢ g;; =
glei,e;) oraz A(e;) = ejA], Ajj = gaAS. Réwnanie definiujace elementy
algebry Liego O(V, g)’ przyjmuje postaé

Aij + Aj,‘ = 0.
Widaé, ze jesli A € O(V, g)’, to tr A = 0, wiec O(V, g)' = SO(V, g)".

PRzZYKLAD 7.3. Niech teraz V' bedzie zespolong przestrzenia wektorowa.
Odwzorowanie péttoraliniowe (liniowe wzgledem drugiego argumentu),

h:V xV—C,

hermitowskie, h(u,v) = h(v, u), i niezwyrodniate okresla grupe (pseudo)uni-
tarng (juz zdefiniowana, w réwnowazny sposéb, w rozdz. 111 §1.4.4)

UV, h) ={a € GL(V) | h(au,av) = h(u,v) dla kazdych u,v € V'}.
Jej algebra Liego jest
U(V,h) ={A € EndV | h(Au,v) + h(u, Av) = 0 dla kazdych u,v € V}.
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Wprowadzajac baze (e;) w V' i uzywajac oznaczeni jak poprzednio mozemy
zapisa¢ warunek okreslajacy algebre Liego U(V, h)" w postaci

Ay +A; =0.
Podgrupa SU(V,h) = U(V,h) N SL(V) jest dzielnikiem normalnym; podal-
gebra SU(V, h)" = U(v, h) N SL(V') jest ideatem.

6. Forma i r6wnanie Maurera-Cartana

Przestrzen (G')* dualng do algebry Liego G’ grupy G mozna utozsamié¢
z przestrzenig 1-form na G, niezmienniczych wzgledem lewych przesuniec.
Niech (e;), ¢ = 1,...,n = dim G, bedzie baza przestrzeni wektorowej G';
elementy bazy dualnej (w’) spetniaja

w'(e;) = R;, Lia)*w' =w'; di,j=1,...,n; a€G.

Obliczajac na podstawie (6.23) warto$¢ dw'(e;,ex) i korzystajac z (1.17)
otrzymujemy

(7.14) dw’ + 5w’ Aw® = 0.
Forme
(7.15) w=e®w

o wartosciach w G’ nazywa sie formg Maurera-Cartana. Na mocy (7.14)
spetnia ona réwnanie Maurera-Cartana

dw + 1w, w] =0,

gdzie [w,w] = [e, ejJwAw?. Niech h bedzie iloczynem skalarnym na algebrze
Liego G, tzn. odwzorowaniem h : G’ x G — R biliniowym i nieosobliwym.
Oznaczajac h;; = h(e;, ;) mozna wprowadzi¢ pole g = hjjw' ®w’, ktére jest
tensorem metrycznym na G, niezmienniczym wzgledem lewych przesuniec.

PRZYKEAD 7.4. Forma Maurera-Cartana na GL(V'). Niech (e,), p =
1,...,n, bedzie baza w n-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej
V. Wprowadzajac baze dualna (e*) w V* definiujemy uktad wspéhrzednych
x = (z#) na GL(V) ktadac, dla kazdego a € GL(V),

7y (a) = (afe,), €).

Odwzorowanie x : GL(V) — GL(n,R) jest izomorfizmem grup. Konstruuje-
my n? form w” na GL(V) ktadac

(7.16) wh(a) = 2k (a™") dzl(a).

Formy te sg liniowo niezalezne — bo z jest uktadem wspoétrzednych — i lewo
niezmiennicze, gdyz na mocy (6.8) i (6.7) mamy L(a)*w# = wt dla a €
GL(V) i p,v = 1,...,n. Sa one wspdirzednymi formy Maurera-Cartana
na grupie GL(V'). Réwnanie (7.16) zapisuje sie czesto w postaci skréconej:
w=a"!da.
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7. Zastosowanie: podstawy teorii pdl z cechowaniem

Reprezentacje Ad i ad odgrywaja podstawowa role w teoriach z cecho-
waniem: w banalny sposob w elektrodynamice, w istotny sposob w teo-
riach nieprzemiennych typu Yanga-Millsa i w teorii grawitacji Einsteina.
Przedstawimy tu podstawowe struktury geometryczne teorii pél z cechowa-
niem w najprostszym przypadku konfiguracji o trywialnej topologii. Niech
G C GL(V) bedzie grupa Liego, a M niech bedzie czasoprzestrzenia, tzn.
przestrzenia (pseudo)riemannowska; w szczeglénej teorii wzglednosci utoz-
samiamy M z przestrzenig Minkowskiego. W teoriach z cechowaniem rozpa-
trujemy pola form na M o warto$ciach w przestrzeniach wektorowych; niech
I'(M,W) oznacza modul form o wartoéciach w przestrzeni wektorowej W;
przez I'P(M, W) oznaczamy podmodut p-form o wartosciach w W. Jedli (E,)
jest baza w W, to pole B € I'(M, W) zapisujemy w postaci B = E, ® B?,
gdzie B* € I'(M,R) = I'(M). Przypomnijmy (rozdzialt I, §3), ze zbiér G
wszystkich (teraz zakladamy: gtadkich) odwzorowan S : M — G jest grupg
cechowania. Reprezentacja p : G — GL(W) okresla prawe dzialanie grupy
cechowania w I'(M, W):

I(M,W)xG— T(M,W), (B,S)— R(S)B, gdzie R(S)B = p(S™")B.
Jawnie:
((5™1)B)(x) = p(S(x) )B(x), =€ M.

Element przestrzeni I'(M, W) z tak okreslonym dzialaniem grupy G nazywa
sie formg typu p. Przez (e;) oznaczamy baze w algebrze Liego G’ a przez
cg.k — odpowiadajace jej state strukturalne. Niech teraz A € I'(M,G’) i
B € I'(M,W). Definiujemy

P (A)B = pl(e;)(E,) A" A B
W szczegblnosci, jesli A, B € I'(M,G’) i p = ad, to piszemy

[A,B] zamiast ad(A)B,
tzn. ‘ o

[A,B]' =, A7 AB".

Nawias [ , | okre$la w module I'(M, G’) strukture ,superalgebry Liego™:
odwzorowanie (A, B) — [A, B] jest biliniowe, a jesli A € I'?(M,G"), B €
r(M,G") i C e I'(M,G"), to

[A,B] + (=1)™[B,A] =0

W module Pot(M) = I''(M, G') wprowadzamy dzialanie grupy cechowania
Pot(M) x G — Pot(M), (A,S) — R(S)A,
gdzie
R(S)A = ST'AS + S571dS.
Elementy przestrzeni Pot(M) z tak okreslonym dzialaniem grupy G nazy-

waja sie potencjatami cechowania. Odwzorowanie A — R(S)A nazywa sie
przeksztatceniem cechowania potencjahu.
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STWIERDZENIE 7.6. (i) Odwzorowanie D : Pot(M) — I'*(M,G") okre-
slone wzorem

DA = dA + 1[A A]

jest ekwiwariantne wzgledem dziatania grupy G.
(ii) Rownanie DA = 0 jest warunkiem koniecznym na istnieniu elementu

S € G takiego, ze R(S)A = 0.

Dowéd. Zauwazamy najpierw, ze forma S~1dS jest cofnieciem, przy
pomocy S, formy Maurera-Cartana grupy G, zatem

d(s~tds) + %[S‘1 ds,S71dS] = 0.
Wykorzystujac to réwnanie, tatwo otrzymujemy
D(R(S)A) = S'DAS,

co dowodzi (i). Réwnanie DA = 0 jest warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym lokalnej catkowalnosci réwnania R(S)A = 0. O

Niech A bedzie potencjatem cechowania, a B € I'(M, W) niech bedzie
forma typu p. Pochodng kowariantng B wzgledem A nazywamy forme

DAB = dB + ¢/(A)B.

STWIERDZENIE 7.7. Niech A bedzie potencjatem cechowania, a F = DA
— odpowiadajgcym mu natezeniem pola cechowania.
(i) Jesli B jest formg typu p, to odwzorowanie

Pot(M) x I'(M,W) — I'(M,W), (A,B)+ DaB,

jest ekwiwariantne wzgledem dziatania grupy cechowania.
(ii) Dla kazdej formy B typu p zachodzi

D2B = //(F)B.
(iii) Zachodzi tozsamos$é Bianchiego

DAF =0.

Dowéd. Pozostawiamy jako zadanie. U

Wprowadzajac forme «F € I'(M,G’) dualng (w sensie Hodge’a) wzgle-
dem F, mozemy réwnanie Yanga-Millsa zapisa¢ w postaci

DA*F:*j,

gdzie j jest 1-forma typu ad, opisujaca gestosé pradu.
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8. Podstawowe twierdzenie o grupach Liego

Pokazalismy w jaki sposéb znajac grupe Liego G mozna okresli¢ odpo-
wiadajaca jej algebre Liego G’. Przejécie od grupy do algebry jest tatwe
w tym sensie, ze opiera si¢ na ,rézniczkowaniu”; przejécie od algebry do
grupy jest trudniejsze: wymaga ,catkowania” i uwzglednienia topologii. Za-
dowolimy sie tu sformutowaniem twierdzenia, ktérego dowdd mozna znalezé

np. w [Ch] i [SL].

TWIERDZENIE 1. 1. Jesli g jest rzeczywistq, skonczenie wymiarowq al-
gebrg Liego, to istnieje jedna, z doktadnoscig do izomorfizmu, jednospdjnal
grupa Liego G taka, ze G' = g.

2. Jesli H jest spdjng grupg Liego takq, ze H =g, to H = G/ K, gdzie
K jest dyskretnym dzielnikiem normalnym, zawartym w centrum grupy G.

3. Jesli grupy Liego Hy © Hy majg izomorficzne algebry Liego, to sg lo-
kalnie izomorficzne, tzn. istnieje otoczenie U jednosci grupy Hy oraz lokalny
dyfeomorfizm h : U — Hy taki, Ze a,b,ab € U = h(ab) = h(a)h(b).

4. Jesli grupa G jest jednospojna, a H jest grupg Liego o algebrze Liego
H’, to homomorfizm algebr Liego f : G' — H' podnosi sie do homomorfizmu
grup Liego h : G — H, h' = f.

PRzZYKLAD 7.5. Przemienna algebra Liego g = R jest algebra Liego
grupy addytywnej G = R; kazda dyskretna i nietrywialna podgrupa K C R
jest izomorficzna Z; iloraz R/Z jest izomorficzny grupie U(1), ktéra jest
spoéjna, ale nie jest jednospdjna.

PRZYKEAD 7.6. Zwykly iloczyn wektorowy w R3 okreéla w tej prze-
strzeni strukture algebry Liego g; grupa SU(2) jest jednospdjna i su(2) = g;
mamy Z(SU(2)) = Zs; grupa SU(2)/Z, jest izomorficzna spdjnej, ale nie
jednospéjnej, grupie SO(3).

PRZYKEAD 7.7. Niech (ey,es,e3) bedzie bazg w R3; okrelamy w tej
przestrzeni strukture algebry Liego g ktadac

le1, 2] = €3, [ea,e3] = €1, [e3,e1] = —ea.
Algebra g jest algebra Liego grup SL(2,R) i SL(2,R)/Zs; ta druga grupa jest
izomorficzna sktadowej spéjnej grupy SO(1,2). Grupa jednospéjna G taka,
ze G' = g jest w tym przypadku grupa Liego, ktéra nie posiada wiernej
reprezentacji skoriczenie wymiarowej (nie jest grupa macierzowa).

9. Calki niezmiennicze na grupach Liego

W teorii grup skonczonych wazng role odgrywa usrednianie funkcji na
grupie: pozwala ono, miedzy innymi, pokazaé, ze kazda reprezentacja takiej
grupy jest rownowazna reprezentacji unitarnej; zob. §2 na str. 71. Istotne
jest to, ze $rednia wartosé¢ (f) funkcji f na grupie G jest niezmiennicza
wzgledem lewych i prawych przesuniec,

(7.17) (fol(a)) = (f), (foR(a)) = (f) dlakaidegoac G,

1Przyjmujemy tu nastepujaca definicje: grupa Liego jest jednospdjna jesli jest spojna
i kazda krzywa zamknieta jest Sciggalna do punktu.
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oraz
(7.18) (1) = 1.

Na grupie Liego o dodatnim wymiarze role usredniania spetnia odpowied-
nie catkowanie. Dla kazdej takiej grupy mozna okresli¢, na odpowiednio
zdefiniowanej przestrzeni topologicznej £(G) C F(G) funkeji zespolonych
na G, calke lewo niezmienniczg i przy jej pomocy Srednig funkcji taka, ze
odwzorowanie

EG)=C, [frA(f)

jest liniowe, dodatnie:

jedli FEEWG), F=01i f£0, to (f)>0,

ciagle i spelia pierwszy (lub drugi) z warunkéw (7.17). Warunek unor-
mowania (7.18) mozna speié¢ tylko na ,grupach o skonczonej objetosci”,
tzn. na grupach zwartych; zob. ponizej. Na takich grupach zachodza oba
warunki niezmienniczosci (7.17).

9.1. Modut grupy Liego. Majac forme Maurera-Cartana (7.15) na
grupie Liego G o wymiarze n, tworzymy n-forme lewo niezmiennicza

A=w'A--Aw" L(a)*A =X\ dla kazdego a € G.

Forma ta nigdzie nie znika, co pokazuje, ze kazda grupa Liego jest orien-
towalna; lewe przesuniecia sa dyfeomorfizmami zachowujacymi orientacje.
Jesli X jest takze lewo niezmiennicza n-forma na G, to istnieje liczba rze-
czywista ¢ taka, ze N = c\. W szczegdlnosei, dla kazdego b € G forma
N = R(b)*\ jest lewo niezmiennicza, co wynika z (6.9) i przemiennosci L(a)
i R(b). Istnieje zatem homomorfizm grup (,,modut” grupy G)

(7.19) A:G—R* taki, ze R(a)"A = A(a)A

dla kazdego a € G. O grupie méwi sie, ze jest unimodularna, jesli repre-
zentacja A jest trywialna. Nastepujacy przyktad pokazuje, ze istnieja grupy
Liego, ktére nie sg unimodularne.

PrzYKELAD 7.8. Rozpatrzmy dwuwymiarowa, nieprzemienng i niezwarta
grupe Liego H = RT x R, zdefiniowang jako podgrupa grupy G' = GL(IR?)
ze wzgledu na injektywny homomorfizm

. r -y
h:H— G, (:z:,y)l—><0 1).

Forme¢ Maurera-Cartana na H znajdujemy, cofajac przy pomocy h, formy
na G zdefiniowane w (7.16), co daje w' = dz/z i w? = dy/x, wiec A =
dx A dy/z? jest lewo niezmienniczg 2-formg na H. Kladac a = (o, 3) € H,
otrzymyjemy R(a)(z,y) = (ax, Bz +y), a stad A(a) = (det h(a)) ™ .
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10. Dzialanie grupy Liego na rozmaitosci

Prawe dziatanie grupy Liego G, o elemencie neutralnym e, na rozmaitosci
M dane jest przez odwzorowanie gtadkie

R:MxG— M, R(p,a)=R(a)p, R(a)oR(b)=R(ba), R(e)=idy,

dla wszystkich a,b € G i p € M. Wobec R(a)™* = R(a™') odwzorowanie
R(a) : M — M jest dyfeomorfizmem dla kazdego a € G. Wygodnie jest tez
wprowadzi¢ odwzorowanie

R(p): G — M, R(p)a=R(p,a).

Jesli A jest elementem algebry Liego g grupy G, to t — R(exptA)p jest
krzywa przechodzaca przez punkt p, okreslajaca wektor A(p) styczny do tej
krzywej w punkcie p.

STWIERDZENIE 7.8. Odwzorowanie
(7.20) g VM), A—A
jest homomorfizmem algebr Liego.

Dowéd. 7 definicji A, dla kazdej funkcji f € C(M) jest
~ d
Alp)(f) = 3 [ o RlexptA)(p)li=o

d
= &f o R(p)(exp tA)|i=o
= TeR(p)(Ae)(f)7
co pokazuje, ze odwzorowanie (7.20) jest liniowe. Dalej, wobec

Ad(a)(exptA) = expad(a)(tA)

mamy
(R(a)* A)(f) = (A(f oR(a™")) o R(a)
_ dif oR(a™") o R(exptA) o R(a)]o
_ i f o R(exp ad(a)(tA)i—o = ad(a) A(f)
czyli
(7.21) R(a)*A = ad(a)A.

Obliczajac, z definicji, pochodna Liego pola B, B € g, wzgledem pola A,
mamy

d - d —~— —~—
ER(GXP tA)" Blimo = &ad(exp tA)Bli=o = [A, B]

czyli
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11. Wiazki gléwne i stowarzyszone

11.1. Wigzki gléwne. Wigzka 7 : P — M, ktorej wtdkno typowe jest
grupa Liego G dziatajaca swobodnie i przechodnio na widéknach wiazki nazy-
wa sie wigzkq gtowng. Dopuszczamy grupy dyskretne, tzn. zero-wymiarowe
grupy Liego. Grupe G nazywa si¢ grupg strukturalng lub grupa struktury
wiazki. Zwykle wybiera si¢ prawostronne dziatanie grupy struktury w P.
Dla krétkosci sformutowan, wygodnie jest zapisywaé taka wigzke gtowng
jako G — P 5 M.

Majac rozmaitosé M i grupe Liego G mozna utworzy¢ wigzke iloczynowq
biorac P = M x G i definiujac dzialanie grupy jako Px G — P, ((z,a),b)
(x,ab).

PrRzYKEAD 7.9. Niech G bedzie domknieta podgrupg Liego grupy H, a
N domknietym dzielnikiem normalnym grupy G, to jest wiazka gtéwna

G/N — H/N — H/G.

PRzYKEAD 7.10. Trzy pierwsze wiazki Hopfa (Przyktad 6.3 na str. 95)
sg glowne:

(7.22) Ly —S1 — S,

Ostatnia wigzka Hopfa nie jest gtéwna, bo algebra oktonionéw nie jest tgcz-
na, wiec zbiér jednostkowych oktoniondéw nie jest grupa ze wzgledu na mno-
zenie.

PrzykrAD 7.11. Wiazki Hopfa mozna uogélni¢ na wyzsze wymiary,
przyjmujac przestrzenie rzutowe jako rozmaitosci bazy. Dla K = R, C lub H
definiujemy przestrzen rzutowa KP,, n € N, w nastepujacy sposdb, zob. Za-
danie 6.2. Niech K"*! bedzie lewg przestrzeni wektorowa nad K; w zbiorze
K™ {0} wprowadzamy relacje réwnowaznoSci:

p=9p <& istnieje ¢ € K* takie, ze p’ = qp.

Zbior dir p elementéw rownowaznych p jest, kierunkiem” wektora p. Prze-
strzen rzutowa KPP, jest zbiorem wszystkich takich kierunkdéw; zbiorowi
temu nadaje sie w naturalny sposob topologie i strukture rozmaitosci roz-
niczkowej o wymiarze n dimg K. Niech p = (p1,...,pny1) € K" Zbiér

{pe K™ [ Ipif + -+ [posa* =1}
jest sfera o wymiarze (n + 1) dimg K — 1. Grupa {u € K | |u| = 1} dziala

na tej sferze, (p,u) — pu = (p1u, ..., ppriu), i okredla wigzki gtéwne
Ty — S, 2 RP,,,

U(l) _>S2n+1 ﬂ) C]P)n,

SU(2) = Sunis % HP,.
Dla n =1 sa to wiazki Hopfa (7.22)-(7.24).
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11.2. Wigzki stowarzyszone. Niech G — P 5 M bedzie wigzka
gtowna, a V' rozmaitoscig, w ktérej dziata lewostronnie grupa G. W iloczy-
nie P x V wprowadzamy dziatanie prawostronne grupy, ktadac (p,v)a =
(pa,a™'v) dlap € P, a € G iv € V. Przestrzen ilorazowa

(7.25) E=(PxV)/G,
sktadajaca si¢ z klas [(p,v)] elementéw p € P, v € V, takich, ze
[(p,v)] = [(p/,v')] <& istnieje a € G takie, ze p’ =pa iv =a v,

ma strukture wigzki nad M o wtdknie typowym V', o czym mozna si¢ prze-
konaé rozpatrujac lokalna trywializacje wiazki gtéwnej (zob. ustep 4 na str.
94),

h:UxG— 7Y U).
Przy jej pomocy tworzy sie lokalng trywializacje wigzki F —2 M,

UxV =mpU), (g,0) = [(hge),v)], 7up,v)]) =)

gdzie e jest jedno$cia grupy G. Wiazke (7.25) nazywa sie wigzkq stowarzy-
szong z P za poSrednictwem dziatania G w V.
Kazdy element p € P okresla dyfeomorfizm

(7.26) p:V — Erp) dany przez p(v) = [(p,v)].

STWIERDZENIE 7.9. Zbior Sec E przekrojow wigzki E — M mozna utoz-
samicé ze zbiorem Homg (P, V') odwzorowan P w 'V, ekwiwariantnych wzgle-

dem dzialania grupy G, tzn. takich odwzorowan X : P — V', Ze dla kaZdego
a€GipéeP jest X(pa) =a'X(p).

Dowéd. Majac X € Homg(P,V) definiuje sie przekrdj X € SecE kla-
dac
X(q) =[(p,X(p))] gdzie p jest nad ¢, 7(p) = ¢.

Na odwrét, majac Y € Sec E, definiuje sie X € Homg(P, V), uzywajac
(7.26) i ktadac

X(p) =p ' (Y(7(p))-
Latwo sprawdza sie, ze X=Y. O

11.3. Morfizmy. Morfizmem wigzki gtéuwnej G — P 5 M w wigzke
gtowng H — Q = M nazywa sie pare (f, h), gdzie f : P — Q,ah:G — H
jest homomorfizmem grup Liego i zachodzi

oo f(p)=mn(p), f(pa)= f(p)h(a), dlakazdego p€ P, a €G.

Jesli f jest dyfeomorfizmem, a h jest izomorfizmem grup Liego, to para
(f,h) okresla izomorfizm wiazek gtéwnych. Wiazka gltéwna izomorficzna
wiazce iloczynowej nazywa sie trywialng wigzke gtowng.

STWIERDZENIE 7.10. Wigzka gtowna jest trywialna wtedy i tylko wtedy,
gdy ma (globalny) przekrdj.
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Dowéd. Jesli s : M — P jest przekrojem wiazki gtownej P — M o gru-
pie struktury G, to odwzorowanie

f:MxG— P, f(x,a)=s(x)a,
wraz z h = idg, jest izomorfizmem wiazek gtéwnych. U
PrRzykrAD 7.12. Wiazka
Zy — U(1) 5 U(1) taka, ze 7(2) = 2%, z € U(1),

nie jest trywialna, co wiaze sie z tym, ze funkcji z — /2 nie mozna w jed-
noznaczny i ciaglty sposob okresli¢ na prostej C.

11.3.1. Redukcja @ rozszerzenie grupy struktury. Moéwi sie, ze morfizm
(f, h) wiazek gtéwnych redukuje grupe struktury H wiazki H — Q 5 M
do jej podgrupy G MoH , jesli rozmaitos¢ P jest podrozmaitoscia () ze
wzgledu na zanurzenie P EN @, a dzialanie grupy w zredukowanej wiazce

(,podwiazce”) G — P — M powstaje przez ograniczenie dzialania grupy
w wiazce ,otaczajacej”.

PRzZYKEAD 7.13. Redukcja grupy H wiazki H — Q@ — M do podgrupy
trywialnej G = {e} € H jest réwnowazna podaniu przekroju s : M — Q:
wtedy P = s(M). Wida¢, ze redukcja nie zawsze jest mozliwa — bywaja
przeszkody.

Majac wiazke G — P — M i grupe H taka, ze G jest jej podgrupa Liego,
mozna skonstruowaé¢ wiazke H — ) — M taka, ze wiazka G — P — M
jest jej redukcja. W tym celu w zbiorze P x H wprowadzamy dziatanie grupy
G takie, ze

(p,a)b= (pb,b"a), dla pe P, ac H beG C H.
Grupa H dziala w ilorazie Q < (P x H)/G w ten sposéb, ze
(p,a)]a’ = [(p,ad)], d € H,

co okresla wigzke H — () — M, o ktorej mowi sie, ze powstaje z wigzki
G — P — M przez rozszerzenie grupy struktury. Nie ma przeszkdd przy
takim rozszerzaniu.

11.3.2. Przediuzanie grupy struktury. Moéwi sie, ze morfizm (f, h) wia-
zek gtéwnych przedtuza grupe struktury H wigzki H — Q % M do grupy
G5 H, jesli odwzorowanie P ER Q@ jest submersja, a h : G — H jest
epimorfizmem. Waznym przyktadem takich przedtuzen sg struktury spin na
zorientowanych rozmaitosciach Riemanna. Wiazke baz takiej n-wymiarowej
rozmaitoéci M mozna zredukowaé do wiazki H = SO(n) — @ — M. Struk-
tura spin na M to przedtuzenie

Spin(n) - P — M
tej wiazki do grupy Spin(n) podwdjnie nakrywajacej SO(n),
Zy — Spin(n) X% SO(n) — 1.
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PrzYKLAD 7.14. Wiazke baz ortonormalnych o zgodnej orientacji sfery
Sn, n > 1, mozna utozsami¢ z rozmaitoscia SO(n + 1), a struktura spin jest
dana przez przedhuzenie wigzek

Spin(n) —— Spin(n + 1)

Xn l an+1

SO(n) —— SO(n+1) —— S,

Istnieja przeszkody na istnienie struktur spin i pin. Np. przestrzen rzuto-
wa RP5 jest orientowalna rozmaitoscia Riemanna, ale nie dopuszcza struktu-
ry spin, zob. [28],[47],[34] i [33]. Sa takze czasoprzestrzenie — 4-wymiarowe
przestrzenie z metryka lorentzowska — ktore nie dopuszczaja struktury spin
(22, 23]. Jedli n-wymiarowa przestrzen Riemanna jest nieorientowalna, to
jej wiazke baz mozna przedhuzy¢ — jesli nie ma przeszkod — do jednej z
dwdch grup pin, nakrywajacych O(n). Np. grupa SO(1) = {1} ma nakrycie
Spin(1) = {1, -1}, a grupa O(1) = Z,; ma dwa nakrycia

Z4 i ZQ X ZQ.

Te dwie grupy stanowiag centrum odpowiednich dwoch grup pin, nakrywa-
jacych O(n), zob. np. [8].

11.4. Lamanie symetrii. Niech
(7.27) H—-Q5M

bedzie wiazka gléwna, a V' przestrzenia jednorodna ze wzgledu na lewo-
stronne dziatanie grupy H. Jesli G jest stabilizatorem punktu vy € V, to
odwzorowanie

V — H/G, avy— aG

pozwala utozsami¢ V' i H/G.

STWIERDZENIE 7.11. Przekrdj wigzki E = (Q x V)/H stowarzyszonej
z wigzkq (7.27) za posrednictwem przechodniego dzialania grupy H w roz-
maitosci V' okresla redukcje grupy struktury H tej wigzki do stabilizatora G
punktu rozmaitosci V.

Dowéd. Przypomnijmy, ze stabilizatory réznych punktéw przestrzeni
jednorodnej sa do siebie sprzezone, (ustep 4.4 na str. 47), a zbiér Sec £
mozna utozsami¢ z Hom g (Q, V') (stwierdzenie 7.9). Niech G' bedzie stabi-
lizatorem vy € V, a przekr6j wiazki £ = (Q x V)/H niech odpowiada
odwzorowaniu ¢ € Homg(Q, V), to

P={peQ]eolp) = v}

jest podrozmaitoscig ). Grupa G dziata swobodnie i przechodnio na wtok-
nach odwzorowania |P. O

Fizycy méwia, ze przekrdj, o ktorym mowa w Stw. 7.11, lamie symetrie
wzgledem H do podgrupy G.
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PRzYKLAD 7.15. Pole Higgsa jest przekrojem wiazki stowarzyszonej z
wiazka gtéwna nad czasoprzestrzenia o grupie struktury SU(2) za posred-
nictwem dzialania dotaczonego tej grupy w algebrze Liego; algebre te reali-
zujemy tu jako zbiér macierzy

su(2) ={AcC(2)| A=A, tr A=0}
bedacych rzeczywistymi kombinacjami liniowymi macierzy Pauliego. W cza-

soprzestrzeni R? x Sy ograniczamy rozwazania do sfery Sy (¢,7 = const.).
Niech

(7.28) SU(2) - Q — Sy
bedzie wiazka trywialna, QQ = Sy x SU(2). Zbi6r
V={Acsul2) | A =1}

jest sfera jednostkowa i przestrzenia jednorodna (orbita) ze wzgledu na dzia-
tanie dotaczone grupy,

V xSU2) =V, (4,a) pla)A=aAa".

Tutaj p jest homomorfizmem SU(2) — SO(3). Stabilizatorem punktu
o, € V jest grupa U(1), zanurzona w SU(2),

i U(1) = SU(2), z’(@:(é 0), 2z =1

z

Jesli pole Higgsa nigdzie nie znika, to mozna je unormowac i ograniczy¢
si¢ do pola opisanego przez ¢ € Homgy2)(Q, V), jawnie danego wzorem

0(A, a) = a ' Aa.

Ze wzgledu na przekroj So — @ = Sy x SU(2), A — (A, 1), pole Higgsa
©(A, 1) = A jest regularne, fizycy nazywaja je ,,jezem” (hedgehog). Pole to
redukuje wiazke (7.28) do

(7.29) ul) 5 PSS,
gdzie
P:{(A7a) €Q | (p(Ava):O'z}:SU(2>7 7T<A7a> =4

Wiazka (7.29) nie jest trywialna. Pola Higgsa odgrywaja wazna role w budo-
waniu modeli pol Yanga—Millsa i ,,generowaniu” mas czastek opisywanych
przez pola cechowania, zob. np. [54].

11.5. Wiagzka baz rozmaitosci. Zbior LM wszystkich baz przestrze-
ni stycznych do rozmaitosci n-wymiarowej M jest wigzka gtéwna

(7.30) GL(n,R) — LM 5 M.

Baze przestrzeni T, M mozna rozpatrywac jako izomorfizm przestrzeni wek-
torowych e : R™ — T, M, elementy grupy GL(n,R) jako automorfizmy linio-
we przestrzeni R, a dziatanie grupy w LM — jako sktadanie e o a. Wtokno
L, M wiazki LM to zbior wszystkich baz przestrzeni T,M, p € M.
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PRzZYKEAD 7.16. Na mocy twierdzenia o bezwtadnosci form kwadrato-
wych (zob. Rozdz. VI 4.14 w [6]), zbiér takich form o sygnaturze (p, q) jest
przestrzenig jednorodna ze wzgledu na dzialanie grupy GL(p+ ¢, R). Tensor
metryczny o sygnaturze (p,q) na (p + ¢)-wymiarowej rozmaitosci redukuje
wiazke baz liniowych, wigc tamie symetrie do grupy O(p, q).

11.5.1. Na wigzce LM jest okreslona 1-forma kanoniczna 6 o warto-
Sciach w R™. Jesliv € T,LM, to

(v,0(e)) = e (Tom(v)).
Na podstawie tej definicji
R(a)*0 = a™ 0.

Jadrem odwzorowania 6(e) : T.LM — R™ jest n®-wymiarowa przestrzen
Ver, LM wektorow pionowych, stycznych do LM w punkcie e.

PRZYKEAD 7.17. Grupa liniowa GL(n,R) jest domknieta podgrupa gru-
py afinicznej GA(n,R), zob. § 2.4 na str. 49. Rozszerzenie grupy struktury
wiazki GL(n,R) — LM — M do grupy afinicznej daje wigzke baz afinicz-
nych GA(n,R) — AM — M n-wymiarowej rozmaitosci M. Elementy AM
to pary (e,v) takie, ze e € L,M iv € T,M.

11.5.2. Wigzka tensoréw typu p. Reprezentacja p : GL(n,R) — GL(V)
grupy GL(n,RR) w przestrzeni wektorowej V' okresla wiazke stowarzyszona z
wigzka baz n-wymiarowej rozmaitosci M,

E(p) = (LM x V)/ GL(n, R).

Np. reprezentacja identycznoséciowa, p(a) = a, okresla wiazke styczna, repre-
zentacja dualna do niej, p(a) = (a*)™!, okredla wiazke kostyczna (1-form),
a reprezentacja dotaczona, ad : GL(n,R) — GL(gl(n,R)), okresla wiazke
tensoréw mieszanych (o walencji (1,1)).

11.6. G-struktury. Redukcja G — P — M wiazki baz (7.30) do do-
mknietej podgrupy G grupy GL(n,R) nazywa sie (z angielska) G-strukturg
na rozmaitosci M. Uzytecznos¢ tego pojecia wida¢ na przyktadach.

PRZYKEAD 7.18. Niech G bedzie grupa GL* (n, R) C GL(n,R) macierzy
o dodatnim wyznaczniku. G-struktura na M — o ile istnieje — jest réwno-
wazna orientacji tej rozmaitosci.

PRzZYKEAD 7.19. O(n)-struktura na M jest réwnowazna podaniu me-
tryki Riemanna na tej rozmaitosci gdyz teraz P jest podrozmaitoscia LM
sktadajaca si¢ ze wszystkich ortonormalnych baz na M. Pokazuje sig¢, ze
jesli rozmaitosé M jest parazwarta, to taka redukcja istnieje.

PRzZYKELAD 7.20. Jedli rozmaitos¢ M jest parzysto wymiarowa, to moz-
na rozpatrywaé¢ redukcje wigzki jej baz do grupy GL(n,C) zanurzonej w
GL(2n,R) zgodnie z (3.3). GL(n,C)-struktura na 2n-wymiarowej rozma-
itosci — o ile istnieje — okresla na niej strukture prawie zespolong. Wsrod
parzysto-wymiarowych sfer tylko S, i S¢ posiadaja taka strukture.
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Jesli G i H sa podgrupami GL(n,R) i G C H, to G-struktura wyzna-
cza — przez rozszerzenie grupy struktury — H-strukture na M. O takiej
G-strukturze méwi sig, ze jest mocniejsza od H-struktury.

PrzyKrAD 7.21. Niech I oznacza element neutralny grupy GL(n,R).
»Najmocniejsza” {I}-struktura na n-wymiarowej rozmaitoéci M okresla na
niej , teleparalelizm” — w absolutny sposéb mozna na niej okresla¢ rownosé
wektoréw zaczepionych w réznych punktach. Wéréd sfer, tylko Sq, S3 1 Sy
dopuszczaja teleparalelizm.

12. Grupy zwarte

Wtasnosci grup zwartych przypominaja w znacznym stopniu wtasnosci
grup skonczonych; te ostatnie mozna rozpatrywac jako zwarte grupy Liego
o wymiarze 0. Niech A bedzie lewo niezmiennicza n-forma na n-wymiarowej
grupie Liego G, zdefiniowana w §9.1. Na grupie zwartej [, A < oo, wiec mno-
zac A\ przez odpowiednig statyg mozna osiagnaé¢ [, A = 1. Kladac w (6.12)
M =G, f =11ih=R(a) otrzymujemy zatem

/G R(a)"A = 1,

a uwzgledniajac (7.19) dowodzimy unimodularno$ci grupy zwartej, A(a) = 1
dla kazdego a € G. Podsumowujac, mamy

STWIERDZENIE 7.12. Na zwartej grupie Liego G mozna okresli¢ srednig
warto$¢ (f) funkcji f € C(G) w ten sposdb, Ze zachodzq réwnania (7.17) i
(7.18).

Wygodnie jest czasami zapisywac caltke

<f)=/Gf/\ w postaci /Gf(a)da,

PRzZYKLAD 7.22. Jedyna zwarta i spdjna grupa Liego o wymiarze 1 jest
U(1). Kladac z = expie € U(1) mozna wynikajaca z powyzszych definicji
catke na tej grupie zapisa¢ w postaci

(=5 [ fe)de

T om
Przegladajac teraz dowody twierdzen w rozdziatach III i IV przekonuje-
my sie tatwo, ze nastepujace fakty sg prawdziwe dla zwartych grup Liego:

(i) Kazda reprezentacja takiej grupy w skonczenie wymiarowej zespo-
lonej przestrzeni wektorowej jest rownowazna reprezentacji unitar-
nej; jest wiec w petni rozktadalna (por. stw. 3.1 1 4.2).

(ii) Elementy macierzowe skonczenie wymiarowych reprezentacji nie-
przywiedlnych tworza ortogonalny uklad wektorow w przestrze-
ni Hilberta H(G) otrzymanej przez uzupelnienie przestrzeni C(G)
wzgledem iloczynu skalarnego?

(731) (flo) = [ F(@)g(a)da

2Fizycy zapisuja iloczyn skalarny elementéw przestrzeni Hilberta w postaci (flg), co
moze myli¢ sie z przyjetym tu oznaczeniem ,,odwzorowania obliczania”.
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(ili) Niech x, oznacza charakter reprezentacji p w skoficzenie wymiaro-
wej zespolonej przestrzeni wektorowej. Reprezentacje p i o grupy
zwartej sg réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy x, = X,. Cha-
raktery reprezentacji nieprzywiedlnych i nieréwnowaznych sg orto-
gonalne. Reprezentacja p jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,

gdy (Xplxp) = 1.
Dowod nastepujacego twierdzenia o reprezentacjach zwartych grup Liego
wymaga subtelniejszych rozwazai; mozna ten dowdd znalezé w [Ch]:

TWIERDZENIE 2. Jesli G jest zwartqg grupg Liego, to

1. Istnieje taka rzeczywista, skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa
V', ze G jest izomorficzna pewnej podgrupie GL(V') (,G jest grupg macie-
rzowq”).

2. Kazda nieprzywiedlna reprezentacja grupy G jest skonczenie wymia-
rowa.

3. Jesli grupa G nie jest skonczona, to posiada nieskonczong, ale prze-
liczalng, rodzing 7 : G — GL(V;), i € N, reprezentacji nieprzywiedlnych i
unitarnych.

4. Twierdzenie Petera-Weyla. Niech H(G) oznacza przestrzen Hilberta
funkcji zespolonych na G ze wzgledu na iloczyn skalarny (7.31). Elemen-
ty macierzowe wa reprezentacji T : G — GL(V;) stanowig ortogonalng i

zupelng baze przestrzeni H(G),
(T;B|Tl‘jy) = 0;j0apu0p,/ dim V;.
Szereg Fouriera funkcji gladkiej f,

dmVi ei i 1 . A
=1 Z(J,’E:l chBTZuB dim V;, f&ﬁ = (Téﬁ|f)»

jest zbiezny jednostajnie do tej funkcji.

7 pierwszej czesci powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda grupa zwarta
jest izomorficzna pewnej podgrupie domknietej odpowiedniej grupy unitar-
nej U(n). Stosujac twierdzenie Petera-Weyla do grupy U(1) otrzymuje sie
dobrze znane twierdzenie o rozktadzie funkcji okresowej w szereg Fouriera.
Nastepujacy wzor okresla splot funkcji f i g nalezacych do H(G):

(f * 9)(a) = /G FlabY)g(b) db.

Ze wzgledu na splot, przestrzen H(G) jest algebra taczna. Obliczajac ele-
menty macierzowe splotu i korzystajac z (7.17) otrzymujemy

(f*9)os =0 [orghs

Zadania

ZADANIE 7.1. Pokazaé, ze algebra Liego grupy Heisenberga (zob. Zad.
2.27) ma baze skladajaca sie z wektoréw p,q,r spehiajacych [q,p] = ir,
p,r] =0, [¢,7] = 0.
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1
ZADANIE 7.2. Pokazaé, ze macierz (*OZ 04) nie jest kwadratem zadnej

macierzy nalezacej do GL(2,R) i wywnioskowaé stad, ze odwzorowanie exp :
End R? — GLy(R) nie jest surjektywne.

ZADANIE 7.3. Zapisujac réwnanie ad — bc = 1 w postaci (a + d)* + (b —
c)? =4+ (a—d)*+ (b+c)? pokazaé, ze grupa SL(2, R) jest homeomorficzna
S1 x R?, wiec nie jest jednospéjna.

ZADANIE 7.4. Znalezé sktadowe spdjne grup O(k, 1), k,1 € N.

ZADANIE 7.5. Znalez¢ w jawny sposéb izomorfizm algebr Liego: s0(3) C
End R? i su(2) C End C%. Pokazad, ze izomorfizm s0(3) — su(2) nie podnosi
sie do homomorfizmu grup Liego SO(3) — SU(2) (,,pod wplywem obrotu o
360 stopni spinor zmienia znak”).

ZADANIE 7.6. Pokaza¢é, ze algebry opisane w poprzednim zadaniu sg

izomorficzne algebrze Liego pél wektorowych na R3, rozpietej na polach

y% — za%, z(% — Q:% i x@ — ya%, gdzie x,y, 2z sa wspoétrzednymi karte-

zjanskimi w R3. Znalez¢ takZe algebre Liego grupy ruchow euklidesowych
(izometrii) w R3.

ZADANIE 7.7. Znalez¢ algebre Liego grupy Sp(n).

ZADANIE 7.8. Udowodnié¢ nastepujace izomorfizmy algebr Liego:
(7.32) s[(2,C) @ sl(2,C) = s0(4,C);

(7.33) su(2) @ su(2) = so(4);
(7.34) sl(2,R) @ sl(2,R) = s0(2,2);
(7.35) s((2,C) = s0(3,C);
(7.36) sl(2,R) = su(l,1) = so(1,2);
*

(7.37) sl(4,C) = s0(6,C);
(7.38) su(4) = s0(6);
(7.39) su(2,2) X s0(2,4);
(7.40) sl(4,R) = s0(2,2);
7.41) sp(2) = s0(5).

*

Wskazowka. Znalezé lokalne izomorfizmy grup Liego odpowiadajace tym
izomorfizmom algebr Liego. W szczegélnosci, homomorfizm

SL(2,C) x SL(2,C) — SO(4, C)

otrzymuje sie¢ wychodzac z izomorfizmu przestrzeni wektorowych o : C* —
End C?, rozpatrujac odwzorowanie

o(2) = ac(2)b™', a,beSL(2,C)
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i uwzgledniajac to, ze deto(z) jest niezwyrodniala forma kwadratowa na
C*. Forma ta, ograniczona do R* ma sygnature (2,2), co prowadzi do ho-
momorfizmu SL(2,R) x SL(2,R) — SO(2, 2).

* Homomorfizm

SL(4,C) — SO(6,C)

otrzymuje sie wychodzac z izomorfizmu C°® — A2C*, wprowadzajac w prze-
strzeni S = C* element objetoéci w € A%S, rozpatrujac odwzorowanie
Z v aZa*, gdzie Z € A2S = Hom(S, S*), a € SL(S) i uwzgledniajac to, ze
pfafian, zdefiniowany wzorem Pf(Z)w = 1Z A Z, jest niezwyrodnialg formg
kwadratows. Element objetosci definiuje dualnosé Hodge’a * : A2S — A2S*
i mamy *Z o Z = — Pf(Z)idg oraz Pf(aZa*) = detaPf(Z). Jesli xZ = Z,
to — Pf(Z) jest forma dodatnio okreslona, co prowadzi do homomorfizmu
SU(4) — SO(6). Podobnie otrzymuje si¢ homomorfizm SU(2,2) — SO(2,4),
ktéry jest podstawa teorii twistor6w Penrose’a. Homomorfizm Sp(2) —
SO(5) otrzymuje si¢ utozsamiajac R® z R x H, wprowadzajac odwzorowanie
7:RxH — EndH?, 7(t,q) = (é ft); dziatanie A € Sp(2) w R® dane jest
przez 7(t,q) — At(t,q)AT. (Uwaga: trzeba sprawdzi¢, ze tr At(t,q)AT =
0.)%

ZADANIE 7.9. Stosujemy oznaczenia § 7. Pokazaé, ze jedli A € I''(M, G'),
to [A[A, A]] = 0. Udowodnié¢ stw. 7.7. Niech F = DA. Udowodnié i zinter-

pretowaé réwno$é D3 « F = 0.

ZADANIE 7.10. Zinterpretowaé geometrycznie G-struktury na n-wymia-
rowej rozmaitoéci odpowiadajace G= (i) SL(n,R), (ii) GL(k,R) x GL(l,R),
k+1=n.

ZADANIE 7.11. Dla X € k(n) definiujemy odwzorowanie liniowe

BE(X) :k(n) = k(n), E(X)Y = (iexp(X 1Y) oo.

Pokazaé, ze (zob. str. 106 w [29])

E(X) = (expX) ) (T(L+)1)'(adX)”, gdzie (adX)Y = [X,Y],
n=0 '
czyli, symbolicznie, X (— ad X)
—exp(—a
ad X '

(exp X)



VIII
Algebry Liego

Algebry Liego sa wazne w fizyce przede wszystkim z nastepujacego wzgle-
du: w teoriach kwantowych stany uktadu fizycznego opisuje si¢ w przestrzeni
Hilberta, w ktorej okreslona jest reprezentacja unitarna grupy Liego syme-
trii uktadu. Reprezentacja ta indukuje reprezentacje algebry Liego reali-
zowana przy pomocy operatoréw antyhermitowskich; dzielac te operatory
przez jednostke urojong otrzymuje sie operatory hermitowskie, o rzeczywi-
stych wartosciach wtasnych. Te hermitowskie operatory maja interpretcje
fizyczng: odpowiadaja im obserwable takie jak energia, ped, moment pedu,
tadunek itp.

Na podstawie czesci 4 Twierdzenia 1 w Rozdz. VII wiadomo, ze repre-
zentacja algebry Liego grupy jednospéjnej G w przestrzeni wektorowej V'
podnosi sie do reprezentacji p tej grupy. Jesli chce si¢ znalez¢ w ten sposéb
reprezentacje grupy H = G/K, gdzie K jest dyskretng podgrupa centrum
grupy G (zob. czes¢é 2 Tw. 1), to wystarczy wybra¢ wsrdéd reprezentacji
grupy G te, dla ktorych p jest trywialne na K, tzn. te dla ktérych a € K
pociaga p(a) = idy.

Na reprezentacjach algebr Liego mozna wykonywac¢ dziatania podobne do
tych, jakie wykonuje sie na reprezentacjach grup. Jesli o; : g — EndV}, ¢ =
1,2, sa reprezentacjami algebry Liego g, to ich suma prosta jest okreslona
przez

01 &) 02: @ — End(V1 ) ‘/2), (0'1 ) 0'2)(14)(’01,1)2) = (0'1(14)1}1,0'2(14)’02),
a iloczyn tensorowy o1 ® o9 : g — End(V] @ V3) przez
(01 ® 02)(A)(v1 ® v2) = (01(A)v1) @ v2 + V1 @ 2(A)vs,

gdzie A € g, v; € V,. Definicje iloczynu tensorowego reprezentacji algebr
Liego mozna heurystycznie uzasadni¢ rozpatrujac iloczyn tensorowy p; ® po
reprezentacji grupy Liego i obliczajac pochodna funkcji ¢ — pj(exptA) ®
pa(exptA) wzgledem t w punkcie ¢ = 0.

1. Automorfizmy i rézniczkowania algebr Liego

W niniejszym paragrafie g oznacza skonczenie wymiarowsg algebre Liego
nad k.

Definicja. Automorfizmem algebry g nazywa sie odwzorowywanie h €
GL(g) takie, ze dla kazdych A, B € g zachodzi
h([A, B]) = [h(A), h(B)].
Np. Jesli g jest algebra Liego grupy G, to dla kazdego a € G, odwzoro-
wanie ad(a) € GL(g) jest automorfizmem algebry g.
124
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Definicja. Rézniczkowaniem algebry Liego g nazywa sie odwzorowanie
D € End g takie, ze dla kazdych A, B € g zachodzi (reguta Leibniza)
D[A,B] = [DA, B] + [A, DB].

Np. jedli C' € g, to odwzorowanie ad(C') zdefiniowane w (7.13) jest roznicz-
kowaniem algebry g.

2. Formy niezmiennicze na algebrach Liego
Niech
h:G xG — K, gdzie K=R lub C,
bedzie forma biliniowa na algebrze Liego grupy G. Mowi sie, ze jest to
forma niezmiennicza jesli jest ona niezmiennicza wzgledem reprezentacji
dotaczonej G w G,
h(ad(a)A,ad(a)B) = h(A,B) dla A, Be G, a€G.

Kladac w ostatnim réwnaniu a = exptC, C € G, i rézniczkujac wzgledem
t otrzymuje sie warunek niezmienniczosci w postaci ,infinitezimalne;j”:

(8.1) h([C, A], B) + h(A,[C, B]) = 0.

Powyzsze réwnanie mozna przyjaé¢ za definicje niezmienniczosci formy h
okreslonej na algebrze Liego g.

STWIERDZENIE 8.1. Niech (c;k) bedq statymi strukturalnymi algebry Lie-
go g wzgledem bazy (e;), niech h;; = h(e;, e;) bedzie macierzq wspdtczynni-
kow formy biliniowej h na g oraz ¢, = hilcé-k. Forma h jest niezmiennicza
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(8.2) Cijk = Clijk]-

Dowéd. Warunek (8.1) jest réwnowazny temu, ze
h(lei, ejl, ex) + hlej, [ei, ex]) = crij + cjir, = 0
dla kazdych 4,7, k. Na mocy definicji statych strukturalnych jest c;;;, =
—Cikj, Wiec takze cijp = —cjir. O

Kazda forma biliniowa jest forma niezmienniczg na przemiennej algebrze
Liego. Formy niezmiennicze na algebrach Liego wystepuja w fizyce m.in.
w zwiagzku z konstrukcjg funkcji Lagrange’a w teoriach pol z cechowaniem.

2.1. Forma Killinga. Niech p: g — End V' bedzie reprezentacja alge-
bry Liego g w przestrzeni wektorowej V. Mozna jej przyporzadkowac¢ forme
niezmienniczg h, na g zdefiniowana wzorem

h,(A,B) =tr(p(A)op(B), A,BEe€g.

W szczegolnosei, dla p = ad : g — Endg otrzymuje sie forme Killinga
X = had7

(8.3) K(A, B) = tr (ad(A) 0 ad(B)).



126 VIII. ALGEBRY LIEGO

PrzYKrAD 8.1. Forma Killinga algebry End V' = gl(V).

Niech V' bedzie n-wymiarowsq rzeczywista przestrzenia wektorows z baza
(eu), p =1,...,n. W przestrzeni End V' wprowadza si¢ baze (E!) w taka,
ze El(e,) = dhe,, wiec El o E§ = 65 E;. Niech A, B € End V. Obliczajac
[A, [B, Eb]] = M5 (A, B)E? otrzymuje sie

tr (ad(A) o ad(B)) = M/7 (A, B) = 2(ntr (AB) — (tr A)(tr B)).
Forme Killinga K mozna wyrazi¢ przez stale strukturalne: niech X;; =
J(:(@Z', 6j)7 to
Ki; = tr (ad(e;) o ad(e;)).
Obliczajac ad(e;) o ad(e;)(e,) otrzymuje sie
(8.4) Kij = ChClp-
FLatwo udowodni¢

STWIERDZENIE 8.2. Niech Xy oznacza forme Killinga algebry Liego g.
Jesli b C g jest ideatem, to forma Killinga Xy algebry b jest ograniczeniem
do b formy XK.

Czesto wygodnie jest uzywac, jako forme niezmiennicza na g, forme pro-
porcjonalna do formy Killinga i oznaczaé¢ ja takze symbolem X, bez do-
datkowych wyjasnien. Np. jako formy niezmienniczej na gl(V) = EndV
uzywamy

(8.5) K(A, B) = tr (AB) — L (tr A)(tr B).

Ograniczenie (8.5) do algebry sl(V') endomorfizméw o znikajacym $ladzie,
ktéra jest ideatem algebry gl(V), jest postaci tr (AB).

2.2. Algebry Liego nilpotentne i rozwigzalne. Niech V bedzie
przestrzenia wektorowa nad cialem przemiennym K. Endomorfizm X €
End V' nazywa sie nilpotentnym jesli istnieje p € N takie, ze X? = 0. Jesli
algebra Liego jest przemienna, to jej forma Killinga znika. Wiadomo (zob.
Stw. 4.5), ze jesli wszystkie zespolone reprezentacje nieprzywiedlne grupy
skonczonej sa jednowymiarowe, to grupa jest przemienna. Okazuje sie, ze
jest wiele algebr Liego, a wiec i grup, ktére nie sa przemienne, ale maja
znikajaca forme Killinga lub posiadajg te wlasnos¢, ze ich skonczenie wy-
miarowe reprezentacje nieprzywiedlne sa jednowymiarowe.

2.2.1. Jedli a i b sa podzbiorami algebry Liego g, to [a, b] C g oznacza
podprzestrzen wektorowa rozpieta na wszystkich elementach postaci [A, B,
gdzie A € ai B € b. Podprzestrzen Dg = [g, g] jest idealem algebry g, zwa-
nym jej ideatem pochodnym. Definiujac D' (g) = D(g), D1 (g) = D(D*(g)),
otrzymuje si¢ ciag zstepujacy ideatow

g D> D' (g) DD*g) D ...
Definiujac C1(g) = D(g) i C¥*(g) = [g, C*(g)] otrzymuje sie drugi podobny

ciag,
g>C'(g) DC%(g) D ...
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Latwo sprawdzi¢ (przez indukcje), ze
(8.6) Ch(g) DD"g) dla k=12, ...

Definicja. Algebra Liego g jest nilpotentna (rozwigzalna) jesli istnieje
liczba p € N taka, ze C*(g) = {0} (D?(g) = {0}).

Zawieranie (8.6) pokazuje, ze kazda algebra nilpotentna jest rozwiazalna.

2.2.2. Nilpotentng algebre Liego mozna w réwnowazny sposéb zdefinio-
waé jako algebre, dla ktorej istnieje p € N takie, ze dla kazdego ciagu
(Ay, ..., A,) elementéw algebry zachodzi

ad(Al) 0---0 ad(Ap) = 0.
TWIERDZENIE (Engel). Jesli algebra Liego g ma te wlasnosé, zZe dla

kazdego A € g endomorfizm ad(A) jest nilpotentny, to algebra g jest nilpo-
tentna.

Dowdéd. Zob. §3.3 w [31]. O

Algebra przemienna jest nilpotentna. Mozna pokazac, ze jesli grupa Lie-
go G jest nilpotentna, to jej algebra Liego G’ jest nilpotentna.

PRZYKEAD 8.2. Algebra Liego grupy T:(C) (zob. Przyktad 2.1), skta-
dajaca sie ze wszystkich macierzy postaci

0 * * *
0 0 * *
0 0 0O ... 0

jest nilpotentna. W szczegdlnosci, algebra Liego grupy Heisenberga jest nil-
potentna.

STWIERDZENIE 8.3. Forma Killinga algebry nilpotentnej znika.

Dowéd. Jedli algebra g jest nilpotentna to, dla kazdych A, B € g, en-
domorfizm X = ad(A) o ad(B) jest nilpotentny. Z drugiej strony, jesli en-
domorfizm X € EndV jest nilpotentny, tzn. X™ = 0 dla pewnego m € N,
to tr X = 0. Istotnie, niech przestrzen wektorowa V' bedzie zespolona n-
wymiarowa; wielomian charakterystyczny w tego endomorfizmu X ma po-
stac

w(A) = det(Nidy —X) = X" —tr XA 4 -+ 4+ (=1)" det X,
Rozktadajac w na czynniki liniowe,
wA) = (A=A) ... (A= Apn).

otrzymuje sie tr X = A\; +-- -+ \,. Dla kazdego pierwiastka \;, i = 1,...,n,
wielomianu w istnieje wektor v; # 0 taki, ze Xv; = \wv;. Jesli X™ = 0, to
X"y, =0, wiec \; =0, stad tr X = 0. U

Istniejg algebry Liego o znikajacej formie Killinga, ktére nie sa nilpo-
tentne; zob. [Bb], Ch. 1 Exerc. §4.2c.
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2.2.3. Niech G C GL(V) bedzie grupa Liego. Jesli A, B € G’ C EndV,
to punkty krzywej

t — a(t) = exp At exp Bt exp(—At) exp(—Bt)
naleza do podgrupy pochodnej D(G). Latwo widaé, ze d—dta(t)\tzo =0, ale

d &t
aa(\/g”t:o = @a(t)h:o = [4, B].
Wynika stad
D(G) =[G, G.

oraz

STWIERDZENIE 8.4. Jesli G jest rozwigzalng grupg Liego, D*(G) = {e},
to jej algebra Liego G’ jest rozwigzalna, D*(G') = {0}.

Dwuwymiarowa algebra Liego, rozpieta na wektorach e; i ey takich, ze
le1, 2] = €7 jest rozwiazalna, ale nie jest nilpotentna. Pokazuje sie, ze kazda
zespolona, skonczenie wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja rozwiazal-
nej algebry Liego jest jednowymiarowa (zob. [Bb] Ch. 1 §5.3 Cor. 2). Wynika
stad, ze ,interesujace” reprezentacje takich algebr sg na ogét nieskonczenie
wymiarowe, na co wskazuje nastepujacy

PrzyKrAD 8.3. Niech g bedzie zespolong algebra Liego grupy Heisen-
berga z baza (p,q,r) jak w Zadaniu 7.1. Algebra g posiada nieprzywiedl-
na reprezentacje p w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni V' zespolonych
wielomianéw jednej zmiennej z. Jesli w € V| to (p(p)w)(z) = —iw'(z),
(p(qQ)w)(z) = zw(x) oraz p(r) = idy. Reprezentacja skonczenie wymiaro-
wa algebry g, powstajaca przez zrozniczkowanie reprezentacji definiujacej
grupe Heisenberga (Zadanie 2.27) nie jest nieprzywiedlna.

2.3. Radykal algebry Liego.

STWIERDZENIE 8.5. Niech by bedzie ideatem algebry Liego g.

(1) Jesli algebra g jest rozwigzalna, to iloraz g/ tez.

(ii) Jesli ideal B oraz iloraz g/b sq rozwigzalne, to algebra g tez jest
rozwigzalna.

Dowéd. Niech k : g — g/b oznacza homomorfizm kanoniczny. Jesli
algebra g jest rozwiazalna, to dla pewnego p zachodzi DPg = {0}, ale
Dr(g/h) = k(DPg), dowodzi czesci (i). Jesli h i g/b sa rozwiazalne, to ist-
nieja liczby k,1 € N takie, ze D*h = {0} i D'(g/h) = {0}. Zatem D'g C b,
a stad D*g = D*(Dlg) C D*h = {0}, co dowodzi czedei (ii). O

WNIOSEK. Suma a+ b idealéw rozwigzalnych algebry Liego g jest takze
ideatem rozwigzalnym tej algebry.

Istotnie, a jest takze ideatem rozwiazalnym algebry a+b. lloraz (a+b)/a
jest izomorficzny ilorazowi b/a N b, wiec jest rozwiazalny na mocy czesci (i)
Stwierdzenia 8.5. A zatem na mocy czesci (ii) suma a + b jest rozwiazalna.

Definicja. Radykatem algebry Liego nazywa si¢ jej najwigkszy ideat roz-
wigzalny.
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2.4. Proste algebry Liego. O algebrze Liego g mowi sie, ze jest pro-
sta, jesli nie jest przemienna i nie posiada wlasciwych ideatéw. Np. alge-
bra Liego su(2) jest prosta. Algebra Liego jest pdlprosta jesli jej jedynym
przemiennym ideatem jest {0}. Kazda algebra prosta jest takze péiprosta;
iloczyn (czyli suma prosta) algebr prostych jest algebra pétprosta. Pokazuje
sie, ze kazda algebra potprosta jest tej postaci.

LEMAT 8.6. Jesli W = U @V jest skonczenie wymiarowq przestrzenig
wektorowq, F' € EndW, F(U) = {0} i F(V) C U, to tr F = 0.

Dowdéd. Istotnie, niech (e, ) i (f,) beda reperami w U i V', odpowiednio,
to F(e,) =01 F(f,) = Fl'e,, wiec tr F' = 0. O

TWIERDZENIE (Kryterium Cartana-Killinga). Algebra Liego jest potpro-
sta wtedy 1 tylko wtedy, gdy jej forma Killinga jest nieosobliwa.

Dowéd. Udowodnimy tu tylko, ze jesli forma Killinga X jest nieosobli-
wa, to algebra jest potprosta. Pelny dowdd tego twierdzenia mozna znalezé
w [Wo.

Jesli algebra Liego g nie jest potprosta, to istnieje przemienny ideal a C g
taki, ze a # {0}. Niech b bedzie podprzestrzenia g, uzupelniajaca do a, tzn.
taka podprzestrzenia, ze g = a®b. Niech A € a, X € gi F' = ad(X)oad(A),
to dla kazdego A’ € a jest F(A") =0, a dla kazdego B € b jest F(B) € a.
Z poprzedniego lematu wynika, ze tr F' = 0 czyli K(X, A) = 0 dla kazdego
X €gi A€ a, cooznacza, ze forma Killinga K jest osobliwa. O

PRZYKEAD 8.4. Algebra Liego End V nie jest pétprosta, bo na mocy (8.5)
macierz jednostkowa [ jest prostopadta, wzgledem K, do catej przestrzeni

End V. Algebra sl(V) oof SL(V)" sktada si¢ ze wszystkich elementéw End V'
o znikajacym $ladzie; jest ona ideatem w End V' i na mocy stw. 8.2 mamy
Kaw)(A, B) = tr (AB). Jedli tr (AB) = 0 dla kazdego B € sl(V), to A =0,
wiec, na mocy kryterium Cartana, algebra sl(V') jest potprosta.

Mowimy, ze algebra Liego g jest zwartq algebrg Liego jesli istnieje zwarta
grupa Liego G taka, ze G’ = g. Np. przemienna algebra Liego R™ jest zwartg
algebra Liego, gdyz jest ona algebra Liego torusa U(1)" = U(1) x --- x U(1)
(n czynnikéw). Algebra Liego R? ze sktadaniem elementéw zdefiniowanym
jako iloczyn wektorowy jest takze zwarta algebra Liego (mozna wziaé G =
SU(2)). Dowodzi sie, ze algebra Liego jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada (dodatnio) okreglona forme niezmiennicza. Méwimy, ze G jest prostq
(wzglednie pdlprostq) grupg Liego jesli algebra Liego G jest prosta (wzgled-
nie pétprosta). Pojecie prostej grupy Liego rézni sie od pojecia grupy pro-
stej: np. grupa SU(2) jest prosta grupa Liego, ale nie jest grupa prosta, bo
ma nietrywialny dzielnik normalny, mianowicie Zy = {I, —I}. Grupa SO(4)
nie jest prosta grupa Liego, ale jest potprosta, mimo ze nie jest iloczynem
prostym: so0(4) = su(2) @ su(2), SO(4) = (SU(2) x SU(2))/Z,.

3. Lista prostych, zwartych i jednospéjnych grup Liego

Torusem o wymiarze n grupy Liego G nazywamy kazda jej podgrupe
izomorficzng U(1)" = U(1) x --- x U(1) (n czynnikéw). Torus w G jest



130 VIII. ALGEBRY LIEGO

maksymalny jesli nie jest zawarty w zadnym torusie wigkszego wymiaru.
Dowodzi si¢, ze w potprostej grupie Liego kazde dwa torusy maksymalne
sg do siebie sprzezone; ich wymiar jest wiec niezmiennikiem grupy, zwanym
jej rangg. Torusowi maksymalnemu H potprostej grupy Liego G odpowiada
maksymalna przemienna podalgebra H' algebry G’, zwana podalgebrg Car-
tana. Ranga jest wymiarem podalgebry Cartana. Niech Spin(m) oznacza
grupe jednospGjng o algebrze Liego so(m); zob. twierdzenie w Rozdz. VII;
stanowi ona nietrywialne rozszerzenie grupy SO(m) przez Zs; jest wiec ciag
doktadny homomorfizméw grup

1 — Zy — Spin(m) — SO(m) — 1

E. Cartan podal pelng liste prostych, zwartych algebr i grup Liego. Na licie
tej range grupy — lub odpowiadajacej jej algebry — umieszcza sie jako dolny
wskaznik przy literze oznaczajacej te grupe. Litery A, B,..., G do oznaczania
prostych algebr Liego wprowadzit Wilhelm Killing [36]; sa one uzywane
obecnie do oznaczania zaréwno algebr jak i grup Liego.

ListA CARTANA
zwartych i jednospdjnych grup prostych,

Grupa Wymiar
A, = SU@.H (>1 (f + 2)
B, = Sping,, 0>2 (204 1)
C, = Sp, (>3 0(20+1)
D, = Spiny, >4 020 —1)
E¢ 78
E; 133
Es 248
Fy 52
Go 14

Komentarz do listy Cartana: lista powyzsza jest pelna i bez powtorzen;
nie ma na niej grup By i Cy, gdyz obie te grupy sa izomorficzne grupie Ay;
podobnie C; = By i D3 = A3. Grupa D; = U(1) nie jest prosta; podobnie
Dy = A1 xXA1. Grupy wyjgtkowe Eg, E7, Eg, F4 i Go sg grupami automorfizmow
pewnych przestrzeni zwigzanych z algebra oktonionéw; w szczegdlnosci, Go
jest grupag automorfizméw tej algebry, zob. [Ti].

4. Operator Casimira

Rozpatrzmy teraz reprezentacje algebry Liego o : g — End V' i zalézmy,
ze dana jest nieosobliwa, biliniowa i symetryczna forma niezmiennicza h
na g. Niech (e;) bedzie baza w g, macierz (h;;), gdzie h;; = h(e;, e;), jest
symetryczna i nieosobliwa; macierz (h”7) odwrotna wzgledem (h;;) tez jest
symetryczna.

Operator Casimira dla reprezentacji o algebry g,

(8.7) €= h"c(e;) oo(e;) € EndV,
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jest dobrze zdefiniowany w tym sensie, ze nie zalezy od wyboru bazy (e;).

STWIERDZENIE 8.7. Operator Casimira dla reprezentacji o algebry g jest
przemienny z 0(A) dla kazdego A € g.

Dowdéd. Istotnie, dla kazdego k£ mamy
(€. o(er)] = h([o(e:), olen)]o(e;) + ales)[o(e;), oler)])

(8.8) = h"(clo(e)o(e;) + ciolei)o(er)
= hci(o(e)o(e;) + a(ej)o(en)).
Na mocy niezmienniczosci h mamy (8.2), wiec h¥cl, = —hic),; wyrazenie
w ostatnim nawiasie w (8.8) jest symetryczne w parze (j,1), co daje
[C,o(e)] = 0. O

Wynika stad, ze jesli reprezentacja o jest zespolona i nieprzywiedlna, to
istnieje A € C takie, ze
PrzYKrAD 8.5. Rozpatrzmy operator Casimira dla reprezentacji o al-

gebry Liego g = s50(3) w przestrzeni wektorowej V' wszystkich zespolonych
funkcji gladkich na sferze So C R3. Oznaczajac przez e,, e,, e, wektory bazy

w g takie, ze [ey, e,] = e, itd., okreslamy reprezentacje o : g — EndV
ktadac
() 0 0
oley) =y— —2—.
Y52 y

Pola wektorowe o(e,) i o(e,) otrzymuje sie z o(e,) przez cykliczng permu-
tacje wspotrzednych z,y, z. Pola te sa styczne do sfery, a o jest homomor-
fizmem algebry Liego g w algebre Liego End V. Latwo zauwazy¢, ze forma
Killinga na g jest proporcjonalna do standardowego iloczynu skalarnego
w R?; mozna wiec wzigé h = 6. Dla operatora Casimira mamy zatem

IS DU DA
e_(yﬁz Z@y)+(z8x xaz>+($ay y8x>'

Wprowadzajac wspotrzedne sferyczne w R3,
xr=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh,

stwierdzamy, ze C jest operatorem Laplace’a na sferze, a operator Laplace’a
w R3 jest postaci

J ,0
_ -2 20 o
(8.9) A=r—C+r 3 B

Niech wy(z,y, z) = r'Y;(0, ¢) bedzie harmonicznym, jednorodnym stopnia
| wielomianem na R®. Funkcja Y; nalezy do V. Podstawiajac w; do (8.9)
otrzymujemy

CY,=-l(l+1)Y, 1=0,1,2,...
Podprzestrzen

Vi={feV|Cf=-Ul+1)f}
jest (21 + 1)-wymiarowa przestrzenia niezmiennicza i nieprzywiedlna dla
reprezentacji o. Funkcje Y; nazywaja sie funkcjami sferycznymi.
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5. Algebra obwiednia algebry Liego

Operator Casimira mozna zdefiniowa¢ niezaleznie od reprezentacji, wpro-
wadzajac pojecie algebry obwiedni algebry Liego. Niech g bedzie skonczenie
wymiarows algebra Liego nad k. W algebrze tensorowej T(g) = Dy @k g
rozpatrujemy ideal J(g) generowany przez wszystkie elementy postaci

URUV—vRu—|u,v], uvEg.

Algebra ilorazowa
U(g) = T(g)/J(9)
nazywa sie algebrg obwiednig algebry Liego g.
Algebra U(g) jest taczna — bo algebra tensorowa jest taczna — i ma jed-
nosé¢ 1. Suma k @ g jest podprzestrzenia U(g).
Niech A bedzie algebra taczng. Odwzorowanie liniowe f : g — A nazywa
sie odwzorowaniem Liego, jesli, dla wszystkich u,v € g jest

fu)f(v) = f(o)f(u) = f(lu, v]).
Algebra obwiednia ma nastepujaca wtasnos¢ uniwersalnosci: jesli f: g — A
jest odwzorowaniem Liego, to istnieje homomorfizm algebr tacznych

f:U(g) — A taki, ze flg = f.

W szczegdlnosci, jesli algebra g jest przemienna — [u,v] = 0 dla wszystkich
u, v — to algebra obwiednia jes izomorficzna algebrze symetryczne;j.
Operator Casimira mozna teraz okresli¢ jako

C = h¢e; € U(g).
Operator € nalezy do centrum algebry U(g).

6. Kompleksyfikacja i realifikacja algebr Liego; forma
rzeczywista

6.1. Kompleksyfikacja i realifikacja. Jesli g jest rzeczywisty alge-
bra Liego, to jej kompleksyfikacja C ® g jest zespolona algebra Liego i
dimc(C ® g) = dimg g; nawias elementéw A + iB oraz A’ + iB’ definiu-
je sie jako

[A+iB,A'+iB'|=[A,A'] — [B, B +i([4, B'] + [B, A]).

Jesli b jest zespolong algebra Liego, to mozna okresli¢ jej realifikacje hr
zawezajac skalary, przez ktore mozna mnozy¢ elementy algebry, do liczb
rzeczywistych, wiec dimg hg = 2 dimc b.

PrzykrAD 8.6. Kompleksyfikujac algebre su(2) = so(3), a nastepnie
ja realifikujac, otrzymujemy rzeczywista, szeSciowymiarowa algebre Liego
grupy Lorentza.

Mozna te dziatania przedstawi¢ symbolicznie w postaci diagramu

S0(3) SO(1,3)

exp T T exp

50(3) ———— > 50(3,C) ——— s0(1,3)
kompleksyfikacja realifikacja
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Zespolone i skoniczenie wymiarowe reprezentacje zwartych grup Liego
sa réwnowazne unitarnym i dlatego w pelni rozktadalne, zob. rozdz. VII
§12. Hermann Weyl [We] zauwazy!, ze zespolone reprezentacje skoriczenie
wymiarowe niezwartej, ale potprostej grupy Liego sa takze w petni roz-
ktadalne, gdyz kompleksyfikacja algebry Liego tej grupy jest izomorficzna
kompleksyfikacji pewnej zwartej algebry Liego. Obserwacja ta nosi nazwe
,sztuczki unitarnej”. Sciste i ogdlniejsze jej sformutowanie mozna znalezé

w [SA] i [BR].

6.2. Forma rzeczywista zespolonej algebry Liego. Niech g bedzie
zespolong algebra Liego. Rzeczywista algebre Liego b, ktorej kompleksyfika-
cja C®b jest izomorficzna g, nazywa sie formqg rzeczywistg algebry g. Formy
rzeczywistej nie nalezy mieszaé z realifikacja; jest dimg h = dimc g. Algebre
zespolong zawsze mozna — w jeden, kanoniczny sposob — zrealifikowaé, na-
tomiast istnieja algebry zespolone, ktére nie maja formy rzeczywistej oraz
takie, ktére majg wiele takich form.

Jesli g = C®b, to mozna zdefiniowac potliniowy automorfizm ¢ algebry g
ktadac ¢(A+iB) = A—iB dla A, B € h. Na odwrét, jesli ¢ jest pétliniowym
automorfizmem zespolonej algebry Liego g, to

h={Xeg|cX)=X}
jest forma rzeczywistg algebry g.

PRzYKEAD 8.7. Algebra sl(2,C) ma dwie formy rzeczywiste:

automorfizm X — X okre§la forme rzeczywista sl(2, R),
automorfizm X +— —XT okreéla forme rzeczywista su(2).

PRZYKEAD 8.8. Algebra Liego C? ze skladaniem takim, ze
le1, 2] = ez, [er,e3] =e3, [ez,e3] =0

nie ma formy rzeczywistej (zob. Przyktad 11.76 w [Wo)).

7. Reprezentacje algebry Liego s((2,C)

Nietrudno znalezé wszystkie skonczenie wymiarowe zespolone reprezen-
tacje algebry Liego g = sl(2,C) C C(2). Mozna w tej algebrze wprowadzi¢
baze sktadajaca si¢ z macierzy

1 0 01 0 0
(o 8) o) =00
spetiajacych

(8.10) (X,Y]=H, [H X]=2X, [HY]=-2Y.

Niech o bedzie reprezentacja tej algebry w zespolonej przestrzeni wektorowej
V. Przestrzen wektoréw o wadze w € C to

Veo={veV|o(H)v=uwv}.
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Na podstawie (8.10) jest
(8.11) (X)W C Vira, o(Y)V, C Vs,

Element e € V,, nazywa si¢ elementem pierwotnym (elementem o najwiek-
szej wadze, highest weight vector) o wadze w jesli

e#0 1 o(X)e=0.

Jesli 0 < dim V' < oo, to V zawiera pewien element pierwotny, gdyz zawiera
wektor wlasny v # 0 endomorfizmu o(H ), a elementy ciagu

v, o(X)v, o(X)v,...

sa liniowo niezalezne dopdki sa # 0. (Dowodzi si¢ tego przy uzyciu wyznacz-
nika Vandermonde’a). Skoro jednak dim V' < oo, to istnieje takie n € N, ze
o(X)" #0i o(X)"™v = 0; mozna wziac¢ e = o(X)".

Niech teraz V' bedzie przestrzenia wektorowa, niekoniecznie skonczonego
wymiaru, zawierajaca element pierwotny e o wadze w. Mozna teraz podac
doktadna strukture przestrzeni niezmienniczej, zawierajacej e.

STWIERDZENIE 8.8. Jesli

(8.12) e.1=0, e,= ;!(I(Y)"e dla n=0,1,2,...,
to

(8.13) o(H)e, = (w—2n)ey,,

(8.14) o(Y)e, = (n+1)eys1,

(8.15) o(X)e, =(w—n+1)e,_1.

Dowdd. Réwnanie (8.13) wynika natychmiast z drugiego réwnania (8.11).
Réwnanie (8.14) wynika wprost z definicji (8.12). Réwnanie (8.15) dowodzi
sie przez indukcje: dla n = 0 mamy e_; = 0 oraz ey = e, wiec o(X)ey = 0,
bo element e jest pierwotny. Zaktadajac, ze (8.15) zachodzi dla n — 1, wy-
korzystujac (8.10), (8.13) i (8.14), otrzymujemy

no(X)e, = o(X)o(Y)e,—1 2z (8.14)
= [0(X), (Y )en s + 0V )r(X)er
=o(H)ep1+ (w—n+2)0(Y)e,—o 2z (8.10) i zatozenia indukcyjnego
=w—-2n+w—-n+2)(n—1))e,—1 1z (8.13)1(8.14)
=n(w—n+1)e, 1; dzelac przez n otrzymujemy (8.15).00

WNIOSEK. Sa dwie mozliwosci:

(a) ciag nieskoniczony (eg, €1, €a, ... ) jest liniowo niezalezny:;

albo

(b) waga w jest liczba catkowita m > 0, ciag (e, €1, .., €n,) jest liniowo
niezalezny oraz €,,.1 = €40 = -+ = 0.
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Dowéd. Jezeli wszystkie e; (1 = 0,1,...) sa # 0, to, jako wektory o
réznych wagach, tworza ciag liniowo niezalezny (przypadek (a)). Jesli nato-

miast istnieje m € N takie, ze e,, 11 = 0, to takze €,,12 = €43 =--- =0 (na
mocy (8.12)). Jedli e, # 0, to ciag (eo, €1, - -, €m) jest liniowo niezalezny.
Podstawiajac n = m + 1 do (8.15) otrzymuje sie w = m. O

Jesli przestrzen V jest skonczenie wymiarowa, to zachodzi przypadek
(b). Niech W,,, = span{ey, ..., e, }. Reprezentacja o, algebry g w W, jest
nieprzywiedlna i zachodzg rownosci

om(H)e, = (m — 2n)e,,
(8.16) om(Y)e, = (n+ 1)enq,
om(X)e, = (m—n+1)e, 1,

gdzie e 1 = e,,41 = 0 oraz n = 0,...,m. Wynika stad, ze endomorfizmy
om(X) 10, (Y) sa nilpotentne.

Kazde dwie reprezentacje nieprzywiedlne i o tym samym, skoriczonym
wymiarze, sa rownowazne. Operator Casimira ma tu postac

C=0n(X)? +2(0n(X)om(Y) + 0 (Y)om(X)).
Obliczajac € na wektorze v € V,, otrzymujemy na podstawie (8.16)
(8.17) Cv = m(m + 2)v.

Dla matych wartosci m mozna reprezentacje o,, skojarzy¢ ze znanymi
reprezentacjami grupy SL(2,C). Dla m = 0 mamy reprezentacje trywial-
na; m = 1 odpowiada reprezentacji ,definiujacej” (czyli spinorowej); oo
jest rownowazne reprezentacji ad; dla m = 4 otrzymujemy 5-wymiarowa
reprezentacje wystepujaca w zwiazku z tensorem krzywizny konforemnej
(tensorem Weyla) w czasoprzestrzeni ogdlnej teorii wzglednosci.

Warto zwroci¢ uwage na roznice miedzy reprezentacjami z parzysty-
mi i nieparzystymi wartosciami m. W fizyce wprowadzamy zwykle liczbe
s = m/2, ktéra interpretuje sie jako spin — lub moment pedu, zaleznie od
kontekstu — uktadu, ktérego stany sa opisywane w przestrzeni wektorowej
(Hilberta), niosacej reprezentacje grupy obrotéw lub Lorentza.

Jesli m jest parzyste, wiec s catkowite, to wartosci wtasne ,operatora
rzutu spinu” na pewien kierunek, tzn. endomorfizmu %Um(H ), naleza do
zbioru

{=s,—s+1,...,—1,0,1,...,s — 1, s}.
Natomiast jesli m jest nieparzyste, to te wartosci wtasne sg potéwkowe, wiec
rozne od 0 i tworzg zbidr

{—s,—s—l—1,...,—%,—1—%,...,3—1,3}.

Zakonczymy twierdzeniem, ktore wyraza prawo sktadania momentow pedu
w mechanice kwantowej.

STWIERDZENIE 8.9. Jesli k,l € N, to dla nieprzywiedlnych reprezentacji
or:9—EndVy i0,:9g— EndV) zachodzi

0 Q0p ~ Oy D Opq1—2D -+ - D Oy
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Dowéd. (Szkic) Jedli Z € g, a wektory v i w sa wektorami wtasnymi
endomorfizméw oy (Z) i 0;(Z), odpowiednio, to v@w jest wektorem wlasnym
(ox ®07)(Z) o wartosci wlasnej bedacej suma wartosci whasnych czynnikéw.
Niech (€f)n—o,...k 1 (€,)p=o,...: beda bazami, odpowiednio, w V}, i V, opisanymi
przez (8.16). Wektor 6’5 & 66 jest wektorem pierwotnym reprezentacji o ® o;
o wadze k + [. Generuje on wiec podprzestrzen Vi, C Vi ® V, ktéra jest
no$nikiem nieprzywiedlnej reprezentacji (réwnowaznej) ;. Wektory ef ®
el i ef®e! rozpinaja dwuwymiarows podprzestrzen; wektor lef @el,—kef @€'
jest pierwotny o wadze k+1—2. Generuje on podprzestrzen Vi o C V, V.
Kontynuujac ten proces mozna zakonczy¢ dowod. U

Zadania

ZADANIE 8.1. Pokazaé, ze forma Killinga (8.3) jest niezmiennicza ze
wzgledu na reprezentacje dotaczona i spetnia warunek (8.1).

ZADANIE 8.2. Znalez¢ formy Killinga: algebry Liego grupy Heisenberga
(zob. zadanie 2.27), algebr su(2), s[(2,R) i algebry Liego grupy Lorentza.

ZADANIE 8.3. Pokazaé. ze reprezentacja p zdefiniowana w Przyktadzie
8.3 jest nieprzywiedlna.

ZADANIE 8.4. Niech V' bedzie rzeczywista przestrzeniag wektorowsg o wy-
miarze n. Pokazac, ze forma Killinga kv zdefiniowana w przykladzie 8.4
ma sygnature (%n(n +1)—1,3n(n — 1))

ZADANIE 8.5. Pokazad, ze forma Killinga algebry Liego so(n) jest ujem-
nie okreslona.

ZADANIE 8.6. Poda¢ przyktady torusow maksymalnych w nastepujacych
grupach: SU(n + 1), SO(2n), SO(2n + 1), Sp(n).

ZADANIE 8.7. Opisa¢ izomorfizmy grup wymienione w Komentarzu do
L1STY CARTANA.



IX

Zastosowania teorii grup w fizyce

Wezesne zastosowania grup w fizyce dotycza znalezionych w konicu XIX
wieku grup krystalograficznych [17, 55] oraz zwiazku miedzy symetriami
zasady wariacyjnej i prawami zachowania (twierdzenia Emmy Noether [50]).
Najprostsze takie zwigzki wystepuja w mechanice i byly znane od dawna.
Zaczniemy niniejszy rozdziat od krétkiego przegladu praw zachowania w
ujeciu hamiltonowskim.

Najwazniejsze zastosowania grup w fizyce dotyczg teorii kwantowych.
Warto przytoczy¢ kilka zdan wielkiego Hermanna Weyla z jego dzieta [Wel],
bedacego pierwszym wyktadem zastosowan teorii grup w mechanice kwan-
towej:

F. Klein considered the group concept as most characteristic
of nineteenth century mathematics. Until the present, its most
important application to natural sciences lay in the descrip-
tion of the symmetry of crystals, but it has recently been re-
cognized that group theory is of fundamental importance for
quantum physics; it here reveals the essential features which
are not contingent on a special form of the dynamical laws nor
on special assumptions concerning the forces involved. We may
well expect that it is just this part of quantum physics which
is most certain of a lasting place. . . The investigation of groups
first becomes a connected and complete theory in the theory
of the representations of groups by linear transformations, and
it is exactly this mathematically most important part which is
necessary for an adequate description of the quantum mecha-
nical relations. All quantum numbers, with the exception of the
so-called principal quantum number, are indices characterizing
representations of groups.

W niniejszym rozdziale przedstawione sa podstawowe definicje dotyczace
reprezentacji grup w przestrzeni Hilberta mechaniki kwantowej oraz twier-
dzenie Wignera-Eckarta. W stosowanym tu podej$ciu nacisk ktadzie sie na
aspekty grupowo-algebraiczne, a mato uwagi poswieca zagadnieniom topo-
logicznym i funkcjonalno-analitycznym, co prowadzi do braku Scistosci w
niektorych sformutowaniach. Dotyczy to w szczegdlnosci pojeé operatorow
unitarnych i samosprzezonych, tutaj rozumianych , nieformalnie”, zgodnie
ze zwyczajami przyjetymi w wyktadach mechaniki kwantowej dla fizykow.

137
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1. Geometria mechaniki klasycznej

1.1. Elementy geometrii symplektycznej. Niech N bedzie gltadka
rozmaitoscig o wymiarze 2n. Dwuforme w na N nazywa sie formaq symplek-
tyczng jesli jest domknieta i nieosobliwa, tzn. jesli

(9.1) dw=0 i n& WA Aw 0.
Pare (N,w) nazywa sie rozmaitoscig (przestrzenia) symplektyczng. Prze-
strzen symplektyczna jest orientowalna i posiada forme objetosci 7.

1.1.1. Jedli przestrzen symplektyczna (N,w) jest zwarta, to [,,n jest
jej objetoscia; zatem forma w zwartej przestrzeni symplektycznej nie jest
doktadna.

PRZYKEAD 9.1. Dwuwymiarowa sfera S, C R3 jest zwartg przestrzenia
symplektyczna. Niech u,v,w € R® beda wektorami takimi, ze ||u| = 1,
av,w L u, tzn. v,w € T,Sy. Forme symplektyczna na S, okresla sie przy
pomocy iloczynu ,,mieszanego” wektoréw, w, (v, w) = u-(vxw). Zadna sfera
o wymiarze > 2 nie jest przestrzenia symplektyczna, bo kazda domknieta
2-forma na takiej sferze jest doktadna.

Kazda rozmaito$é¢ Kahlera ma strukture przestrzeni symplektycznej, zob.
np. Ch. IX w [37].

1.1.2. Automorfizmem przestrzeni symplektycznej (N, w) nazywa sie dy-
feomorfizm ¢ : N — N zachowujacy w, tzn. taki, ze p*w = w. Pole wekto-
rowe X € V(N), ktére generuje jednoparametrowa grupe — strumiern — (y;)
automorfizméw symplektycznych nazywa sie polem symplektycznym. Waru-
nek pjw = w pociaga L(X)w = 0, co wobec dw = 0 daje di(X)w = 0.
Lokalnie, wystepujaca tu domknietyg forme mozna przedstawi¢ w postaci
rozniczki funkeji.

1.1.3. Jesli F' jest gtadka funkcja na N, to wobec tego, ze dwuforma w
jest nieosobliwa, istnieje pole X € V(N) takie, ze

(9.2) i(Xp)w = — dF.

Pole X generuje strumien automorfizmoéow przestrzeni symplektycznej. Wy-
nika stad, ze jest ,,duzo” automorfizmdéw przestrzeni symplektycznej; tworza
one grupe nieskonczonego wymiaru. Fizycy méwia, ze F' jest generatorem
tych przeksztalcen. Pole X nazywa si¢ polem hamiltonowskim generowa-
nym przez F. Kazde pole hamiltonowskie jest symplektyczne.

STWIERDZENIE 9.1. Komutator [X,Y] dwdch pol symplektycznych jest
polem hamiltonowskim generowanym przez funkcje w(X,Y).

Dowéd. Zakladajac L(X)w = 0 i L(Y)w = 0, obliczamy obie stro-
ny tozsamosci (6.21) na formie w. Korzystajac z (6.18) oraz i(X)i(Y)w =
—w(X,Y), otrzymujemy

(X, Y))w = — d(w(X,Y)). O
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1.1.4. Nawiasem Poissona funkcji F,G na przestrzeni symplektycznej
(N, w) nazywa sie funkcje

(9.3) {F,G} =i(Xr)dG czyli Xp(G).
Na podstawie (9.2) i (6.20) otrzymuje sie
(9.4) {F,G} =i(Xr)dG = —i(Xp) 0i(Xg)w =
i(Xg) oi(Xp)w =—{G, F}.

LEMAT 9.2. Jesli (N,w) jest przestrzeniq symplektyczng i F,G € C(N),
to
(9.5) (X7, Xa] = Xiray-

Dowéd. Ze Stw. 9.1 wynika, ze

i([Xr, Xe])w = —d(w(XF, Xa)).

Korzystajac z (9.2), (9.3) i tozsamosci w(Xrp, X¢) = i(Xg)i(Xp)w, otrzy-
mujemy

— d(w(XF, XGf)) = d(Z(Xg) dF) = d{G, F} = i(X{F,G})w
co wobec nieosobliwosci formy w konczy dowdd lematu. O

LEMAT 9.3. Nawias Poissona spetnia toisamoscé Jacobiego: dla wszyst-
kich F,G,H € C(N) jest

{FAG H}} +{G {H F}} +{H{F,G}} =0.
Dowéd. Korzystajac z (9.3), (9.4) i (9.5) otrzymuje sie

{FAG H}} +{G{H, F}} + {H AF,G}} =
{Fa{G7H}} - {Ga{FvH}} - {{FaG}aH} =
Xr(Xe(H)) = Xa(Xp(H)) = X(rey(H) =0. O
STWIERDZENIE 9.4. Zbior C(N) wszystkich funkcji gladkich na przestrze-

ni symplektycznej (N,w) jest algebrg Liego ze wzgledu na nawias Poissona.
Odwzorowanie

C(N) = V(N), F~ Xp
jest homomorfizmem algebr Liego, ktorego jadrem sq funkcje stale.

Dowdéd. Stwierdzenie jest prostym wnioskiem z (9.4) i ostatnich dwéch
lematow. 4

1.1.5. Wigzka kostyczna. Niech M bedzie rozmaitoscia n-wymiarowa.
W wigzce kostycznej 7 : T*M — M jest 1-forma Liouville’a 6 taka, ze jesli

(9.6) aceT*M i veT,(T*M) to (v,0) = (Tyn(v),a).

Para (T*M, d6) jest rozmaitoscia symplektyczna. Aby to uzasadnié, wystar-
czy pokazaé, ze forma df jest nieosobliwa. Uktad wspoétrzednych lokalnych
(¢',...,q") w U C M indukuje wspotrzedne lokalne (¢, ..., ¢" p1,...,Dn)
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wrH(U) C T*M takie, ze 6 = p, dg", wiec w = dp, Adg". Widag, ze forma
7 jest proporcjonalna do

dpi Adgt A - Adp, Adg™ # 0.

W kontekscie mechaniki, rozmaitosé M nazywa sie przestrzeniq konfiguray;j-
ng, a wiazke T*M — przestrzeniq fazowg.

Twierdzenie Darboux méwi, ze lokalnie kazda forma symplektyczna daje
si¢ przedstawi¢, przez wybér wspélrzednych, w postaci dp,, A dg”, zob. [1],
[57].

Definicje (9.2) i (9.3) daja teraz
oF 0 oF 0 ; OF 0G  OF 0G

: Xp = — F G} = — '
(9-7) E Op, Oq*  Og* Op,, {rG} Op, Oq*  Dg* Op,

Dyfeomorfizm h : M — M podnosi siec do automorfizmu h wigzki ko-
stycznej,

T*M —y T M
M " M

zdefiniowanego tak, ze dla kazdych o € T*M i v € T (o)M zachodzi

(98) <U7 O-/> = <T7r(a)h(v)7 iL(Q»
(9.9) Toh=hon.

Obliczajac wartos¢ cofniecia h*6 formy 6 na wektorze u € T,T*M, otrzy-
mujemy

7 % 2 (9.6) N ~
(u, (h0)a) = (Tah(u),040)) =" (Theym © Tah(u), h(e))
(9.9) - (9.8) (9.6)
=" (Tl o Tam(u), h(a)) =" (Tom(u), a) =" (u, ba),
a stad
(9.10) h o =0.

Wynika stad, ze kazdy dyfeomorfizm h rozmaitosci M podnosi sie do auto-
morfizmu symplektycznego h przestrzeni (T*M, d6).

Jesli (¢;) jest jednoparametrowa grupa przeksztalcen lokalnych M, ge-
nerowang przez pole X = X*9/0q¢" € V(M) (zob. str. 93), to grupa (¢;)
jest generowana przez pole X € V(T*M), ktére, na mocy (9.10), spelnia

L(X)0 =0, co daje

0 ox* 0 — I
— XY =X,Y
aqu aqy pltapy? [ ) ] [ 9 ]7

a generatorem pola X — w znaczeniu ust. 1.1.3 — jest funkcja
X"(q)p, € C(T*M).

(9.11) X =x*
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1.2. Réwnania Hamiltona, prawa zachowania i odwzorowanie
momentu.

1.2.1. Pole wektorowe Xy na przestrzeni symplektycznej N generuje
strumien (), ktéry opisuje ruch uktadu o hamiltonianie H € C(N). (M6-
wimy tutaj o hamiltonianie niezaleznym od czasu; wprowadzajac rozmaitosé
N'" = N x R definiuje sie hamiltonian zaleiny od czasu t € R jako funkcje
H : N' — R.) Dla kazdej funkcji F' € C(N) mamy (zob. (6.3)):

d
—Fop,=Xy(Fog,).

dt
Korzystajac z (9.3), otrzymujemy stad
d
(9.12) &Fogpt:{H,F}ogpt

oraz

STWIERDZENIE 9.5. Réwnosé {H,F} = 0 jest warunkiem koniecznym
1 wystarczajgeym na to, aby funkcja F byta stata ruchu opisywanego przez
hamiltonian H. Stale ruchu tworzq algebre Liego ze wzgledu na nawias Po-
issona. Hamiltonian jest stalq ruchu.

Jesli N = T* M, to wspdirzedne kanoniczne zdefiniowane w ustepie 1.1.5,
sa funkcjami na NV, wiec na podstawie (9.7) i (9.12), réwnania ruchu maja

postac klasycznych réwnan Hamiltona
d 0OH d , 0H

a = oy w oy

Jesli (p(t),q(t)) jest rozwiazaniem tych réwnain, a (y;) jest strumieniem
generowanym przez Xy, to

pulp(t), () = (p(t +1),q(t +1)), t1'€R,
co fizycy wyrazajg mowigc, ze hamiltonian generuje przesuniecia w czasie.
1.2.2. Niech teraz G bedzie grupa Liego dziatajaca prawostronnie (zob.
Rozdz. VII §10) i symplektycznie w przestrzeni (N = T*M,w = df) i tak,
ze nawet forma Liouville’a jest zachowana,

R(a)*0 =10

dla kazdego a € G. Uzywajac oznaczenia wprowadzonego w (7.20), mamy

(9.13)

STWIERDZENIE 9.6. Odwzorowanie liniowe
(9.14) ®:g—C(N), A d(A)Li(A)e
jest homomorfizmem algebr Liego.

Dowéd. Skoro forma Liouville’a jest niezmiennicza wzgledem dzialania

grupy, mamy L(A)f =0, stad d®(A) 4+ i(A)w = 0 czyli

(9.15) A= Xga).

dla kazdego A € g. Na podstawie definicji (9.14) oraz tozsamosci (6.21),
otrzymujemy

—~——

(A, B)) = i([A, B))Y = LA)B(B) = i(A) d(B),
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a uwzgledniajac (9.3) i (9.15), dostajemy
P([A, B]) = {9(A), 2(B)}- O

STWIERDZENIE 9.7. Jesli hamiltonian H jest niezmienniczy wzgledem
dziatania grupy G, to dla kazdego A € g funkcja ®(A) jest stalg ruchu.

Dowéd. Istotnie, niezmienniczoéé H implikuje £(A)H = 0 dla kazdego
A € g, wiec

(0(A), HY ) i(Xoea) dH

O1Y5(A)dH = 0. O

1.2.3. Stale ruchu @®(A) wynikajace z niezmienniczosci hamiltonianu
wzgledem dziatania grupy G mozna polaczyé¢ ze soba w jeden obiekt, co
uogolnia tgczenie sktadowych J,, J,, J, momentu pedu w wektor J. Z te-
go wzgledu wielu autoréw nazywa powstajace tu pojecie odwzorowaniem
momentu (moment map lub momentum map) [27, 43, 45].

Odwzorowanie momentu okreslone przez dziatanie symplektyczne grupy
G w N =T*M dane jest jako

(9.16) VN —g" takie,ze (A ¥(x))=P(A)(z),
gdzie @ jest jak w (9.14) i € N. Stad

(A,R(a)w) "= R(a) @A) ="
R(a)"(i(A)0) 2" i(ad(a)2)0 ="
B(ad(a)A) "2 (ad(a) A, W) = (A, ad(a)* W)
czyli
(9.17) ¥ o R(a) = ad(a)*W.

1.3. Wazny przyktlad: zagadnienie Keplera i atom wodoru. Sto-
sujac tradycyjne oznaczenia mechaniki,

=(z,y,2), " ="+ 9"+ 2, p=(pa,py.p:), P° =0, +0D,+12,
hamiltonian ciata (albo: natadowanej czastki) o masie p, poruszajacego sie
w kulisto symetrycznym polu grawitacyjnym (albo: elektrycznym), mozna
sprowadzic do postaci

1 «
(9.18) H = 2up -
Dla ciata poruszajacego si¢ w polu grawitacyjnym masy pg jest o = kpuop,
gdzie k oznacza stala grawitacji, a dla elektronu w polu jadra o tadunku Ze
jest v = Ze2.
Sktadowe wektora momentu pedu j = r x p — bedace stalymi ruchu —
maja postac

(9.19) Jz = Yp — 2py, CykKl,
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gdzie ,,cykl” oznacza — tutaj i w dalszym ciggu — réwnania, otrzymane przez
scykliczne” permutacje (z,y,2) — (y,z,2) i (z,y,2) — (z,2,y). Forma
symplektyczna na N = T*R3 ma postaé

w = dp, Ndz +dp, Ady +dp. Adz.

Na podstawie definicji (9.2), stalym ruchu (9.19) odpowiadaja pola wekto-
rowe

00 o0 2
y@z oy pyapz pz@py’

Zgodnie z (9.11), sa one podniesieniami do N pdl y0/0z — 20/dy, cykl..
Pola (9.20) spetniaja

(9.20) Jp = cykl..

[Jo, Jy] = Jo,  cykl

wiec rozpinaja algebre Liego s0(3).
Sktadowe pola

1. r
l=—-jxp+a-
W r

sg takze stalymi ruchu, o czym mozna sie przekona¢ obliczajac nawiasy
Poissona sktadowych 1 z hamiltonianem (9.18). Pola

2. Opis teorii kwantowych przy pomocy przestrzeni Hilberta
3. Nierelatywistyczna mechanika kwantowa jednej czastki

Do opisu jednej czastki w nierelatywistycznej mechanice kwantowej moz-
na uzywaé przestrzeni Hilberta funkcji okreslonych na R?, o warto$ciach w
C¥, calkowalnych z kwadratem,

H={p:R*=>C" | (¢]9) d:ef/soT(r)SO(r) dz dy dz < oo},

511 Vo (r)pa(r). Jesli v, € H to

gdzie v = (x,y,2) oraz o' (r)p(r) =
ich iloczyn skalarny wynosi

(o1 | p2) = /go{(r)g@(r) dz dy dz.

Jedli U jest operatorem liniowym w H, to operator UT taki, ze (Up; | ¢s) =
(o1 | UTpy) dla kazdych 1, 2 € H — o ile istnieje — nazywa sie operatorem
sprzezonym wzgledem U. Operator U jest samosprzezony jesli UT = U i
unitarny jedli UTU = UUT = id.

Niech p : G — AutH bedzie reprezentacja unitarna grupy Liego G w
przestrzeni Hilberta H. Niech p1, 00 € H, A € G’ i s € R; rézniczkujac obie
strony rownosci

(plexpsA)pr | plexpsA)pa) = (01 | ¥2)

wzgledem s w punkcie s = 0 otrzymuje sie, ze operator ip’(A) jest samo-
Sprzezony.
W szczegdlnosci, niech G bedzie grupa Liego dzialajaca w R?,

GxR* =R (a,r)+ ar,
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iwCV,
GxCN—=CV (a,u)~ au.

Dziatania te okreslaja reprezentacje p grupy G w H,

(p(@)¢)(x) = ap(a"r).

PrzykrAD 9.2. Jesli N = 1 i G jest grupa ruchéw euklidesowych,
G = SO; xR3, dzialajaca w naturalny sposéb w R? i trywialnie w C, to
mamy reprezentacje G w H dana przez (p(a, b)¢)(r) = p(a~'(r—b)). Repre-
zentacja ta jest unitarna. Rozpatrujac jednoparametrowa grupe przesuniec

s+ (I, se;) wzdhuz osi x otrzymuje sie %(p(:(;—s, Y, 2) oo = —%gp(az, v, 2),
wiec operator p, = —ia% jest samosprzezony. Podobnie, rozpatrujac obroty
wokot osi z,
coss sins 0
s— || —sins coss 0],0]| € SO5 xR3,
0 0 1
otrzymuje sie
%) ( . s+ ) op | 0%
—p(rcoss —ysins, rsins CoS S, 2 = —y—/— +r—,
8s* 4 Y |s=0 Yor dy

wiege [, = xp, — yp, jest operatorem samosprzezonym, itd.

PrzYKrAD 9.3. Niech G = SU(2) dziala w naturalny sposéb w prze-
strzeni spinoréw Pauliego C? i przy pomocy reprezentacji dotaczonej w R3:
jesli o = (04,0,,0,) 1 a € SU(2), to dziatanie dane jest przez

(pla)p)(or) = ap(a ora).
Element a(s) = exp 3iso, € SU, indukuje obrét o kat s wokél osi z; stad

d

a _ 1
dsa(s) | i(l, + 502).

s=0

4. Zwyrodnienie i reguty wyboru

4.1. Zwyrodnienie widma energii. Niech H bedzie niezaleznym od
czasu, samosprzezonym, operatorem Hamiltona, dziatajacym w przestrzeni
Hilberta H, w ktérej jest dana reprezentacja p grupy G taka, ze operator
‘H jest niezmienniczy wzgledem dziatanie grupy,

pla)H = Hp(a) dla kazdego a € G.

Podprzestrzen
He={pe N | Hp=Ep}

jest niezmiennicza, p(a)Hg = Hg dla kazdego a € G. Jedli dimHg > 0,
to mowi sie, ze symetria hamiltonianu ze wzgledu na G' powoduje degene-
racje (poziomow energii). Jesli, ponadto, przestrzen Hg jest przywiedlna ze
wzgledu na reprezentacje p, to mowi sie, ze wystepuje degeneracja przypad-
kowa.
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PRzZYKLAD 9.4. Atom wodoru. Stosujac jednostki takie, zec =1, A=11
wybierajac mase elektronu jako jednostke masy, mozna zapisa¢ hamiltonian
atomu wodoru w postaci

H=1ip*—¢/r
gdzie p = —iV jest wektorem (operatorem) pedu, e jest tadunkiem elek-
tronu, a r = /22 + y? + z2. Hamiltonian ten jest niezmienniczy wzgledem
dzialania grupy obrotéw SO(3), zatem komutuje ze sktadowymi wektora
momentu pedu,
l=rxp.

W dziataniu na gtadkie, poza punktem r = 0, catkowalne z kwadratem
funkcje na R3 hamiltonian ma wartoéci wlasne tworzace cigg

E,=—c'/2n*, n=1,2...

Przestrzeit Hp, ma wymiar n?, wigc tylko najnizszy poziom energii ) jest
niezdegenerowany. Wystepuje tu degeneracja przypadkowa, bo

Hp, = By Hus,  dimHyy =20 +1,
gdzie

Mot ={p € He, | Po=1(1+1)¢}

jest przestrzenia nieprzywiedlng ze wzgledu na dziatanie grupy SO(3). Ta
przypadkowa degeneracja jest konsekwencja symetrii wzgledem wickszej
grupy, o algebrze Liego rozpietej na sktadowych 1 i sktadowych wektora

1 r
(9.21) k:@(lxp—pxl)—l—;.

Dodatkowe symetrie zagadnienia jednego ciata (zagadnienia Keplera,
atomu wodoru) zostaly dawno znalezione i wielokrotnie, ponownie, odkry-
wane. Prawdopodobnie po raz pierwszy jest o nich wzmianka w korespon-
dencji miedzy Johannem Bernoullim i jego uczniem, Jakobem Hermannem
a doktadniejszy opis jest w dziele Laplace’a [42].

W kontekscie mechaniki kwantowej symetrie te wystepuja po raz pierw-
szy u Pauliego [51] i sa stosowane, przez Hulthena[30], Focka [18] i Barg-
manna [5], do znalezienia widma i funkcji wlasnych hamiltonianu atomu
wodoru. Fizycy czesto nazywaja (9.21) wektorem Rungego—Lenza [24, 25].

4.2. Symetrie i state ruchu. Jesli reprezentacja p: G — GL(H) jest
unitarna, to dla kazdego A € g, operator L = ip/(A) jest samosprzezony,
LT = L; jedli hamiltonian H jest niezmienniczy wzgledem dziatania grupy,
to z réwnosci p(exptA)H = Hp(exptA) przez rézniczkowanie wzgledem ¢
otrzymuje si¢ [L, H] = 0.

STWIERDZENIE 9.8. Jesli L' = L, [L,H] =0, a ¢ : R — H jest rozwig-
zaniem réownania Schridingera

dy
i— = [
I Y,

to wartosci oczekiwane (V¥|L)) operatora L sq rzeczywistymi statymi ruchu.
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Dowéd. Istotnie, LT = L daje
WILY) = (Lly) = (¥|L') = (Y] Ly),

a wykorzystujac réwnanie Schrodingera oraz H' = H otrzymuje sie
d Ly Ly _
i WILY) = (<) + @ILE) = @ILHg) =0, O

4.3. Reguly wyboru. Przypomnijmy, ze jesli ¢ i ¢ sa unormowanymi
elementami przestrzeni Hilberta H, to |(p[¢)|* jest prawdopodobienstwem
»brzejscia” ze stanu ¢ do . Niech p : G — U(H) bedzie unitarng reprezen-
tacja grupy zwartej G w H. zob. Twierdzenie Petera-Weyla w Rozdz. VII
§12

5. Operatory tensorowe
6. Twierdzenie Wignera-Eckarta
[BR]
Zadania

ZADANIE 9.1. Rozpatrujemy przestrzen symplektyczna (V,w) taka, ze
N =T*M, M = R3 (p,r) sa wspélrzednymi w N = R? x R3, a forma
Liouville’a jest § = p - dr. Grupa SO(3) dziata w N tak, ze
R(a)(p,r) = (a"'p,a”'r), a€SO(3)
Sktadanie elementéw algebry Liego s0(3) = R3 dane jest przez iloczyn wek-
torowy, [A,B] = A x B, AB € 50(3) @ R5.



IX
Pélproste algebry Liego

Przygotowujac ten rozdzial, opieratem si¢ gtéwnie na [SA], [Wo], [Bb]
Rozdz. 8 1 [29].

1. Wstep: pierwsza orientacja

1.1. Algebra sl((2,C). Algebra g = sl(2,C) C C(2) ma baze sklada-
jaca sie z macierzy H, X,Y; zob. §7 na str. 133. Macierze H, X i Y sg
wektorami wlasnymi endomorfizmu ad(H) € End g, o wartosciach wtasnych
0, 2 i —2, odpowiednio. Wzgledem bazy (H, X,Y) endomorfizm ad(H) jest
macierzg diagonalna,

0

0

—2

Zachodzi [X,Y] = H. Algebra s[(2,C) = CH & CX & CY ma dwie formy
rzeczywiste,

sI(2,R) ¥ RH & RX ®RY oraz su(2) X RiH ®R(X —Y) ®Ri(X +Y).

o O O

0
2
0

1.2. Reprezentacja spinorowa algebry s[(2,C). Przestrzenn V = C3
ze standardowym iloczynem skalarnym ma parzysta algebre Clifforda Cly(3)
izomorficzng algebrze macierzy C(2). Przestrzenn V mozna zanurzy¢ w C(2),

(9.1) V%C@,@%@Hinx:%.

Wektory k = (1/2,i/2,0) oraz | = (1/2,—1/2,0) sa zerowe; wraz z ez =
(0,0,1) tworza zerowa baze Witta przestrzeni V = K & L @ Ces, gdzie
K = Ck i L = Cl. Odwzorowanie (9.1) mozna rozszerzy¢ do izomorfizmu
przestrzeni wektorowych C@V — C(2) zadajac, aby obrazem 1 byta macierz
jednostkowa. Algebry zewnetrzne A\ K i /\ L sa 2-wymiarowe,

AJ(:{G;Z>|mbeCL /\L:{<22>|qdeC}

Algebre (ly(3) mozna utozsamié z
ANLNK={AB|Ac ANLcCC(2),Bec/A\NKcC(?2)},

gdzie kropka oznacza mnozenie macierzy. Przestrzen spinoréw
S Cly(3)k = A\ Lk = {(8 f;;) | ¢1,02 € C}

jest dwuwymiarowym, lewym, minimalnym ideatem algebry Cly(3).

147
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Niech ¢ € S C C(2) bedzie spinorem i X € sl(2,C) C C(2). Odwzoro-
wanie o : s[(2,C) — End S
o(X)p=X.¢ (iloczyn macierzy)

definiuje (podstawowa) reprezentacje spinorowa algebry sl(2, C).

1.3. Podalgebra Cartana algebry polprostej. Niech teraz g bedzie
polprosta, n-wymiarowa, zespolong algebrag Liego.

Definicja. Podalgebrg Cartana algebry g nazywa sie taka jej przemienna
podalgebre b, ktora jest maksymalna w zbiorze podalgebr przemiennych i
taka, ze dla kazdego H € h endomorfizm ad(H) jest diagonalizowalny, tzn.
taki, ze istnieje baza przestrzeni g, wzgledem ktérej macierz endomorfizmu
ad(H ) ma postaé

A
A2 0

(9.2) diag{A,..., \} & ‘ ., MeC i=1,....n

An
Wymiar ¢ przestrzeni h nazywa sie rangg algebry g.

1.4. Pierwiastki. Pierwiastkiem algebry g (wzgledem ) nazywa si¢
taki element o € bh*, a # 0, ze przestrzen wektorowa

go={X €glad(H)X =a(H)X dla wszystkich H € h}

ma dodatni wymiar. Niech R oznacza zbiér wszystkich pierwiastkow algebry
g; pokazuje sig, ze jest rozktad g na sume prosta przestrzeni wektorowych

(93) g= h D @OLER (L

jesli « € R, to —a € R, ale nie ma innych pierwiastkéw réwnolegtych do «
oraz

dimg, =1, dimb, =1, gdzie b, =[ga,9-a] Cb.

Rozktad (9.3) bywa nazywany rozkliadem Cartana pierwszego rodzaju alge-

bry g.
Suma,

(9.4) So = o D G0 D [as 80
jest podalgebra g, izomorficzng algebrze s((2,C), a odwzorowanie
0:5, —Endg, o(X)Y =[XY], Xe€s,, Y eg,

jest reprezentacja tej algebry. Ta obserwacja, w potaczeniu z wynikami na
temat reprezentacji algebry sl(2, C), ulatwia badanie struktury i reprezen-
tacji potprostych algebr Liego.
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1.5. Forma Killinga. Skoro algebra g jest pdiprosta, to posiada nie-
zmiennicza i niezwyrodniata forme X (proporcjonalna do formy) Killinga;
pokazuje sie, ze forma X ograniczona do § tez jest nieosobliwa, wiec okredla
izomorfizm X : h — h* (zob. Umowa na str. 14).

Pokazuje si¢, ze KX~!(a) nalezy do l-wymiarowej przestrzeni b, wicc
mozna wybra¢ element H, € b, tak, aby

(9.5) a(H,) = 2.
Ograniczenie formy X do rzeczywistej przestrzeni wektorowe;j
b, = Yocn RH,
jest forma dodatnio okreslong. W przestrzeni

b: - ZaeR Ra

definiuje si¢ iloczyn skalarny

(9.6) (a]B) £ (K (a), B).

Piszac |a| = \/(a|a) i oznaczajac przez ¢ kat miedzy pierwiastkami «v i 3,
mamy

(9.7) (alB) = |al[B|cos ¢.
Pokazuje sie, ze

(«B)

(9.8) (o, 8) 2 a(H;) = 25158

o, b € R,
jest liczbag catkowita.

1.6. Baza i macierz Cartana. Podzbiér S = {ay,...,a,} zbioru R
nazywa sie bazqg Cartana, jesli S jest baza rzeczywistej przestrzeni wektoro-
wej b* taka, ze kazdy pierwiastek jest postaci 8 = S2¢_, m;a; gdzie m; € Z
i, dla danego [, wszystkie m; > 0 (méwi sie, ze takie [ jest pierwiastkiem
dodatnim) albo m; < 0 (B jest pierwiastkiem ujemnym). Zbiér wszystkich
pierwiastkéw dodatnich (ujemnych) jest oznaczany jako R* (R™). Macierz
Cartana n o elementach

ni = n(o, ay),

ktore sa liczbami catkowitymi, w peini charakteryzuje algebre Liego g.

1.7. Diagram Dynkina. Biorac pod uwage (9.7) i (9.8) mozna napi-
sac
(o8 n(@.B) _ laf*
af?[B[? n(B,a) B2

Dla «, 8 € S liczba n(a, ) jest calkowita, wiec, przy zalozeniu a # [
i |a] < |B|, mozliwe sa cztery przypadki:

= 4cos’p oraz

n(a, B)n(B, o) = 4
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dcos’p | cos @ n(e, B)| [n(B, )| |B*/]ef?
0 0 90° 0 0
1 1/2  60°albo 120° 1 1 1
2 V2/2  45°albo 135° 1 2 2
3 V3/2  30°albo 150° 1 3 3

Informacje o bazie S wynikajaca z powyzszej tablicy zapisuje sie w posta-
ci diagramu Dynkina, w nastepujacy sposob: kazdy element bazy S jest
przedstawiany przez wezel o diagramu; wezty odpowiadajace prostopadtym
do siebie elementom nie sa ze soba bezposrednio potaczone; dwa wezty od-
powiadajace parze («a, ) elementéw bazy, ktére tworza ze soba kat ¢ sa
potaczone réwnolegtymi liniami w liczbie 4 cos? . Jedli, ponadto, |a| < |3,
to podwdjne albo potrdjne linie, taczace odpowiadajace tym pierwiastkom
wezly, zaopatruje sie w znak >, wskazujacy ktory z tych elementéw jest
dtuzszy.

1.8. Przyklad: g = sl(¢ + 1,C). Podalgebra Cartana b tej algebry
sktada sie ze wszystkich macierzy postaci
(9.9)
H= diag{)\l, e ,/\g+1}, gdzie Ay,.... A1 €C i A+ 4+ Xy =0.

Ranga tej algebry wynosi wiec ¢. Niech (e;);—1,.. s+1 bedzie kanoniczng
baza w przestrzeni C*™1. W przestrzeni wektorowej macierzy C(£+1) mozna
wprowadzi¢ baze (Ei;)ij=1,. ¢c+1 taka, ze

Eijek = (Sjkei, St@d EijEkl = jkEih i,j, k’,l = 1, o ,g + 1.
Obliczajac
[H, Ei] = (X — A)) Ej
otrzymuje si¢, ze pierwiastki sg postaci a;; € h*, gdzie
aij(H) = )\z — )\jv 7 7é j, St@d gaij = CEZ]
Baza zbioru pierwiastkéw jest rodzina (a;);—1,. s, gdzie a; = a;11. Istotnie,
Jeéh 1< j, to OG5 = Oy + iy + 0 a1,
jeslis > g, to auj = —j — ajyqg — -+ — 1.
Jako forme niezmiennicza na algebrze s[(¢ 4 1, C) mozna wzia¢ forme X
taka, ze K(X,Y) = tr (XY), wiec dla H postaci (9.2) jest
K(H,H) = A+ + Aoy
Rzeczywista algebra b, sklada sie ze wszystkich rzeczywistych macierzy
diagonalnych o znikajacym $ladzie, wigec ograniczenie formy X do b, jest
dodatnio okreslone.
Izomorfizm X : h — b* przeprowadza E; — Ej; w a;j, stad
(ajlomr) = 8 — S — O + 0uj,

(aulay) = i3 = Gij1 — Git1j + Oi1j41
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zatem
2 dla k=0
(ajlaipr) =< =1 dla |k =1
0 dla |k >1

Dla o = «;, podalgebre (9.4) mozna teraz opisaé tak:
0o, = CXi, 9.0, =CYi,  [g0,,0-0;] = CH;,
gdzie
(9.10) Xi=FLiiy1, Yi=Eipn, Hi=E;— Ein.
Element (9.9) ma rozktad

¢
(9.11) H=> (AM+X+-+X\)H,.

i=1

1.9. Algebry pélproste o randze 1 i 2. Algebra A; = sl(2,C) jest
jedyna prosta algebra Liego o randze 1. Ma dwa pierwiastki, v i —a oraz
,diagram Dynkina” w postaci wezta o

Sa cztery algebry o randze 2; maja baze S = {1, as}:

(i) Ay xAq o niespdjnym diagramie Dynkina o o, co charakteryzuje algebry,
ktore nie sqg proste.

(ii) Algebra A, wymiaru 8 ma baze sktadajaca sie z wektoréow tworzacych
kat 120°. Trzeci pierwiastek dodatni to ay + ay. Diagram: o—o

(iii) Algebra By = s0(5,C) o wymiarze 10 ma baze sktadajaca sie z dwéch
wektoréw tworzacych kat 135°. Pozostate 2 pierwiastki dodatnie to ay + s
i 2a1 + ap. Diagram: o==0

(iv) Algebra wyjatkowa Gy o wymiarze 14 ma baze sktadajaca sie z dwoch
wektoréw tworzacych kat 150°. Pozostate 4 pierwiastki dodatnie to oy + aug,
201 4+ o, 3oy + a9 1 3y + 200, Diagram: o==o

2. Struktura poélprostych algebr Liego
2.1. Podalgebry Cartana i pierwiastki.

TWIERDZENIE 3. KaZda skonczenie wymiarowa zespolona potprosta al-
gebra Liego g posiada podalgebre Cartana. Grupa automorfizmow algebry g
dziata przechodnio na zbiorze wszystkich podalgebr Cartana algebry g.

Niezbyt tatwy dowdd tego waznego twierdzenia mozna znalezé np. w
[SA].
Niech b bedzie podalgebrg Cartana pdtprostej, zespolonej, skonczenie
wymiarowej algebry Liego g. Dla o € h* definiuje sie
0o ={X €g|ad(H)X = a(X)H dla wszystkich H € b},
wiec go = b. Zbior pierwiastkow

R={aebh”|a#0, dimg, > 0}
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nie jest pusty, bo ad(H), H € b, jest diagonalizowalne. Forma Killinga X
na g okresla iloczyn skalarny, ktéry jest niezmienniczy,
K(Z,X],Y)+XK(X,[Z,Y]) =0 dla wszystkich X,Y,Z € g.
LEMAT 9.1. Jesli o, 8 € h* i o+ B # 0, to podprzestrzenie g, © 93 5S¢
prostopadie do siebie wzgledem niezmienniczego iloczynu skalarnego.
Dowéd. Niech X € g,,Y € gg, H € b, to niezmienniczo$¢ iloczynu daje
K([H,X],Y)+X(X,[H,Y]) =0,
czyli
(a(H) + 5(H))X(X,Y) =0.
Skoro o + 8 # 0, to istnieje H € b takie, ze a(H) + S(H) # 0, wiec
K(X,Y)=0. O
WNI0SKI. (i) Podprzestrzen g, jest catkowicie zerowa, bo g, L ga.
(ii) Jesli @« € R, to —a € R: gdyby tak nie byto, to byloby g, L g, co
oznaczaloby, ze forma X jest osobliwa.

(iii) Rozktad g = b ® D, (ga ® g_o) jest rozkladem na podprzestrzenie
wzajemnie ortogonalne, wiec forma K jest nieosobliwa w ograniczeniu do b.

LEMAT 9.2. Jesli o i 8 € b*, t0 [ga, 98] C Gatp; w szczegdlnosci
80, 8-0] C b

Dowdd. Jedli X € g,, Y € ggi H € b, to, na mocy tozsamosci Jacobie-

£o,
[H, [X, Y]] = [[H, X], Y] + [X, [H, Y] = (a(H) + BH))[X,Y] O

LEMAT 9.3. Niecha € Ri Zo =K 1 (a) e h. Jesli X € g, 1Y € g_a,
to
(9.12) (X,Y]=X(X,Y)Z,.

Dowéd. Na podstawie Lematu 9.2 jest [X,Y] € h. Z niezmienniczosci
iloczynu skalarnego, dla kazdego H, zachodzi

K((X, Y], H) + K(Y,[X, H]) = 0
czyli
K(X,) Y] -K(X,Y)Z,,H) =0

a skoro iloczyn skalarny jest nieosobliwy w ograniczeniu do b, to ostatnia
réwnos$é pociaga (9.12). O

WNIOSEK. Jedli @ € R, to dimg[ga, 9-o] = 1.

2.1.1. Majac « € R, mozna wybraé¢ H,||Z, € b tak, aby a(H,) = 2.
Majac X, € go, mozna wybra¢ Y, € g_, tak, aby
(9.13) [(Xa, Ya] = H.

LEMAT 9.4. Algebra Liego s, = CX, @& CY, & CH, jest izomorficzna
algebrze s1(2,C).

Dowdd. Istotnie, [Hy, X, = a(Hy)Xo = 2X4 1 [Hy, Ya| = —a(H,)Y,
-2Y,.

ol
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2.1.2. Nawiazujac do oznaczen i wynikow §7 w Rozdz. VIII, niech
o:5l(2,C) - EndV

bedzie reprezentacja w skonczenie wymiarowej przestrzeni V', a V, niech
bedzie jej podprzestrzeniag wektoréw o wadze n,

Vo={veV|o(H)v=nv}

STWIERDZENIE 9.5. Definiujgc ztozenie odwzorowan

(9.14) 0 = e”Me oMo € GL(V),
mamy

(9.15) Oo(X) =—0o(Y)0,
(9.16) Oo(Y) =—0o(X)8,
(9.17) Oo(H) = —o(H)#,

a odwzorowania liniowe

(9.18) 0:V,—>V_,
(9.19) oY)":V, -V,
(9.20) o(X)" V., =V,

sq izomorfizmams.

Dowéd. Niech f(t) = e Xg(H)e %) to f(0) = o(H) oraz

‘i{ = "X[g(X),0(H)]e "N = —25(X)
wiee f(t) = o(H) — 2to(X), stad
(9.21) e No(H)e "™ = o(H — 2X).
Zupetnie podobnie pokazuje si@, ze
(9.22) Jo(H)e ") = o(H + 2Y),
(9.23) Jo(X)e ") =g(—~H+ X -Y),
(9.24) e?X) (Y)e_“(X) =o(H—-X+Y),
(9.25) e " Mo(X)e"™ =g(H+ X - ),
a stad

0o (X)0~! (9.14) " X)e=e M) (X )er (V)= (X)
=" NMo(H+ X —Y)e XM
= —0o(Y) (ostatnia réwnosé¢ wykorzystuje (9.21) i (9.24)),

czyli (9.15). Podobnie uzasadnia si¢ (9.16) i (9.17). Izomorfizm (9.18) wy-
nika z (9.17), itd. O

LEMAT 9.6. Jesli a € R, to dim¢ g, = 1.
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Dowéd. Forma K jest nieosobliwa na g, @ g_., ale K|g, = 0, wiec
dim g, = dimg_,. Niech X,,Y,, H, beda jak w §2.1.1. Jedli dimg, > 1, to
istnieje Y € g_,, Y # 0, takie, ze (X,|Y) = 0; Lemat 9.3 daje [X,,Y] =0,
wiec ze wzgledu na reprezentacje dotaczong algebry s, w catej algebrze g
element Y jest pierwotny o wadze —2 bo ad(H,)Y = [H,,Y] = —2Y. Ale to
jest sprzeczne z tym, ze waga elementu pierwotnego w przestrzeni skonczenie

wymiarowej jest liczbg catkowita nieujemng, stad teza lematu. O
LEMAT 9.7. Jeslia € R i ka € R, to k=1 albo —1.
Dowdéd. Zob. dowéd Stwierdzenia 16.40 w [Wo] lub §8.4 w [31]. O

TWIERDZENIE 4. Stosujgc oznaczenia §2.1.1 mamy:
jesli a, B € R, to B(H,) € Z i 5 — B(Hy)a € R.

Dowéd. Niech Y € g5, Y # 01ip = B(Ha), to [Ha, Y] = pY, wiec ze
wzgledu na reprezentacje o : s, — End g wektor Y ma wage p, zatem 5(H,)
jest liczbg catkowita.

Niech

jeslip >0, to Z =o(Y,)'Y

jeslip <0, to Z =0(X,)PY
to, na mocy (9.19) i (9.20), jest Z # 0. Wida¢ od razu, ze [H,, Z] = —pZ.
Ogodlniej,

[H,Z) = (B(H) — pa(H))Z,
co dowodzi sie przez indukcje. Niech Z;, = o(Y,)* dla k > 0, to réwnosé
(9.26) [H, Z4) = (8(H) — ka(H))Z,
zachodzi dla k = 0: Zy =Y € gp, wiec [H, Zy| = B(H)Z,. Zakladajac, ze
(9.26) zachodzi dla k > 0, otrzymuje sie
(H, Zy) = (H, Yoo 0 (V) Y]] = [[H, Yal, Z4] + Yo [H, Zi]
= (B(H) = (k+ DalH)) Zisa

czyli (9.26) dla k + 1. O

STWIERDZENIE 9.8. Ograniczenie (|) do rzeczywistej przestrzeni wekto-
rowej hr = > ocr RH, jest formg dodatnio okreslong.

Dowdéd. Na podstawie definicji, jesli H, H' € bg, to
(H|H") =tr(ad(H) oad(H')), gdzie ad(H)W = [H, W], W € g.
Jako baze w algebrze g o randze ¢ mozna wziaé zbiér
{Hi,...,Hy, Xo,a € R}, gdzie X, € ga.
Wobec ad(H)Hy = 0 oraz ad(H)X, = a(H)X, jest ad(H) o ad(H") X, =
a(H)a(H') X, wiec (H|H') =Y cra(H)a(H"). Dla wektoréw bazy,
(Ha‘Hﬁ) = ZVGR’Y(Ha)'}/(Hﬁ) € Z.
Jesli H € bg, to
(H|H) = \cry(H)* 20,

wiec forma (| ) jest dodatnio okreslona. O
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WNIOSEK. Liczba n(8, a) = 2(«|f)/(co|) jest catkowita.

Istotnie, w oznaczeniach Lematu 9.3 jest a(H) = (Z,|H) oraz (o|f) =
(ZalZg). Wobec Hy||Zy 1 a(Hy) = (Za|Ha) = 2 otrzymuje sie
(ZalHa) _ ,(alB)

BlHa) = (Z5lHa) = (ZolZa) 751755 = 2ala)

a Twierdzenie 4 daje teraz teze wniosku.
2.1.3. Grupa Weyla. Niech a € R, € h*. Odwzorowanie liniowe

ra b =07, ro(B) =8 — B(Ha)
jest odbiciem w ptaszczyznie ker H, C h*, wiec izometria i r, o r, = id.

Definicja. Grupa Weyla W jest to podgrupa grupy GL(h*), generowana
przez wszystkie odbicia r,, o € R.

Na podstawie Twierdzenia 4 wida¢, ze grupa Weyla jest grupa permu-

tacji zbioru pierwiastkow. Dziatanie to, na ogoét, nie jest przechodnie, bo sg
pierwiastki réznej dtugosci.

2.2. Istnienie bazy Cartana.

LEMAT 9.9. Jesli o i 8 sq nieréwnoleglymi pierwiastkami i n(f, ) > 0,
to a — [ jest pierwiastkiem.

Dowéd. Wobec n(B,a) > 01 a ff S iloczyn n(8,a)n(a, ) = 4cos®p
nie moze by¢ réowny 0 ani 4, zatem n(a, 8) lub n(8,a) = 1. Jesli n(8, a) =
B(H,) = 1, to f — a € R na mocy Twierdzenia 4. Jedli n(a, 5) = 1, to
zamieniamy « i § miejscami. U

2.2.1. FElementy rozktadalne. Zbior pierwiastkow R jest skonczony, wiec
istnieje taki element T € b, ze dla kazdego o € R jest o(T') # 0. Niech

Rf ={a € Rla(T) >0}, R; ={—ala € Rf},
to
R =R} UR;.

Definicja. Element o € Rf nazywa si¢ rozkladalnym, jesli a = 3 + ,

gdzie 3,7 € Rf.

Niech St oznacza zbi6r wszystkich elementéw R, ktore sg nierozkladal-
ne.

LEMAT 9.10. Kazdy element zbioru R jest postaci
a=>,na; gdzie oy € Sy, n; =0 orazn; € Z.

Dowéd. Niech I C Rf bedzie zbiorem tych elementéw, ktére nie sa
tej postaci. Niech a € I bedzie takim elementem, ze dla kazdego o’ € [
jest &'(T') = «(T). Element « jest rozktadalny — gdyby nie byt, nalezatby
do Sy — wiec istniejg elementy 3,y € Rf takie, ze a = [ + 7, zatem
a(T) = B(T)+~(T), ale y(T) > 0, stad 5(T) < a(T): sprzecznosé dowodzi,
ze zbior I jest pusty. U

LEMAT 9.11. Jesli o, 8 € Sy i o # 3, to (a|B) < 0.
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Dowéd. 7 Lematu 9.9 wynika, ze jesli («|8) > 0,toy = a—f € R. Jedli

v € R}, to a = B + v jest rozkladalne, a jesli —y € Rf, to 8 = a + (=)
jest rozktadalne. U

LEMAT 9.12. Zbior Sy = {a, ..., a} jest liniowo niezalezny.
Dowdéd. Niech
(9.27) S Ny =0, N ER.
Definiujac
N* ={il1 <i</t, £\ >0}

mozna zapisa¢ (9.27) w postaci

def
ooy =Y vy =B, v > 0.
ieN+ ieN-

Stad
BIA) = (X pcul Y- viey) = > pvi(ailey)

iENT JEN— tENT jEN—

Na podstawie poprzedniego Lematu jest (a;|a;) < 0, stad (8]8) < 0, co
pociaga 8 = 0 i dowodzi liniowej niezaleznosci zbioru Sr. U

Podsumowujac, zachodzi

TWIERDZENIE 5. Zbior St elementow nierozktadalnych jest bazg Carta-
na. Na odwrot, jesli S jest bazg Cartana, a T jest takim elementem b, Ze
a(T) > 0 dla kazdego a € S, to S = Sy.

2.2.2. Macierz Cartana. Na podstawie Lematu 9.11, elementy macierzy
Cartana wzgledem bazy {aq, ..., .},

(i]ay)
(ajlery) <Z

nij:2

sa takie, ze jesli 7 # j, to n;; < 0. Wobec
ninj; = 4cos® p € {0,1,2,3} dlai # j
sg takie mozliwe wartosci poza diagonalnych elementéw macierze Cartana:

njz- = O —1,—2,—3 —1 —1



2. STRUKTURA POLPROSTYCH ALGEBR LIEGO 157

W szczegélnosei, dla algebr rangi 2 macierze Cartana sa

Ar x Ay (3 g)
v (B
= (4)
« (3

LEMAT 9.13. Niech o i 8 bedg nierownologtymi pierwiastkamsi, niech p
bedzie najwickszq liczbg calkowitq takq, Ze B — pa € R i niech q bedzie
najwiekszq liczbg catkowitq takq, Ze B + qo € R. Niech s, bedzie jak w
§ 2.1.1.

(i) Jesli —p < k < q — 1, to odwzorowanie

ad(Xa) : @p1ka — B+ (kt1)a

jest izomorfizmem.
(ii) Reprezentacja o : s, — End V', gdzie

V= gs1ka, o(X)Y =[X,Y], X €5,,Y €V,

keZ
jest nieprzywiedina, dimV =p+q+1 i B(H,) =p — q.

Dowéd. Przestrzenie ggiro s jednowymiarowe dla —p < k < ¢, co
dowodzi cz. (i). Wobec

[gzl:om g,@-i—ka] C gﬁJr(kil)om
element Xz, jest pierwotny, o(Y,)Xg_po = 0 oraz
U(Ha)Xﬁ+ka = B(Ha) + 2k dla —p< k< q.

Wagi elementéw
Xﬂ—pa) Xﬁ—(p—l)om s 7Xﬁ+qa

wynosza, odpowiednio,
B(Hy) —2p, B(Hy) —2p+2,...,08(H,) + 2q.

Kladac m = B(H,) + 2q otrzymujemy —m = 5(H,) — 2p, a stad
m=p+gq, B(Hy) =p—¢q, dimV =m+ 1. O

WNIOSEK. Jesli k > —n;j;, to a; + ka; nie jest pierwiastkiem.
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2.2.3. Podalgebra Borela. Niech R bedzie zbiorem pierwiastkéw dodat-
nich (zob. §1.6) wzgledem bazy Cartana S. Jedli

= P gia b=hon',
a€ERT
to
g=bdn"

i zachodzi

TWIERDZENIE 6. Przestrzenie nt in~ sq nilpotentnymi podalgebrami g.
Przestrzen b jest rozwigzalng podalgebrg g.

Dowéd. Niech X € n; dla kazdego k € Ni 3 € h* jest
ad(X)*(gs) € D 9prarttan

a;€RT
Dla dostatecznie duzego k, element S+ a; + - - -+ oy jest # 0 1 nie nalezy do
R, wieC gp1a1+-+a, = {0}, co pokazuje, ze X jest nilpotentne. Na podstawie
Twierdzenia Engela (§2.2.2 w Rozdz. VIII) wynika stad, ze podalgebra n™
jest nilpotentna; podobnie dla n~. Wobec [h, n*] = n™, mamy

[h+n"b+n"]=[bb]+[h,n']+ " n"] Cn.

Dla odpowiednio duzego p € N jest DPn™ = {0}, wiec takze DPb = 0, czyli:
algebra b jest rozwiazalna. O

3. Normalizacja Chevalleya i formy rzeczywiste

3.1. Normalizacja Chevalleya. Majac baz¢ Cartana (aq,...,qp) i
elementy X, € ga,a € R, speliajace (9.5) i (9.13), mozna utworzy¢ baze
(H;, X,) algebry g ktadac H;, = H,,. Komutatory elementéw tej bazy sa
postaci

(9.28) (H,, H;] =0, i,j=1,...,¢
(9.29) [H;, X.| = a(H;) X,

H, jeslia+p=0
(9.30) [Xo, X5 =40 jesliO£a+B &R

NopXorp jesia+pBeER

Na podstawie definicji bazy Cartana wida¢, ze o(H;) jest liczba catkowita.
Zachodzi

TWIERDZENIE (Chevalley). Mozna wybraé elementy X, tak, ze
(9.31) N_o_p=—N,s oraz N,g€Z.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w pracy Chevalleya [11] i w ksiaz-
ce Wojtynskiego [Wo]. Tutaj zamiast dowodu zilustrujemy twierdzenie przy-
ktadem algebry sl(¢ + 1,C), zob. §1.8. Pierwiastki «;; sa takie, ze

aij(diag{As, ..., Ae}) = Xi = Ay, @ # g
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Suma a;; + ay jest pierwiastkiem < j = k albo i = [. Wybierajac X,,, =
Eij € ga,;; otrzymujemy

[Eija E]k] = Eik; WiQC Nij,jk =1

[Eji, Exj] = —Epi,  wige Njjgj = —1.

3.2. Formy rzeczywiste.

TWIERDZENIE 7. KaZda polprosta algebra Liego ma przynajmniej dwie
formy rzeczywiste.

Dowéd. Niech (H;, X,) bedzie baza algebry poéiprostej g, spelniajaca
warunki normalizacji Chevalleya (9.31). Niech

(9.32) (= D R(Xo— X_o),
a€ERT

(9.33) m=br & P R(X,+X_,).
a€ERT

Nastepujace dwie algebry sg rzeczywiste, a ich kompleksyfikacje sg izomor-
ficzne g:

(9.34) g =[dm,
(9.35) go = [@im
Korzystajac z (9.28) i N_, _g = —N, 3 pokazujemy, ze
[m,m] C I
[[Lm] C m,
L1 cl. O

Pamigtajac o tym, ze przestrzenie @ae R+ 0ol @ae R- @a S8 zerowe wzgle-
dem formy Killinga, wida¢, ze indeks tej formy, ograniczonej do g, jest
rowny randze ¢ algebry.

Forma Killinga jest ujemnie okreslona na ibgr, a takze na pozostatych
sktadnikach sumy (9.35) gdyz np.

(X — X_o|Xa — X_0) = —2(Xa|X_a) < 0.

Rozktad (9.34) bywa nazywany rozkladem Cartana drugiego rodzaju rzeczy-
wistej, pdtprostej algebry gy, zob. Rozdz. 16 §13 w [Wo|.

PrzYKEAD 9.1. Niech g = sl({+1,R), tog=C®g; =sl({+1,C). Na
podstawie definicji

su({+1)={Besl({+1,C)| B'+ B =0}
sprawdzamy, ze go = su(f+ 1) jest forma rzeczywista algebry g: jesli A € g,
to jest rozktad A = A" +1A”, gdzie
A- Af A+ AT

oraz A’ = .
2 21

A/

nalezg do gs.
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Pamietajac, ze A* oznacza macierz transponowang wzgledem A, ktadzie-
my
[=gNgs=s0(/+1)={Aecg | A+ A" =0},
m={Aecg |A=A"}

i otrzymujemy rozktady (9.34) i (9.35) dla algebr sl(¢ + 1,R) i su(f + 1).
3.3. Zwarte algebry Liego. W tym paragrafie g oznacza skonczenie

wymiarowa rzeczywistg algebre Liego.

Definicja. Algebra Liego g nazywa sie zwartq jesli istnieje zwarta grupa
Liego G taka, ze G' = g.

Na przyktad algebra przemienna R jest zwarta, bo jest algebra Liego
zwartej grupy U(1), natomiast algebra sl(2, R) nie jest zwarta.

STWIERDZENIE 9.14. Jesli algebra g jest zwarta, to istnieje niezmienni-
cza, biliniowa, symetryczna i okreslona forma na g.

Dowéd. Niech G bedzie zwarta grupa Liego taka, ze G’ = g i niech
X : g x g — R bedzie dowolng biliniowa, symetryczng i okreslong forma.
Na grupie G mamy okreslone catkowanie,

[ f@da, [ fa)da=1.

ktore jest niezmiennicze,

/G f(a)da = /G f(ab) da = /G f(ba)da, dla kazdego b € G.
[loczyn skalarny
(A|B) = /G K (ad(a)A, ad(a)B)da, A,B€g
jest niezmienniczy i okreslony. O

STWIERDZENIE 9.15. Jesli g jest potprostq, zwartg algebrg Liego, to jej
forma Killinga jest ujemnie okreslona.

Dowdéd. Skoro g jest zwarta, to ma niezmiennicza, okreslong forme bi-
liniowa (|). Obieramy baze (e;) w g, ortonormalna wzgledem tej formy,
(eilej) = 0;;. Niezmienniczo$¢ tej formy pociaga
(9.36) ([A, elle;) + (eil[A,e5]) = 0
dla kazdego A € g. Niech ad(A)e; = >y, exAgi, to z (9.36) wynika A;;+A;; =
0. Dalej,

ad(A) oad(A)e; = >kt €A Ak,
wiec
tr (ad(A) o ad(A)) = Xy A = — Xip Az, < 0. O

Dowodzi sie takze, iz jesli algebra Liego posiada okre$long forme nie-
zmiennicza, to jest zwarta. Wynika stad, ze forma rzeczywista (9.35) jest
zwarta.
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4. Reprezentacje polprostych algebr Liego

Opis reprezentacji algebr potprostych uogdlnia przedstawiony tu wcze-
$niej opis dla algebry sl(2,C), zob. §7 w Rozdz. VIII.

Uzywamy oznaczen jak w §2, wiec b jest podalgebra Cartana algebry g,
S ={ai,...,a} —baza Cartana, R (R") — zbiorem pierwiastkéw (pierwiat-
kéw dodatnich). Jeslia € R, to X, € go 1Y, € g oraz [X,, Ya] = H, na-
lezy do h. Piszemy takze X; = X,,, Y, =Y,, oraz H, = H,, dlai=1,... (.

Zamiast méwié, ze o : g — EndV jest reprezentacja, mozna méwié, ze
V' jest modulem nad g (,,g-modutem”) i pisa¢ Av zamiast o(A)v, A € g,
ve V. Jesli w € h*, to

Vo={veV|Hv=w(H)v dlakazdego H € b.}
Jesli V,, # {0}, to méwi sie, ze w jest wagg w V i ze v € V. ma wage w.

Wymiar przestrzeni V,, nazywa sie krotnoscig w.

STWIERDZENIE 9.16. Jesli a € R, to g,V.,, C Viyia, a suma prosta V' =
D, V., jest podmodutem modutu V.

Dowéd. Jak w Lemacie 9.2. O

Element v € V* taki, ze X,v = 0 dla kazdego a € R* (wystarczy:
X,;v = 0 dla kazdego i) nazywa sie elementem pierwotnym o wadze w.

STWIERDZENIE 9.17. Jesli V' jest g-modutem, a v € V jest elementem
pierwotnym o wadze w oraz E = U(g)v C V, to
(i) E jest podmodutem (tzn. nosnikiem reprezentacji algebry g) i

E =span{Yy" ... Yz v} gdzie ;€ R", m; €N;
(i) wagi elementow E sq postaci
(9.37) w— Yt piay, pi €N;
(iii) w jest wagq o krotnosci 1;
(iv) podmodul E jest nierozktadalny.

Szkic dowodu. (i) Majac wyrazenie postaci XY ... XY ... Yv, gdzie wszy-
stkie, na ogét rézne, elementy X € Docpt 9o i Y € Dacrt 9o, Uzywajac
regut komutacyjnych przenosimy X na prawo i korzystamy z Xv = 0;

(ii) Na mocy Stwierdzenia 9.16 waga elementu Y, v jest w — o, wiec waga
elementu Y2 ... Y "0 jest w — 3, mif3;, ale B = 30; lijay, gdzie a; € S

(iii) v jest elementem o krotnosci 1 bo, na mocy (ii), réwno$¢ w —
> mifi = w pociaga m; = 0;

(iv) Istotnie, niech E' = E; @ E; i odpowiednio v = v + vy, to

Xov1 + Xqve = Xv =0

oraz
w(H)v = w(H)v, + w(H )y,
gdyby vy i vy # 0, to przeczyloby to (iii), wiec E; albo Ey = {0}. O
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TWIERDZENIE 8. Jesli V' jest nierozktadalnym g-modutem, zawierajgcym
element pierwotny v o wadze w, to

(i) kazdy element pierwotny o tej samej wadze jest proporcjonalny do v;
jego waga nazywa sie najwieksza albo dominujaca,;

(ii) wagi elementow V' sq postaci (9.37);

(iii) dwa nieprzywiedine g-moduty Vi i Vs, zawierajgce elementy pierwot-
ne o wagach wy 1wy, sq izomorficzne wtedy, i tylko wtedy, gdy wy = ws.

Szkic dowodu. (i) i (ii) Istotnie, £ = U(g)v = V bo V jest nieprzywiedl-
ny; mozemy zastosowaé czesé (ii) Stwierdzenia 9.17, wiec jesli v’ jest elemen-
tem pierwotnym o wadze w’, to W' = w — Y p;ay, ale takze w = W' — 3 Play,
stad p; = 0;

(iii) Jedli istnieje izomorfizm f : Vi — Vi, f(Xv) = Xf(v), v € Vi,
X €g,t0o Hf(v1) = f(Hvi) = flwi(H)v1) = wi(H) [f(v1) oraz X f(v1) =0
dla o € R, wiec vy = f(v1) jest elementem pierwotnym V5 o wadze wy = wy;
na odwrdét, majac elementy pierwotne vy € Vi i vy € Vs, oba o tej samej
wadze, rozpatrujemy v = vy + vy € V = V) &V, oraz E = U(g)v; rzut
V — V;, 1 = 1,2 rozszerza sie do izomorfizmu E — V;, wiec moduty V; i V5
sg izomorficzne. O

TWIERDZENIE 9. Niech V' bedzie g-modutem skoriczonego wymiaru, to

(i) istnieje rozktad V = Dy Vs

(ii) jesli w jest wagq, to w(H,) € Z dla kazdego o € R;

(iii) jesli V' # {0}, to V' zawiera element pierwotny;

(iv) jesli V' jest generowany przez element pierwotny, to jest nierozkla-
dalny.

Szkic dowodu.
(i) Jesli m # 7', to VNV = {0};
(ii) Istotnie, niech a € R*,

(9.38) s, = span {X,.Ys,, H,} = s1(2,C),

to V jest s,-modutem skonczonego wymiaru, wiec wartosci wtasne H, sa
liczbami catkowitymi, czyli 7(H,) € Z;

(iii) Dowéd przebiega jak dla s((2, C);

(iv) Jedli V jest generowany przez element pierwotny v, V = U(g)v, to
V' jest nierozkladalny, co wynika z czesci (iv) Stwierdzenia 9.17. O

TWIERDZENIE 10. Niech V bedzie g-modutem nieprzywiedlnym, zawie-
rajgcym element o najwiekszej wadze w, to V' jest skoriczenie wymiarowy
wtedy, i tylko wtedy, gdy dla kazdego o € RT jest w(H,) € N.

Szkic dowodu. Warunek jest konieczny, bo element pierwotny v modutu
V jest takze elementem pierwotnym podalgebry (9.38); warunek jest dosta-
teczny, co wynika z czesci (ii) Twierdzenia 9. O

Wagi podstawowe. Niech (w;) bedzie baza h* dualng wzgledem bazy (H,),
(Hi,wj) =045, 4,) =1,...,0. Wagi w;,i = 1,...,{, nazywaja si¢ podstawo-
wymi (fundamentalnymi), a odpowiadajace im reprezentacje — reprezenta-
cjami podstawowymd.
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Majac g-moduty V; i V5 mozna utworzy¢ g-moduty Vi & Vo i Vi ® V5.
JeSlivg € Vi iwg € Vs, to X(v; @ vg) = (Xv1) ® vg + v1 @ Xvg. Podobnie
dla A\ V:

XA Avy) =S50 A= AXvi A Ay
Majac reprezentacje g — End V' definiujemy modut dualny g — V* przez
X — —X* (bo [X,Y]" = —[X*,Y"]).

Zalézmy, ze znamy reprezentacje podstawowe V;, o wektorach z najwiek-
sza waga v;, 1 = 1,... 0,

H’Ui = wi<H)Ui, He f)
Mozemy utworzy¢ g-modut

p1 pe
(9.39) RV @@V, peN
i wziagc
U:®p101®"‘®®pevg
tak, ze
Hv = (proy + -+ - + pewog) (H )v.

Stad: g-modut E' = U(g)v jest no$nikiem reprezentacji o wadze pycoy +- - -+
betoy.-

Iloczyn v®@v®- - - ®wv jest tensorem symetrycznym; ta wtasnosé¢ symetrii
zachowuje sie przy dziataniu elementéw U(g), np.

X(v®v®---®v):(Xv)®v®---®v+---+v®v®---®Xv

tez jest tensorem symetrycznym. Wynika stad, ze w iloczynie (9.39) wystar-

czy uzywaé symetrycznych iloczynéw tensorowych SPV'| zob. §2.5 w Rozdz.
L.

5. Przyklady reprezentacji

5.1. Reprezentacje algebry A, = sl({ + 1,C).

5.1.1. Niech g = sl(¢ + 1,C). Uzywajac oznaczen §1.8, jako baze prze-
strzeni h mozna wzia¢ (Hy, ..., Hy), gdzie H; jest dane przez (9.10). Na
podstawie (9.11) wida¢, ze baza dualna (w;) spetnia

Np. dla reprezentacji definiujacej algebre sl(¢ + 1,C) w V = C**! wektor
e1 jest pierwotny, bo jest anihilowany przez X; = FE;;1;1 dla wszystkich
1=1,...,0. Wobec He; = )\, jego waga jest w;. Ogdlnie, reprezentacja tej
algebry w A* V,k=1,...,¢, ma jako wektor pierwotny e; A --- A e, i wage
w}, co widaé z
H(eyN---Neg) =Hey A---Neg+---+eg A---ANHep = wip(H)er A -+ - Ney
oraz
Xiej = Lji1€5 = 5i+1j€i = €51

wiec X;(e3 A--- Aeg) =0 dla kazdego i oraz k=1,... /.

Reprezentacje podstawowe mozna zaznaczaé na diagramie Dynkina:

O
v AV NV
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5.1.2. Grupa SU(3), ktérej algebra Liego jest su(3) C sl(3,C) odgrywa
wazna role w teorii silnych oddziatywan (grupa , koloru”). SU(3) zachowuje
forme hermitowska h : V — V*. Reprezentacja definiujgca V' = C* opisu-
je kwarki, a reprezentacja V*, rownowazna V — antykwarki. Rozktadajac
iloczyn tensorowy V ® V* = End V' na sktadowe nieprzywiedlne,

EndV =C@®EndyV, gdzie EndyV ={A€EndV |trA =0},

wiec dimc Endg V' = 8, otrzymuje sie reprezentacje trywialng (skalarna),
odpowiadajaca mezonowi 7’ oraz reprezentacje oémiowymiarowa (oktet me-
zonow: cztery K, trzy w1 ng).

Bariony buduje si¢ z trzech kwarkow,

Vo(VeV)=Ve (N VaesV), ANV~V
=C®Endy V& S*V @®End,V,

5.2. Reprezentacje algebry B, = s0(2¢+ 1,C). Wszystkie reprezen-
tacje podstawowe algebr By i D, wygodnie jest zrealizowa¢ w odpowiednich
algebrach Clifforda, zob. §2.7 w Rozdz. 1.

5.2.1. Pokazemy, ze reprezentacje podstawowe algebry B, sg jak naste-

puje:

o
(o)

O
v ANV ATV s

Tutaj V = C**1 a S jest 2-wymiarows reprezentacja spinorows. Al-
gebre g = 50(2¢ + 1,C) mozna utozsamié¢ z A°V = [V, V] C Clo(20 + 1).
Przestrzen V zanurzamy w (fy(2¢+ 1) tak, jak to zostato opisane na str. 33.

5.2.2. Niech teraz (eq, ..., e91) bedzie baza ortonormalna w V.

Wprowadzamy rozktad Witta przestrzeni V' C Clp(2¢ + 1), jak w §2.7.4
na str. 34. W tym celu konstruujemy baze zerowa (Witta)

(kl, ceey k@, ll, ce ,lg, 62@+1),

ktadac
ki = %(622‘_1 + 1622‘), lz = %(621‘_1 - 1621'), 1= 1, .. .g,
tak, ze
k’z‘k’j + kjkil = 0, lzl] + ljlz = 0, kzl] + l]kz = 6ij7
gdzie iloczyny wektoréw obliczane sg w algebrze Clifforda. Podprzestrzenie
K =span{ky,... .k}, L=span{ly,..., l;}

sg prostopadte do egpi 1, catkowicie zerowe i maksymalnego wymiaru oraz
zachodzi rozklad Witta (1.37). Jako baze w algebrze [V, V] mozna wzigé
zbiér £(2¢ + 1) elementow

(9.40) kik;, Lly, kily, Liky, (1<i<j<0O),  hli—lk (i=1,....0)
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oraz
Kiegeyr 1 liegepr, (i=1,....0).

5.2.3. Podalgebra Cartana h C [K, L] sklada si¢ ze wszystkich elemen-
tow postaci

H=3%" W[k, L], \eC.

Baza (g;) w h* moze by¢ okreslona przez ¢;(H) = \;. Aby znalez¢ pierwiastki
obliczamy [H, k;k;], [H, k;l;], itd. Np.

Te i podobne rachunki prowadza do

(9.41) [H, kik;] = (N + N\j)kik;,
(9.42) [H, L] = — (N + ALy,
(9.43) (H, kil;] = (N — A\j)kil;,
(9.44) [H, Lik;] = —(Ni — X)Lk,
(9.45) [H, kiearr1] = Nikieapsr
(9.46) [H, liea041] = —Nilieaps1.

5.2.4. Pierwiastki i baza Cartana. Wynika stad, ze pierwiastki sg postaci
g 1<i<l), e +¢j, ei—¢g;, —gi+e, ——¢g;, (A1<i<j<U).
Jako baze Cartana mozna wzia¢ formy
p = €] — €9, Qg =Ey—E3,...,0y_1 =Er_1 —Ey OraZ Qy = &y.

Pierwiastki dodatnie to g; (1 <i < /) oraze; +¢;i¢, —¢; (1<i<j <),
mianowicie

€ =0+ o1+ .. + oy,
ei—éj:ozi+ozi+1—|—---+ozj_1 dla Z<]

Na podstawie (9.41)-(9.46) widaé, ze podprzestrzen (Dycr+ go C g ma jako
baze zbiér £? elementéw

Obliczajac X~ (c;) otrzymujemy
:l[ki>l']_%[ki+l7li+l] (Z:Lag_l)a

Hy =l[ke, ]
Z warunku (H;, w;) = J;; znajdujemy wagi podstawowe,
(9.48) wi=¢e1+--+¢g da i<l-1,
(9.49) we=1(e1 4 +ep).

Teraz mozemy zrealizowaé¢ odpowiadajace tym wagom reprezentacje. Po-
mocny jest
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LEMAT 9.18. Jesli

X e N’V =[V,V] C C(V,h)

we A"V cav,n),
to [X,W]e N'V.
Istotnie, jesli X € N’ V, to
a(t) = exptX € Spin(V, h),
wiec
a(t)Wa(t)™ e N*V.
Rézniczkujac a(t)Wa(t) ™! wzgledem t w punkcie t = 0 otrzymuje sie [ X, W].

Reprezentacja ¢ definiujaca algebre g = [V, V] dana jest jako homomor-
fizm

s:[V,V] = EndV, ¢(X)v=[X,v], Xe[V,V],veV.
Wektor vy = k; ma wage w;

S(Hyvi = [H, k] = [3Ai [k, 1], k] = wi (H)

i jest pierwotny, gdyz jesli X jest jednym z wektoréw (9.47), to ¢(X)k; = 0.

Ogodlniej, wektor
v, = kiks ... k. czyli (zob. (1.35) na str. 32) ki Ako A--- Ak,

jest pierwotny dla kazdegor = 1,...,¢. Dla kazdegor = 1,...,2¢+1 mozna
utworzy¢ reprezentacje

A"¢:g— End A"V
taka, ze jeSli X € [V,V]iuy,...,u. €V, to
ANG(X)(ug A+ Auy) = ((X)ug) Ao Ay 4+ +ug A= Ag(X)u,.
Jesli r < ¢, to r-wektor v, ma wage w, gdyz

Ns(H)v, =[H, ky| N Nkp+---+ ki A AN[H, k]
=AM+ -+ N, = @ (H)v,.

Ale dla r = ¢ wobec (9.49) mamy
/\ZG(H)’UK = ZWg(H)’Ug,

wiec reprezentacja A‘s nie jest podstawowa.
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5.2.5. Reprezentacja spinorowa. Reprezentacje podstawowa o wadze oy
realizujemy, jako reprezentacje w przestrzeni spinoréw, w prosty sposéb
uogdblniajagc konstrukcje przedstawiong w §1.2.

Rozszerzajac zanurzenie V' — Cly(2¢ + 1) do zanurzenia

N L — Clo(20+ 1),
definiujemy przestrzen spinoréw
S = A Lv, C Cly(20 + 1) = C(2°),

ktéra jest minimalnym lewym ideatem algebry Cly(2¢ 4 1). Istotnie, pamie-
tajac o zanurzeniu (1.38) mamy

KANLc(ANL)Ke& /AL, LALCANL,
oraz
= covegprea =ik Ik =1) . (ke+ 1) (ke—1,) e NKN\L
eas1 = €1€2... €90 16 =1 (k1 +10) (k1 —1l1) ... (ke+1o)(ke— 1) € )

wiec, dla kazdego v € V' C Cly(20 + 1), zachodzi vS C S.
Reprezentacja spinorowa o : [V, V] — End S dana jest wzorem

o(X)p=X.p, gdzie X e[V,V]CCl(20+1), p€S,

a kropka oznacza mnozenie elementéw (parzystej) algebry Clifforda — czyli
macierzy nalezacych do C(2°).

Spinor vy = ky ...k jest pierwotnym elementem o wadze w, gdyz, dla
kazdego i, zachodzi [k;, [;|k; = k;, wigc

o(H)ve =11 2Ni[ki, Lk .. ke
:%()\1 —+ 4 )\g)k?l e ]{Ig = ’Wg(H)Ug,
oraz, jesli X jest jednym z elementéw (9.47), to o(X)v, = 0.

5.3. Reprezentacje algebry C, = sp(2/,C). Na podstawie Przykta-
du 1.12 (str. 23) wiemy, ze symplektyczna algebra Liego g = sp(2¢, C) sktada
sie ze wszystkich macierzy

(9.50) <g _ik) € C(20), A B,CeC),

takich, ze macierze B i C sg symetryczne, B* = B i C = C*. Podalgebra
Cartana

A0 .
h= {<O —/1) | A =diag{\,..., A} CC(¢)}
jest f~wymiarowa. Stosujac oznaczenia takie jak w ustepie 1.8 i ktadac
E; = Eii — Eitgite,
element podalgebry Cartana mozna zapisa¢ w postaci

H=Y \E,

i wprowadzi¢ baze (g;) przestrzeni h* taka, ze
<H75i>:>\i; ’lIl,,g
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(€i)1,..¢ a z warunku (H;,w;) = J;; — wagi podstawowe, mianowicie w; =
81—|—"'+€i,i:1,...,£.
Obliczjac komutatory takie jak [H, E;¢y 4+ Ej 4] znajdujemy pierwiastki:

252', —281' (]_ <1< g),

eitej, € —¢j, —(ei+¢€;), —(&—€j),
oraz baze¢ Cartana
)y = €1 —€9,...,0p_1 = Ey_1 — Ey, Oy = 26.
Dodatnie pierwiastki to 2¢; oraz ; £ ¢;, i < j. Np.
2e1 = 2(0q + -+ apq) + ay.

Ktadac

H; = X ()
otrzymujemy baze (H;) podalgebry Cartana,

H, =FE, —F,,, dlai=1,....,¢—1oraz H, = E,.
Z réwnosci
H=Y!" A+ -+ X)H; oraz (H;w;) =0

otrzymujemy wagi podstawowe,

wi=e1+--+e, i=1,...,/L

Diagram Dynkina algebry C, jest postaci o o— - o 0

Niech o : 5p(2¢,C) — End V', V = C%*, bedzie reprezentacja definiujaca;
jest ona nieprzywiedlna, element e; € V jest pierwotny i ma wage w;.
Reprezentacja AFo : sp(2¢,C) — End A"V dla k = 2, ..., ¢ jest rozktadalna
i zawiera sktadowa podstawowa o wadze wy; zob. Rozdz. VIII §13.3 w [Bb]
lub §17.2 w [21].

5.4. Reprezentacje algebry D, = s0(2¢,C). Pokazemy, ze dla ¢ > 3
podstawowe reprezentacje algebry g = s0(2¢, C) sa jak nastepuje:

S

O

v NV ATV

S_
Tutaj V = C?%, a S, i S_ to dwie przestrzenie (reprezentacje) spinoréw
(Weyla), obie o wymiarze 2. Konstrukcje przebiegaja podobnie jak dla

algebr By. Uzywamy zanurzenia przestrzeni V' w algebre Clifforda C/(2¢) =
C(2).
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5.4.1. Algebre¢ D, mozna utozsamic¢ z [V, V] C C/(2¢,C). Wprowadzamy
w V' baze Witta (kq,..., ke, b1, ..., 1), gdzie wektory zerowe k; oraz l; (i =
1,...,0), sa takie jak w § 5.2.2. Rozktad Witta jest V = K @ L. Jako baze
w D, mozna wzigé zbiér £(2¢ — 1) elementéw (9.40). Podalgebra Cartana b
i baza przestrzeni h* sg takie jak dla B,, zob. §5.2.3. Pierwiastki sa postaci

€ +€j, € —¢€j —&+¢E&;, —& —E&j 1< J.
Jako baze Cartana mozna wzigc
| = €1 —E9, Qg =E9 —E3,...,0y_1 = Ey_1 — Ep Oraz Qy = Ep_1 + &y.
Pierwiastki dodatnie sg postaci €; +¢; i g; — ¢; dla ¢ < j, mianowicie
gi—gj=0;+ i +--+ao;; dla 1<y
oraz
gitej=ei—¢cj+2€;—e)toy+a da j<LO-2
giter1=;+a1+--+a dla i<l—1,
giter=c;+a 1+ -+apost+a dla i<l—1
Er_1 + Er =qy.
Podprzestrzen (Dacp+ §o C g ma jako baze zbiér £(£ — 1) elementéw
kikj, kil; (1<i<j<U{).
Podobnie jak w §5.2.4 otrzymujemy
H; =Lk, 1] — Skipr, L] dla i=1,...,0—1,
Hy =1lke—1, li—1] + L[ke, L.
Z warunku (H;, w;) = J;; znajdujemy wagi podstawowe,
w;=e1+--+¢g dla i< l—2,
w1 = %(51 + s — ),
wy = 3(e1+ -+ -1 + &)

Reprezentacje podstawowe buduje si¢ podobnie jak dla algebr B,. Ogol-
nie, dla kazdego i = 1, ..., ¢ jest reprezentacja w /\" V z wektorem pierwot-
nym v; = ky...k;. Dla i < ¢ — 2 ta reprezentacja jest nierozktadalna i ma
wage w;.

Reprezentacje w ATV i ATV nie sg podstawowe,

[H, Ug_l] = (Wg_l + Wg)(H)Ug_l, [H, Ug] = QWg(H)Ug.

5.4.2. (-wektory samo- antysamo-dualne. Niech n € AN* v bedzie ele-
mentem objetosci unormowanym tak, ze n? = 1. Zastepujac, w razie potrze-
by, element n przez —n, mozna uzyskac

(9.51) nky .. ke = k... k.
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Przestrzen /A" V rozklada sie na przestrzenie /-wektoréw samo- i antysamo-
dualnych,

ANV =NALavALY,
ALV ={we ANV |nw=+w)
Jesli
Xc[V,V], to nXn'=X,
a stad, dla w € AN jest
n[X, w] = [X, n.w]

czyli: dziatanie X zachowuje samo- (antysamo-) dualno$é ¢-wektoréw, wiec
reprezentacja /\ rozktada sie,

AN=AN,aA_, AL:[V,V] 5 EndALV.

Element v, = ky ... ks jest wektorem dominujacym reprezentacji /\i 0

wadze 2wy, a wektor ky ...k, 1l, odgrywa taka role dla reprezentacji /\Z_ i
ma wage 2twy_q.

5.4.3. Reprezentacje spinorowe. Rozkladamy przestrzen /\ L na pod-
przestrzenie multiwekorow parzystego i nieparzystego stopnia,

/\ L - /\+ L@/\ L_7 /\+ L - ZOQQ})QZ /\2p L, /\_ L - ZO<2p<€ /\2p+1 L7

dim AT L =dim A~ L =21,
i definiujemy 2°~'-wymiarowe przestrzenie spinoréw jako
Sy = ANF Lkiks. .. ke C CU20,C).
Wobec n A" Ly~ = + A" L oraz (9.51) mamy: jedli ¢ € Sy iv € V, to
n.¢ ==+¢ oraz v.¢p € Se.

Wynika stad, ze [V, V].Sy C Si, mozna wiec zdefiniowaé reprezentacje al-
gebry [V, V] w przestrzeniach S, i S_ przez mnozenie w algebrze Clifforda:
jesli X € [V,V]ip € Sg, to X.p € Si. Spinor ¢y = ky... ke € S, jest
elementem pierwotnym o wadze wo,. Podobnie spinor ¢y_1 = lyky ...k, € S_
ma wage wy_1. Oba te spinory sa czyste (pure, lub simple w terminologii
Cartana [10]). Ogdélniej, spinor ¢ # 0 jest czysty jesli przestrzen

(veV|vp=0}

— ktora jest catkowicie zerowa — jest maksymalnego wymiaru, tzn. £ jesli
dim V' = 2¢ albo 2¢ + 1.
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6. Diagramy Dynkina i wymiary algebr E, F, G

Es o——<}——I——4}——o 78
E- o——<>——I——«}——{»——o 133

Es o——«r——I——«>——o——4}——o 248

Fy o—o==0—o0 52
G, ==0
Zadania

ZADANIE 9.1. Wiedzac, ze reprezentacja A\“V (V = C) algebry D, =
s50(2¢, C) rozktada si¢ na sume dwoch reprezentacji nieprzywiedlnych, zna-
lez¢ wagi dominujace obu tych reprezentacji.

ZADANIE 9.2. Pokazaé,ze reprezentacja Ay algebry, o ktérej mowa
w poprzednim zadaniu, wystepuje w rozktadzie na sktadniki nieprzywiedlne
iloczynu S, ® S_ reprezentacji spinorowych. W szczegdlnosci, dla ¢ = 2,
reprezentacja S, ® S_ jest rownowazna V.
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maksymalny, 130
transpozycja, 6
twierdzenie
Cayley, 45
Darboux, 140
Engela, 127
Lagrange’a, 8
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zgodno$é¢ map, 90

o reprezentacjach grup skoriczonych,
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0 wymiarze reprezentacji, 76

Petera-Weyla, 121

podstawowe o grupach Liego, 111

uktad wspélrzednych, 90

waga, 133, 161
dominujaca, 162
podstawowa, 162

walencja tensora, 17

warstwa, 8

warto$é wlasna, 36

wektor
pionowy, 119
Rungego—Lenza, 145
wlasny, 36

wiazka
gtéwna, 114
stowarzyszona, 115
wléknista, 94

wiazka gltéwna
trywialna, 115

wiazki Hopfa, 95

wielomian charakterystyczny, 37, 127

wymiar
algebry Liego, 102
grupy Liego, 102
reprezentacji, 61
rozmaitosci, 90

wyznacznik
endomorfizmu, 35
macierzy, 36

wzér

Cauchy’ego-Frobeniusa, 48

Younga
diagram, 87
tablica, 87
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