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Spinory u Starozytnych Grekéw

Prehistoria: Euler, Hamilton, Cayley, Clifford, Lipschitz

Historia: Cartan, Pauli, Dirac, van der Waerden, Fock, Weyl, Chevalley

Algebry Clifforda, zegar spinorowy

Rézniczkowanie kowariantne i struktury spin

Penrose: zastosowania w OTW, twistory, tw. Kerra, rozwigzania réwnan
czastek o masie 0

Starozytni Grecy mogli byli odkry¢ spinory

Réwnanie Pitagorasa
-y +22=0

(y;x yix>:2<§>(p 0), (G1)

co daje znalezione okoto 2400 lat temu przez EUKLIDESa rozwiazanie

jest rbwnowazne

r=q¢-p’ y=p"+¢ z=2pq
Stad: w R3 z formg kwadratowa o sygnaturze (2, 1) jest

wektor zerowy = (spinor)?.

Czego jeszcze mozna nauczy¢ sie od Euklidesa?
1. Grupa Spin(1,2)

Mnozac (G1) z lewej strony przez macierz a € SL(2,R) i z prawej przez macierz
transponowang a*, obliczajac det otrzymuje sie

1 — Zy — SL(2,R) = Spiny(1,2) — SO¢(1,2) — 1.



2. Idea algebr CLIFFORDa

Mnozac (G1) z lewej strony przez macierz

(0 -1
‘1 o
i podnoszac do kwadratu,

(mfy szy>2(x2y2+22) <é (1)) (G2)

otrzymuje si¢ linearyzacje formy kwadratowej oraz C/T(1,2) = R(2).
3. Nietrywialna topologia

Obrét w plaszczyZnie (p, q) o kat ¢ indukuje obrét w plaszczyZnie (z,z) o kat
2¢: ,spinory zmieniaja znak pod wplywem obrotu o 27”.

4. Macierze Pauliego

Wprowadzajac liczby zespolone i zastepujac w (G2) liczbe y przez —iy otrzymuje
sie

zx—iy) _ °o_ 2., .2 2
(x—i—iy _, ) =20, +yoy + 20, (or)° = (z°+y" +2°)I.
5. Spin(3)=SU(2)

Macierz or jest hermitowska, wiec aora' tez; jedli a € SU(2), to afa = I, wiec

(aora®)? = (or)%.

Prehistoria spinoréw zaczyna sie od EULERa

Leonhard Euler znalazl w 1770 roku wymierne przedstawienie obrotu (z,y, z) —
(2',y,2’") przy pomocy wzoru réwnowaznego

or—or' =+ ¢+ + %) WWorlT, (E)
gdzie

_(p+is r+ig _ 2,2, .2, 2
U_<—r+iq p—is)’ detU =p*+¢" +r"+ 5" #0,

wiec a = U/y/p>+¢*>+1r2 +s2 € SU(2) i réwnanie (E) okregla SU(2) jako
podwéjne nakrycie SO(3). Praca Eulera, napisana po lacinie, dostepna jest w
jego Opera Omnia:



Kwaterniony i grupy Spin: HAMILTON 1844 i CAYLEY 1855

Niech X = t+iz+jy+kz € H, to XX = t> 4+ 22 4+ y? + 22. Niech a i b beda
jednostkowymi kwaternionami, aa = 1 i bb = 1.

Hamilton zauwazyl, ze jesli X jest czysto urojone, tzn t = 0, to X’ = aXa
tez i X’ X’ = XX, co pokazuje, ze

Spin(3) = Sp(1).

Wiadomo, ze Sp(1) = SU(2).
Cayley pokazal wiecej: dla dowolnego X € H oraz X’ = aXb jest X'X' = XX,
co daje

Spin(4) = Sp(1) x Sp(1).

Algebry i grupy Clifforda: CLIFFORD 1878 i LIPSCHITZ 1886

Clifford wprowadzil swoje ,,geometryczne algebry” jako uogélnienie: z jednej
strony algebr C i H, a z drugiej - algebr Grassmanna.

Mnozenie zewnetrzne wektoréw z,y, spelniajace zy + yzr = 0 w AV zaste-
puje sie¢ przez mnozenie takie, ze xzy + yx = 2h(z,y), gdzie h jest iloczynem
skalarnym w m-wymiarowej, rzeczywistej lub zespolonej, przestrzeni wektoro-
wej V. Wzorujac sie na algebrach C i H, Clifford zakladal, ze przestrzen V
jest rzeczywista, a forma kwadratowa h(x,x) — ujemnie okreslona. (V =ImC i
Im H).

Formalna definicja: algebra Clifforda C/(V,h) to iloraz algebry tensorowej

TV =@,V

przez ideal generowany w tej algebrze przez wszystkie elementy postaci x @ © —
h(z,z), € V.

Majac reper ortonormalny (eq, ..., e,) w V, wprowadza si¢ reper w algebrze
Clifforda sktadajacy sie z nastepujacych elementéow
1
€1,...,€Em

epe, gdzie 1< u<v<m

€1€2...Em
wiec
dim C(V,h) = dim AV =2™.

Jako przestrzen wektorowa, C/(V,h) jest izomorficzna, w naturalny sposéb, z
AV.

Element objetosci 1 = ejes...en, komutuje (antykomutuje) z wektorami
jesli m jest nieparzyste (parzyste). Zaleznie od sygnatury jest n2 = 1 albo —1.

Algebra Clifforda jest laczna, ma jednosé¢ i gradacje,

CUV h) = CF (V. h) @ ¢ (V. h).



Jest uniwersalna w tym sensie, ze jesli A jest algebra z 14, a f : V — A
jest odwzorowaniem liniowym posiadajacym wlasno$¢ Clifforda, tzn takim, ze
f(x)? = h(z,2)14, to f przedtuza sie do homomorfizmu algebr z jednoscia
f:cV,h) — A.

Dowodzi sig, ze dla m = 2n parzystego algebra C/(V,h) jest prosta, tzn.
posiada jedna, z dokladnoscia do izomorfizmu, nieprzywiedlng i wierng repre-

zentacje
v: C(V,h) = End S

w 2"-wymiarowej zespolonej przestrzeni spinoréw Diraca S. (Uwaga: nazwa spi-
nor pojawila si¢ dopiero w 1929 r.)
Macierze (endomorfizmy S) Diraca v, = v(e,) spelniaja

VYo + YoV = 2hu I, hy, = hiey,e).

Mnozac, w razie potrzeby, v(n) przez i, otrzymujemy 72,41 takie, ze v3,, =1
oraz rozktad
S=5.e5_

na przestrzenie spinoréw chiralnych (Weyla), S+ = {p € S | van+19 = L¢}.
Jesli V. =R™, a h ma sygnature (k,l), k+1 = m, gdzie k jest liczba minuséw w
postaci kanonicznej h, to pisze sie Cl(k,l) zamiast CL(V,h). (Czesto wystepuja
sumy proste algebr; zamiast A @ A pisze sie 24; K(N) to algebra macierzy
N x N o elementach w K.)
Przyktady:

(1,00 =R — C = ¢(1,0) (mozna polozyé e; = /—1)

at(2,0) =C — H= C(2,0) (e1 =i, e2=], erea =k)

Crt(3,0) =H — 2H = C(3,0) (eq = (i, —i) itd.); sygnatura istotna:

at(0,2) =C = R(2) = €¢(0,2) (e1 = 04, €2 = 0,) itd.

Latwo przejs¢ od Cl(k,l) do Cl(k + 1,1 + 1) przy pomocy odwzorowania
liniowego
[ RFMIOROR - R(2) @ CUk,1)

flz A p) = <Z _Ax) ;

ktére ma wiasnosé Clifforda, f(z, A\, u)? = (22 + M) i przedtuza sie do izomor-

fizmu algebr .
f:Ck+1,1+41) > R(2)® Clk,1).

Mozna stad znalezé algebry Clifforda przestrzeni Minkowskiego:
C(3,1) =R(2) ® ¢(2,0) =H(2) C C(4) zespolone spinory Diraca

C(1,3) =R(2) ® C£(0,2) =R(4) rzeczywiste spinory Majorany



Algebry Clifforda C/* (k,1) — C/(k,1) mozna znalezé z ,zegara spinorowego”,
ktérego ,,godziny” to reszty z dzielenia k — [ przez 8:

7 0

R 2R R
GT ll
C C
5T l2
H—— 2H «—— H

Zob. Clifford algebras and their representations
http://www.fuw.edu.pl/ amt/amt2.pdf

Zadanie: Znalez¢ taki najmniejszy wymiar m, dla ktérego w przestrzeni
V = R™ istniejg dwie formy kwadratowe h i b’ o réznych sygnaturach, ale

CUV,h) = C(V, 1) i CF(V,h) = at(V,h).

Lipschitz, jako pierwszy, wprowadzil grupy zbudowane z ,liczb Clifforda”,
ale jego praca na ten temat z 1886 r. byta malo znana; zostata przypomniana
przez André Weila w postaci ,listu” do Redakcji Annals of Mathematics 69
(1959) 247251, podpisanego: R. Lipschitz (ktéry zmart w 1903 r.).



Claude Chevalley w Algebraic Theory of Spinors (1954) wprowadzil pojecie
grupy Clifforda

GC(V,h) = {a € CV,h) | a odwracalne i aVa™' =V}

GCt(V,h) = GCL(V,h) N CT(V, h).

Odwzorowanie Ad(a) okreslone przez Ad(a)z = aza~! jest homomorfizmem,
Ad : GCU(V,h) — O(V, h). Ale czy wszystkie przeksztalcenia ortogonalne mozna
tak otrzymac?

Niech v € V bedzie wektorem niezerowym, v2 # 0, vt = {z € V | zv + vz =
0} jest hiperplaszczyzng ortogonalna do v.

Wektor z mozna rozlozyé, © = zll + 2+, wiec x — —vav~
odbiciem w v, stad v € GCU(V, h).

Co zrobi¢ ze znakiem minus?

Jedli m parzyste, to —vzv~! = vnx(vn) L, wiec Ad(vn) jest odbiciem w v
biorac pod uwage, ze zbidr wszystkich odbi¢ generuje cala grupe O(V, h), jest
surjekcja Ad : GC(V, h) — O(V, h).

Gdy m nieparzyste, obrazem Ad jest tylko grupa SO(V, h).

U= gl 4 2t jest

1 1.
3

Z drugiej strony grupa GC/(V, h) jest za duza w tym sensie, ze jesli 0 # X €
R to a € GC(V,h) i Aa nakrywaja ten sam element O(V,h). Niech 8 bedzie
antyautomorfizmem algebry takim, ze 8(1) = 1, f(z) = « dla 2 € V oraz
B(ab) = 5(b)B(a) dla a,b € C(V,h), to skladowa spdjna grupy spin

Sping(V,h) = {a € &L (V. h) | B(a)a = 1}
nakrywa SOg(V, h) dwukrotnie. Grupa
Spin(V, h) = {a € G (V,h) | Ala)a € {1,~1}}

nakrywa dwukrotnie SO(V, h). Grupa Spin(V, h) jest spéjna jesli h jest forma
okreslong; dla K = C warunek unormowania jest S(a)a = 1 i wtedy grupa
Spin(V, h) tez jest spéjna.

Sa tez grupy Pin(V,h) generowane przez wszystkie wektory jednostkowe;
grupy te nakrywaja O(V, h).

W rachunkach uzywamy zwykle macierzy; jesli a € Spiny(V,h), a (e,) jest
reperem w V', to

ae a”t = evp”,(a), p:Sping(V,h) = SO (V,h)

Stad y(a)v,y(a™") = 7p”,(a). Podobnie y(a)y*y(a™") = p* (a™')y" gdzie 4" =

h#¥,

Wstawka na temat oznaczen

S 1T skonczenie wymiar. przestrzenie wektorowe nad K = R albo C,
0. ,Odwzorowanie obliczania” S x S* 5 (s, s*) — (s,s*) € K.



1. Jedli f : S — T liniowe, to f* : T* — S* jest okreSlone przez (s, f*(t*)) =
(f(s),t*), gdzie s € S, t* € T* (transpozycja).

2. Jest Hom(S,T) = S*®T, S§* =5 wiec (s,s*) = (s*,s).

3. Jedli S zespolona, to przestrzen wektorowa S sklada sie z tych samych

wektoréw co S; jesli s € S, to ten sam wektor w S oznacza si¢ §; mnozenie przez
liczby zespolone: A - s = A P wiec pisze sie As = As.
3

4. Jesli f : S — T, to f :_S — T dane przez f(5) = f(s); sprzezenie
hermitowskie ff = f*;jedli T = S*i ff = f, to f hermitowskie.

5. Jesli (ea) jest reperem w S, s = sAeAuto 5 = sAe4 zapisuje sie zwykle
jako s%ez. Jesli f: S — S*, to flea) = fage® i f=ft & fap = fui itd.

6. S* =5~\{0}

Jedli V' jest parzysto-wymiarowa, to na mocy prostoty algebry Clifforda,
reprezentacja dualna

¥: C(V,h) = End 5", F(a) = 7(B(a))"

jest réwnowazna -y, wiec istnieje izomorfizm B : S — S* taki, ze v(8(a))* =
Bv(a)B~!. W szczegdlnosci,
Y, = B'yuB_1

Jedli o, € S ia € Sping(V, h), to (y(a™1)p,By(a=1)) = (¢, By) i
(v(@ e, Byuv(a™ ) = (@, Buy)p”,(a).

Reprezentacja sprzezona 5 : C/(V,h) — Ezndg jest takze réwnowazna vy, wiec
istnieje odwzorowanie splatajace C : S — S takie, ze

Vo = CVMC_l.

Mozna zawsze wybra¢ C tak, aby CC = idg (reprezentacja rzeczywista) albo
CC = —idg (reprezentacja kwaternionowa). Odwzorowanie A : BC : S — S§*
przeprowadza macierze 7, na macierze hermitowsko sprzezone, 7): =

’y;[ = A%LA_I.

Macierz A~'A" komutuje ze wszystkimi Yu, wiec istnieje A € C* taka, ze
AT = \A; sprzegajac otrzymuje sie A\ = 1, wiec macierz v/ AA jest hermitowska.
Mozna przyjac¢, ze A hermitowskie. Liczby

(A, ), (A, yHap)

sa 1zeczywiste. Fizycy zapisuja spinor ¢ € S w postaci kolumny, a spinor Ay €
S* w postaci wiersza 1):

P, Yy



Uwaza sie, ze historia spinoréw zaczyna sie od E. CARTANa
ktory znalazl, dla m > 3, reprezentacje algebr Liego so(m,C) (1913) i so(m, R)
(1914) nie podnoszace sie do reprezentacji odpowiednich grup; uzywal nazwy
yreprezentacje fundamentalne”. Dla m = 2n i 2n+1, te nowe reprezentacje maja
wymiar 2",

Znacznie pézniej wyglosit wyktady na temat spinoréow i opublikowal ksiazke
(Legons sur la théorie des spineurs 1938), w ktérej wprowadzil pojecie spinoréw
prostych (obecnie nazywanych ,czystymi”). Spinor ¢ € S* jest czysty, jesli
wymiar przestrzeni

N(¢)={z€CaV [~(2)¢ =0}

jest maksymalny, tzn. n dla dim V = 2n albo 2n + 1. Na mocy v(2)? = h(z, 2)
przestrzeni N(¢) jest calkowicie zerowa.

Wrchodza fizycy: PAULI 1927 DIRAC 1928

Po odkryciu spinu elektronu (Uhlenbeck i Goudsmit 1925) byt okres in-
tensywnej pracy najwybitniejszych teoretykéw (Heisenberg, Jordan, Kronig...),
ktorego kulminacja byt artykul Pauliego
Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons Z. Phys. 43 (1927),

w ktorym wprowadza do opisu elektronu funkcje falowa o dwoch sktadowych,
macierze sigma i operatory
1

1
H=— —AQ—LO'B—I— =0+ —0.
2m (p—cA) 2m o J=4 2

Wspélezynnik zyromagnetyczny e/m postulowany na podstawie obserwacji. (Tu-
taj i w dalszym ciagu h =1, ¢ =1.)

P. A. M. Dirac w pracy
The quantum theory of the electron Proc. Roy. Soc. A 117 (1928) 610
wprowadza relatywistyczne réwnanie na funkcje falowa 1 o 4 sktadowych; w
oznaczeniach Pauliego

(Y (Op —ieA,) —m)y =0 (D)

Motywacja w duchu Clifforda: ,zlinearyzowaé” operator Kleina-Gordona (a ra-
czej wyrazi¢ [ w postaci kwadratu operatora rézniczkowego pierwszego rzedu).

Sukcesy: wyjasnienie e/m, widmo energii atomu wodoru, przewidzenie anty-
czastek: wprowadzajac sprzezona ladunkowo funkcje falowa 1, = C ™14 i sprze-
gajac (D) otrzymuje sie

(Y (0 +iedA,) —m)p. = 0.



Niezaleznie od Diraca, w kilka miesiecy po jego pracy, D. D. Ivanenko i L.
D. Landau zaproponowali inny operator rozniczkowy pierwszego rzedu, zamiast
operatora Diraca, a mianowicie (we wspoélczesnych oznaczeniach) d+4, gdzie
0 = *dx jest ,kordzniczka”. Wobec sukceséw réwnania Diraca, ta praca nie
wywarla zadnego wplywu; operator d+9d zostal ponownie odkryty przez Ericha
Kéhlera (1960).

Wedlug B. L. van der Waerdena nazwa spinor byla uzyta po raz pierwszy
przez Paula Ehrenfesta w 1929 r.

Lokalna teoria spinoréw w OTW: WEYL, FOCK 1929

Wkrétce po 1928 r. ukazaly sie prace uogdlniajace réwnanie Diraca do OTW.

Zaklada sie, Ze na rozmaito$ci M z tensorem metrycznym g o tej samej
sygnaturze co h na V', jest globalne pole koreperéw ortonormalnych (6#). Tensor
metryczny jest g = h,, 0" @ 0¥, a koneksja okreslona przez 1-formy (w,, ) takie,
ze Wy +wyy, = 0 (metrycznosé) i dg* +wt, AG” = 0 (brak skrecenia; nieistotne).
Pola wektoréw (tensoréw) i spinoréw to funkeje X = (X#): M - R™iv¢ : M —
S odpowiednio przeksztalcajace sie przy zmianie pola reperéw: jesli a : M —
Sping(V, h), to sktadowe wzgledem pola 6'* = pH, (a=1)0" sa X'+ = p* (a=1) X"
iy =~(a"1). (Tu widoczna trudnosé; przyktad S,.)

Pochodna kowariantna zewnetrzna pola wektorowego,
DXt =dX* + ", XY =0"V, XH
Podobnie dla pola spinoréw
Dy =dyp + wyp
gdzie w jest 1-forma o wartosciach w End S, wiec mozna ja przedstawi¢ w postaci
w= %JI + L;;“fyu + c;;””'yum, +... (omega)
Jesli ¢ 1 ¢ sa polami spinorowymi, to (p, By*) jest polem wektorowym, wiec
D(p, By") = d(p, By"¢) + w"y, (0, By 9)
a reguta Leibniza daje
D(p,By"¢) = (D, By*9) + (¢, B Dy).

Stad, na mocy dowolnosci ¢ i 9 jest w”,v* = B~ w*By* 4+ v*w. Wstawiajac tu
rozwiniecie (omega) otrzymuje sie w = 0 dla k # 2 oraz

w= 3wy, wiec Dy =di+ Ty



Nowoczesne ujecie spinoréw na rozmaitosciach o nietrywialnej topologii po-
lega na wprowadzeniu struktury spinorowej jako rozszerzenia wiazki reperéw
ortonormalnych P do grupy Spin:

Spin(V,h) —— Q@

a |

SO(V, h) P M

gdzie x(qa) = x(¢) Ad(a), ¢ € @, a € Spin(V, h). Pole spinorowe to ¢ : Q — S
takie, ze ¥(qa) = y(a=1)1(q). Mozliwe przeszkody. Koneksje spinorowa otrzy-
muje si¢ przez podniesienie koneksji L-C z P do Q.

Przyklad: struktury spinorowe na sferach.

Spin(m) —— @ = Spin(m + 1)

ad| [x=aa

SO(m) —— P=S0(m+1) —— S,

m=1,2,.... Okrag S; ma dwie nier6wnowazne takie struktury; oprocz tej danej
powyzej jest struktura trywialna, @ = Zo x SO(2).

Interesujace sa koneksje spinorowe na S, (potencjal monopola magnetycz-
nego Diraca o najmniejszym # 0 ladunku magnetycznym) oraz na Sy: tutaj
Spin(4) = SU(2) x SU(2), @ = Spin(5) = Sp(2), sa dwie wiazki gléwne (,le-
wa i prawa”) nad S4, kazda o grupie strukturalnej SU(2) i przestrzeni wiazki
Sp(2)/SU(2) = S7; koneksja spinorowa ma wartosci w su(2) @ su(2) i jej skta-
dowe okreslaja dwa pola cechowania na Sy (instanton i antyinstanton BPST).

10



Réwnania Laplace’a i Diraca na sferach

Rozpatrujemy S,,, C R™*. Wprowadzajac r = /(z1)2 + - - - + (z*1)2 ma-
my
Apm+1 =17 2Ag,, + r_m%rm%
wiec jesli o jest harmonicznym wielomianem jednorodnym stopnia [ zmiennych
zl 2™ t0 0= As,, o+ 1(1+m—1)p = 0, co daje widmo {—I(l+m —1) |
1=0,1,2,...} operatora Laplace’a na S,,.

Podobnie, ktadac N = v,z /r, p = 1,...,m + 1 i wprowadzajac operator
Diraca D = 4*V}, na S,, mamy

0

0
R | -m/2 Y _m/2
0% o r~ D+ Nr aT‘T

Jesli ¢ : R™T! — S jest wielomianem harmonicznym stopnia [ + 1, to ¥ =
7”%¢ jest stopnia [ oraz w”% = 0. Stad widmo +(I +m/2),1=0,1,2....
Dla m =1 to daje widmo dla struktury nie trywialnej; dla trywialnej jest 4.

Algebra spinoréw w 4 wymiarach:
B. L. van der WAERDEN 1929, O. VEBLEN 1933

Podstawowa cegietka dla tej algebry to zespolona przestrzen unimodularna
(S,e):
dim¢ S =2, €:85— S antysymetryczny izomorfizm

Dla kazdego a € End S jest a*ea = edeta

Izomorfizm € splata réwnowazne reprezentacje grupy SL(S) w S i S*; ta
druga to reprezentacja dualna (kontragredientna) wzgledem pierwszej: jesli a €
SL(S), to

—1 *—1
eae " =a
Jest jeszcze reprezentacja SL(S) w S* dana przez (af)~!.

(Chwilowe) uproszczenie: utozsamiajac S z C?, mozma (cze¢sciowo) zapomnie¢

o réznicach miedzy S, S* i S i p6jsé na skréty w wyprowadzeniach.

Grupa Spin(4,C)

Niech z = (29, 21,22, 23%) € C* oraz 0 : C* — C(2) izomorfizm taki, ze

0.4 :.3 .1 2
o(z) = (Z 1+ 1Z2 IZO +.23> , to deto(z) = (29)2 + (212 + (22)* + (23)%
izt — 22 2V —iz
Jedli a,b € SL(2,C), to det ac(2)b~! = det o(z), co daje Spin(4,C) = SL(2,C) x
SL(2,C).

Aby otrzymaé grupy Spin 4-wymiarowych przestrzeni rzeczywistych, zanu-
rzamy i : R* — C*, tak aby det o(i(z)) bylo rzeczywista forma kwadratowa. W
dalszym zapisie i pomijane, tzn. o : R* — C(2).

11



Grupa Spiny(2, 2)
Niech

2

o(x) = (fl) 1 i; i; : iS) . to deto(z) = (2°)2 — (21)2 + (22)% — (2%)2.

Stad Sping(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R). Przestrzen spinoréw Diraca to S & 5,
gdzie obie przestrzenie S i S’ sg 2-wymiarowe rzeczywiste.
Grupa Spin(3,1)
Niech
0 30,1 02
o(z) = <a: +z° x 1x3> , to deto(z) = (x0)2 _ (x1)2 _ (:c2)2 _ (x3)2.

zl iz 20—z

Macierz o (z) jest hermitowska dla kazdego x; aby macierz ao(x)b~*, gdzie a, b €
SL(2,C) byla takze hermitowska potrzeba i wystarcza, aby b=! = af; stad
Spiny(3,1) = SL(2,C). Homomorfizm p : SL(2,C) — SOg(3,1) jest okreslony
przez

ao(z)a’ = o(p(a)r), a € SL(2,C)
Niech 7 i 7 oznaczaja odbicia: 7(t,r) = (¢, —r) i 7(¢t,r) = (—t,r), to

—1 —1

o(m(z)) =eo(x)e ", o(r(x)) = —eo(z)e

wiec nie mozna liniowo zrealizowaé¢ odbi¢ w 2-wymiarowej przestrzeni spinoréw.

Wobec o(z)*eo(z) = edet o(x) mozna wziaé

bo wtedy (z)? = det o(x)idca.

Grupa SL(2,C) dziala w przestrzeni spinoréw Diraca C* za posrednictwem

macierzy
a 0
6 wi)

W tym ujeciu przestrzen spinoréw Diraca (bispinoréw) mozna utozsamic¢ z S @
S*.
Biorac pod uwage

e lofe=—op, k=1,2,3

widaé, ze macierze Diraca v, = y(e,) maja postac¢ (reprezentacja chiralna)

(0 I (0 o (T 0
/70_(]- 0)) 7k_<o—k 0)7 St@d 75_(0 I)
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Odwzorowania splatajace:

A=7v, B=m7, C=mm1v%

Reprezentacja Diraca (,niskoenergetyczna”, rozklad bispinora na ,mate” i
b2 ) ”
yduze” skladowe):

(I 0 r . 0  og (0 T
Y0 = 0o —-I)° Ve = —o 0/’ V5 = I 0

Zadanie: Znalez¢ U € GL(4,C) takie, ze 'y, = Uy, U"'.

Wracamy do reprezentacji chiralnej. Przestrzen spinoréw Diraca S @ S* nie-
sie reprezentacje pelnej algebry Clifforda, wigc takze grupy Pin(3, 1), ktéra jest
rozszerzeniem grupy Spin(3,1) o odbicia: przestrzenne +P i czasowe +7. Re-
prezentacja ta jest generowana przez macierze

(g (a31>, a € SL(2,C)

ktére nakrywaja SOg(3,1) oraz macierze

Y(P) = = <? é) i Y(T) =nrvs = (Ei 6)

ktére nakrywaja, odpowiednio, odbicia przestrzenne 7 i czasowe 7. Wynika stad,
ze cztery skladowe spéjne grupy Pin(3,1) skladaja sie, w tej reprezentacji z
macierzy

. a 0 ia 0 .
Spin(3,1) : (0 (aT)1> , <0 i(aT)1> zawiera PT
Sty -1 y—1
( 0 i(a") ) zawiera T, (0 (a") ) zawiera P
—ia 0 a 0

Mozna tez uzywacé przestrzeni S @ S jako przestrzeni spinoréw Diraca:

66 W) 5 =62

Przeksztalcone macierze Diraca maja postaé

(0 €t ;0 ope?t
“\e o0 ) T —€oy, 0

Y
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Algebra (/(1,3) jest rzeczywista, wiec grupa Pin(1,3) ma reprezentacje 4-
wymiarowa rzeczywista. Mozna uzy¢ reprezentacji chiralnej danej przez macie-
rze 7", = iv,,. Identyfikujac S z R* przez odwzorowanie

S=C?*2u+ (Reu,Imu) € R*

mozna odbicia zrealizowa¢ ,antyliniowo” w przestrzeni S:

P:u—ictlu, T:u— eu

Zadanie: Wyjaséni¢ dlaczego nie mozna tego zrobié¢ w sygnaturze (3,1).

Uwaga: nie nalezy tego myli¢ z antyliniowo$cig odbicia czasu w mechanice
kwantowej:

(Tq'm-w)(ta I‘) = Twc(_ta I‘), Cq.m.'(/} =1, = C_lqz

W tych oznaczeniach kwantowo-polowe twierdzenie Cy.m. PTy.m. to twierdzenie
PT, ktére pochodzi stad, ze pelne odbicie czasoprzestrzenne 7 o 7 nalezy do
grupy SO(3,1), a po kompleksyfikacji do spdjnej grupy SO(4, C).

Grupa Spin(4)

o(x)z(.”“"oﬁixz i”fff”f), to  deto(z) = (4°)% + (22 + (22)? + («%)2.

1r- —x T — 1T

Macierz o(x) jest scharakteryzowana réwnaniem o(z) = eo(z)e!; ta wlasnosé
jest zachowywana przy o(x) — ao(z)b™1, gdzie a,b € SL(2,C), Wtedy i tylko
wtedy, gdy obie macierze a i b sa unitarne; stad Spin(4) = SU(2) x SU(2).
Przestrzen spinoréw Diraca to S @ S’.

Réwnowazno$¢ reprezentacji spinorowych w 4 wymiarach

Ze wzgledu na prostote pelnej algebry Clifforda rzeczywistej przestrzeni 4-
wymiarowej, reprezentacje vy, ¥ i 4 sa réwnowazne. Wygodnie jest oznaczac
reprezentacje algebr i grup przy pomocy przestrzeni wektorowych, w ktorych sie
one realizuja. W szczegdlnosci, oznaczajac przez S i S’ reprezentacje chiralne
parzystej algebry Clifforda, mamy dla tej algebry takze reprezentacje S*, S, S*
is=, 8, 8"

Reprezentacje S 1S’ sg nieréwnowazne, a kazda inna jest rGwnowazna jednej
z tych dwdch.

Zawsze jest S ~ S* oraz S’ ~ S’ (unimodularnosé).
W sygnaturze (3,1) jest S’ ~ S
W sygnaturach (2,2) i (0,4) jest S~ S.

Sa rézne tradycje oznaczania wskaznikéw reperéow w S biorace za punkt wyj-
cia eq w S i e w S*, mianowicie: e (van der W., Veblen);
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ea (Penrose); ez (tu przyjete). Notacja Penrose’a jest dostosowana do sygna-
tury (3,1).

Wprowadzajac repery mamy

L _ B —
o(x)es =x 0,ABE s OuaB = O.BA

oraz

CD
0,4¢0,BDE = €ABNu
nz _ _ _
h 0,AC%/BD = €ABEBD

Macierze Pauliego (o 45) splataja reprezentacje grupy SL(2,C) w S ® S i
wV = R*. Dzieki temu, V mozna utozsamié¢ z czeécia rzeczywista przestrzeni
S ® S, rozpinang przez wszystkie iloczyny ¢ ® @.

Przedstawianie tensoréw przy pomocy spinoréw (sygnatura Minkowskiego)
Rachunek spinorowy Rogera PENROSE’a 1960

R. Penrose & W. Rindler, Spinors and space-time vol. 1 and 2, Cambridge
Univ. Press 1984 and 1986.

Wzgledem unimodularnego reperu (e4), A = 1,2

B
elea) =eape”, €1 =€2=0, €0=—€ =1

AB. zo0dnie z konwencja

Wskazniki opuszcza sie i podnosi przy pomocy €4p 1 €
Penrose’a

e He?) = epeP?, stad eqcePC =68

Gléwnym narzedziem ,algebry spinorow” sa twierdzenia o rozktadaniu repre-
zentacji grupy SL(2, C) na skladowe nieprzywiedlne; reprezentacje o trywialnym
jadrze okreslaja takze odpowiednia reprezentacje ,tensorowa” grupy SOo(3,1).

Reprezentacja A? S jest trywialna (bo ©[AB] = €ABY[12]). Wystarczy zajmo-
wad si¢ reprezentacjami w przestrzeniach spinoréw symetrycznych

SP =@PS  (symetryczny iloczyn tensorowy),

oraz SP, gdzie p = 0,1,2,.... We wskaznikach: element S? to spinor p41-4r =

@A1-4p) " dim SP = p 4 1. Reprezentacja trywialna S° = C.

Podstawowe twierdzenia: 1. jesli W jest skoriczenie wymiarowa, zespolona i
nieprzywiedlna reprezentacja grupy SL(2,C), to istnieja liczby calkowite p,q =
0,1,... takie, ze

W~ SP® S

W literaturze fizycznej taka reprezentacje oznacza si¢ zwykle jako (£, 4). Jezeli
p + ¢ parzyste, to mamy nawet reprezentacje grupy SOgq(3,1).
2. Rozklad iloczynu tensorowego (,prawo skladania momentéw pedu”):

SP ® 89 = §Pta g P2 g ... g glP—dl,
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Szkic dowodu: majac ¢ € SP i ¢ € S9, spinor (A1 ApgpBr-Ba) jest w SPTY, a
spinor

@Al(A2.”Ap¢Bl'”Bq_l)quAqu (p+q_2)

jest w SPT4=2 itd. Jedli p = q i ¢ = 1, to spinor rzedu p + q — 2 znika, stad
otrzymuje si¢ rozklad

SO p parzyste
_ Q2 2p—4
SPOSP = S @ 5% @-~-@{52 )
p nieparzyste

Jak otrzymywaé reprezentacje rzeczywiste? Jesli reprezentacja p : G — GL(W)
jest rzeczywista, tzn jedli istnieje odwzorowanie liniowe C' : W — W takie,
7e p(a) = Cp(a)C~' i CC = idw, to przestrzeii ReW = {w € W | w =
Cw} jest nosnikiem rzeczywistej reprezentacji G i wtedy dimg Re W = dim¢ W.
Jesli reprezentacja W nie jest rzeczywista, to mozna utworzyé reprezentacje
rzeczywista Re(W @ W) o dwukrotnie wiekszym wymiarze. Reprezentacja W ®
W jest zawsze rzeczywista.

Przyktady

1. Niech bedzie dane (S,¢), to W =5® S jest czterowymiarowa zespolona;
mozna okresli¢ iloczyn skalarny h w W kladac

h(o1 ® Y1, p2 @ o) = €(ip1, p2)e(th1,12)

Ten iloczyn jest rzeczywisty na Re W bo (1 ®@1, 02@p2) = (1, v2)e(p1, ¢2).
Majac reper (,diade”) (e1,e2) w S, wprowadzamy reper zerowy (k,l,m,m) w
W:

k=e®el=e€e1RQe1, l=ea®e5, m=e; Qe;
wiec sygnatura h jest (3,1).
Kazdy wektor X € W ma spinorowe przedstawienie X AB = x “U;‘B; X =
X & XAB = XBA; X jest zerowe & XAB = @Awg (na podstawie wzoru na
det 0(X)) wiec wektor oA¢P jest zerowy i rzeczywisty.

Wskazniki spinorowe mozna obnizaé¢ i podnosié przy pomocy eap i €25, co

wyraza réwnowaznos¢ reprezentacji S i S*. Mozna wiec do opisu wektora uzyé
: A
macierzy X .

2. Tloczyn
WeaW=5SeSeS2S=5"0(S?e5%) 35?52
mozna rozlozy¢ ,tensorowo”

XYY = Lhhop XoVP 4 Xy 4 (XUyY) — Lpih s XY P)

(wymiary: 16 = 1 + 6 + 9)
i ,spinorowo”:
Ay B _ y[Ay B (Ay,B) [Ay,B] (Ay, B)
X&Y, fX[éYD] +X[(3YD] +X(C*YD) +X(C’YD)
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Przestrzenie S? i % odpowiadaja przestrzeniom biwektoréw samo- i antysamo-
dualnych, co wynika z réwnosci wymiaréw tych nieprzywiedlnych reprezentacji
oraz reprezentacji A3 C* i A3 C*, gdzie A} C* = {F | +F = +iF}.

, Ttumaczenie” tensoréw na spinory mozna zilustrowa¢ na przyktadzie bi-
wektorow:

F'0, 060,85 = Fapep
Uwaga: Penrose w takich wzorach pomija macierze Pauliego i pisze F*" =
Fyupep:
Rozkladamy
Fapep = Flapycp) T €alnoen) +ecnlap)iz + €aBecpflizz

Na mocy F* = —F"! wyrazenie F'ypsp zmienia znak przy réwnoczesnej za-
mianie A = B i C & D, co pociaga

Fapyepy =0 & Fugpg = 0.
Oznaczajac ¢ap = Flapyiz 1 Yep = Fl19)(cp) mamy

F*"o,,60,5p = €ABYep + €cpPan

v . .
* 0uACouBD = leapVep —€appan.

Jesli F* jest rzeczywiste, to Fupesp = Fopip = ¢aB = ¥ ;5. Wprowa-
dzajac F = E + iB otrzymuje sie

_(—Fy +iF, F,
(paB) = ( . F, +iF, )
Zadanie: znalezé tensorows postaé reprezentacji S ® S° + c.c..

Oznaczenie symetrycznych iloczynéw tensorowych: 2uv zamiast u®@v+vQu,

u? zamiast u ® u (podobnie jak w geometrii: 2 dx dy)

k@am=e @e;®e; Res = e ®eg Aes+ e @ eqes
mRk=e; Re;Re; ®ep =e2 e Aeg + el ®eqes
stad k Am = e? gdyz e A e5 jest niezmiennikiem.

Podobniel/\m:e% oraz kAl +mAm = ees.

3. Rozklad tensora krzywizny (Riemanna)

Ruvps = Rpopw = Riu)jpo)

Ripopw) = 0
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wiec w 4 wymiarach %—7 —1 =20 sktadowych. Rozklada sie na tensor Weyla
C, bezsladowa czesé tensora Ricciego i skalar (104+9+1).

(SPeSH)e(S?es?) =50 (S?25%)a S +cc

W oznaczeniach Penrose’a: spinor YABCD jopeqep € S4 odpowiada samodu-
alnej czeSci C —i* C tensora Weyla, spinor przedstawiajacy R, — igwR to

®apep = Popis:

Klasyfikacja Cartana—Petrowa—Penrose’a: WABCD = (Ay,BrC D) - 0 ko-
incydencje kierunkéw spinoréw. Kazdy ze spinoréw, na ktore rozklada sig¢ ¥
okresla jeden z (czterech, na ogél) gléwnych kierunkéw zerowych (gkz) tensora

C.

Niech ey okresla gkz rozpinany przez k = eje;. Wybierajac es tak, aby (e1, e2)
byt reperem w .S, mozna spinor Weyla opisa¢ przez jego sktadowe.

Vg = U2222 gkoro kierunek k = eje; gkz, to ¥g = 0

U, = U222 jedli Uy = Uy = 0 to kierunek k jest powtérzonym gkz

Uy, = W22 jedli Uy = U; = ¥y = 0 to kierunek k jest przynajmniej
potréjnym gkz

U3 = U2 jedli Uy = U; = Uy = U3 = 0 to kierunek k jest poczwérnym
(gkz) (typ N)

\114 — \Dllll

Tensor (k Am)® (k Am) = e} jest typu N

(kAm)® (EAL+mAm) = eles jest typu T
(EAL+mAm)® (EAL+mAm)+ (kAm)® (IAm) = ele3 jest typu D.

4. Biorac pod uwage, ze pochodna (kowariantna) zachowuje sie jak wek-
tor, oznaczajac V5 = af; 5V, mozna uzy¢ podobnych wzoréw do rozkladu
V 459 gdzie teraz ¢ : M — W jest polem przeksztalcajacym si¢ wedlug re-
prezentacji W. Np. jesli W = S ® S (¢ jest polem wektorowym), to rozkltad
daje dywergencje, d¢ oraz lewa strone réwnania na konforemny wektor Killin-
ga. Dla S? (2-formy) otrzymuje si¢ lewa strone réwnania na konforemny tensor
Yano-Killinga oraz prézniowe réwnania Maxwella

V5P =0

czyli

O+0. 0,—i0,\ (~F.+iF,  F. \_,
0y +i0, 0 — 0. F. F,+iF,) ~

co jest réownowazne divF =0, i0;F =rotF, gdzie F = E + iB.

Twistory wedlug R. PENROSE’a (1967)

Ale nawet W = S (¢ = pole spinoréw chiralnych) jest ciekawe: w rozkladzie
(S®S)®S =S (S?®S5) pierwszy czlon daje réwnanie Weyla, a drugi —
wprowadzone przez Penrose’a réwnanie twistorowe

(A,B) _
VP =o.
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Roéwnanie twistorowe jest réwnowazne istnieniu pola spinorowego ms takiego,
ze
ngi)B = —ePrs.

W przestrzeni Minkowskiego R* mamyvgvg = ngg, wiec wyrazenie
V}%Vg ¢ jest w pelni antysymetryczne w ABC, zatem znika. Stad: pole 74 jest
stale. Niech 248 = UHAB:E“, to réwnos¢ V,a” = 4, jest rt6wnowazna ngCD =
eAC(Yg , wiec rOwnanie twistorowe ma ogblne rozwiazanie

¢A=wA—3:AB7TB, gdzie we S, meS*.

Kazde takie rozwiazanie nazywa si¢ twistorem.

Zbior T wszystkich twistorow w przestrzeni Minkowskiego jest 4-wymiarowa
zespolong, przestrzenia wektorowa. Twistor mozna utozsami¢ z wektorem

Z=(wn)eT=8®S"

czyli (Z%) = (ZY, 2%, 723, Z%) = (w!,w? 71, 73).

Kiedy istnieje x € R* taki, ze ¢(x) = 07 Jesli ¢p(z) =0im =0, to w = 0, wiec

zakladamy m #£ 0. Jesli takze ¢(y) = 0, to (yAB — ;EAB)ﬂ'B =0, wiec istn. t € R

takie, ze ) ) )
yAB — g AB | yx A

Zbior {xz € R* | ¢(x) = 0,¢ € T}, jedli nie jest pusty, tworzy prosta zerowa

(=promieni) o wektorze kierunkowym k48 = 7475,

Warunek konieczny: mnozac wA —xABWB = 0 przez w4 oraz w —aBArs =0

przez mz i odejmujac stronami otrzymuje si¢ réwnanie

BS

wima — wAﬂA =0 (2,2)

czyli
C(2,2)% 7223 + 7224 — 7' 7% — 7°7* = 0.
Forma (pseudo)hermitowska C(Z, Z) ma sygnature (2,2). Twistor 0 # Z €
T speliajacy C(Z, Z) = 0 nazywa sie zerowym. Warunek (2, 2) jest dostatecz-
ny: jesli on zachodzi i wAms # 0, to rozwiazaniem ogdélnym ¢(z) = 0 jest

A B

LA _
AP = e + tr B
WY TCo
co definiuje promien
A, B
S WAL _ _
tl+th, 4P =—"— Kk =nr"
w-TC
Jedli wAmy = 0, to z réwnania twistorowego wynika w = 0 i 248 = tE48

(promienn przechodzacy przez poczatek ukladu).
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Podstawowa idea programu twistorowego Penrose’a: zastapi¢ niefizyczne punk-
ty czasoprzestrzeni przez bardziej fizyczne proste zerowe; wprowadzi¢ struktury
holomorficzne do fizyki.

Twistory zerowe Z = (w,7) (7 #0) i AZ = (\w, A7), A € C*, przedstawia-
ja ten sam promien; z tego punktu widzenia wazna jest przestrzen twistoréw
rzutowych P(T') = CP3 oraz jej 5-wymiarowa rzeczywista podprzestrzen

N ={dirZ € P(T) | C(Z, Z) = 0}

Zachodzi ,niemal” wzajemnie jednoznaczne odpowiednios¢ miedzy elementami
N i promieniami w R*: kazdemu takiemu promieniowi odpowiada jeden element
N, ale elementy zbioru

{dir(w,0) |we S*} =CP; CN

nie maja odpowiednikéw wérdd tych promieni; odpowiadaja one ,stozkowi zero-
wemu w 00”; heurystyczny dowdd: zastepujac (w, ) przez (Aw, T) otrzymujemy
promien

wiwb

A

ol + tndAnB
WY T

Mamy dir(Aw, 7) = dir(w, 7/A) — dir((w,0)) dla A — oo.

To spostrzezenie doprowadzito do rozpatrywania uzwarconej przestrzeni
Minkowskiego, ktéra mozna skonstruowaé¢ wychodzac z przestrzeni twistoréw
T.

Najpierw rozpatrujemy (T,vol), gdzie 0 # vol € A*T; w 6-wymiarowej ze-
spolonej przestrzeni wektorowej A? T jest okre§lony iloczyn skalarny g taki, ze
jesli X, Y € AT to X AY = 2¢(X,Y) vol; Pfaffian Pf(X) = g(X, X) jest nie-
zwyrodnialy forma kwadratowa. Odnoszac wszystko do reperu unimodularnego
w T, tzn takiego reperu (en), a =1,2,3,4, ze vol = e1 A ea A e3 A e4, mamy

Pf(X) = X"X? + X2 X3 + X3 X' (poréwnaj z E - B)

wiec Pf(X)? = det X. Jedli T jest przestrzenia rzeczywista, to Pf(X) jest forma
kwadratowa o sygnaturze (3,3). Mimo, ze nie ma iloczynu skalarnego w T, ele-
ment objetosci okresla odwzorowanie dualizacji (bez podnoszenia wskaznikéw)

*x NPT 5 N2T*, %X = X34, itd.

czyli xXqp5 = %ea575X75, co jest dobrze okreslone, bo vol redukuje grupe do
SL(T). Zachodzi
*X oy X = — 68 PE(X)

Dowéd przez sprawdzenie, xX12X2' + xX 13 X3 + x X, X4 = —X34X12 _
X2x3t - XBXM = —Pf(X), itd. Rozpatrujac X jako odwzorowanie X :
T* — T oraz xX : T — T*, mamy

*X 0 X = —Pf(X)idr+, X oxX = —Pf(X)idyp
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Odwzorowanie v : C/(A* T, Pf) — End(T @ T*) bedace rozszerzeniem odwzoro-
wania Clifforda v : A>T — End(T & T*),

100=(_0x )

jest izomorfizmem algebr i pokazuje, ze twistory — elementy 7' i T* — sa spi-
norami chiralnymi dla przestrzeni 6-wymiarowej (/\2 T, Pf).

Latwo znalezé grupy Spin w 6 wymiarach: z Pf(X)? = det X otrzymuje sie,
dla a € EndT,
Pf(aXa™) = deta Pf(X)

a stad Spin(6, C) = SL(4, C) oraz Spin,(3,3) = SL(4,R).

Aby znalezé¢ Spin(4,2) uzywamy formy (Z,C(Z)) o sygnaturze (2,2). Od-
wzorowanie C' : T — T* przedtuza sie do odwzorowania C : A>T — AZT*;
definiujemy przestrzen rzeczywista

(X e N°T | C(X) = +X}

We wspélrzednych Cle,) = CaBeB, C'MCMX =*X,s5.
Macierz (Coy) = diag(1,1,—1,—1) daje
X12 — 3 X, = X34
X =X 3 = X122
XM =Xy = XB
a stad
Pf(X) — |X12‘2 _ ‘X13|2 _ |X14|2

Sping(4,2) = SUp(2,2)
Podobnie (Co5) = diag(1,1,1,1) daje Spin(6) = SU(4).
Pokazuje sie, ze Sping(5,1) = SL(2, H).

Zadanie: Pokazaé, ze Spin(5) = Sp(2) o {A € H(2) | AAT = I}. Wska-

zoéwka: skorzystaé ze wzoru ( > = (t> + qq) <(1) ?) gdzie t € R, g € H.

Kwadryki
Kwadryka zespolona (KLEINa)

QW,Pf) = {dir X ¢ P(W) | PE(X) =0}, W =A>T

jest 4-wymiarowa zwartg rozmaitoscia zespolona.

Ogodlniej, niech (W, g) bedzie (m+2)-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad
K taka, ze forma g(w) nie jest dodatnio lub ujemnie okres§lona. Mozna rozpa-
trywa¢ W jako (m + 2)-wymiarows plaska rozmaito$é z tensorem metrycznym
g = g dw* dw”, gdzie w = whe, € W, p,v=1,...,m+2.
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Stozek zerowy
N(W,g) = {w e W* | g(w) =0} - W

jest hiperpowierzchnig w W.

Przestrzen styczna do N (W, g) w punkcie wg to
Ty (N(W, g)) ={w € W | g(w, wo) = 0}.

wigc tensor j*g jest osobliwy.

Kwadryka
QW,g) ={dirw e P(W) |w e N(W,g)}

jest zwarta i ma wymiar m. Stozek zerowy jest wiazka liniowa nad kwadryka.
Jedli s : U — N(W,g) jest lokalnym przekrojem tej wiazki, tzn. U C Q(W, g)
i ¢ = dirs(q), to tensor s*j*g = g, ds* ds” jest nieosobliwy na U. Jedli s :
U’ — N(W, g) jest innym przekrojem tej wiazki, to dla ¢ € UNU’ wektory s(q)
i s'(q) sa do siebie proporcjonalne, wiec istnieje funkcja f: UNU’ — K* taka,
ze s'(q) = f(q)s(q). Stad, na UNU’

G ds'M ds” = f2g,, ds* ds” + 2dfg,, ds*s” + (df)? g, sts”

ale g, 8"s" =0 = g, ds"s” = 0, czyli kwadryka ma naturalng geometrie
konforemna, ale dla K = C nie ma zespolonej geometrii metrycznej (ale ma
geometrie Hermite'a).

Natomiast jesli przestrzen W jest rzeczywista, g ma sygnature (k+ 1,1+ 1),
to Q(W, g) jest dyfeomorficzna (Si x S;)/Za; np. z przestrzeni Minkowskiego
otrzymuje sie, jako kwadryke, ,sfere niebieska” So. Jesli W jest 6-wymiarowa a
¢ ma sygnature (4,2), to kwadryka jest uzwarcona przestrzenia Minkowskiego,
dyfeomorficzna S3 x S1; ale to jest inne uzwarcenie niz to, ktére wystepuje w
diagramie Penrose’a (przestrzen zwarta z brzegiem #).

Niech wektory wg i wo, beda zerowe i g(wg, weo) = 1/2. Przestrzen wekto-
rowa
V={weW |g(w,w) = g(w,we) = 0} = span{wo, woo } -

jest m-wymiarowa, a ograniczenie h iloczynu skalarnego g do V' jest nieosobliwe.

Odwzorowanie
iV = Q(VV, g)v ’L(’U) = dir(wO +v-— h(v)woo)

jest dobrze okreslone, bo wektor wy + v — h(v)ws jest zerowy; i(V) jest geste

w Q(W,g), bo Q(W,g) \i(V) to
{dir(v + weo) | v € V, h(v) = 0} oraz {dir(v) |v € V>, h(v) =0}

czyli ,uzwarcony stozek zerowy w co”.
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Dwa przecinajace sie promienie okreslaja punkt w przestrzeni Minkowskie-
go; promienie, odpowiadajace twistorom zerowym Z = (w,7) i Z' = (w,’T),
przecinaja si¢ <= istnieje rozwiazanie x uktadu réwnan

Mnozac pierwsze réwnanie przez ‘T4 i odejmujac od niego sprzezenie zespolone
drugiego réwnania pomnozonego przez w4 otrzymuje sie

C(2,2')=0

gdzie 2C(Z,2") = C(Z+ Z',Z+ Z') — C(Z,Z) — C(Z',Z") (,polaryzacja”).
Czyli: promienie przecinaja sig, jesli odpowiadajace im twistory sa ortogonalne.

Kongruencje promieni bez $cinania i twierdzenie KERRa

Zagadnienie Robinsona (1959): kiedy w rozmaitosci Lorentza (M, g, orient.)
istnieje zerowe pole e.m. spelniajace réwnania Maxwella?

Pole zerowe (E-B = 0 = E? — B?) ma tensor energii-pedu TH = kHkY
i jedli uzy¢ do jego opisu 2-formy zespolonej F', xF' = iF, to zerowo$¢ pola jest
réwnowazna k 1 F =0 albo k A F = 0, gdzie k = g(k), wiec F = k A p, gdzie p
jest forma zespolong zerowa, k upu = 0.

Pole k rozpina wigzke liniowa K wektoréw zerowych, zawartg w wiazce K=*;
wiazka ilorazowa K+ /K ma wiékna dwuwymiarowe, zaopatrzone w strukture
konforemna okreslona przez tensor p ® u + it @ p.

7 ostabionych réwnan Maxwella dla F' =k A
KkANdF =0, puANdF =0

czyli
KAuNde =0, KApAdpy=0

wyprowadza si¢ warunki konieczne, ktére przy zalozeniu analitycznosci (J. Tafel
On the Robinson theorem and shearfree geodesic null congruences Lett. Math.
Phys. 10 (1985) 33-39; zob. takze C. D. Hill, J. Lewandowski, P. Nurowski Ein-
stein’s Equations and The Embedding of 3-dimensional CR Manifolds Indiana
University Mathematics Journal 57 (2008) 3131-3176) sa takze wystarczajace
na to, aby z wiazka K mozna bylo zwiazac¢ zerowe pole e.m. Mianowicie, warunki
konieczne otrzymuje sie zwezajac dwa ostatnie réwnania z k, co daje informacje
o pochodnej Liego wzgledem k form k i p,

kANL(k)k=0 < pole k jest geodezyjne

L(E)p=ap+ bk
wiec strumient (flow) pola k zachowuje geometrie konforemna K+ /K czyli ,kon-
gruencja krzywych zerowych generowana przez k jest geodezyjna i bez $cinania”
(sng=shear-free null geodetic).
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W przestrzeni Minkowskiego .# jest wiele takich kongruencji; (fale pla-
skie, fale sferyczne, ale nie fale cylindryczne). Kerr podal sposéb znalezienia
wszystkich takich analitycznych kongruencji, a Penrose zinterpretowal ten wy-
nik w jezyku twistoréw.

Niech u =t + z,v =t — z,w = x 4 iy bedzie ukladem wspolrzednych w .#,

(z1B) = (:; f) ,  wiec det(da:AB) =dudv—dwdw =g

1 3
0 1

O )G @) 6 0-C 5

zatem dudv — dwdw = kdv — pp, gdzie

Macierz unimodularna < ) indukuje (,,zerowe”) przeksztalcenie Lorentza,

p=dw+jzdv, k=du+3dw+3u
Jedliz : A4 — C, to k jest ,ogélnym” polem zerowych 1-form (wyjatek: kierunek
dv odpowiada 3 — o).

Dla tych pél warunki K A u Adsk = 0, K A u A dp = 0 sprowadzaja sie do
jednego

’d;,/\d(quzbg) ANd(w +v3) = O‘ (box)

Kongruencja promieni w . to 3-wymiarowa podrozmaito$é¢ R 5-wymiarowej
rozmaitoéci N' C P(T) kierunkéw twistoréw zerowych.

Tw. Kerra—Penrose’a: lokalnie, kazda analityczna kongruencja sng w .#

jest postaci
R={dirZ e N'| H(Z) = 0}

gdzie H : T — C jest funkcja holomorficzng (czterech zmiennych zespolonych
7 = (w',w? 71, 75)), jednorodna, H(A\Z) = \*H(Z) i dH # 0.

Twistor Z = (w,T) jest zerowy <= istnieje z € .# takie, ze w4 = xABwB
czyli

w! = um] + Wry, w? = WTT + VT3

stad
H(ury + wny, wny + vws, 77, 75) = 0

Niech 71 # 0, 3 = 75 /m1. Wobec jednorodnosci H, ostatnie réwnanie jest réw-
nowazne

H(u+ wi,w+v3,1,3) =0

skad mozna znalez¢ 3 jako funkcje wspolrzednych. Obliczajac dH otrzymuje sig,
ze formy d(u + w3), d(w + v3) i d3 sa liniowo zalezne, czyli (box).
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Przedstawienie calkowe rozwigzan réwnania czastek o masie 0

Opierajac sie na pracy Whittakera (1903), Bateman (1904) podal wzér na
ogblne, analityczne i zespolone rozwiazania rownania falowego L = 0. Oparty
na spostrzezeniu

62

mf(kpxpa lox?) = frikuky 4+ 2 f12kuly + fa2luly

wiec jesli oba wektory k il sa zerowe i ortogonalne do siebie, to

82

nz
g oA toknd

f=0

W przestrzeni Minkowskiego, jesli k Al # 0, to przynajmniej jeden z tych wek-
toréw musi by¢ zespolony.

Ogolne rozwiazanie réwnania falowego jest okreslone przez dwie funkcje
trzech zmiennych (Cauchy), stad przypuszczenie, ze takie rozwiazanie jest po-
staci

/ FOu Ry (N, 1, (V)2%) dA

Penrose w istotny sposéb uogdlnil ten wynik podajac metode znajdowania
rozwiazan réwnania

Vo™t =0 (FP)

opisujacego czastki o masie 0 i spinie s/2 > 0 (Fierz & Pauli 1939). Tu-

taj ¢pArAs = ¢(A1-45) i do takich pdl stosuje sie (uogélniona) klasyfikacja

Cartana-Petrowa-Penrose’a. Liniowa teoria grawitacji odpowiada s = 4. Wpro-

wadzajac wspolrzedne (u, v, w,w) takie, ze g = 2(dudv — dw dw) mozna wziaé

k,(Nz? =u+Aw, ,(AN)z” =w+ v

wtedy
(u+  w,w + v, 1,\) = (24, 2%, 73, Z*)

jest twistorem zerowym i wszystkie dalsze wyniki maja naturalna interpretacje
twistorowa.

Niech p4 bedzie spinorem o sktadowych 1 = 11 po = A, wiec p! = -\ i
u? =1, to pole

pAiAs — ?{f(u + A, w A+ Ao, Nttt dA
C

spelnia réwnanie (FP); istotnie, wobec

S
e
~——

(Vap) = <
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jest
(1 A
(VABf) - <f2 )\f2>

A fi Afr) (—A
Vigf) = =0.
(/1' ABf) <f2 )\f2> ( 1
Otrzymane pole jest suma (catka) pol ,typu N” w sensie klasyfikacji C-P-P.
Penrose pokazuje, ze réwniez same pola algebraicznie zwyrodniale mozna tak

otrzymad, przez wybor funkcji f. Niech kontur catkowania C' obejmuje jeden
pojedynczy biegun f w punkcie Ag(u, v, w,w), tzn.

stad

a(u, v, w,w)

F= X — o

+ funkcja holomorficzna wewnatrz C
to dla dowolnego wielomianu W (\) zachodzi

%W()\)f(u + AW, w + Av, A) dX = 271 (Ao)a
c

Wobec p = e; — Aeg, iloczyn spinoréw pAt ... s po roztozeniu na iloczyny
spinoréw e; i es bedzie mial jako wspélczynniki wielomiany zmiennej A. Ozna-
czajac po = e1 — Ageg otrzymujemy dla takiej funkcji f pole postaci

pArAs = 27riau641 .. .,ug‘*“’

czyli pole ,typu N”. Penrose (1969) pokazuje, ze wybierajac f z biegunem wyz-
szego rzedu < s, otrzymuje sie pole o mniejszej degeneracji.

Widaé, ze nie ma jednoznacznej odpowiedniosci miedzy funkcjami f i polami
¢: dodajac do f funkcje holomorficzna wewnatrz C, nie zmienia si¢ ¢. Uzywajac
teorii kohomologii odpowiednich snopéw nad przestrzenia twistorow, matema-
tycy pokazali, ze kazde analityczne pole ¢ mozna w ten sposéb otrzymac, zob.

R. S. Ward & R. O. Wells Jr Twistor Geometry and Field Theory, Cambridge
1990.
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PROBLEMA ALGEBRAICUM
OB AFFECTIONES PRORSUS SINGULARES
MEMORABILE

Commentatio 407 indicis ENESTROEMIANI
Novi commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 15 (1770), 1771, p. 75—106
Summarium ibidem p. 13—15

SUMMARIUM

Problema, quod in hac dissertatione resolvitur, cum quadratis magicis multum habet
affinitatis, sed ob affectiones prorsus singulares longe magis est memorabile. Inveniendae
nimirum sunt novem quantitates 4, B, C, D etc.,, quae sint eius indolis, ut in quadratum

hoc modo dispositae

4, B, (
D, E F,
G, H 1
duodecim his conditionibus satisfaciant ‘
1 A2+ D4 G2 =1, 4. AB+ DE + GH=0,
2. B4 EP+H =1, | 5. AC+ DF 4 GI =0,
3. C*4-F - I2=1, 6. BC +EF + HI =0,
7. A4 B4 0% =1, 10. AD 4+ BE 4- CF = 0,
S D*+ B Fi=1, 11. AG+ BH-+ CI =0,
9. GG+ H* 4 I'=1, 12. DG+ EH+ FI = 0.

Prima observatio, quam Ill. Auctor de hoc problemate affert, in eo consistit, ut id
.ad classem problematum indeterminatorum referat; id quod eo magis paradoxum videri
omnino debet, cum numerus conditionum adimplendarum superet numerum quantitatum in-

cognitarum, unde problema potius pro plus quam determinato habendum foret; verum natura
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PROBLEMATIS INITIO PROPOSITI SOLUTIO GENERALIS
IN NUMERIS RATIONALIBUS

33. Coronidis loco solutionem problematis nostri e methodo DiopHANTEA
petitam subiungam, quae sequenti modo satis concinne exhiberi potest.
Sumantur pro lubitu quatuor numeri p, ¢, r, s ac posita quadratorum

eorum summa
PP+ ag+rr+ss=u

novem numeri quaesiti ita determinati reperiuntur?)

A pptgg—rr—ss p  2qr+2ps 4 245 —2pr
u ’ % ’ M ’
_ 2¢r —2ps 2o p}l:gg_—l;rr—ss - 2pqg + 2rs
D— % ’ L= % ’ F= " ’
G— . 2ast2pr o 27rs—2pg [ PP—q9—rrtss,
(0 ’ " ’ u
1) Solutiones sequentes ex formulis § 34 exhibitis oriuntur ponendo a=yp, b=g, c=—r,

d=—s et per p?+ >+ 1% + s® =1 dividendo. Falso igitur A. Cavruy (Sur quelgues propriéics des
déterminants gauches, Journal fir r. u. a. Mathematik 32, 1846, p. 119, praesertim p. 121;
vide- etiam eiusdem Collected mathematical papers} vol 1, Cambridge 1889, p. 332) assernit
O. RopriGuEs primum has formas invenisse (Des lois géométriques qui régissent les déplacements
d'un systéme solide, Journal de mathématiques 5, 1840, p. 380, praesertim p. 405). Debemus
quidem illi methodum directam expressiones EuLErIANAS obtinendi. Sed etiam hic viam ingressus

est, quam EuLeRUS straverat in commentatione 478 (indicis Exesrrormiant): Formulae gencrales
pro translatione quacunque corporum rigidorum, Novi comment. acad sc. Petrop. 20 (1775),
1776, p. 189; Lronzarpr Evierr Opera omnia, series II, vol. 6. P. St
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CORRESPONDENCE

We have received the following letter, purporting to come fro:
ultramundane correspondent:

SIR,

It is sometimes a matter of wonder, to us in Hades, that whai
believed to be our best work remains buried under thick layers
in your libraries, while the very talented young men in the ms
ical world of the present day strive manfully against problems w
by no means as novel as they think.

For instance, it is not so long ago that the very remarkable s
systems discovered by my friend Professor Clifford shortly before
your world have again attracted the attention of your algebrais
many years of oblivion. When, during my lifetime, I first becam
ested in them, I, too, fancied that they were new; I soon found
mistake, and hastened to acknowledge Professor Clifford’s p:
covery. It is now a matter of great satisfaction to me to hear
name has been given to them, as a fitting tribute to his memor:
the living.

On the other hand, as Professor Clifford has told me himself
not occurred to him to apply these algebraic systems to the stud
substitutions which transform a sum of squares into a sum of
(or, as my young friend and colleague Hermann Weyl would say
orthogonal group); he kindly insists that this idea was wholly m
you may well believe, we have often discussed this topic since I
honour of joining the distinguished company of the mathemati



