Zadania domowe z Teorii Grup w Fizyce 2025, seria 1

Zad.1 W zbiorze Z liczb catkowitych definiujemy dziatanie Q nastepujaco: xQy = x+ (—1)*y. Sprawdzié,
czy (Z,9,0) jest grupa. Jesli tak to czy jest to grupa abelowa?

Zad.2 W zbiorze A = {a € R : a > 1} okreslamy dzialanie % nastepujaco: a b =ab—a — b+ 2. Czy
zbiér A z tak okreslonym dzialaniem x jest grupa? Jesli tak to znalezé element neutralny oraz element
odwrotny do dowolnego elementu g € A, a takze izomorfizm ¢ : Ry — A, gdzie Ry = {a € R: a > 0} jest
grupa liczb dodatnich ze zwyklym mnozeniem.

Zad.3 Niech H; i Hy beda podgrupami grupy G. Pokazaé, iz relacja

a~a & Istnieja elementy by € Hy i by € Hy takie, ze a’ = biabs

jest relacja rownowaznosci w G; klasy rownowaznosci ze wzgledu na te relacje nazywaja sie podwdjnymi
warstwami.

Zad.4 Ile elementéw posiada grupa G generowana przez 2 elementy a i b, ktére speliaja nastepujace
relacje: a~'ba = b%, b~ lab = a2 ?

Zad.5 Niech a € G bedzie elementem rzedu 5 1 b € G elementem réznym od neutralnego. Jaki rzad ma
element b jesli a~tba = b2?

Zad.6 Dana jest grupa G = {1,2,4,7,8,11,13,14} z mnozeniem modulo 15. Czy jest to grupa abelowa?
Czy mozna ja przedstawi¢ jako iloczyn dwéch grup? Jaka to grupa?

Zad.7 Pokazaé, ze jesli k jest liczba nieparzysta, to kwadrat k-cyklu jest cyklem. Znalezé kwadrat cyklow:
(12345678) i (123456789).

Zad.8 Znalez¢ centrum grupy Heisenberga skladajacej sie ze wszystkich macierzy postaci

lab .
(8(1113) , gdzie a,b,c € C .

Zad.9 OpisaC grupe wszystkich symetrii kwadratu przy uzyciu podgrupy grupy symetrycznej S,, dla
pewnego n.

Zad.10 Jaka grupe tworzy zbiér nastepujacych odwzorowan: f; : C — C, gdzie

a) fi:ze z, forzm L f3:z— —2, foize =12

b) f1:ZI—>z,f2:z»—>%,f3:z»—>1—z, f4:ZHﬁ,f§:Z'—>i,f6:ZH%?
Dzialaniem jest skladanie odwzorowan.

Zad.11 Grupa Pauliego P jest to grupa, o jednosci oznaczonej przez 1, generowana przez 4 elementy
€,e1, €9, e3, spelniajace nastepujace relacje

e2=1, ele, ce; =e;e 1=1,2,3

oraz e;e; =ceeje; dla i#j=1,23.

Jaki jest rzad grupy Pauliego P? ZapisaC wszystkie elementy P przy uzyciu generatoréw. Znalezé klasy
elementéw sprzezonych w P.

Zad.12 Niech p,, beda elementami macierzowymi nieprzywiedlnej reprezentacji p skonczonej grupy G.
Obliczy¢ 3, cc: puv(a).

Zad.13 Niech y bedzie charakterem reprezentacji skonczonej grupy G, a g elementem rzedu 2. Pokazag,
ze x(g) jest liczba catkowita oraz

x(9) = x(e) mod 2 .
Zad.14 Niech x bedzie nieprzywiedlnym charakterem skoniczonej grupy G, a z € Z(G) bedzie elementem
rzedu m. Udowodnié, ze istnieje m-ty pierwiastek z jedynki \ € C taki, ze zachodzi relacja

x(z9) = Ax(9) » VgeG .



Zad.15 Niech x bedzie charakterem reprezentacji grupy G. Pokaza¢, ze (Xreq|x) = Xx(€).

Zad.16 Niech x bedzie charakterem reprezentacji p grupy G. Co mozemy powiedzie¢ o rozkladzie p na
sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych jesli (x|x) = 1,2, 3,47

Zad.17 Wyznaczy¢ wymiary wszystkich nieprzywiedlnych, zespolonych reprezentacji grupy Ss. Wskazowka:
Istnieja dwie nieréwnowazne 5 wymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne.
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