Zadania domowe z Teorii Grup w Fizyce, seria 2

Zad. 1. Wykorzystujac tablice charakteréw grupy permutacji Sy roztozy¢ iloczyny tensorowe reprezentacji
nieprzywiedlnych na sumy reprezentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 2. Skonstruowaé tablice charakterow wszystkich zespolonych, nieprzywiedlnych reprezentacji grupy
Dy oraz grupy Pauliego P, zdefiniowanej w poprzedniej serii zadan. Rozlozy¢ iloczyny tensorowe 7; & 7
reprezentacji nieprzywiedlnych 7; tych grup na sumy proste reprezentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 3. Niech p bedzie reprezentacja regularng grupy D3. Wyznaczy¢ i wypisaé¢ wszystkie macierze reprezen-
tacji p w bazie standardowej e, takiej, ze e4(b) = dqp, a,b € D3. Skonstruowaé endomorfizmy P; stanowiace
uklad operatoréw rzutowych na podprzestrzenie V; C V', w ktérych dzialaja reprezentacje nieprzywiedlne 7;
grupy D3. Znalezé bazy przestrzeni V.

Zad. 4. Pokazac, ze nastepujacy zbiér komutatorow

le1, 2] =es, le1, es] = es, [e1, ea] =er, [e1, 5] = — es,
[e2, €3] =es, [e2, e4] = es, [e2, e6] = — ex, le3, e4] = — es,
[es, e5] = — ex, leq, e6] = —es, pozostale lei,ej] =0 (i,5=1,...,8)

zadaje strukture 8-wymiarowej algebry Liego g. Znalezé podalgebre g' = [g, g].
Zad. 5. Udowodnié, ze algebra o(3) jest prosta.

Zad. 6. Znalez¢ 2-wymiarowa reprezentacje zespolonej algebry sl(2, C). Wyznaczy¢ taka jej baze {H, X1, X},
ze ady X; = [H, X;] = a;X; (bez sumowania po i), i = 1,2, a; = const.

Zad. 7. Znalez¢ algebre grupy SU(3) i wyznaczy¢ jej stale struktury.

Zad. 8. Znalez¢ obraz algebry si(2,R) przy odwzorowaniu exp : sl(2,R) — SL(2,R). Czy funkcja exp w
tym przypadku jest surjekcja, injekcja?

Zad. 9. Wyznaczy¢ algebre grupy izometrii dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej i Minkowskiego.
Wskazowka: Grupa izometrii jest iloczynem potprostym grupy obrotéw i grupy przesunieé i mozna ja repre-
zentowaé¢ w postaci macierzy
R v
(1)

gdzie R jest macierza obrotu, a ¢ przesunieciem.
Zad. 10. Znalez¢ forme Killinga algebry gl(n,R). Wybraé baze (Eij)ap = 6iadjp-
Zad. 11. Pokazaé, ze forma Maurera-Cartana w grupy SU(2) sparametryzowane]j nastepujaco:

i) SU(2)>g= <a5 g) o e8P =1,

i) SU(2) 3 g = cos(¢/2) +isin(¢/2)n,0;, nin; =1

rozklada sie w bazie (e;) algebry su(2). W przypadku ii) sparametryzowaé n; oraz wyznaczy¢ forme Maurera-
Cartana w = w'e;, lewoniezmiennicze pola wektorowe i lewoniezmiennicza miare na grupie SU(2).

Zad. 12. Jakim elementom grupy SU(2) odpowiadaja obroty wokdl osi X, Y, Z przy homomorfizmie
h:SU(2) — SO(3)? Pokazaé, ze ker h = {—1,1}.



Zad. 13. Niech

—To —1T3 X1 — x4

U(x):<x1+wz4 xg—zm3> 7

gdzie x = (v1, 22, v3,24) € RY. Udowodnié, ze
o(x) — ao(x)b |
gdzie a,b € SU(2), zadaje homomorfizm
h:SU(2)x SU(2) — O(4) .

Znalez¢ jadro tego homomorfizmu oraz obraz elementu (ag, by) € SU(2) x SU(2), gdzie

i(Atw) 0 i(A—w) 0
€ e
ag = < 0 ei()\JrW)) ) by = ( 0 ei()‘w)> ) AweR.
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