
Zadania domowe z Teorii Grup w Fizyce, seria 2

Zad. 1. Wykorzystuj ↪ac tablic ↪e charakterów grupy permutacji S4 roz lożyć iloczyny tensorowe reprezentacji
nieprzywiedlnych na sumy reprezentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 2. Skonstruować tablic ↪e charakterów wszystkich zespolonych, nieprzywiedlnych reprezentacji grupy
D4 oraz grupy Pauliego P, zdefiniowanej w poprzedniej serii zadań. Roz lożyć iloczyny tensorowe τi ⊗ τj
reprezentacji nieprzywiedlnych τi tych grup na sumy proste reprezentacji nieprzywiedlnych.

Zad. 3. Niech ρ b ↪edzie reprezentacj ↪a regularn ↪a grupy D3. Wyznaczyć i wypisać wszystkie macierze reprezen-
tacji ρ w bazie standardowej ea takiej, że ea(b) = δab, a, b ∈ D3. Skonstruować endomorfizmy Pi stanowi ↪ace
uk lad operatorów rzutowych na podprzestrzenie Vi ⊂ V , w których dzia laj ↪a reprezentacje nieprzywiedlne τi
grupy D3. Znaleźć bazy przestrzeni Vi.

Zad. 4. Pokazać, że nast ↪epuj ↪acy zbiór komutatorów

[e1, e2] =e5, [e1, e3] = e6, [e1, e4] =e7, [e1, e5] =− e8,
[e2, e3] =e8, [e2, e4] = e6, [e2, e6] =− e7, [e3, e4] =− e5,
[e3, e5] =− e7, [e4, e6] = −e8, pozosta le [ei, ej ] = 0 (i, j = 1, . . . , 8)

zadaje struktur ↪e 8-wymiarowej algebry Liego g. Znaleźć podalgebr ↪e g1 = [g, g].

Zad. 5. Udowodnić, że algebra o(3) jest prosta.

Zad. 6. Znaleźć 2-wymiarow ↪a reprezentacj ↪e zespolonej algebry sl(2,C). Wyznaczyć tak ↪a jej baz ↪e {H,X1, X2},
że adHXi := [H,Xi] = αiXi (bez sumowania po i), i = 1, 2, αi = const.

Zad. 7. Znaleźć algebr ↪e grupy SU(3) i wyznaczyć jej sta le struktury.

Zad. 8. Znaleźć obraz algebry sl(2,R) przy odwzorowaniu exp : sl(2,R) → SL(2,R). Czy funkcja exp w
tym przypadku jest surjekcj ↪a, injekcj ↪a?

Zad. 9. Wyznaczyć algebr ↪e grupy izometrii dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej i Minkowskiego.
Wskazówka: Grupa izometrii jest iloczynem pó lprostym grupy obrotów i grupy przesuni ↪eć i można j ↪a repre-
zentować w postaci macierzy (

R ~v
0 1

)
,

gdzie R jest macierz ↪a obrotu, a ~v przesuni ↪eciem.

Zad. 10. Znaleźć form ↪e Killinga algebry gl(n,R). Wybrać baz ↪e (Eij)ab = δiaδjb.

Zad. 11. Pokazać, że forma Maurera-Cartana ω grupy SU(2) sparametryzowanej nast ↪epuj ↪aco:

i) SU(2) 3 g =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
, |α|2 + |β|2 = 1,

ii) SU(2) 3 g = cos(ψ/2) + i sin(ψ/2)niσi, nini = 1

rozklada sie w bazie (ei) algebry su(2). W przypadku ii) sparametryzować ni oraz wyznaczyć form ↪e Maurera-
Cartana ω = ωiei, lewoniezmiennicze pola wektorowe i lewoniezmiennicz ↪a miar ↪e na grupie SU(2).

Zad. 12. Jakim elementom grupy SU(2) odpowiadaj ↪a obroty wokó l osi X, Y , Z przy homomorfiźmie
h : SU(2)→ SO(3)? Pokazać, że kerh = {−I, I}.



Zad. 13. Niech

σ(x) =

(
x1 + ix4 x2 − ix3
−x2 − ix3 x1 − ix4

)
,

gdzie x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4. Udowodnić, że

σ(x) 7→ aσ(x)b† ,

gdzie a, b ∈ SU(2), zadaje homomorfizm

h : SU(2)× SU(2)→ O(4) .

Znaleźć j ↪adro tego homomorfizmu oraz obraz elementu (a0, b0) ∈ SU(2)× SU(2), gdzie

a0 =

(
ei(λ+ω) 0

0 e−i(λ+ω)

)
, b0 =

(
ei(λ−ω) 0

0 e−i(λ−ω)

)
, λ, ω ∈ R.
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