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Zad.1 Dla dowolnych dwóch liczb rzeczywistych różnych od −1 dwuargumentowe dzia lanie ◦ zdefiniowane
jest w nast ↪epuj ↪acy sposób

(x, y) 7→ x ◦ y = α(x+ y + xy) + β, x, y ∈ R\{−1}

gdzie α, β ∈ R oraz α 6= 0.

a) Dla jakich α, β dzia lanie ◦ jest dobrze określone w zbiorze A = R\{−1}?

b) Dla jakich α, β dzia lanie ◦ jest  l ↪aczne?

c) Pokazać, że w zbiorze A z dobrze określonym i  l ↪acznym dzia laniem ◦ można wprowadzić struktur ↪e
grupy.

Zad.2 W zbiorze Z liczb ca lkowitych definiujemy dzia lanie ♥ nast ↪epuj ↪aco: x♥y = x+(−1)xy. Sprawdzić,
czy (Z,♥, 0) jest grup ↪a. Jeśli tak to czy jest to grupa abelowa?

Zad.3 Niech H1 i H2 b ↪ed ↪a podgrupami grupy G. Pokazać, iż relacja

a ∼ a′ ⇔ Istniej ↪a elementy b1 ∈ H1 i b2 ∈ H2 takie, że a′ = b1ab2

jest relacj ↪a równoważności w G; klasy równoważności ze wzgl ↪edu na t ↪e relacj ↪e nazywaj ↪a si ↪e podwójnymi
warstwami.

Zad.4 Ile elementów posiada grupa G generowana przez 2 elementy a i b, które spe lniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace
relacje: a−1ba = b2, b−1ab = a2 ?

Zad.5 Niech a ∈ G b ↪edzie elementem rz ↪edu 5 i b ∈ G elementem różnym od neutralnego. Jaki rz ↪ad ma
element b jeśli a−1ba = b2?

Zad.6 Dana jest grupa G = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14} z mnożeniem modulo 15. Czy jest to grupa abelowa?
Czy można j ↪a przedstawić jako iloczyn dwóch grup? Jaka to grupa?

Zad.7 Pokazać, że jeśli k jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to kwadrat k-cyklu jest cyklem. Znaleźć kwadrat cyklów:
(12345678) i (123456789).

Zad.8 Znaleźć centrum grupy Heisenberga sk ladaj ↪acej si ↪e ze wszystkich macierzy postaci(
1 a b
0 1 c
0 0 1

)
, gdzie a, b, c ∈ C .

Zad.9 Pokazać, że grupa D3 wszystkich symetrii trójk ↪ata równobocznego jest izomorficzna grupie S3.

Zad.10 Jak ↪a grup ↪e tworzy zbiór nast ↪epuj ↪acych odwzorowań: fi : C̄→ C̄, gdzie
a) f1 : z 7→ z, f2 : z 7→ 1

z , f3 : z 7→ −z, f4 : z 7→ − 1
z ?

b) f1 : z 7→ z, f2 : z 7→ 1
z , f3 : z 7→ 1− z, f4 : z 7→ z

z−1 , f5 : z 7→ 1
1−z , f6 : z 7→ z−1

z ?
Dzia laniem jest sk ladanie odwzorowań.

Zad.11 Grupa Pauliego P jest to grupa, o jedności oznaczonej przez 1, generowana przez 4 elementy
ε, e1, e2, e3, spe lniaj ↪ace nast ↪epuj ↪ace relacje

ε2 = 1 , e2i = 1 , εei = eiε i = 1, 2, 3

oraz eiej = εejei dla i 6= j = 1, 2, 3 .

Jaki jest rz ↪ad grupy Pauliego P? Zapisać wszystkie elementy P przy użyciu generatorów. Znaleźć klasy
elementów sprz ↪eżonych w P.

Zad.12 Niech ρµν b ↪ed ↪a elementami macierzowymi nieprzywiedlnej reprezentacji ρ skończonej grupy G.
Obliczyć

∑
a∈G ρµν(a).



Zad.13 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji skończonej grupy G, a g elementem rz ↪edu 2. Pokazać,
że χ(g) jest liczb ↪a ca lkowit ↪a oraz

χ(g) ≡ χ(e) mod 2 .

Zad.14 Niech χ b ↪edzie nieprzywiedlnym charakterem skończonej grupy G, a z ∈ Z(G) b ↪edzie elementem
rz ↪edu m. Udowodnić, że istnieje m-ty pierwiastek z jedynki λ ∈ C taki, że zachodzi relacja

χ(zg) = λχ(g) , ∀g ∈ G .

Zad.15 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji grupy G. Pokazać, że (χreg|χ) = χ(e).

Zad.16 Niech χ b ↪edzie charakterem reprezentacji ρ grupy G. Co możemy powiedzieć o rozk ladzie ρ na
sum ↪e prost ↪a reprezentacji nieprzywiedlnych jeśli (χ|χ) = 1, 2, 3, 4?

Zad.17 Wyznaczyć wymiary wszystkich nieprzywiedlnych, zespolonych reprezentacji grupy S5. Wskazówka:
Istniej ↪a dwie nierównoważne 5 wymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne.
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