Zadania domowe z Teorii Grup, seria 1
Zad.1 W zbiorze Z liczb catkowitych definiujemy dziatanie © nastepujaco: zQy = = + (—1)*y. Sprawdzié,
czy (Z,9,0) jest grupa nieabelowa.

Zad.2 Niech (G, -, 1) jest dowolna grupa i g jest ustalonym elementem G. Okreslié¢ na zbiorze G nowe dzialanie
& tak, by spelnione byly nastepujace dwa warunki: i) (G, #, g) jest grupa (z elementem neutralnym g),
ii) odwzorowanie f : G — G, f(z) = xg~! jest izomorfizmem (G, #, g) na (G, -, 1).

Zad.3 W zbiorze A = {a € R: a > 1} okresSlamy dzialanie * jak nastepuje: a *xb = ab —a — b+ 2. Czy zbiér
A 7z tak okreslonym dziataniem * jest grupa? Jesli tak to znaleZé element neutralny oraz element odwrotny
do dowolnego elementu g € A, a takze izomorfizm h : Ry — A, gdzie Ry = {a € R : a > 0} jest grupa ze
zwyklym mnozeniem.

Zad.4 Niech H; i Hy beda podgrupami grupy G. Pokazaé, iz relacja

a=a <& Tistnieja elementy by € Hy i by € Hy takie, ze a’ = biaby”

jest relacja rownowaznosci w G; klasy réwnowaznosci ze wzgledu na te relacje nazywaja sie podwdjnymi

warstwami.

Zad.5 Ile elementéw posiada grupa G generowana przez 2 elementy a i b, ktére spelniaja nastepujace relacje:
a " tha = b2, b lab=a% ?

Zad.6 Niech G = {z € Q: 0 < x < 1} 7 dzialaniem

T1 + To dla z14+z0<1

xl@m_{ x1+22—1 dla z14+22>1

Udowodnié¢, ze (G,®) jest grupa (znalezé element neutralny i odwrotny do dowolnego elementu). Pokazaé,
ze kazdy element ma skoniczony rzad.

Zad.7 Pokazaé, ze jesli k jest liczba nieparzysta, to kwadrat k-cyklu jest cyklem. Znalez¢ kwadrat cyklow:
(12345678) i (123456789).

Zad.8 Niech G bedzie grupa, o jednosci oznaczonej przez 1, generowana przez 3 elementy ¢, e1, ea, spehiajace
nastepujace relacje
2=1, e2=1, ce;=ec dla i=1,2
oraz eje; =eeje; dla i #£j=1,2.
Jaki jest rzad grupy G? Zapisa¢ wszystkie elementy G przy uzyciu generatorow. Znalezé klasy elementow
sprzezonych w G.

Zad.9 Znalez¢é orbity dziatania (naturalnego) grupy SU(2) na C? oraz SO(2) na R?. Dziatanie zdefiniowane
jest nastepujaco: SU(2) x C? — C2, (a,r) — azx, gdzie a € SU(2), x € C? oraz analogicznie dla grupy SO(2).

Zad.10 Pokazaé, ze zbiér G, = {a € G : v,(x) = z}, gdzie v zadaje dzialanie grupy G na zbiorze X, jest
podgrupa w G.

Zad.11 Niech (g,z) — gz € X zadaje dzialanie grupy G na zbiorze X. Pokazé, ze stabilizatory G, = {g €

G : gz = x} wszystkich punktéw zbioru jednorodnego X sa do siebie sprzezone, tzn. Gy, = gG,g~".

Zad.12 Niech 2% okreéla klase sprzezonosci elementu 2 € G. Pokazaé, ze #G = #Z(G) 2 #(G/C(z§)),
gdzie C(z§') jest zbiorem elementéw G, ktére sa przemienne z 2. Grupa G posiada n klas sprzezonosci, w
tym ¢ klas jednoelementowych.

Zad.13 Pokazaé, ze jezeli H jest podgrupa Z(G) i G/H jest grupa cykliczna to grupa G jest abelowa.
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