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Dyskretyzacja — problem liniowy

Problem:

0 g=Hf
-~ N\

Macierz Rozktad
systemu aktywnosci
(niewiadoma)

Zmierzone
projekcje (dane)

Uktad réwnan liniowych

hid — prawdopodobienstwo detekcji

fotonu z voksela | obiektu w pikselu d
detektora

N
Jq = Z hy; T,
i—1 J: ~ 100x100x100

_______________ ] D f: ~ 100x100x100
H: ~ 106x1086

Rozmiary obiektow:



Metody statystyczne

Problem estymacji: g - H f

A

Proba statystyczna
(wektor losowy) Macierz Parametry modelu

systemu (zmienna szukana)
(dana — stata)

Znalezé wektor parametrow f - estymator, ktéry ,najlepiej pasuje” do zmierzonej
proby losowej g

Metody (kryteria) wyznaczania estymatorow:

V4 A N A
*Metoda momentow fi g :Zhdi fi=E[9;] == FBP ART
i=1
2

D N
eMetoda najmniejszych kwadratow f = arg min — h. f. WL
g f ; gd ; di i ‘ S

*Metoda najwiekszej wiarygodnosci f arg max p(g f) =) MLEM
(maximum likelihood — ML)



Metody statystyczne

Pozgdane cechy estymatorow:

enieobcigzonos¢ E[f] —f ! HUS

=)

LA Odnos,é 7 0 5 10 15 2 25
g gd —>00 g

. var(f
o efektywnos¢ e(f) = ( mafEﬁ) —1

var(f)

Twierdzenie (nierownosc¢) Cramera-Rao:

Wariancja dowolnego estymatora nieobcigzonego f spetnia nieréwnoéc:

var( f.) > 1

E

of.

30

Estymator maksymalnej wiarygodnosci jest estymatorem nieobcigzonym,

zgodnym, o maksymalnej efektywnosci

35

40

45

o = =Vvar( i )
olnP(g, fi)j } 1(1;) |(f) — informacja Fishera

50



Statystyka rozpadow promieniotworczych

Srednia liczba zliczerr w pikselu d detektora:

N
da = z haif;i
i=1

Rozktad Poissona prawdopodobienstwa zliczen :

9q?% exp(—gq)
gd!

Pr(ga; 9a) =
Funkcja wiarygodnosci :

ol
Pr(g f) = 13-, P2 0C00)

\\\\\\\ ’/’///// N gd N
e p (Zilihaifi) “ exp(= Xizq haifi)
d=1 gad'

f =arg m1§1x P(g;f) = arg mfax log|P(g; )] ) MLEM



Metoda ML-EM

Jak obliczy¢ estymator maksymalnej wiarygodnosci?

Algorytm EM (expectation maximisation): (Dempster, Laird, Rubin 1977)

Estymacja na podstawie ,, niekompletnych” danych statystycznych

Sgj — liczba fotondw wyemitowanych z voksela i zarejestrowanych w
pikselu d detektora — dane kompletne
stl E[s;]=hyf,
krok E: Oblicz wartos¢ oczekiwang
funkcji wiarygodnosci: E[ In(P(S1f) ]
A(n)
s|og;f
krok M: Kolejng estymacje wybierz
jako: A
JaKo £ = arg max E[ In(P(s;f) ]
S | 9: _i;(n)

Mozna pokazac, ze algorytm EM zwieksza funkcje wiarygodnosci w kazdym
kroku, tzn.

P(g;f") > P(g;f™)



Rozwigzanie -
wzOr iteracyjny:

Nowa estymacja
obrazu

(n+1) _ ¢ (n)
1:k 1:k

Metoda ML-EM

1

D
2Ny

d=1

Poprzednia

~ estymacja obrazu

>

d=1

o)

hdk

N

Z hdj fj(n)
j=1

Norma

Zmierzona projekcja

Estymowana projekcja

-

Srednia wazona
po wszystkich projekcjach




Rekonstrukgja iteracyjna ML-EM

Obraz poczatkowy n-ta estymacja Projekcje estymac;ji

Projekcja

, Projekcja
nie
steczna
Jq
’ . N
(n)
Porownanie S hyf,

=

Zbieznosc?

tak

Obraz zrekonstruowany Zmierzone projekcje



Rekonstrukgja iteracyjna ML-EM

lteracje:

Funkcja wiarygodnosci:

- 0 10 20 30 40 50
pr(g;f(n)) _ H Pr(g, ;f(n)) _ -1.0E+06 ,
- % -1.5E+06 -
_ 13[ E[9,]" exp(-El94]) z
=% gd! 8 -2:0E+06 1

-2.5E+06 -

N o)
E[g,]= Z h, f." iteracja
i1



Metoda ML-EM - wtasciwosci

D
£ — f 1 Z o 94

: R (n)
d=1 n
2N 2 Nyt
=

d=1

® Jesli f@ >0 to f®™ >0 dla kazdego n (nie ma ujemnych warto$ci pikseli)
® Jesli O =0 to f® =0 dla kazdego n >k

® Metoda nieliniowa: f(gq1 + g2) # f(g1) + f(g2)



MLEM vs FBP

analityczne statystyczne
(iteracyjne)
Filtrowana projekcja
wsteczna (FBP) Metoda ML-EM
* oparta na transformacji Fouriera : uw?gl@dniast;‘tyswﬁzny charakter
* liniowa zmierzonych danyc
* szybka ® pozwala uwzgledni¢ doktadny model
® zaktada uproszczony model fizyczny o
fizyczny ® znacznie lepsza jakos¢ obrazu — mniejszy
¢ artefakty ,,prgzkowe” przy malej S;ur_n _
liczbie zliczen ® nieliniowa

® Wolna; wymaga duzej mocy obliczeniowe;]



MLEM vs FBP

FBP MLEM

FBP + filtr MLEM + filtr

."9

9O iter. 25 iter.




Regularyzacja obrazow

,ourowe” metody rekonstrukcji (zaréwno analityczne jak i statystyczne) dajg
zwykle obraz wysoce zaszumiomy. Potrzebne sg metody redukcji szumu,
zwykle kosztem (mozliwie niewielkiego) pogorszenia zdolnosci rozdzielcze;
(,ostrosci”) obrazu.

eFiltrowanie (w dziedzinie wspoétrzednych obrazu lub czestotliwosci przestrzennych)
- w dziedzinie czestotliwosci przestrzennych
- w dziedzinie wspotrzednych obrazu — splot z funkcjg (jadrem) filtujaca
- post-iteracyjne
- sroditeracyjne
e\Wykonanie niewielkiej liczby iteracji

eRekonstrukcja statystyczna MAP (maximum a posteriori)



Filtrowanie

W dziedzinie wspotrzednych obrazu

fr=1(xy 2)Qw,y,z)
=[[[ f(x—=x",y—=vy',z—zDw(x",y',z")dx' dy' dz'

W dziedzinie czestotliwosci

fr = FF(vy, Vy, vy ) W(vy, Vy, vl

FFT




Filtrowanie

Post-rekonstrukcyjne:

vy _em_ 1N g
fk( 1):fk() Z hdk d

D N

d=1 (n)
2. N 2 Ny,
d= i j=1

1
Miedzy-iteracyjne:

fk(n+1) — 0

fN@w

_Zh

dk N
2Ny
R

m) f (final)

04

(n)
fj

—

f (final) ® w



FBP - regularyzacja

Tylko filrt 27
rampowy f(X y): jﬂ_lﬂv‘ P(V, ¢) ]d¢ Filrt Butterwortha,
0 v.=0.25v,

Nadmierny szum

!

fxy)= [ W )M P, 4) g

. 1% s ’
Filrt dolnoprzepustowy o -
0.8 - Pid g
0,7 1 P / -
1 06 -
W V)= ~ — — Ram
Butterworth: ) 2k g 05 - p
1+ L 0.4 —=— Butterworth
\% 0,3 1
c 02 —— Shepp-Logan
0,1 A

Shepp-Logan W(v):sinc(LJ rect( 4 j " 02 o4 o6 08 1
VC

2v,




Regularyzacja - rekonstrukcja MAP
(Maximum a Posteriori)

map:  f =arg max P(f | g)

f =arg max {log P(g| f)+log P(f)}

Funkcja kosztu Gibbsa:

U(F) =S WV (f — f
P(F) = o0 (- U () (1)= 2wV (fi=f)

V(X)= xé

Algorytm MAP:

o 0
Foe) Tk Z h, 94

D
d=

Zhdk d=1 ih f_(n)-|- aU(f)

dj "]
1 j:]- af




Przyspieszanie algorytmow iteracyjnych
Algorytm OSEM (Ordered Subsets Expectation Maximisation)

ML-EM OSEM
RBI - EM
RAMLA
(n+1) f" 0;
* P zmierzonych projekcji dzielimy na K podzbiorow fi = —Z hi =
(zwykle rownej wielkos$ci, roztgcznych) Zhik <R Zhij f,
* Podzbiory powinny by¢ zrownowazone — by¢ P = i
.reprezentatywng probg” petnego zbioru projekcji
* Obliczajgc estymacje obrazu w n-tej iteracji uzywamy k=12,..,K

tylko projekcji z k-tego podzbioru
* szybkosc¢ zbieznosci jest prawie identyczna jak przy
wykorzystaniu petnego zbioru projekcji

przyspieszenie = liczba podzbiorow projekcji



Przyspieszanie algorytmow iteracyjnych
Algorytm OSEM (Ordered Subsets Expectation Maximisation)

ML-EM OSEM

[ |
f (n) of
Problemy: fk(n+1):k_z -
hi ieP, h|f

* Brak gwarancji zbieznosci; mozliwe cykle periodyczne

* Mozliwe zerowanie vokseli w obszarach o b. mate; k=12,... K
liczbie zliczen

* Problemy przy niezrownowazonych podzbiorach



Efekty fizyczne wplywajace na obrazowanie
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e Funkcja odpowiedzi

LN
QLS

VLN
N N4

N
N

\Q\

’
’
’
’
’
7
’
v
v
’
’
’
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
S
N
N

kolimatora/detektora

’

o«

’
’
v
v
’
v
v
’
’
’

idealny
Ostabienie + rozmycie kolimatora + rozproszenia



Efekty fizyczne wplywajace na obrazowanie

e Ostabienie promieniowania
e Rozproszenia

FBP ideat
e Funkcja odpowiedzi

kolimatora/detektora

7

idealny rozmycie kolimatora Ostfabienie + rozmycie kolimatora



Oddzialywanie promienoiwania y w tkankach
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Ostabienie promienoiwania y w tkankach

' —e— 140 keV
0.9 - —e511keV|
0,8
07 1
0,6 x
R
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O | | 1
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Ostabienie promienoiwania y w tkankach

0,1

0,01

N/NO

0,001

0,0001
d [cm]



Korekcja ostabienia — PET

Ostabienie promieniowania g:

N = Noe_”x

Zmierzone projekcje:

p(é.s) = jexp{— T,u(x', y')dl}f (x,y)dl

o0

= exp{— Ty(x',y')dl'} _[ f(x,y)dl

—00

Czynnik korekcji — zmierzony np. w CT



Korekcja ostabienia - SPECT

Zmierzone projekcje:

P(6.9)= [ exp| - [ (', y)ar'|f (x )
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Rekonstrucja

v Korekcja osfabienia nietrywialna
1 (X, y) -Mapa wspétczynnikéw

osfabienia (znana)
Zrekonstruowany obraz:

Do niedawna nie byt znany wzor na
odwrotng transformate Radona

f(X, V) =R[p(a,S), (X,Y)]  zostabieniem (Novikov 2000)

Skomplikowany wzor
Silne wzmacnianie szumow!



Korekcja ostabienia — metoda Changa

-Mapa wspotczynnikow
ostabienia (znana)

vt

Metoda przyblizona — post-rekonstrukcyjna ,Ll(X, Y)

Dla kazdego punktu (x,y) w
zrekonstruowanym obrazie f (x, y)

obliczamy sredni czynnik ostabienia:

TF(x,y)=¢Lexp - ] u(l(®))dl | dé \Ky

Korekcja rzedu zero:

><V

Korekcja rzedu n:

fAC — f TF « Oblicz projekcje f (1)
 Oblicz btgd g - f (D aa
 Zrekonstruuj obraz btedu

e fM=FfM1)4+TF - Rec(g - f (n-1) )



Logqg of Counts

Korekcja fotonow rozproszonych

— —— Scatter

Total
Primary

Counts (arb. units)

20

8

g

40 60 80 100
Projection Bin

120

Relative Counts

10

Total
oo Primary
— —~ Scatter

0 100 120 140 160 180
Photon Energy (keV)

Metoda TEW (Triple Energy Window)

S

Oy Aoy

scatter —
2



Rekonstrukgja iteracyjna —
modelowanie efektow fizycznych

g=Hf

hid — prawdopodobienstwo detekgc;ji

fotonu z voksela | obiektu w pikselu d
detektora

Wszystkie efekty fizyczne mozna
uwzgledni¢ w macierzy systemu H

Attenuation correction (AC)

Scatter correction

Collimator resolution modelling
Collimator-detector response modelling
Resolution recovery



Rekonstrukgja iteracyjna —
modelowanie efektow fizycznych

4 Jakos¢
rekonstukgji

Czas obliczen

Liczba elementéw modelu

v

Hf



Implementacja algorytmow iteracyjnych

Obliczanie projekcji

eRay tracing
eOparte na obrotach obrazu

*Obliczenie macierzy systemu

precomptite-” compute “on the fly”

+ Fast iterations
= Large RAM required
= Slow disc access

+ Less RAM required iterations
= Slow iterations



Ocena jakosci obrazow

Problem ztozony

klasyfikacja estymacja

Parametry iloSciowe:

eZdolnosc rozdzielcza

ekontrast

ePoziom szumu:

»Wariancja; wspotczynnik zmiennosci
oSredni btad kwadratowy

e\Widmo mocy; SNR

Metody statystyczne sg nieliniowe

J

Parametry ilosciowe zalezg od obrazu

Optymalnie:

Miary jakosci odnoszgce sie do
konkretnego problemu klinicznego

Analiza ROC
(Receiver Operating Characteristics)

Obserwatorzy numeryczni

Obserwator kanatowy Hotellinga

1

o
oo

o
=]

— System A
== SystemB

System C

(=]
=
-

True—positive Fraction

o
]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
False—positive Fraction



Ocena jakosci obrazow

Odtworzenie sygnatu

obraz = obiekt(x,y, z)®PSF(x,y, z)

Z.dolnos¢ rozdzielcza: _
Oryginat

- aktywnos¢

Rekonstrukcja

Szerokos¢ potéwkowa
(FWHM — Full Width at Half Maximum)

Dla funkcji Gaussa: FWHM = 2.35 G



Ocena jakosci obrazow

Odtworzenie sygnatu

tto

Kontrast:

_ NL-NB
NB

C

NL — srednia amplituda
w obszarze obiektu

(guza, defektu) obiekt
NB — srednia amplituda
w obszarze tfa

Wspolczynnik odtworzenia C..

CRC =

kontrastu:

(Contrast recovery coefficient) org



Ocena jakosci obrazow

Poziom szumu:

b (i) r \2
Srednie odchylenie standardowe: Z(fkj - fk)

(dla pojedynczego voksela k) Oy =

Po zespole statystycznym
(M kopiach obrazu rdznigcych sie realizacjg szumu)

Wspotczynnik zmiennosci: cov, = %

(Coefficient of Variation) ka

Sredni COV na wybranym obszarze:

> coyv,

Cov=iL
NL



Ocena jakosci obrazow
Poziom szumu  Przyblizenie:

Dla obszaru o jednorodnej aktywnosci srednie
odchylenie standardowe i wartos¢ srednig mozemy
liczy¢ po obszarze na jednym obrazie, zamiast po
M kopiach obrazu (zespole statystycznym)

ZiEROI(fi B ﬂz
Ngor —1

Srednie odchylenie standardowe: @

Wspotczynnik zmiennosci: COV =
(Coefficient of Variation) =

)l Q

N A
ol A
[ X

/% \ ﬂ
5
—" A Imuﬁthﬂ
T A Y
T

40 G0 20 100
Distance (pixels)

Gray Value




Ocena jakosci obrazow

sygnat + szum:

Sredni btad kwadratowy: Stosunek sygnatu do szumu (SNR),

Stosunek kontrastu do szumu (CNR):
rec or 2
MSE = 2 (f— 1)

2. (fee)

|(fguz) — (ftlo)l

CNR =
Vvar(fio)




Kompromis: rozdzielczosc - szum; krzywe kontrast-szum

A

Good system

1

Bad system

kontrast/CRC

poziom szumu



Contrast Recovery Coefficient

0.12

0.1

0.08

Krzywe kontrast-szum

—==HR 30 min.

=&—H56 30 min.

—===HR 10 min.

—=HS6 10 min.

=®-HS9 10 min.

===HS514 10 min.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Coefficient of Variation (noise)



Contrast Recovery Coefficient

0.12 -

0.1

0.08 -

0.06 -

0.04 -

Krzywe kontrast-szum

—=—HR 30 min.

—4—HS6 30 min.

HR 10 min.

HS6 10 min.

HS9 10 min.

HS14 10 min.

T T T T T 1
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Coefficient of Variation (noise)

HR
30 min

HR
10 min

HS9
30 min.

HS9
10 min

z=96



Metodologia ROC

Ocena jakosci obrazu oparta na kryterium skutecznosci diagnostycznej,
odnoszgca sie do konkretnego problemu klinicznego

Ztoty standard

Klasyfikacja

N o8

Analiza ROC
(Receiver Operating Characteristics)



Metodologia ROC

A >\, Prog decyzyjny




P{AH )

Metodologia ROC

P Hii-
I H,;-'

p[.;'.H|i'

';-E' F 4 +i{

Mozliwe wyniki:
TP —true positive

TN — true negative
FP — false positive

FN — false negative

p(A/H;)
BOJH ) R([Fy]
TN
swoistogé = —————100¢
sWoistogé TN+ P %
TP
czulosé = 100%

TP + FN




Metodologia ROC

TN .
swolstodé = ——————100%
swolstosdé TN = FP 0

TP
LY EI,-"JI
czulosé = TP FN FNlDD,o

Mozliwe wyniki:
TP —true positive

TN — true negative
FP — false positive

FN — false negative

Miara jakosci metody:

'\

Test idealny

N

Teat rzeczywisty

AN

Teat przypadkowy

ol
[
(W01
1

I
0 05

1-8wnEinsc

Krzywe ROC
(Receiver Operating Characteristics)

AUC (area under curve)



Nowe technologie sprzetowe
w medycynie nuklearnej



