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Motywacja

Algorytmy poezja obliczen.

Francis Sullivan

Algorytmy:

@ Stare jak cywilizagja:
e Sumerzy,
e Stonehenge.

@ Potrzeba matka wynalazkéw.
© Zastosowanie:

e komunikacja,
ochrona zdrowia,
przemyst,
ekonomia,
przewidywanie pogody,
nauki podstawowe.

@ Na czym sie skupic¢?
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Plan - przypomnienie.

© Metropolis Algoritm for Monte Carlo
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Pasjans Ulama.

Stanistaw Ulam, szpital w Los Angeles i solitaire

Jak policzy¢ wygrywajace rozdania?

> Stan Ulam
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© wynik po M prébach to “7

> Stan Ulam
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Prébkowanie i catkowanie.

f(x)

Obliczmy numerycznie catke:

S— /01 Floodke

Przyblizamy:

N

1
S%NZf(Xn)

n=1

dzielac odcinek [0, 1] réwnomiernie na N
punktéw - metoda trapezéw - zbieznoéé 1/N?
(dla catek d - wymiarowych 1/N3/9).

Liczby x, wygenerowane losowo - metoda
Monte Carlo - zbieznos¢ 1/+v/N.
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Plan - przypomnienie.

© Metropolis Algoritm for Monte Carlo
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Algorytm Metropolisa.

Obliczanie catki S = [y f(x)dx

Czesto f(x) nie gtadka. Niekiedy czes¢ osobliwa daje sie wydzieli¢
jako gesto$¢ pewnego rozktadu prawdopodobieristwa p(x):

5= [ p(x)gx)dx.

p(x) >0 oraz/p(x)dx =1

Dla punktéw {x,} generowanych z rozktadem p(x) oszacowanie
catki S dane jest $redniag po trajektorii Monte Carlo:
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Metropolis Algoritm for Monte Carlo
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Algorytm Metropolisa.

Woprowdzenie procesu stochastycznego, generujacego punkty x,
ktérych rozktad w granicy nieskonczonej liczby krokéw dazy do
p(x). Zwykle proces ten to tancuch Markowa o
prawdopodobieristwie przejs¢ T (x — x') spetniajacy warunek
réwnowagi szczegdtowe;j:

PO)T(x = x) = p(x) T(x' = x).

Réwnanie Master
Jest to warunek dostateczny statosci w czasie prawdopodobienstwa
o ewolucji opisanej réwnaniem:

Xl
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Zastosowanie w fizyce statystycznej.

Rozktad kanoniczny

Uktad klasyczny w temperaturze T z oddziatywaniem U(x)
opisany jest prawdopodobiefnstwem:

1
p(x) = Gep(—U()/kaT)
gdzie
Q= / exp(—U(x)/ kg T)dx
kg stata Boltzmanna. Chcemy obliczaé¢ wielowymiarowe catki typu:

_ CIQ/A(x)exp(—U(X)/kB T)dx

Algorytm Metropolisa realizuje bfadzenie przypadkowe z rozktadem N
prawdopodobiefistwa p(x). o
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Algorytm Metropolisa 1946.

Warunek réwnowagi szczegdtowej:

T(x — x)
T(x' — x)

= exp(=[U(x') = U(x)]/ks T),
ma rozwigzanie
T(x — x') = min[1, exp(—[U(X')—U(x)]/ kg T)]-

Ten wybor nazywany jest algorytmem
Metropolisa.

Nick Metropolis
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Metropolis Algoritm for Monte Carlo
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Zastosowanie do modeli sieciowych.

Model Isinga.
N N
H=-J Z SiSj — BZS,'.
i=1

<ij>

si = £1 - operatory spinowe,
J oddziatywanie miedzy niesparowanymi elektronami,
B pole magnetyczne,

< i,j > sumowanie po najblizszych sasiadach,

N catkowita liczba weztéw.

= % Z A(si)exp(—H(si)/ksT),

Z= Zexp (si)/ksT),

JALE
=Ly,
=
e

suma po wszystkich (2") konfiguracjach spinéw s;.
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v

. P o EXP(*AE/kB T) dla AE > 0,
T({si} — {si}) = { 1 dla AE <0.
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Zastosowanie Algorytmu Metropolisa.

Stochastyczne symulacje komputerowe w:
@ fizyce ciata statego,
@ biologii molekularnej,

@ chemii.
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Fast Fourier Transform
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Dyskretna Transformata Fouriera (DFT).

Problem:

f - funkcja o okresie a, znamy jej N wartosci
rébwnomiernie roztozonych na odcinku [0, a)

f(k=)=f dlak=0,1,2,...,N—1.

Z N punktéw wyznaczamy N wspotczynnikéw
Fouriera ¢; (¢; — 0 gdy j — o0).
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Dyskretna Transformata Fouriera (DFT).

Tl w e Baullarm: Przyblizone wartosci dla N punktéw:
Zce@’g, fi = ZCN Lz

c-—1 af(X)efﬁxfdx v_ 1 = — 2 i
=3/ : C-:Nkae NI

N

: N N
Ciag ¢’ ci's -, Cy_q-
Koszt ~ N2.
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Plan - przypomnienie.
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Historia Szybkiej Transformaty Fouriera (FFT).

Wszystko zaczyna sie od Gaussa.

Rozktad: N = N;N,, manipulujemy indeksami w ZJ 0 LV;&:

(a ) alN; + b, 0<a< M,0<b< Ny,
k( d) cNo +d, 0<c<N;,0<d<Ns.

Ni—1 S No—1 y ori
(cNo+d) N, @
Z e Z Cj(a,b)€ ™
a=0

Koszt ~ (N]_N2)(N]_ + N2).

L~\L Fizy
T,
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Historia Szybkiej Transformaty Fouriera (FFT).

James W. Cooley i John W. Turkey 1965.

Dane sejsmologiczne, ZSRR, USA = szybki
algorytm do analizy sygnatow.

Pomyst: N = 2P i rekurencyjnie rozktad
Gaussa.

Koszt ~ Nlog(N).

John W. Turkey
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Zastosowania FFT.

Szybki algorytm do
@ analizy spektralnej danych,
@ obliczania splotu,
@ wykonywania mnozen duzych liczb, wielomianéw, macierzy,
°

metod spektralnych w czastkowych réwnaniach
rézniczkowych.

Serce efektywnych algorytmoéw:
@ sortowania,
transformaty cosinuséw (kodowanie MP3),
kodowania danych (internet, telekomunikacja),

°
°

@ obrébki obrazu,
@ w astronomii (LIGO),
°

w kwantowej kryptografii w algorytmie Shor'a.




Podsumowanie

Podsumowanie

@ Temat “Najstynniejsze Algorytmy XXw." jest mata prowokacj3.

@ Algorytm Metropolisa jest efektywna metoda obliczen w
rozktadzie kanonicznym.

@ Szybka Transformata Fouriera(FFT) “An algoritm the whole
family can use.” Daniel N. Rockmore
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The Top 10 Algorithms.
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Plan - przypomnienie.

@ Informacje o Twdrcach




Dodatek
0®000000000

Metropolis Algoritm for Monte Carlo

1946 von Neumann, Ulam i Metropolis

Stan Ulam, John von Neumann zorientowali sig, ze statystyczna
technika prébkowania zwana odrzucaniem (rejection) nadaje sie
Swietnie do obliczen dyfuzji neutronéw na ENIACu.
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Simplex Method for Linear Programming.

1947 Danzig.

Algorytm do rozwigzywania programéw liniowych dla planowania i
podejmowania decyzji w duzych przedsiewzieciach. Program
liniowy zawiera optymalizacje funkcji wzgledem wiezéw bedacych
nierébwno$ciami. Sukces tej metody doprowadzit do szerokiej gamy
uogdlnien i specyfikacji do réznych naukowych zastosowan.
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Krylov Subspace Iteration Methods.

1950 Hestenes, Stiefel i Lanczos.

Conjugate gradient methods (metody sprzezonego gradientu) to
iterowane algorytmy macierzowe do rozwigzywania bardzo duzych
uktadéw réwnan. Takie uktady wystepuja w wielu dziedzinach
zastosowan: przeptywy ptyndéw, inzynieria mechaniczna, analiza
uktadéw pétprzewodnikowych, w modelach reakgcji jadrowych, w
symulacjach obwodéw elektrycznych (macierze o milionowych
stopniach swobody).

QDAL Fzp
N 7
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The Decompositoinal approach to Matrix Computations.

1951 Hausholder i Wilkinson.

Rozktad polega na przedstawieniu macierzy jako iloczynu

prostszych macierzy.
@ LU decomposition,
@ QR decomposition,
@ singular value decomposition,
@ Schur decomposition,
o

spectral decomposition,

eigendecomposition.

Raz uzyskany rozktad staje sie platforma, dla ktérej mozna
rozwigza¢ pewnga klase probleméw. Pozwala to przenies¢ ciezar
rozwigzywania probleméw na poszukiwanie rozktadow.
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The Fortran Optimizing Compiler.

1957 Backus.

John Backus przewodzit zespotowi IBM, ktéry pracowat nad
projektem majacym obnizy¢ koszty programowania i poszukiwania
btedéw w programach (debugging). Kompilator stat sie znaczacym
czynnikiem umozliwiajagcym rozwdj rozbudowanych systeméw
oprogramowania.
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QR Algorithm for Computing Eigenvalues.

1959-61 Francis.

To algorytm pozwalajacy obliczaé na drodze iteracji wartosci
wiasne skomplikowanych macierzy.
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Quicksort Algorithm for Sorting.

1962 Hoare.

Problem sortowania, Swietnie znany, o wielu zastosowaniach i duzej
wadze teoretycznej. Quicksort jest nadal algorytmem najlepszym
dla ogdlnych danych wejscia.
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Fast Fourier Transform.

1965 Cooley i Tukey.

FFT jest jednym z najwazniejszych algorytméw stosowane; i
obliczeniowej matematyki. Stanowi jadro przetwarzania sygnatow
(signal processing). Stosowany w nowoczesnej telekomunikacji.
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Integer Relation Detection.

1977 Helaman, Ferguson i Forcade.

Problem znalezienia n liczb naturalnych ay, ..., a, € N (jesli
istnieja) takich, ze dla danych x, ..., x, € N spetniaja

aix1 + - -+ + apxp = 0. Algorytm rozwigzuje ten problem z zadana
bardzo wysoka doktadnoscia. Uzyto go do odkrycia nie znanych jak
dotad zwigzkow algebraicznych oraz do identyfikacji niektérych
statych w kwantowej teori pola, jako kombinacji znanych statych
matematycznych.

DALy,
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Fast Multipole Method.

1987 Greengard i Rokhlin.

Schemat do obliczania sit wystepujacych w grawitacyjnych i
elektrycznych problemach N-ciatowych. Schemat prowadzi do zysku
rzedu O(N) zamiast O(N?) jak byto w poprzednich algorytmach.
Whptynat na rozwdj nowoczesnych N-ciatowych “solweréw” przez
wprowadzenie wysoce reguralnego hierarchicznego przestrzennego
rozktadu przez ekspansje na réznych poziomach uktadu.
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