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Warunki zaliczenia

1. Obecno±¢ i aktywno±¢ na ¢wiczeniach - 10p.

2. Kolokwium 27/11/2017, 9:00-13:00 (sala 1.02,
1.40) - 30p.

3. Kolokwium dodatkowe (dla osob majacych uspra-
wiedliwiona nieobecnosc na pierwszym kolo-
kwium) 04/12/17, 9:00-13:00 (sala 2.03) - 30p.

4. Egzamin pisemny 05/02/2018, 9:00-13:00 (sala
0.06) - 30p. (wyniki z aktywno±ci, kolokwium i eg-
zaminu pisemnego normujemy do 100)

5. Egzamin ustny 07-09/02/2018, 9:00-15:00 (sala
5.12), mo»liwo±¢ poprawy oceny w pierwszym ter-
minie

6. Egzamin pisemny poprawkowy 19/02/2018, 9:00-
13:00 (sala 0.06) (wynik z tej cz¦±ci normujemy do
100)

7. Egzamin ustny poprawkowy 21-22/02/2018, 9:00-
14:00 (sala 5.12), mo»liwo±¢ poprawy oceny w dru-
gim terminie

Wypadkowa ocena z tej cz¦±ci:
5+ za 99-100p.,
5 za 90-98p.,
4+ za 81-89p.,
4 za 72-80p.,
3+ za 62-71.,
3 za 50-61p.,
2 za 0-49p.

1 Tydzie« I, 2-8/10/2017

1.1 Wykªad

I. Zasady �zyki statystycznej; Zespóª mikroka-

noniczny: &1. Wprowadzenie zasad �zyki statystycz-
nej - cel bada«, ukªady wielu cz¡stek, ogromna liczba
cz¡stek w ukªadzie, defnicja ilosci materii w ukladzie SI
2018, liczba Avogadro NA = 6, 022140857 · 1023mol−1,
dyskretne poziomy energii w ukªadach kwantowych,
wykªadniczo maªa odleglos¢ mi¦dzy poziomami energii
w ukªadach wielu cz¡stek ∆E ∼ e−N , jakiekolwiek od-
dziaªywania z otoczeniem powoduj¡ przejscia mi¦dzy
bliskimi poziomami energii, �uktuacje energi caªkowi-
tej w czasie, opis mikroskopowy klasyczny (poªo»enia
i p¦dy N -czastek zale»ne od czasu) i kwantowy (funk-
cja falowa od czasu i N zmiennych), trudnsci w anali-
zie takiego mikroskopowego opisu, opis makroskopowy
lub termodynamiczny za pomoc¡ maªej liczby para-
metrów (cisnienie, obj¦tos¢, temperatura, etc.), zada-
nie �zyki statystycznej to znajdowanie zwi¡zku mi¦-
dzy opisem mikroskopowym i makroskopowym, def-
ninicja mikrostanu (opis mikroskopowy) i makrostanu
(opis termodynamiczny), przyklad: uklad N = 3 spi-
nów 1/2, mikrostany i makrostany. &2. Podstawowy
postulat �zyki statystycznej - postulat: wszystkie do-
st¦pne mikrostany, realizuj¡ce dany makrostan s¡ jed-
nakowo prawdopodobne dla ukªadów w równowadze
termodynamicznej, intuicyjne uzasadnienie tego postu-
latu, koncepcja zespoªu statystycznego jako wielu kopi
tego samego ukªadu, usrednianie po zespole statystycz-
nym. &3. Obliczanie prawdopodobie«stw ró»nych ma-
krostanów - pi prawdopodobie«stwo makrostanu, któ-
remy odpowiada zmienna (losowa) yi, pi = Ωi/Ω,
gdzie Ωi liczba mikrostanów realizuj¡ca dany makro-
stan, Ω =

∑
i Ωi liczba wszystkich mikrostanów, sred-

nia < y > i wy»sze momenty < yn >,

1.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Caªki gaussowskie - Obliczyc caªk¦
∫ +∞
−∞ e−αx

2
dx

obliczaj¡c jej kwadrat i przechodz¡c do biegunowego
ukªadu wspóªrz¦dnych. Ró»niczkuj¡c po parametrze α
obliczy¢ caªk¦

∫ +∞
−∞ x2e−αx

2
dx.

2. Funkcja gamma - Uogólnione caªki gaussowskie
postaci Im = 2

∫ +∞
0 xme−x

2
dx, z m > −1, zapisa¢ w

postaci funkcji gamma Γ(z) =
∫ +∞

0 yz−1e−z
2
dz. Poka-

za¢ zwi¡zek rekurencyjny Γ(n + 1) = nΓ(n). Obliczy¢
Γ(1/2), Γ(l + 1/2), Γ(1), i Γ(l + 1), dla l = 1, 2, 3, ....
3. Kula w n-wymiarach - Obliczy¢ obj¦tos¢ i po-

wierzchni¦ n-wymiarowej kuli o promieniu r. Wynik
wyrazi¢ za pomoc¡ funkcji gamma (uogólnionej silnii).
4. Przybli»enie Stirlinga - Pokaza¢, »e dla n � 1

zachodzi n! ≈
√

2πn nne−n+1/12n+O(1/n2). Zapisa¢ to
przybli»enie dla lnn!. Omówi¢ rol¦ wyrazów wiod¡cych
i poprawek 1/n oraz porówna¢ z asymptotycznym za-
chowaniem funkcji gamma.
5. Rachunek prawdopodobie«stwa - Rzucamy dwiema

szesciennymi kostkami do gry. Ile wynosi prawdopodo-
bie«stwo, »e suma wyrzuconych oczek wynosi szes¢. Ile
wynosi srednia z sumy wyrzuconych oczek i wariancja.
Poda¢ rozkªad prawdopodobie«stwa. (Na przykladzie
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tym przypomnimy: przestrze« probabilistyczn¡, de�-
nicj¦ cz¦stosciow¡ prawdopodobie«stwa, de�nicj¦ ak-
sjomatyczn¡, oraz interpretacj¦ prawdopodobie«stwa,
zmienn¡ losow¡, rozkªad prawdopodobie«stwa zmien-
nej losowej, momenty zmiennej losowej, rozkªady praw-
dopodobie«stwa wielu zmiennych losowych, rozkªad
prawdopodobie«stwa od sumy zmiennych losowych,
i inne podstawowe koncepcje rachunku prawdopodo-
bie«stwa).

1.3 Zadania domowe

(Powtórka ze szkoªy)

1. Ile wynosi prawdopodobie«stwo wyrzucenia ª¡cz-
nie sze±ciu lub mniej punktów za pomoc¡ trzech uczci-
wych kostek do gry?
2. Rzucamy pi¦cioma uczciwymi kostkami. Ile wy-

nosi prawdopodobie«stwo wyrzucenia 6-tki: a) tylko
jedna kostk¡, b) przynajmniej jedna kostk¡, c) tylko
dwiema kostkami?
3. Wybieramy przypadkowo liczb¦ mi¦dzy 0 i 1.

Ile wynosi prawdopodobie«stwo, »e dokªadnie 5 spo-
±ród pierwszych dziesi¦ciu cyfr po przecinku b¦dzie ze
zbioru cyfr mniejszych od 5?
4. Oblicz g¦sto±¢ sze±cio�uorku wolframu (WF6) w

temperaturze 300K i pod ci±nieniem 1000 hPa. Masy
atomowe wolframu 183,84u i �uoru 19u. Gdzie ten gaz
znajduje zastosowanie?

2 Tydzie« II, 9-15/10/2017

2.1 Wykªad

Obliczanie prawdopodobie«stw w �zyce statystycz-
nej na podstawie postulatu równych prawdopodo-
bie«stw a priori, defnicje sredniej, momentów, wa-
riancji, rozkladów prawdopodobienstwa dla zmien-
nych losowych dyskretnych i ci¡gªych, normalizacja
d3NXd3NP/h

3NN !, defnicja zespolu mikrokanonicz-
nego, defnicja liczby stanów Ω(U, V,N) dla ukªadu
o energii U , obj¦tosci V i liczbie cz¡stek N , de�ni-
cja caªkowitej liczby stanow Γ(U, V,N) o energiach
od 0 do U , zwi¡zek pomi¦dzy Ω i Γ, de�nicja gesto-
sci stanow ρ(U, V,N), Ω(U) = Γ(U + δU) − Γ(U) =
dΓ(U)/dUδU = ρ(U)δU . &4. Podukªady w równowadze
termodynamicznej - defnicja oddziaªujacych termicz-
nie podukladów, liczba stanów ukªadu, maksymalizacja
prawdopodobie«stwa, defnicja entropii S(U, V,N) =
kN ln Ω(U, V,N), warunek równowagi - maksimum
prawdopodobie«stwa, defnicja temperatury 1/T =
(∂kB ln Ω(U, V,N)/∂U)V,N = (∂S(U, V,N)/∂U)V,N ,
staªa Boltzmanna kB = 1, 38064852×10−23J/K, prawo
wzrostu entropii i d¡»enie ukªadu do stanu najbardziej
prawdopodobnego, zerowa i druga zasada termodyna-
miki jako postulaty opisuj¡ce najbardziej prawdopo-
dobne zachowanie si¦ ukªadu makroskopowego, typowe
procesy zwi¦kszaj¡ce entropi¦ (dodanie energii, doda-
nie cz¡stek, zmiana obj¦toci, rozpad cz¡stek, zwijanie
si¦ cz¡stek, etc.), przykªad: klasyczny gaz doskonaªy -

wyznaczenie Ω, Γ, T oraz U = 3/2nRT . Wzory: ob-
j¦tos¢ kuli n-wymiarowej VN (R) = Rnπn/2/Γ(n/2 +
1), pole powierzchni kuli n-wymiarowej Sn(R) =
dVn(R)/dR = Rn−1nπn/2/Γ(n/2+1), gdzie Γ(α+1) =
αΓ(α) = α!, wzór Stirlinga n! ≈ nne−n.

2.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Gaz w pudle z dziuraw¡ przegrod¡ - Rozpatrujemy N
kulek, które mog¡ by¢ albo w prawej albo w lewej cz¦sci
pudªa. Dla N = 4 wypisa¢ wszystkie mikrostany. Jesli
makrostan okreslony jest caªkowit¡ liczb¡ kul w jednej
z cz¦sci, znale¹¢ jakie s¡ mo»liwe makrostany, poda¢
liczb¦ mikrostanów realizuj¡cych dany makrostan, zna-
le¹¢ liczb¦ wsztskich mikrostanów i poda¢ prawdopo-
dobie«stwo wyst¡pienia ka»dego makrostanu. Znale¹¢
mo»liwe makrostany i ich wagi dla N = 10. Jakie ma-
krostany s¡ najbardziej prawdopodobne? Jesli przyj-
miemy, »e ukªad zmienia swój mikrostan co sekund¦ to
jak dªugo nale»y oczekiwa¢, »e wszystkie kulki b¦d¡ w
lewej poªowie dla N = 10, 40, 1023?
2. Model - ukªad dwupoziomowy - Wprowadzi¢ N -

cz¡steczkowy model dwupoziomowy, podac jego inter-
pretacje (spiny 1/2, polaryzacja swiatªa i fotony, po-
ziomy w atomie), pokaza¢ przykªady mikrostanów i
makrostanów dla maªych N = 2, 3, 4 i odpowiednie
zmienne je opisujace (caªkowita liczba cz¡stek N i
"magnetyzacja"M = N+ − N−, gdzie Ni jest liczb¡
cz¡stek w danym stanie), wyznaczy¢ liczb¦ mikrosta-
nów dla zadanego makrostanu dla dowolnych N i M
(Ω(N,M) = N !/((N + M)/2)!((N −M)/2)!), wyzna-
czy¢ caªkowit¡ liczb¦ stanów Ω(N) =

∑
M Ω(N,M),

w granicy du»ej liczby cz¡stek N � 1 pokaza¢, »e
liczba stanów Ω(N,M) = Ω(N, 0)e−M

2/2N jest rozkªa-
dem Gaussa, wyznaczy¢ Ω(N, 0) ≈

√
2/πN2N i osza-

cowa¢ jej wartosc dla N = 100. Wyci¡gn¡¢ wnioski o
najbardziej prawdopodobnych makrostanach.
3. Rozkªad cz¡steczek gazu w naczyniu - Zbada¢ mo-

del skªadaj¡cy si¦ z N identycznych i rozró»nialnych
cz¡steczek obsadzaj¡cych k komórek (model dyskretnej
przestrzeni, np. kratki na pªaszczy¹nie). Mikrostany s¡
okreslone przez sposób rozkªadu cz¡stek, makrostany
przez podanie ni liczby cz¡stek w danej komórce. Wy-
prowadzi¢ wzór na liczb¦ mikrostanów realizuj¡cych
dany makrostan Ω(n1, n2, ..., nk) = N !/n1!n2!...nk!.
Przy ustalonej N =

∑
i ni pokaza¢, »e najbardziej

prawdopodobny rozkªad cz¡steczek w komórkach od-
powiada rozkªadowi równomiernemu z ni = N/k dla
ka»dego i.
4. Typowy czas przejscia do nowego mikrostanu - a)

Klasycznie - Srednia droga swobodna (dlugos¢ drogi
mi¦dzy zderzeniami) w jednym molu H2 w cisnie-
niu atmosferycznym i temperaturze 300K wynosi l =
2, 7 · 10−7m, a srednia predkos¢ czasteczek wynosi v =
500m/s. Oszacowa¢ liczb¦ zderze« w czasie 1s. Liczba
ta odpowiada jak cz¦sto ukªad przechodzi z jednego do
drugiego mikrostanu.
Odp. tempo zderze« (collision rate) 1/τ = v/l =

2 · 109 1/s, w molu mamy 6, 02 · 1023 cz¡steczek wi¦c
znajdujemy liczb¦ zderze« 12 · 1032 na sekund¦.
b) Kwantowo - Rozpatrujemy dwa spiny s = 1/2 w

stanie | + −〉 i wª¡czamy bardzo sªabe oddziaªywanie
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HeisenbergaH ′ = JS+
1 S
−
2 +h.c., J = 0, 00014eV. Osza-

cowa¢ czas po którym ukªad przejdzie do |−+〉. Pó¹niej
rozpatrujemy ukªad N = 1023 spinów w makrostanie
z Stot = 0. Oszacowa¢ co jaki czas ukªad przechodzi z
jednego mikrostanu do drugiego mikrostanu realizuj¡ce
makrostan Stot = 0.

2.3 Zadania domowe

1. Powietrze w pokoju o wymiarach 3m×3m×3m znaj-
duje si¦ warunkach normalnych (ci±nienie atmosfe-
ryczne, T=300K). Oszacowac prawdopodobenstwa, ze
w dowolnej chwili w objetosci a) 1cm3, b) 1A3 (ang-
strom) gdziekolwiek w pokoju nie ma powietrza w wy-
niku statystycznej �uktuacji.
odp. Prawdpodobienstwo p ∼ exp(−N(v/V )),

gdzie N -liczba czastek, V -objetosc pokoju pokoju, v-
objetosc badanego obszaru.
2. N pr¦tów o dlugosci a jest poª¡czonych koniec jed-

nego z pocz¡tkiem nastepnego, a pierwszy i Nty sa za-
czepione o równolegªe sciany odlegªe o l, gdzie l < Na.
Znale¹¢ liczbe Ω mo»liwych mikrostanow. Oszacowa¢
ln Ω w granicy du»ych N . Wsk. pr¦ty s¡ nieskonczenie
cienkie i ustawione rownolegle do siebie, jesli N± jest
liczb¡ pr¦tów skierowanych w prawo / w lewo to musi
zachodzic l = |N+ − N−|a, liczb¦ kombinacji znajdu-
jemy tak samo jak w przypadku spinów.

3 Tydzie« III, 16-22/10/2017

3.1 Wykªad

II. Zespóª kanoniczny: &1. De�nicja zespooªu kano-
nicznego - ukªad izolowany (wrunki zespoªu mikroka-
nonicznego) z wyodr¦bnionym podukªadem S, mi¦dzy
podukªadem S i pozostaª¡ cz¦sci¡ R (rezerwuar) mo»e
by¢ wymieniana energia, ukªad R jest du»o wi¦kszy
od S, ale S te» jest makroskopowe. &2. Rozkªad Bolt-
zmanna - wyprowadzenie wzoru na g¦stos¢ prawdpo-
podobie«stwa znalezienia ukªadu S w stanie o ener-
gii ε, p(ε) = e−βε/Z, β = 1/kBT . &3. Suma sta-
tystyczna - okreslenie czynnika normalizacyjnego Z,
jest to suma statystyczna lub funkcja podziaªu (par-
tition function), wyprowadzenie wzoru na energi¦ we-
wn¦trzn¡ U(T, V,N) = kBT

2(∂ lnZ(T, V,N)/∂T )V,N ,
wzoru na wariancj¦ energii σ2

U = kBT
2CV , gdzie cie-

pªo wªasciwe (pojemnosc cieplna) Cx = (δQ/dT )x. &4.
Ci±nienie - mikroskopowe zdefniowanie ci±nienia i wy-
prowadzenie wzoru p = −(∂U/∂T )T,N oraz na podsta-
wie tego wzoru p = T (∂S/∂V )U,N znanego z zespoªu
mikrokanonicznego.

3.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Zespóª mikrokanoniczny - warunki równowagi ter-
modynamicznej podukªadów - Ukªad o ustalonej energii
U , objetosci V i liczbie cz¡stek N (zespóª mikroka-
noniczny) jest podzielony przegrod¡ pozwalaj¡ca na
zmian¦ energii, obj¦t±ci i liczby cz¡stek w podukªa-
dach, t.j. Ui, Vi, Ni, i = 1 i 2, sa zmiennymi loso-
wymi ale U1 + U2 = U , V1 + V2 = V i N1 + N2 = N

s¡ ustalone. Niech Ωi(Ui, Vi, Ni) s¡ liczb¡ mikrosta-
nów odpowiadaj¡cych danemu makrostanowi. Wyzna-
czy¢ caªkowit¡ liczb¦ mikrostanów dla danego makro-
stanu caªego ukªadu. Z zasady maksymalizacji praw-
dopodobie«stwa znale¹¢ warunki równowagi termody-
namicznej dla tych podukªadów. Wsk. nale»y wprowa-
dzi¢ entropi¦ S = kB ln Ω oraz temperatur¦ 1/T =
(∂S/∂U)V,N , ci±nienie p/T = (∂S/∂V )U,N i potencjaª
chemiczny −µ/T = (∂S/∂N)U,V .
2. Jednocz¡stkowa g¦sto±¢ stanów - De�niujemy jed-

nocz¡stkow¡ g¦sto¢ stanów (density of states, DOS)
ρ(ε) = (1/V )

∑
k δ(ε − εk), gdzie εk jest relacj¡ dys-

persji, a k jest d-wymiarowym wektorem falowym. W
granicy termodynamicznej wyznaczy¢ DOS dla cz¡stki
swobodnej z relacj¡ dyspersji εk = h̄2k2/2m, gdzie k
jest skwantowane zgodnie z periodycznymi warunkami
brzegowymi w d-wymiarowym hipersze±cianie o obj¦-
tosci V . Przedyskutowa¢ przypadki d = 1, 2 i 3. Wy-
znaczy¢ stosunek m/h̄2 dla argonu o masie molowej
M = 39, 9 g/mol i staªej Plancka h = 6, 62 · 10−34 Js.
Wsk. δ(f(x)) =

∑
x0
δ(x− x0)/|f ′(x0)|, gdzie f(x0) =

0.
3. Liczba stanów dla klasycznego gazu doskona-

ªego w zespole mikrokanonicznym - Dla klasycznego
gazu doskonaªego w d = 3 wymiarch wyznaczy¢
funkcje Ω(U, V,N) i Γ(U, V,N). Znale¹¢ ich rozwi-
ni¦cie dla du»ej liczby cz¡stek. Wsk. Γ(U, V,N) =∫
d3Nxd3Np/(h3NN !)Θ(U −

∑N
i=1 p

2
i /2m), skorzysta¢

ze wzoru Stirlinga n! = nne−n.
4. Termodynamika klasycznego gazu doskonaªego z

zespoªu mikrokanonicznego - Korzystaj¡c z wyników
poprzedniego zadania znale¹¢ temperatur¦, ci±nienie
i potencjaª chemiczny klasycznego gazu doskonaªego.
Pokaza¢ zastosowanie twierdzenia o ekwipartycji ener-
gii oraz równanie stanu gazu doskonaªego.
5. Wspóªrz¦dne uogólnione i liczba stopni swobody

- Przypomnienie wspóªrz¦dnych uogólnionych i liczby
stopni swobody z przykªadami (np. kilka zada« domo-
wych).
(Zadania 5 mo»na przeni±¢ na nast¦pny tydzie« je±li

b¦dzie brakowaªo czasu.)

3.3 Zadania domowe

1. Jednocz¡stkowa g¦stos¢ stanów - De�niujemy jed-
nocz¡stkow¡ g¦sto¢ stanów (density of states, DOS)
ρ(ε) = (1/V )

∑
k δ(ε − εk), gdzie εk jest relacj¡ dys-

persji, a k jest d-wymiarowym wektorem falowym. W
granicy termodynamicznej wyznaczy¢ DOS dla cz¡stki
z relacj¡ dyspersji εk = ch̄k, gdzie k jest skwantowane
zgodnie z periodycznymi warunkami brzegowymi w d-
wymiarowym hiperszescianie o obj¦tosci V , a c jest
staª¡ o wymiarze pr¦dk±ci. Przedyskutowa¢ przypadki
d = 1, 2 i 3. Wsk. δ(f(x)) =

∑
x0
δ(x − x0)/|f ′(x0)|,

gdzie f(x0) = 0.
2. Obliczy¢ liczb¦ stanów energetycznych Γ(U) poje-

dynczej cz¡steczki zamkni¦tej w trójwymiarowym pu-
dle o równych dªugosciach boków. Zbada¢ przypadki
klasyczny i kwantowy. To samo powtórzy¢ dla oscyla-
tora harmonicznego w trzech wymiarach.
3. Okre±l liczb¦ stopni swobody i podaj wspóªrz¦dne
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uogólnione dla: a) koralik na obwodzie nieruchomego
koªa; b) koralik na nieruchomej linii ±rubowej o staªym
skoku i promieniu; c) cz¡steczka na powierzchni nie-
ruchomego walca prostego; d) no»yce na nieruchomej
pªaszczy¹nie; e) sztywny pr¦t w d=3; f) sztywny krzy»
w d=3; g) prostoliniowa spr¦»yna w d=3; h) dowolne
ciaªo sztywne z jednym punktem unieruchomionym; i)
atom wodoru; j) atom litu; k) wahadªo podwójne; l)
klasycznygaz zªo»ony z 1023 cz¡stek punktowych.
4. Ukªad zawiera N = 6 cz¡stek. Niech caªkowita

energia jest stala i wynosi U = 6E. Podziaª ener-
gii ukªadu mi¦dzy cz¡stki jest dowolny, jednak ener-
gia ka»dej cz¡stki jest skowanowana i mo»e wynosic
0, E, 2E, 3E, 4E, 5E, 6E. Znale¹¢ prawdopodobie«-
stwa ro»nych makrostanów oraz prawdopodobie«stwa
obsadzenia poszczególnych poziomów energetycznych
(za Wroblewski i Zakrzewski, Wst¦p do �zyki, str. 629-
630).
5. Znale¹¢ ruch cz¡stki w przestrzeni fazowej (x, p)

dla a) oscylatora harmonicznego, b) swobodnego
spadku, c) cz¡stki w niesko«czonym pudle potencjaªu.
W przestrzeni rzeczywistej ruch jest jednowymiarowy.

4 Tydzie« IV, 22-28/10/2017

4.1 Wykªad

&5. Cieplo, praca i pierwsza zasada termodynamiki -
sformuªowanie pierwszej zasady termodynamiki dU =
δW + δQ, ciepªo i praca, wyra»enia na prac¦ i ciepªo
w procesach odwracalnych, mikroskopowa interpreta-
cja pracy δW =

∑
s(−dεs(V )/dV )p(εs)dV = −pdV i

ciepªa δQ =
∑
s εsdp(εs) = TdS, model cz¡stek w nie-

skonczonej studni i ilustracja wykonanej pracy i pobra-
nego cielpªa, de�nicja entropii wg. Gibbsa-Shannona
S = −kB

∑
s ps ln ps, wyprowadzenie wzoru TdS =∑

s εsdps; &6. Energia swobodna Helmholtza - de�nicja
energii swobodnej Helmholtza F (T, V,N) = U − TS,
procesy izotermiczne i minimalizacja energii swobod-
nej, wyra»enia na cisnienie i entropi¦ za pomoc¡ energii
swobodnej, interpretacja energii swobodnej, dostepna
praca w procesach izotermicznych, zwi¡zek energii swo-
bodnej z suma statystyczna F = −kB lnZ; &7. Gaz do-
skonaly - przyklad - defnicja modelu gazu doskonalego,
suma statystyczna dla pojedynczego atomu, kwantowa
koncentracja, dªugo±¢ fali termicznej de Broglie'a, ener-
gia wewnetrzna pojedynczego atomu, uogolnienie na
przypadek N atomow, czastki rozró»nialne i nierozró»-
nialne w sensie mikroskopowym (kwantowym) i ope-
racyjnym (klasycznym), wzór na sume statystyczna
Z = (V/λ3

dB)N/N !, energia wewn¦trzna U = nRT ,
równanie stanu Clapeyrona pV = nRT , staªa gazowa,

4.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Spiny w polu magnetycznym w zespole mikrokano-
nicznym Dla ukªadu N spinów 1/2 oddziaªuj¡cych z
zewn¦trzynym polem magnetycznym B w ramach ze-
spoªu mikrokanonicznego znale¹¢: entropi¦, energi¦ we-
wn¦trzn¡, temperatur¦, magnetyzacj¦, podatnos¢ ma-
gnetyczn¡, ciepªo wªaciwe, oraz przedyskutowa¢ wy-

niki. Omówi¢ problem ujemnych temperatur (wrócimy
te» do tego te» pó¹niej omawiaj¡c rozkªad Boltzmanna
dla spinów).

2. Klasyczny gaz doskonaªy w zespole kanonicznym
Wyprowadzi¢ wzór na sum¦ statystyczn¡ dla klasycz-
nego gazu doskonaªego. Przedstawi¢ dwa podejscia (od
strony kwantowej, cz¡stki w pudle, i od strony klasycz-
nej, przestrzen fazowa) i je porówna¢. Zwróci¢ uwag¦
na czynnik h. Czynnik N ! wyra»a nierozró»nialns¢ cz¡-
stek w sensie operacyjnym (do statystyk kwantowych
dojdziemy pó¹niej).

3. Termodynamika klasycznego gazu doskonaªego w
zespole kanonicznym W ramach zespoªu kanonicznego
wyprowadzi¢ wzory na: energi¦ wewn¦trzn¡, entro-
pi¦, energi¦ swobodn¡, cisnienie dla klasycznego gazu
doskonaªego. Ze wzoru Sackura-Tetrode na entropi¦
S(T, V,N) poprzez zamiane zmiennych T → U znale¹¢
wzór na S(U, V,N) z zespoªu mikrokanonicznego.

4.3 Zadania domowe

1. Rozwazy¢ zbiór N oscylatorów harmonicznych o cze-
sto±ciach ω0. Energia ukladu wynosi U (zespóª mikro-
kanoniczny). Znale¹¢ Ω(U,N), entropi¦ S(U,N) i tem-
peratur¦ ukladu T (U,N). Zastanowi¢ si¦ w jaki sposób
zde�niowa¢ granic¦ termodynamiczn¡ dla tego ukªadu
(nie mamy obj¦to±ci V ).

2. 10g miedzi o temperaturze 350K jest w kontak-
cie z taka sama próbka miedzi o temperaturze 290K.
Jaka jest ko«cowa temperatura ukladu po dojsciu ca-
ªego ukªadu do stanu rownowagi i ile energii w for-
mie ciepla przepªynelo z jednej próbki do drugiej? Ile
wynosi caªkowita zmiana entropii i o ile wzrosla (czy
wzrosla (?), zastanowi¢ sie dlaczego) caªkowita liczba
dost¦pnych mikrostanów caªego ukªadu? Przyja¢ cie-
pªo wlasciwe miedzi równe 0, 389J/gK dla rozwa»anych
temperatur.

3. Dla ukªadu spinów wyprowadzilismy wzór na
liczbe dost¦pnych mikrostanów Ω(N,M) dla zadanej
liczby spinów N i liczby spinów skierowanych do góry
M . Rozwa»my teraz ukªad skªadaj¡cy sie z dwóch po-
dukªadów spinowych w kontakcie termicznym. Zadana
jest caªkowita liczba spinów N1 i N2 w ka»dym po-
dukªadzie oraz calkowita liczba spinów w gór¦ M =
M1 + M2. Caªy ukªad jest opisywany warunkami ze-
spoªu mikrokanonicznego. Znale¹¢ jakie warunki speª-
nia M1 i M2 w stanie równowagi termodynamicznej.
Rozpatrujemy granic¦ du»ej liczby cz¡stek. Nale»y zba-
da¢ nie tylko warunek ekstremum ale te» warunek mak-
simum odpowiedniej funkcji prawdopodobie«stwa Ω.
Wyznaczy¢ entropi¦ tego stanu oraz porówna¢ z entro-
pi¡ stanów z bliskim, lecz ró»nym M1 i M2. Przyj¡¢,
»e N1 ≈ N2 ≈ 1022 oraz np. M1 = Mopt

1 + 1012, gdzie
Mopt

1 odpowiada warto±ci daj¡cej maksimum prawdo-
podobie«stwa.
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5 Tydzie« V, 29/10-4/11/2017

5.1 Wykªad

1 listopada 2017 wykªadu nie ma (dzie« Wszystkich
�wi¦tych)

5.2 Zadania na ¢wiczenia

... doko«czyc zaleglo±ci, mo»na omówi¢ jaki± problem z
zada« domowych lub po±wi¦ci¢ troch¦ czasu na pyta-
nia studentów (konsultacje) - pozwoli to grupie ±rodo-
wej na szybsze nadrobienie materiaªu, a w pozostaªych
grupach na pogª¦bienie wiedzy.
1. Spiny w danej temperaurze i polu magnetycznym

w zespole kanonicznym - dla modelu N spinów Isinga
w polu magnetycznym B i w ustalonej temperaturze T
znale¹¢ energi¦ wewn¦trzn¡, namagnesowanie i magne-
tyzacj¦, energi¦ swobodn¡, entropi¦, poda¢ interpreta-
cj¦ wag Boltzmannowskich w tym problemie. Porów-
na¢ rozwi¡zanie tego problemu w zespole kanonicznym
z rozwi¡zaniem w zespole mikrokanonicznym aby wy-
kaza¢ równowa»no±¢ tych zespoªów. Omówi¢ problem
ujemnych temperatur i speªniania drugiej zasady ter-
modynamiki w ukªadach z T < 0.
2. Praca mikroskopowo i makroskopowo w zespole

kanonicznym - Zakªadaj¡c, »e energia i-tego mikro-
stanu εi(X) zmienia si¦ ze zmian¡ parametru kontrol-
nego X wprowadzi¢ mikroskopow¡ 'siª¦' Fi = −dεi/dX
oraz mikroskopow¡ 'prac¦' δWi = FidX. Wyprowa-
dzi¢ wzór na prac¦ makroskopow¡ (termodynamiczn¡)
u±redniaj¡c prac¦ mikroskopow¡ w zespole kanonicz-
nym, t.j δW = (1/β)(∂ lnZ/∂X)dX. Zilustrowa¢ ten
wynik dla: a) gazu w pudle gdzie zmienia si¦ obj¦to±¢
(δW = −pdV ), b) spinów w polu magnetycznym gdzie
zmienia si¦ pole B (δW = MdB).
3. Praca, ciepªo, entropia i formy zupeªne - Przypo-

mnie¢ I i II zasad¦ termodynamiki (dU + δW = δQ,
δQ = TdS), gdzie δW jest prac¡ wykonan¡ przez
ukªad, i rozró»ni¢ funkcje stanu i ich ró»niczki dU od
wielko±ci nie b¦d¡cymi funkcjami stanu δW i δQ. Co to
onacza �zycznie? Korzystaj¡c ze wzoru na prac¦ δW =
(1/β)(∂ lnZ/∂X)dX oraz na energi¦ wewn¦trzn¡ U =
−(∂ lnZ/∂β) pokaza¢, »e wielko±¢ dU+δW nie jest ró»-
niczk¡ zupeªn¡. Dalej, mno»¡c to wyra»enie przez β, t.j.
β(dU + δW ), pokaza¢, »e jest to ró»niczka zupeªna (co
to jest?), a czynnikiem caªkuj¡cym (co to jest?) jest en-
tropia S/kB = lnZ−β(∂ lnZ/∂β). Na koniec pokaza¢,
»e jest to ta sama entropia termodynamiczna, któr¡
otrzymujemy z energii swobodnej S = −(∂F/∂T )X,N .

5.3 Zadania domowe

1. Z rozkªadu Boltzmanna P (ε) = e−βε/Z(T, V,N) wy-
znaczy¢ energi¦ wewnetrzn¡ U(T, V,N) = 〈ε〉, jej dys-
persj¦ σ(U)2 = 〈ε2〉 − 〈ε〉2 = kBT

2CV . Przypomnie¢
de�nicj¦ pojemo±ci cieplnej Cx = (δQ/dT )x, przy sta-
ªym x i korzystaj¡c z I zasady termodynamiki znale¹¢
wzór na CV = (∂U/∂T )V,N .
2. Udowodni¢ dla mieszaniny klasycznych gazów do-

skonaªych w zespole kanonicznym prawo Daltona mó-
wi¡ce, »e ci±nienie mieszaniny gazów jest sum¡ ci±nie«

parcjalnych. Wsk. wyznaczy¢ sum¦ statystyczn¡ dla
mieszaniny klasycznych gazów doskonaªych i skorzy-
sta¢ z mikroskopowej de�nicji ci±nie« jak na wykªadzie
dla gazu jednoskªadnikowego.
3. Ukªad mo»e by¢ w stanach o energiach 0, ε, ε, ε, 2ε.

Znale¹¢ energi¦ wewn¦trzn¡ tego ukªadu i ciepªo wªa-
sciwe w temperaturze T .
4. Suma statystyczna speªnia zale»no±¢ lnZ =

aTαV , a i α sa dodatnimi staªymi. Znale¹¢ ciepªo wla-
±ciwe tego ukªadu.

6 Tydzie« VI, 5-11/11/2017

6.1 Wykªad

wzor Sackurai-Tetrode na entropi¦ gazu doskona-
lego, porównanie wzorów na energi¦ wewnetrzn¡,
swobodn¡ i entropi¦ z i bez czynnika N !, omó-
wienie paradoksu Gibbssa, entropia mieszania; &8.
Rozkªad Maxwella predko±ci - wyprowadzenie w ze-
spole kanonicznym rozkªadu prawdopodobienstwa dla
pr¦dko±ci cz¡stek w gazie doskonaªym, rozkªad Ma-
xwella, P (v) = 4π(m/2πkBT )3/2v2 exp(−mv2/2kBT ),
wielko±ci charakteryzuj¡ce rozkªad Maxwella: pred-
ko±¢ typowa vtyp =

√
2kBT/m, pr¦dko±¢ ±rednia

〈v〉 =
√

8kBT/πm, ±rednia pr¦dko±¢ kwadratowa
〈v2〉 = 3kBT/m, ró»ne postacie rozkªadu Maxwella
P (vx, vyvz) i P (E).
III. Rozkªad Plancka - zastosowania: &1. Roz-

kªad (funkcja) Plancka - analiza statystyczna pojedyn-
czego modu drgajacego, kwantowanie energii, suma
statystyczna, ±rednia liczba wzbudzen modu, funkcja
Plancka,

6.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Klasyczny gaz doskonaªy cz¡steczek dwuatomowych;
suma statystyczna - Gaz idealny skªada si¦ zN dwuato-
mowych czasteczek. Masy atomów s¡ m1 i m2. Dla po-
jedynczej cz¡steczki wyrazi¢ jej energi¦ we wspóªrz¦d-
nych ±rodka masy i wzglednych. Znale¹¢ wyra»enie na
sum¦ statystyczn¡ caªego ukªadu i zidenty�kowa¢ po-
szczególne wkªady. Dla wkªadu translacyjnego skorzy-
sta¢ z wcze±niejszych wyników. Dla wkªadu od rotacji
i drga« dokona¢ separacji zmiennych i obliczy¢ przez
odpowiednie caªkowanie wkªady od ruchu rotacyjnego
zrot

1 = 2IkBT/h̄
2, I = mr2 jest momentem bezwªadno-

±ci, i od ruchu wibracyjnego zvib
1 = kBT/h̄ω0. Wsk. po-

tencjaª oddziaªywania pomi¦dzy atomami w cz¡steczce
przybli»y¢ V (r) = V (r0) + (1/2)mω2

0ξ
2.

2. Klasyczny gaz doskonaªy cz¡steczek dwuatomo-
wych; termdynamika - Dla klasycznego gazu doskona-
ªego cz¡steczek dwuatomowych wyznaczy¢ i przedys-
kutowa¢: a) energi¦ wewn¦trzn¡, b) ciepªo wªa±ciwe
przy staªej obj¦to±ci, c) energi¦ swobodn¡ Helmholtza,
d) ci±nienie i równanie stanu, e) entropi¦.
3. Klasyczny gaz doskonaªy dipoli w polu elektrycz-

nym - Dla klasycznego gazu doskonaªego dipoli o mo-
mencie d w polu elektrycznym E wyznaczy¢ i omówi¢:
a) sum¦ statystyczn¡, b) energi¦ swobodn¡, c) pola-
ryzacj¦ na jednostk¦ obj¦to±ci. Wsk. dipol traktujemy
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jak sztywny rotator klasyczny, a energia oddziaªywania
dipola z polem elektrycznym wynosi V = −Ed cos θ.

6.3 Zadania domowe

1. Z fundamentalnej relacji dla energii swobodnej
Helmholtza dF = −SdT − pdV wyprowadzi¢ odpo-
wiednie relacje Maxwella.
2. W �zyce ciaªa staªego przemieszczenie si¦ atomu z

w¦zªa sieci krystalicznej do obszaru mi¦dzyw¦zªowego
nazywamy defektem Frenkla. Zakªadajac, »e energia
potrzebna na powstanie defektu Frenkla wynosi w i »e
w krysztale mamy N atomów, które mog¡ przemie±ci¢
si¦ do D mo»liwych pozycjji mi¦dzyw¦zªowych, zna-
le¹¢ ±redni¡ liczb¡ defektów w temperaturze T . Odp.
〈n〉 ≈

√
ND exp(−βw/2) gdy n� N,D. Wsk. Wyzna-

czy¢ na ile sposobów mo»na wybra¢ n atomów z sieci i
n miejsc z dost¦pnych D oraz zminimalizowac energi¦
swobodna.
3. W �zyce ciaªa staªego przemieszczenie sie atomu

z w¦zªa sieci krystalicznej do pró»ni nazywamy defek-
tem Schottky'ego. Zakladaj¡c, »e energia potrzebna na
powstanie defektu Schottky'ego wynosi w i »e w krysz-
tale mamy N atomów znale¹¢ ±redni¡ liczb¦ defektów
w temperaturze T . Odp. 〈n〉 ≈ N exp(−βw/2) gdy
n � N . Wsk. Wyznaczy¢ na ile sposobów mo»na wy-
brac n atomów z sieci oraz zminimalizowa¢ energi¦ swo-
bodn¡.
4. Pokaza¢ w zespole kanonicznym, »e wzgl¦dne �uk-

tuacje energii wewn¦trznej σ(U)/U s¡ odwrotnie pro-
porcjonalne do

√
N , gdzie N jest liczb¡ cz¡stek. Kiedy

wi¦c zespoªy kanoniczny i mikrokanoniczny s¡ równo-
wa»ne? Wsk. U = 〈ε〉, σ(U)2 = 〈ε2〉 − 〈ε〉2.
5. Dla paramaagnetyka w zespole kanoncznym zna-

le¹¢ zwi¡zek pomi¦dzy �uktuacj¡ magnetyzacji a po-
datno±ci¡ magnetyczn¡.

7 Tydzie« VI, 12-18/11/2017

7.1 Wykªad

energia wewn¦trzna, cieplo wla±ciwe, granice wysokich
i niskich temperatur; &2. Promieniowanie ciaªa do-
skonale czarnego - opis wn¦ki rezonansowej w równo-
wadze termicznej, równania Maxwella i ich rozwi¡za-
nia dla sze±ciennej wn¦ki, polaryzacja i stopnie swo-
body, wyznaczenie energii wewn¦trznej dla promie-
niowania elektromagnetycznego, ciepªo wªasciwe, staªa
Stefana-Boltzmanna, entropia, energia swobodna, ci-
snienie, rownanie stanu, defnicja g¦stosci widmowej,
prawo rozkªadu Plancka, granica podczerwona i ul-
tra�oletowa, prawo Wiena i Rayleigha-Jeansa, kata-
strofa w nad�olecie i problemy �zyki klasycznej, ±red-
nia liczba wzbudze« we wn¦ce, prommieniowanie z
otworu we wn¦ce, prawo Stefana-Boltzmanna, emisja
i absorpcja, prawo Kircho�a;

7.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Rozkªad Maxwella; charakterystyka - Znale¹¢ p¦d-
ko±¢ typow¡ (najbardziej prawdopodobn¡), pr¦dko±¢

±redni¡, ±redni¡ pr¦dko±¢ kwadratow¡ i dyspersj¦ dla
rozkªadu Maxwella. Oszacowa¢ te wielko±ci dla cz¡ste-
czek tlenu w warunkach normalnych.
2. Rozkªad Maxwella; równanie stanu gazu doskona-

ªego - W ramach teorii molekularnego chaosu, gdzie
zakªadamy, »e cz¡stki poruszaj¡ si¦ z przypadkowymi
pr¦dko±ciami opisanymi rozkªadem Maxwella, wypro-
wadzi¢ wzór na ci±nienie takiego gazu i sprawdzi¢ rów-
nianie stanu dla gazu doskonaªego.
3. Wzór barometryczny - Znale¹¢ wzór opisuj¡cy

zmian¦ ci±nienia gazu doskonaªego z wysokoci±ci¡, za-
kªadaj¡c, »e temperatura jest staªa.

7.3 Zadania domowe

1. Kula o promieniu R porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ u w
silnie rozrzedzonym gazie doskonaªym o temperatutrze
T i g¦sto±ci n. Zakªadaj¡c, »e zderzenia cz¡stek gazu
z kul¡ s¡ caªkowicie spr¦»yste, obliczy¢ siª¦ oporu do-
znawan¡ przez kul¦ przy jej ruchu. Oszacowa¢ wynik
dla powietrza w warunkach normalnych i dla typowej
piªki futbolowej.
2. W naczyniu zawieraj¡cym gaz doskonaªy zrobiono

niewielki, okr¡gªy otwór o przekroju S. Znale¹¢ liczb¦
cz¡stek na jednostk¦ czasu, padaj¡cych na okr¡gªy
dysk o promieniu R, znajduj¡cy si¦ w odlegªo±ci h od
szczeliny. Pªaszczyzna dysku jest równolegªa do pªasz-
czyzny otworu, a ±rodki przekroju dysku i otworu le»¡
na jednej prostej, prostopadªej do pªaszczyzny prze-
kroju. Przyj¡¢, »e cz¡steczki gazu podlegaj¡ Maxwel-
lowskiemu rozkªadowi pr¦dko±ci, i »e otwór jest na tyle
maªy, »e ucieczka cz¡stek nie zaburza stanu równowagi
termodynamicznej w naczyniu.
3. Rozrzedzony gaz doskonaªy znajduje si¦ w naczy-

niu pod ci±nieniem p. Znale¹¢ szybko±¢ wypªywu gazu
do pró»ni przez niewielki otwór o przekroju S przy zaªo-
»eniu Maxwellowskiego rozkªadu pr¦dko±ci cz¡steczek
gazu. Otwór jest na tyle maªy, »e ucieczka cz¡stek nie
zaburza stanu równowagi termodynamicznej w naczy-
niu.
4. Dwa naczynia, w których podtrzymuje si¦ tempe-

ratury i ci±nienia odpowiednio p1, T1, p2 i T2, poª¡czone
s¡ ze sob¡ krótk¡ rurk¡ o polu przekroju S. Obliczy¢
mas¦ gazu, przepªywaj¡c¡ w jednostce czasu z jednego
naczynia do drugiego, je±li masa cz¡steczek gazu wy-
nosi m, oraz p1 = 2p2 i T1 = 2T2.
5. Znale¹¢ liczb¦ atomów, gubionych w jednostce

czasu przez atmosfer¦ planety o promieniiu R i masie
M . Masa atomu jest równam, a temperatur¦ atmosfery
T przyjmujemy jako staª¡ na ró»nych wysoko±ciach.

8 Tydzie« VII, 19-25/11/2017

8.1 Wykªad

&3. Ciepªo wªa±ciwe ciaª staªych, fonony - model ciaªa
staªego (krysztaªu), przybli»enie harmoniczne, mody
normalne, rys historyczny na temat ciepªa wªasciwego
ciaª staªych, teoria Einsteina ciepªa wªa±ciwego krysz-
taªu - zalety i wady, teoria Debye'a ciepªa wªa±ciwego
krysztalow, mod Goldstone'a (akustyczny), liniowa
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relacja dyspersji, temperatura i cz¦sto±¢ Debye'a,
wyznaczenie ciepªa wªasciwego, fonony, kwaziczastki.

8.2 Zadania na ¢wiczenia

Prosz¦ o doko«czenie zada« z poprzednich ¢wicze« lub
zrobienie powtórzenia materiaªu do kolokwium. Mo»na
wykorzysta¢ zadania domowe w grupach, realizuj¡cych
materiaª na bie»¡co.
Materiaªem na kolokwium jest wszystko od pocz¡tku

semestru do rozkªadu Maxwella wª¡cznie.

8.3 Zadania domowe

1. Znale¹¢ dla gazu doskonaªego umieszczonego w ze-
wn¦trznym polu siª Φ(x, y, z), prawdopodobie«stwo
tego, »e wspóªrz¦dne dowolnej cz¡steczki gazu b¦d¡ le-
»e¢ w przedziale [x, x+ dx], [y, y + dy] i [z, z + dz].
2. Znale¹¢ poªozenie ±rodka ci¦»ko±ci sªupa gazu do-

skonaªego w jednorodnym polu ci¦»ko±ci o nat¦»eniu g,
przy masie cz¡steczki gazu m i temperaturze T .
3. Mieszanin¦ l doskonaªych gazów, o róznych ma-

sach atomowych m1, ... ml, zamkni¦to w walcu o pro-
mieniu R i wysoko±ci h w polu grawitacyjnym Ziemi.
Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci tego ukªadu.

9 Tydzie« VIII, 26/11-2/12/2017

9.1 Wykªad

IV. Zespóª kanoniczny: &1. Potencjaª chemiczny -
ukªady wymieniaj¡ce energi¦ i cz¡stki, warunki równo-
wagi termodynamicznej, temperatura, potencjaª che-
miczny µ = (∂F (T, V,N)/∂N)T,V - analogie i ró»-
nice, kierunek przeªywu materii, potencjaª chemiczny
dla ukªadów wieloskªadnikowych i wielofazowych, przy-
kªad: potencjaª chemiczny dla klasycznego gazu do-
skonalego, dyskusja wyniku i rola czynnika N !, we-
wnetrzny potencjal chemiczny a zewnetrzny potencjal
elektryczny, magnetyczny czy grawitacyjny, analogie,
potencjal elektrochemiczny. &2. Potencjal chemiczny
a entropia - zwiazki termodynamiczne - wyprowadzenie
zwi¡zku µ/T = −(∂S/∂N)U,V , podanie innych zwiaz-
kow termodynamicznych, pierwsza zasada termodyna-
miki w ukladzie otwartym.

9.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Oscylator kwantowy; rozkªad Plancka - Dla poje-
dynczego kwantowego oscylatora harmonicznego zna-
le¹¢ wzory na sum¦ statystyczn¡, ±redni¡ liczbe ob-
sadze«, energi¦ wewn¦trzn¡, ciepªo wªa±ciwe, energi¦
swobodn¡, entropi¦, i w ka»dym przypadku przedys-
kutowa¢ granice wysokich i niskich temperatur.
2. Promieniowanie elektromagnetyczne we wn¦ce re-

zonansowej - Promieniowanie elektromagnetyczne jest
uwi¦zione w metalowym sze±cianie o bokach dªugo±ci
L i o temperaturze T . Wyznaczy¢ sum¦ statystyczn¡,
g¦sto±¢ stanów, ±redni¡ liczbe obsadze«, energi¦ we-
wn¦trzn¡, ciepªo wªa±ciwe, energi¦ swobodn¡, entropi¦,

ci±nienie, równanie stanu, i w ka»dym przypadku prze-
dyskutowa¢ granice wysokich i niskich temperatur.
3. Kwantowa teoria ciepªa wªa±ciwego doskonaªego

gazu dwuatomowego - Przyjmuj¡c, »e stopnie swobody
ruchu w cz¡steczce dwuatomowej mo»na rozseparo-
wa¢ (patrz zadanie domowe 4) mo»emy zapisa¢ sum¦
statystyczn¡ w postaci Z = ZtransZvibZrotZelectr,
gdzie poszczególne wkªady opisuj¡ odpowiednio trans-
lacyjne, oscylacyjne, rotacyjne i elektronowe stopnie
swobody. Znale¹¢ wkªad do ciepªa wªa±ciwego od oscy-
lacyjnych i rotacyjnych stopni swobody oraz przedys-
kutowa¢ granice nisko i wysoko-temperaturow¡. Omó-
wi¢ jako±ciowo typow¡ zmian¦ ciepªa wªa±ciwego ta-
kiego gazu w funkcji temperatury i poda¢ charaktery-
styczne skale/energie dla wybranych molekuª.

9.3 Zadania domowe

1. Wyprowadzi¢ wzór na ±redni¡ liczb¦ fotonów (kwan-
tów wzbudze« pola elektromagnetycznego) w zale»no-
±ci od temperatury. Oszacowa¢ liczb¦ fotonów na metr
sze±cienny we Wszech±wiecie w którym temperatura
promieniowania tªa mikrofalowego jest równa okoªo 3K.
Porówna¢ t¦ liczb¦ z liczb¡ innych cz¡stek w tej obj¦-
to±ci. Oszacowa¢ entropi¦ Wszech±wiata przypadaj¡c¡
na a) jedn¡ cz¡stk¦, b) na jednostk¦ obj¦to±ci.
2. Staªa Sªoneczna wynosi 1360 J/sm2 i opisuje ilo±¢

na jednostk¦ powierzchni i jednostk¦ czasu docieraj¡cej
do Ziemi energii ze Sªo«ca. Odlegªo±¢ Ziemia-Sªo«ce
wynosi d = 1, 3 ·1011m, a promie« Sªo«ca wynosi RS =
7 · 108m. Wyznaczy¢ moc Sªo«ca i jego temperatur¦.
3. Znale¹¢ przybli»ony wzór na poªo»enie maksimum

w rozkªadzie Plancka. Jest to tak zwane prawo przesu-
ni¦¢ Wiena i pozwala wyznaczy¢ na odlegªo±¢ tempe-
ratur¦ promieniuj¡cego ciaªa.
4. W ramach rozwa»a« kwantowo mechanicznych

uzasadni¢, »e energia wªasna molekuªy dwuatomowej
H+

2 ma posta¢ EK,J,ν = h̄2K2/2ms + h̄ω(ν + 1/2) +
h̄2J(J + 1)/2I + V0, gdzie ms jest mas¡ caªkowit¡, ω
jest cz¦sto±ci¡ wªasn¡ drga«, I jest momentem bez-
wªadno±ci, V0 jest energi¡ potencjaln¡ w poªo»eniu
równowagi. Liczby kwantowe: K ci¡gªy wektor falowy,
ν = 0, 1, 2, .., i J = 0, 1, 2, .... Zadanie wymaga zastoso-
wania przybli»enia Borna-Oppenheimera i wnikliwego
zbadania wkªadu poszczególnych wyrazów i uwzgl¦d-
nienie tylko wyrazów dominuj¡cych. Pomijamy tutaj
spiny j¡der i elektronów.

10 Tydzie« IX, 03-09/12/2017

10.1 Wykªad

&3. Duzy zespóª kanoniczny i rozkªad Gibbsa -
de�nicja du»ego zespoªu kanonicznego, wyprowadzenie
rozkªadu Gibbsa, du»a suma statystyczna Ξ(T, V, µ),
±rednia liczba cz¡stek, energia wewn¦trzna i entro-
pia w du»ym zespole kanonicznym, aktywno±¢. &4.
Du»y potencjaª termodynamiczny - du»y potencjaª
termodynamiczny Φ(T, V, µ), de�nicje w termody-
namice Φ = U − TS − µN i w �zyce statystycznej
Φ = −kBT ln Ξ, pokazanie ich rówowa»nosci dla
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ró»niczki, ze zwi¡zkow na dΦ pokazanie pierwszej
zasady termodynamiki, Podsumowanie zespolow sta-
tystycznych w tabeli, sens transformacja Legendre'a,
podsumowanie funkcji stanow uzywanych w termo-
dynamice, ich zmienne niezalezne i warunki kiedy i
dlaczego je stosujemy, nazwy: S(U, V,N) entropia,
U(S, V,N) energia wewnetrzna, F (T, V,N) energia
swobodna Helmholtza, H(T, p,N) entalpia, G(T, p,N)
energia swobodna Gibbsa, Φ(T, V, µ) wielki potencjal
termodynamiczny.

10.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Ciepªo wªa±ciwe kwazicz¡stek - Wyznaczy¢ ciepªo
wªa±ciwe w niskich i wysokich temperaturach ideal-
nego gazu kwazicz¡stek w d wymiarach przestrzen-
nych o relacji dyspersji εk = ε0(k/k0)α, gdzie k =
2π/L[n1, n2, ..., nd], L to dªugo±¢ ukªadu, ni to liczby
caªkowite (periodyczne warunki brzegowe), α > 0 jest
staª¡ bezwymiarow¡, dodatnia staªa ε0 ma wymiar
energii, a k0 > 0 ma wymiar wektora falowego.
2. Potencjaª chemiczny dla idealnego gazu cz¡steczek

- Wyznaczy¢ potencjaª chemiczny dla idealnego gazu
cz¡steczek zakªadaj¡c, »e energia cz¡steczki jest sum¡
energii kinetycznej, rotacyjnej, oscylacyjnej i elektro-
nowej.
3. Potencjaª chemiczny w reakcjach chemicznych -

W reakcjach chemicznych cz¡steczki mog¡ si¦ rozpa-
da¢ i tworzy¢ nowe, co jest opisywane wzorem reak-
cji chemicznej

∑r
i=1 biBi ↔

∑M
i=r+1 biBi, gdzie Bi jest

symbolem cz¡steczki, a bi jest najmniejsz¡ liczb¡ natu-
raln¡ wynikaj¡c¡ z zasady zachowania liczby atomów.
Oznaczymy νi = −bi dla i = 1, ..., r oraz νi = bi
dla i = r + 1, ....,M . Pokaza¢, »e w stanie równo-
wagi termodynamicznej dla reakcji przy staªym T i V
(izotermiczno-izochorycznej) zachodzi

∑M
i=1 νiµi = 0,

gdzie µi jest potencjaªem chemiczym dla i-tej cz¡-
steczki.

10.3 Zadania domowe

1. Rozwi¡za¢ klasyczny model jednowymiarowego
krzysztaªu z oddzialywaniami Hooka pomi¦dzy ato-
mami i periodycznymi warunkami brzegowymi. Wy-
znaczy¢ mody wªasne, relacje dyspersji i liczby falowe.
Co si¦ zmieni przy otwartych warunkach brzegowych.
Wyznaczyc sum¦ statystyczn¡, energi¦ wewn¦trzn¡ i
ciepªo wla±ciwe. Wsk. przypomnie¢ sobie to samo za-
danie w kursie z mechaniki klasycznej.
2. Skwantowa¢ model klasyczny z zadania pierwszego

i wyznaczy¢ sume statystyczn¡, energi¦ wewn¦trzna
i ciepªo wªa±ciwe w przybli»eniu Debeye'a. Zwróci¢
uwag¦ na granic¦ klasyczn¡ sumy statystycznej (czyn-
nik h̄).
3. Rozwi¡za¢ modele klasyczny i kwantowy krysztaªu

jednowymiarowego (jak w zad. 1 i 2) i wyznaczy¢ ter-
modynamik¦ ukªadu zakªadajac, »e komórka elemen-
tarna krysztaªu skªada si¦ z dwóch atomów o masach
mA i mB . Ile jest i jak przybiegaj¡ relacje dyspersji
(mody optyczne i akustyczne).

4. W modelu krysztaªu z zad. 1 i 2 (jednoatomowy)
wyznaczy¢ �uktuacje poªo»enia 〈x2

i 〉 wokóª poªo»enia
równowagi. Czy wynik jest sko«czony? Czy krysztaªy
w jednym wymiarze mog¡ istniec? Uogólni¢ na przy-
padek wielowymiarowy (trudne, dla ch¦tnych). [Np.
arXiv:physics/0609177, Spontaneous Symmetry Bre-
aking in Quantum Mechanics, Jasper van Wezel, Je-
roen van den Brink, Journal-ref: Am. J. Phys., 75, 635-
638 (2007). ]
5. Poda¢ jawn¡ posta¢ relacji z zadania 3 z ¢wicze«

dla nast¦puj¡cych reakcji:
a) 2H2 +O2 ↔ 2H2O,
b) 4NH3 + 3O2 ↔ 2N2 + 6H2O,
c) 2C4H10 + 13O2 ↔ 8CO2 + 10H2O.

11 Tydzie« X, 10-16/12/2017

11.1 Wykªad

V. Doskonaªe gazy kwantowe: &1. Funkcja falowa
ukªadow wielu cz¡stek - przypomnienie problemu jednej
cz¡stki w pudle w d=3, periodyczne warunki brzegowe
i warunki kwantyzacji wektora falowego, dwie iden-
tyczne czastki w mechanice kwantowej zasada nieroz-
ró»nialnosci cz¡stek, konsekwencje nierozró»nialnosci
na gesto±¢ prawdopodobienstwa i na symetrie funkcj fa-
lowych przy zamianie cz¡stek, ogólne zasady podzialu
na bozony i fermiony o symetrycznych funkcjach fa-
lowych i antysymetrycznych, zwi¡zek symetryczno±ci
funkcji falowej ze spinem cz¡stek, zasada Pauliego i
obsadzenie stanów kwantowych w przypadku bozonów
i fermionów.

11.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Prawo dziaªania mas - Wyprowadzi¢ prawo dziaªa-
nia mas

∏M
i=1 n

νi
i = K(T ) (Guldberg, Waage, 1867),

gdzie ni = Ni/V jest g¦sto±ci¡ i-tej cz¡stki w ukªadzie,
i znale¹¢ jawn¡ posta¢ staªej równowagowej K(T ). Wy-
pisa¢ to prawo dla reakcji 4NH3 +3O2 ↔ 2N2 +6H2O
i uzupaªni¢ je o trzy brakuj¡ce równania korzystaj¡c z
zasady zachowania liczby atomów, przy zaªo»eniu, »e
ich ilo±¢ jest znana. Poda¢ jawn¡ posta¢ staªej K(T ).
2. Równowaga chemiczna a zmiana energii swobod-

nej - Pokaza¢, »e dla reakcji chemicznej w równowa-
dze zachodzi zwi¡zek

∏M
i=1N

νi
i = exp(−∆F0/kBT ) =

K(T )V
∑M

i=1
νi , gdzie ∆F0 jest zmian¡ energii swobod-

nej w reakcji.
3. K lasyczny gaz doskonaªy w wielkim zespole kano-

nicznym Rozwiaza¢ klasyczny nierelatywistyczny gaz
doskonaªy w trzech wymiarach w du»ym zespole ka-
nonicznym i wyznaczy¢ wszystkie funkcji termodyna-
miczne Φ, N , p, µ, S, U oraz rownanie stanu. Uzywa-
lismy α = exp(βµ) na aktywnosc.

11.3 Zadania domowe

1. Poda¢ jawn¡ posta¢ prawa dziaªania mas i staªej
równowagowej K(T ) dla nast¦puj¡cych reakcji:
a) 2H2 +O2 ↔ 2H2O,
b) 2C4H10 + 13O2 ↔ 8CO2 + 10H2O.
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2. Na wykladzie zdefniniowali±my temperatur¦
1/T = (∂S/∂U)V,N , ci±nienie p = −(∂U/∂V )S,N , i
potencjaª chemiczny µ = (∂F/∂N)T,V . S¡ one od-
powienio zadane jako pochodne ró»nych funkcji stanu
S(U, V,N), U(S, V,N), i F (T, V,N). Znale¹¢ pozostaªe
cztery wyra»enia na T , p, i µ korzystaj¡c z pozostalych
reprentacji (funkcji stanu). W reprezentacji F (T, V,N)
temperatura jest zmienna niezalezn¡.

12 Tydzie« XI, 17-23/12/2017

12.1 Wykªad

&2. Funkcje Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina - wy-
prowadzenie wzoru na sumy statystyczne dla gazów
doskonalych fermionów i bozonów, rednie obsadzenie
danego stanu kwantowego, funkcja Fermiego-Diraca i
funkcja Bosego-Einsteina. & 3. Poprawki kwantowe do
równania stanu gazu doskonaªego - Wyprowadzenie po-
prawek kwantowych dla bozonów i fermionów w równa-
niu stanu gazu doskonaªego, funkcje polilogarytmiczne,
rozwini¦cie w wysokich temperaturach i maªych g¦-
sto±ciach równania stanu, wspóªczynniki wirialne. &4.
Fermiony w stanie podstawowym T = 0 - wielko±ci
opisuj¡ce stan podstawowy fermionów w d = 3, wektor
Fermiego (F), p¦d F, pr¦dko±¢ F, dªugo±¢ fali F, kula
F, energia F, temperatura F, energia w stanie podsta-
wowym, ci±nienie w stanie podstawowym, przykªady
liczbowe.

12.2 Zadania na ¢wiczenia

1.K lasyczny gaz doskonaªy w wielkim zespole kano-
nicznym Dla klasycznego gazu doskonaªego w du-
»ym zespole kanonicznym pokaza¢, »e: a) N̄ =
−βΦ(T, V, µ), gdzie N̄ = 〈N〉 jest ±redni¡ liczb¡ cz¡-
stek, a Φ(T, V, µ) jest wielkim potencjaªem termodyna-
micznym; b) prawdopodobie«stwo znalezienia dokªad-
nie N cz¡stek wynosi P (N) = e−N̄ N̄N/N ! (rozkªad
Poissona).
2. K lasyczny gaz doskonaªy w wielkim zespole ka-

nonicznym Wyprowadzi¢ zwi¡zek pomi¦dzy g¦sto±ci¡
cz¡stek przy powierzchni ziemi i g¦sto±ci¡ czastek na
wysoko¢i H korzystaj¡c jawnie z sumy statystycznej w
wielkim zespole kanonicznym i tego, »e w warunkach
równowagi potencjaª chemiczny na wysoko±ci H jest
równy potencjaªowi przy powierzchnii ziemi. Potencjaª
pola grawitacyjnego przyj¡¢ w postaci U = mgz. Wy-
prowadzi¢ (wypisa¢) wzór barometryczny dla ci±nie-
nia. (W zadaniu tym koncentrujemy si¦ na znalezieniu
sumy statystycznej dla cz¡stek klasycznego gazu dosko-
naªego w podle sze±ciennym o bokach dªugo±ci L w polu
grawitacyjnym i b¦d¡cym na wysoko±ci H. Sam wzór
baromtryczny mo»na znale¹¢ na wiele sposobów, np.
On the barometric formula, M. N. Berberan-Santos, E.
N. Bodunov i L. Pogliani, Am. J. Phys. 65, 404 (1997).)

12.3 Zadania domowe

1. Znale¹¢ wariancje liczby czastek σ2
N = 〈N2〉 − 〈N〉2

w wielkim zespole kanonicznym i pokazac, ze wzgledna

�uktuacja liczby czastek zachowuje sie jak σN/〈N〉 ∼
1/
√
N .

2. Na powierzchnii b¦d¡cej w kontakcie z gazem do-
skonaªym o temperaturze T i potencjale chemicznym
µ zachodzi adsorbcja (wiazanie substancji gazowej na
powierzchni stalej lub cieklej). Obliczy¢ wspóªczynnik
pokrycia tej powierzchni k (t.j stosunek ±redniej liczby
zaadsorbowanych czasteczek gazu do liczby dost¦pnych
miejsc na powierzchni M). Znalezc zale»no±¢ od cinie-
nia. Energia pojedynczej zaadsorbowanej molekuªy wy-
nosi −ε i dane miejsce mo»e by¢ zaj¦te przez co naj-
wy»ej jedn¡ cz¡steczk¦.
3. W przypadku zatrucia si¦ tlenkiem w¦gla cz¡-

steczki CO zast¦puja cz¡steczki O2 zaadsorbowane na
cz¡steczkach hemoglobiny we krwi. Ro»wazmy model
hemoglobiny gdzie M dost¦pnych miejsce mo»e byc
obsadzone przez tlen lub tlenek wegla i odpowiednio
dla O2 energia wynosi −εA, a dla CO energia wynosi
−εB . Koncentracje gazow s¡ takie, »e aktywno±ci w
37C wynosz¡ α(O2) = 10−5 i α(CO) = 10−7. a) W
ukªadzie w ktorym nie ma CO wyznaczy¢ εA zaklada-
j¡c, »e 90% dostepnych miejsc jest zaj¦te przez O2. b)
Teraz w ukªadzie gdzie jest te» CO wyznaczy¢ εB za-
kªadajac, »e tylko 10% dost¦pnych stanów jest zaj¦ta
przez O2. Poda¢ wyniki w eV i w J. (Pomijamy mo»liwe
efekty spinowe)
4. Atomy wodoru s¡ domieszkami w krysztale. Niech

ka»dy atom wodoru mo»e by¢ w stanie podstawowym
(jeden elektron o spinie σ na powªoce 1s i energii
−∆/2), w stanie dodatnio zjonizowanym (brak elektro-
nów, energia −δ/2), ujemnie zjonizowanym (dwa elek-
trony na powloce 1s o energii δ/2), lub w stanie wzbu-
dzonym (jeden elektron na powloce o energii ∆/2).
Znalezc: a) prawdopodobienstwo, »e dana domieszka
jest w stanie podstawowym, b) »e dana domieszka jest
dodatnio zjonizowana, oraz c) jakie musza zachodzic
warunki aby ±rednia liczba elektronów na domieszkach
wynosiªa jeden. Przyja¢ temperatutre ukladu T .

13 Tydzie« XII, 7-13/01/2018

13.1 Wykªad

&5. Fermiony w niskich temperaturach; ciepªo wªa±ciwe
- ±rednia po zespole i jej zapisanie za pomoc¡ g¦sto±ci
stanów ρ(ε) =

∑
k δ(ε − εk), g¦sto±¢ stanów w d=3,

ciepªo wla±ciwe dla elektronów w eksperymencie, ni-
skotemperaturowe rozwini¦cie dla energii wewn¦trznej
i wyznaczenie ciepªa wªasciwego fermionów, dyskusja
i porównanie wyznaczonych mas efektywnych w do-
±wiadczeniach z ciekªym helem 3, metalami prostymi,
cie»kimi fermionami; &6. Kwaziczastki Landaua 1 -
koncepcja kwaziczastek Landaua, elementy teorii cie-
czy Fermiego Landaua, rozwiniecie energii jako funk-
cja (funkcjonal) δnkσ = nkσ − n0

kσ w nistkich tempe-
raturach, amplitida oddzialywania miedzy kwaziczast-
kami, nieoddzialujaca relacja dyspersji, zrenormalizo-
wana relacja dyspersji, masa efektywna kwaziczastek,
wybrane przewidywania doswiadczalne w ramch teorii
cieczy Fermiego;

1Material nieobowiazkowy
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13.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Rozkªad FD i BE - pokaza¢, »e ±rednie obsadzenie
k-tego stanu wynosi n̄k = 1

eβ(εk−µ)±1
odpowiednio dla

fermionów (+) i bozonów (−).
2.Rozwin¦cie wysokotemperaturowe dla fermionów -

a) zapisa¢ wielki potencjaª termodynamiczny dla fer-
mionów w postaci szeregu potegowego (funkcji poli-
logarytmicznej) fq(α) =

∑∞
n=1(−1)n+1αn/nq (odp.

Φ(T, V, µ) = −kBTg(V/λdB)f5/2(α)), b) znale¹¢
wyra»enie na ±redni¡ liczb¦ cz¡stek (odp. N̄ =
g(V/λdB)f3/2(α)), c) znale¹¢ wyra»enie na ci±nienie
(p = kBT (g/λ3

dB)f5/2(α)), d) energi¦ wewn¦trzn¡
(odp. U = (3/2)kBTg(V/λ3

dB)f5/2(α) = (3/2)pV ),
e) entropi¦ (odp. S = (5/2)kBg(V/λ3

dB)f5/2(α) −
(µ/T )g(V/λdB)f3/2(α)), e) znale¹¢ pierwsz¡ poprawk¦
kwantow¡ do aktywno±ci klasycznej (odp. z = z(0)(1 +
(1/23/2)z(0)), z(0) = n̄λ3

dB/g), f) znale¹¢ pierwsza po-
prawk¦ kwantow¡ do klasycznego równania stanu gazu
doskonaªego (odp. pV = kBTN̄(1 + (1/25/2)z(0))).

13.3 Zadania domowe

1.Rozwin¦cie wysokotemperaturowe dla bozonow - a)
zapisa¢ wielki potencjaª termodynamiczny dla bozo-
nów w postaci szeregu potegowego (funkcji polilo-
garytmicznej) gq(α) = −

∑∞
n=1 α

n/nq dla |α| < 1
(odp. Φ(T, V, µ) = −kBTg(V/λdB)g5/2(α)), b) zna-
le¹¢ wyra»enie na ±redni¡ liczb¦ cz¡stek (odp. N̄ =
g(V/λdB)g3/2(α)), c) znale¹¢ wyra»enie na ci±nienie
(p = kBT (g/λ3

dB)g5/2(α)), d) energi¦ wewn¦trzn¡
(odp. U = (3/2)kBTg(V/λ3

dB)g5/2(α) = (3/2)pV ),
e) entropi¦ (odp. S = (5/2)kBg(V/λ3

dB)g5/2(α) −
(µ/T )g(V/λdB)g3/2(α)), -e) znale¹¢ pierwsz¡ poprawk¦
kwantow¡ do aktywno±ci klasycznej (odp. z = z(0)(1 +
(1/23/2)z(0)), z(0) = n̄λ3

dB/g), f) znale¹¢ pierwsza po-
prawk¦ kwantow¡ do klasycznego równania stanu gazu
doskonaªego (odp. pV = kBTN̄(1 − (1/25/2)z(0))).
Przypadek α  1 pomin¡¢.
2. Znale¹¢ wielko±ci Fermiego, które wprowadzili±my

na wykladzie dla doskonaªego gazu fermionów w T = 0:
a) o parabolicznej relacji dyspersji w d wymiarach, b)
o relacji dyspeersji εk = ε0(k/k0)s w 3 wymiarach.
3. Staªa struktury subtelnej wynosi α = e2/h̄c ≈

1/137, a promie« Bohra a = h̄2/me2 odpowiada ±red-
niej odlegªo±ci pomi¦dzy fermionami. Sprawdzi¢ naste-
puj¡ce oszacowania: a) εF ∼ (1/137)2mc2, b) pF ∼
(1/137)mc, c) vF ∼ (1/137)c. Wsk. g¦sto±¢ n ∼ 1/a3.

14 Tydzie« XIII, 14-20/01/2018

14.1 Wykªad

&7. Kondensacja Bosego-Einsteina (BEC) - zjawisko
kondensacji BEC, potencjal chemiczny w niskich tem-
peraturach, obsadzenie poziomow energetycznych w
funkcji temperatury, gestosc bozonow w kondensacie
i poza konensatem, wyznaczenie temperatury krytycz-
nej, wykladniki krytyczne dla liczby bozonow w kon-
densacie, interpretacja zjawiska BEC, wlasnosci bozo-
now w kondensacie, spojnosc kwantowa kondensatu,

makroskopowa funkcja falowa, analogia do lasera, ob-
serwacja BEC w gazie zimnych atomow;

14.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Rozwini¦cie nisko-temperaturowe Sommerfelda
dla fermionów - Wyprowadzi¢ rozwini¦cie Som-
merfelda dla caªek z dowolnej funkcji H(ε) po-
mno»onej przez funkcj¦ Fermiego-Diraca, tzn. w
niskich temperaturach mamy

∫∞
−∞ dεH(ε)fFD(ε) =∫ εF

−∞ dεH(ε) + π2

6 (kBT )2dH(ε)/dε|ε=µ +
7

360π
4(kBT )4d3H(ε)/dε3|ε=µ + .....

2. Potencjaª chemiczny w niskich temperaturach -
wyporowadzi¢ wzór na poprawk¦ od sko«czonych tem-
peratur do potencjaªu chemicznego dla nieoddziaªuj¡-
cych fermionów, t.j. µ = εF − π2

6 (kBT )2(ρ′/ρ)|ε=εF ,
gdzie ρ jest g¦sto±ci¡ stanów, a εF energi¡ Fermiego.

14.3 Zadania domowe

1. Wyprowadzi¢ wzór na potencjaª chemiczny dla nie-
oddziaªuj¡cych fermionów z dowoln¡ g¦sto±ci¡ stanów
do czwartego rz¦du ze wzgl¦du na temperatur¦.
2. Wyprowadzi¢ wzory na: a) energi¦ wewn¦trzn¡,

b) ciepªowªa±ciwe, c) entropi¦ i d) energi¦ swobodn¡
dla nieoddziaªuj¡cych fermionów z dowoln¡ g¦sto±ci¡
stanów do czwartego rz¦du ze wzgl¦du na temperatur¦.
3. Znale¹¢ niskotemperaturowe poprawki do czwar-

tego rz¦du do ci±nienia nieoddziaªuj¡cych fermionów w
trzech wymiarach z paraboliczn¡ relacj¡ dyspersji.
4. Paraamagnetyzm Pauliego - Swobodne elektrony

w trzech wymiarach znajduj¡ sie jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Znale¹¢ magnetyzacje i
podatno±¢ magnetyczn¡ tego ukªadu w zerowej tem-
peraturze. Elektrony oddziaªu¡ z polem zewn¦trznym
poprzez sprz¦»enie Zeemana.
5. Wyznaczy¢ pierwsza poprawke od sko«czonych

temperatur do podatno±ci Pauliego z zadania 4.

15 Tydzie« XIV, 21-27/01/2018

15.1 Wykªad

&8. Nadplynno±¢ HeII 2 - polecam �lm na www. al-
fredleitner.com, diagram fazowy 4He, cieplo wla±ciwe,
bezlepki przepªyw, niesko«czona przewodnio±¢ cieplna,
efekt termomechaniczny, efekt fontannowy, efekt me-
chanotermiczny, eksperyment Andronikashvilliego, mo-
del dwupªynowy Tiszy-Landaua, pr¦dko±¢ kondensatu
i bezwirowy przepªyw, kwazicz¡stki i nadpªynnosc,
kryterium Landaua.

15.2 Zadania na ¢wiczenia

1. kondensacja Boseg-Einsteina - w oparciu o wy-
nika zadania 2 z tygodnia XII omówi¢ zjawisko kon-
densacji Boego-Einsteina dla doskonaªych bosonów w
trzech wymiarach i wyznaczy¢ temperatur¦ kondesa-
cji, g¦sto±¢ cz¡stek w kondensacie, energi¦ wewn¦trzn¡
i ci'±nienie.

2Material nieobowiazkowy
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15.3 Zadania domowe

1. Obliczy¢ wielk¡ sum¦ statystczn¡ Ξ(T, V, µ) dla
dwuwmiarowego gazu idelanych bozonów i wyznaczy¢
granic¦ limV→∞(1/A) ln Ξ(T, V, µ), gdzie V = L2 jest
powierzchni¡ ukªadu. Znale¹¢ ±redni¡ liczbe cz¡stek w
zale»ni±ci od T i α = eβµ. Pokaza¢, »e nie zachodzi
kondensacja Boseg-Einsteina w sko«czonych tempera-
turach.
2. Znale¹¢ ciepªo wªa±ciwe dla doskonaªych bozonów

w trzech wymiarach. Pokaza¢, »e w punkcie konden-
sacji TBEC ma on nieci¡gª¡ pierwsz¡ pochodn¡. Zna-
le¹¢ warto±¢ skoku pierwszej pochodnej. Wsk. g3/2(z) =
2, 36ν3/2 + 1, 342 − 2, 612ν − 0, 730ν2 + ..., gdzie ν =
− ln z.
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