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Warunki zaliczenia

1. Obecnosé i aktywnosé na éwiczeniach - 10p.

2. Kolokwium 27/11/2017, 9:00-13:00 (sala 1.02,
1.40) - 30p.

3. Kolokwium dodatkowe (dla osob majacych uspra-
wiedliwiona nieobecnosc na pierwszym kolo-
kwium) 04/12/17, 9:00-13:00 (sala 2.03) - 30p.

4. Egzamin pisemny 05/02/2018, 9:00-13:00 (sala
0.06) - 30p. (wyniki z aktywnoéci, kolokwium i eg-
zaminu pisemnego normujemy do 100)

5. Egzamin ustny 07-09/02/2018, 9:00-15:00 (sala
5.12), mozliwo$¢ poprawy oceny w pierwszym ter-
minie

6. Egzamin pisemny poprawkowy 19/02/2018, 9:00-
13:00 (sala 0.06) (wynik z tej czesci normujemy do
100)

7. Egzamin ustny poprawkowy 21-22/02/2018, 9:00-
14:00 (sala 5.12), mozliwo$¢ poprawy oceny w dru-
gim terminie

Wypadkowa ocena z tej czesci:
5+ za 99-100p.,
5 za 90-98p.,
4+ za 81-89p.,
4 za 72-80p.,
3+ za 62-71.,
3 za 50-61p.,
2 za 0-49p.

1 Tydzien I, 2-8/10/2017

1.1 Wyklad

1. Zasady fizyki statystycznej; Zesp6l mikroka-
noniczny: &1. Wprowadzenie zasad fizyki statystycz-
nej - cel badan, uktady wielu czastek, ogromna liczba
czastek w uktadzie, defnicja ilosci materii w ukladzie ST
2018, liczba Avogadro N4 = 6,022140857 - 1023mol !,
dyskretne poziomy energii w ukladach kwantowych,
wyktadniczo mata odleglos¢ miedzy poziomami energii
w ukladach wielu czastek AE ~ e~V jakiekolwiek od-
dzialywania z otoczeniem powoduja przejscia miedzy
bliskimi poziomami energii, fluktuacje energi catkowi-
tej w czasie, opis mikroskopowy klasyczny (potozenia
i pedy N-czastek zalezne od czasu) i kwantowy (funk-
cja falowa od czasu i N zmiennych), trudnsci w anali-
zie takiego mikroskopowego opisu, opis makroskopowy
lub termodynamiczny za pomoca malej liczby para-
metréw (cisnienie, objetosé, temperatura, etc.), zada-
nie fizyki statystycznej to znajdowanie zwigzku mie-
dzy opisem mikroskopowym i makroskopowym, def-
ninicja mikrostanu (opis mikroskopowy) i makrostanu
(opis termodynamiczny), przyklad: uklad N = 3 spi-
néw 1/2;, mikrostany i makrostany. &2. Podstawowy
postulat fizyki statystycznej - postulat: wszystkie do-
stepne mikrostany, realizujace dany makrostan sa jed-
nakowo prawdopodobne dla uktadéw w réwnowadze
termodynamicznej, intuicyjne uzasadnienie tego postu-
latu, koncepcja zespotu statystycznego jako wielu kopi
tego samego uktadu, usrednianie po zespole statystycz-
nym. &3. Obliczanie prawdopodobieristw réznych ma-
krostandw - p; prawdopodobienistwo makrostanu, kto-
remy odpowiada zmienna (losowa) y;, p; = £;/Q,
gdzie Q; liczba mikrostanéw realizujaca dany makro-
stan, Q = ). Q; liczba wszystkich mikrostanéw, sred-
nia < y > i wyzsze momenty < y” >,

1.2 Zadania na éwiczenia

1. Caiki gaussowskie - Obliczyc caltke fj;; e’ dy
obliczajac jej kwadrat i przechodzac do biegunowego
uktadu wspotrzednych. Rozniczkujac po parametrze o
obliczy¢ calke f_Jr;o 22e=" dy.

2. Funkcja gamma - Uogdlnione catki gaussowskie
postaci I,, = 2f0+°° e~ " dx, z m > —1, zapisa¢ w
postaci funkcji gamma T'(2) = [," y*~le=*"dz. Poka-
zaé zwiazek rekurencyjny I'(n + 1) = nI'(n). Obliczyé¢
r(1/2), T(1+1/2),T(1),iT(+1),dlal=1,2,3,....

3. Kula w n-wymiarach - Obliczy¢ objetos¢ i po-
wierzchnie n-wymiarowej kuli o promieniu r. Wynik
wyrazi¢ za pomoca funkcji gamma (uogolnionej silnii).

4. Przyblizenie Stirlinga - Pokazaé, ze dla n > 1
zachodzi n! & /2mn nte~n+1/12n+0(1/n)  Zanisaé to
przyblizenie dla In n!. Omoéwié role wyrazéw wiodacych
i poprawek 1/n oraz poréwna¢ z asymptotycznym za-
chowaniem funkcji gamma.

5. Rachunek prawdopodobienstwa - Rzucamy dwiema
szesciennymi kostkami do gry. Ile wynosi prawdopodo-
bienstwo, ze suma wyrzuconych oczek wynosi szes¢. Ile
wynosi srednia z sumy wyrzuconych oczek i wariancja.
Poda¢ rozklad prawdopodobienistwa. (Na przykladzie



tym przypomnimy: przestrzen probabilistyczng, defi-
nicje czestosciowa prawdopodobienstwa, definicje ak-
sjomatyczng, oraz interpretacje prawdopodobienistwa,
zmienng losowa, rozklad prawdopodobienistwa zmien-
nej losowej, momenty zmiennej losowej, rozktady praw-
dopodobienistwa wielu zmiennych losowych, rozktad
prawdopodobienstwa od sumy zmiennych losowych,
i inne podstawowe koncepcje rachunku prawdopodo-
bieristwa).

1.3 Zadania domowe

(Powtorka ze szkoty)

1. Ile wynosi prawdopodobienstwo wyrzucenia tacz-
nie szesciu lub mniej punktéw za pomoca trzech uczci-
wych kostek do gry?

2. Rzucamy piecioma uczciwymi kostkami. Ile wy-
nosi prawdopodobiefistwo wyrzucenia 6-tki: a) tylko
jedna kostka, b) przynajmniej jedna kostka, c) tylko
dwiema kostkami?

3. Wybieramy przypadkowo liczbe miedzy 0 i 1.
Ile wynosi prawdopodobienistwo, ze doktadnie 5 spo-
§rod pierwszych dziesieciu cyfr po przecinku bedzie ze
zbioru cyfr mniejszych od 57

4. Oblicz gestos¢ szesciofluorku wolframu (WFg) w
temperaturze 300K i pod ci$nieniem 1000 hPa. Masy
atomowe wolframu 183,84u i fluoru 19u. Gdzie ten gaz
znajduje zastosowanie?

2 Tydzien II, 9-15/10/2017

2.1 Wyklad

Obliczanie prawdopodobieristw w fizyce statystycz-
nej na podstawie postulatu réwnych prawdopodo-
bieistw a priori, defnicje sredniej, momentéw, wa-
riancji, rozkladéw prawdopodobienstwa dla zmien-
nych losowych dyskretnych i ciaglych, normalizacja
dsn Xdsn P/h3*N N, defnicja zespolu mikrokanonicz-
nego, defnicja liczby stanéow Q(U,V,N) dla ukiadu
o energii U, objetosci V' 1i liczbie czastek N, defini-
cja catkowitej liczby stanow T'(U,V,N) o energiach
od 0 do U, zwiazek pomiedzy €2 i I', definicja gesto-
sci stanow p(U,V,N), QU) = T(U +6U) - T(U) =
d'(U)/dU0U = p(U)U. &4. Poduktady w réwnowadze
termodynamicznej - defnicja oddzialujacych termicz-
nie podukladéw, liczba stanéw uktadu, maksymalizacja
prawdopodobienstwa, defnicja entropii S(U,V,N) =
knInQ(U,V,N), warunek rownowagi - maksimum
prawdopodobienistwa, defnicja temperatury 1/ =
(8]63 an(U,V,N)/(?U)V,N = (8S(U7V7N)/8U)V,N,
stata Boltzmanna kp = 1, 38064852 x 10~23J /K, prawo
wzrostu entropii i dazenie uktadu do stanu najbardziej
prawdopodobnego, zerowa i druga zasada termodyna-
miki jako postulaty opisujace najbardziej prawdopo-
dobne zachowanie sie uktadu makroskopowego, typowe
procesy zwiekszajace entropie (dodanie energii, doda-
nie czastek, zmiana objetoci, rozpad czastek, zwijanie
sie czastek, etc.), przyklad: klasyczny gaz doskonaly -

wyznaczenie Q, I', T oraz U = 3/2nRT. Wzory: ob-
jetos¢ kuli n-wymiarowej Viy(R) = R"n™/2/T'(n/2 +
1), pole powierzchni kuli n-wymiarowej S,(R) =
dV,(R)/dR = R 'nm™/?/T'(n/2+1), gdzie T'(a+1) =

n,—n

ol'(a) = al, wzor Stirlinga n! = n"e

2.2 Zadania na éwiczenia

1. Gaz w pudle z dziurawg przegrodg - Rozpatrujemy N
kulek, ktére moga by¢ albo w prawej albo w lewej czesci
pudla. Dla N = 4 wypisa¢ wszystkie mikrostany. Jesli
makrostan okreslony jest catkowita liczba kul w jednej
7z czesci, znalezé jakie sa mozliwe makrostany, podaé
liczbe mikrostanéw realizujacych dany makrostan, zna-
lez¢ liczbe wsztskich mikrostanéw i podaé¢ prawdopo-
dobienistwo wystapienia kazdego makrostanu. Znalezé
mozliwe makrostany i ich wagi dla N = 10. Jakie ma-
krostany sa najbardziej prawdopodobne? Jesli przyj-
miemy, ze uklad zmienia swoj mikrostan co sekunde to
jak dtugo nalezy oczekiwaé, ze wszystkie kulki beda w
lewej polowie dla N = 10, 40, 1023?

2. Model - uktad dwupoziomowy - Wprowadzi¢ N-
czasteczkowy model dwupoziomowy, podac jego inter-
pretacje (spiny 1/2, polaryzacja swiatta i fotony, po-
ziomy w atomie), pokaza¢ przyklady mikrostanow i
makrostanéw dla malych N = 2,3,4 i odpowiednie
zmienne je opisujace (catkowita liczba czastek N i
"magnetyzacja"M = Ny — N_, gdzie N; jest liczby
czastek w danym stanie), wyznaczy¢ liczbe mikrosta-
néw dla zadanego makrostanu dla dowolnych N i M
(QUN,M) = N!/(N 4+ M)/2)!/((N — M)/2)!), wyzna-
czy¢ catkowity liczbe stanow Q(N) = >, Q(N, M),
w granicy duzej liczby czastek N > 1 pokazaé, ze
liczba stanow Q(N, M) = Q(N, 0)e="/2N jest, rozkta-
dem Gaussa, wyznaczyé Q(N,0) ~ 1/2/mN2V i osza-
cowaé jej wartosc dla N = 100. Wyciagna¢ wnioski o
najbardziej prawdopodobnych makrostanach.

3. Rozktad czqsteczek gazu w naczyniu - Zbadaé mo-
del sktadajacy sie z N identycznych i rozréznialnych
czasteczek obsadzajacych k komorek (model dyskretnej
przestrzeni, np. kratki na plaszczyznie). Mikrostany sa
okreslone przez sposob rozkladu czastek, makrostany
przez podanie n; liczby czastek w danej komorce. Wy-
prowadzi¢ wzor na liczbe mikrostanéw realizujacych
dany makrostan Q(nq,ng,...,ng) = N!/nilngl..ngl
Przy ustalonej N = > .n; pokaza¢, ze najbardziej
prawdopodobny rozkltad czasteczek w komérkach od-
powiada rozkladowi réwnomiernemu z n; = N/k dla
kazdego <.

4. Typowy czas przejscia do nowego mikrostanu - a)
Klasycznie - Srednia droga swobodna (dlugos¢ drogi
miedzy zderzeniami) w jednym molu Hs w cisnie-
niu atmosferycznym i temperaturze 300K wynosi | =
2,7-10""m, a srednia predkos¢ czasteczek wynosi v =
500m/s. Oszacowac liczbe zderzen w czasie 1s. Liczba
ta odpowiada jak czesto uktad przechodzi z jednego do
drugiego mikrostanu.

Odp. tempo zderzen (collision rate) 1/7 = v/l =
2-10° 1/s, w molu mamy 6,02 - 10%% czasteczek wiec
znajdujemy liczbe zderzen 12 - 1032 na sekunde.

b) Kwantowo - Rozpatrujemy dwa spiny s = 1/2 w
stanie | + —) i wlaczamy bardzo stabe oddzialywanie



Heisenberga H' = JS; S5 +h.c., J = 0,00014eV. Osza-
cowac czas po ktorym uklad przejdzie do | —+). Pozniej
rozpatrujemy uktad N = 10%? spinéw w makrostanie
z Stor = 0. Oszacowadé co jaki czas uktad przechodzi z
jednego mikrostanu do drugiego mikrostanu realizujace
makrostan S;,; = 0.

2.3 Zadania domowe

1. Powietrze w pokoju o wymiarach 3mx3mx3m znaj-
duje sie warunkach normalnych (ci$nienie atmosfe-
ryczne, T=300K). Oszacowac prawdopodobenstwa, ze
w dowolnej chwili w objetosci a) lem®, b) 143 (ang-
strom) gdziekolwiek w pokoju nie ma powietrza w wy-
niku statystycznej fluktuacji.

odp. Prawdpodobienstwo p ~ exp(—N(v/V)),
gdzie N-liczba czastek, V-objetosc pokoju pokoju, v-
objetosc badanego obszaru.

2. N pretéw o dlugosci a jest potaczonych koniec jed-
nego z poczatkiem nastepnego, a pierwszy i Nty sa za-
czepione o réwnolegte sciany odlegle o [, gdzie | < Na.
Znalez¢ liczbe Q mozliwych mikrostanow. Oszacowaé
InQ w granicy duzych N. Wsk. prety sa nieskonczenie
cienkie i ustawione rownolegle do siebie, jesli N jest
liczba pretow skierowanych w prawo / w lewo to musi
zachodzic | = [Ny — N_|a, liczbe kombinacji znajdu-
jemy tak samo jak w przypadku spinéw.

3 Tydzien III, 16-22/10/2017

3.1 Wyktad

I1. Zespol kanoniczny: &1. Definicja zespootu kano-
nicznego - uklad izolowany (wrunki zespolu mikroka-
nonicznego) z wyodrebnionym poduktadem S, miedzy
poduktadem S i pozostala czescia R (rezerwuar) moze
by¢ wymieniana energia, uktad R jest duzo wiekszy
od S, ale S tez jest makroskopowe. &2. Rozktad Bolt-
zmanna - wyprowadzenie wzoru na gestos¢ prawdpo-
podobienstwa znalezienia uktadu S w stanie o ener-
gii €, ple) = e P/Z, B3 = 1/kpT. &3. Suma sta-
tystyczna - okreslenie czynnika normalizacyjnego Z,
jest to suma statystyczna lub funkcja podziatu (par-
tition function), wyprowadzenie wzoru na energie we-
wnetrzna U (T, V,N) = kgT?(0In Z(T,V,N)/0T)y N,
wzoru na wariancje energii o7 = kgT?Cy, gdzie cie-
plo wlasciwe (pojemnosc cieplna) C, = (6Q/dT),. &4.
Clisnienie - mikroskopowe zdefniowanie ci$nienia i wy-
prowadzenie wzoru p = —(0U /0T n oraz na podsta-
wie tego wzoru p = T(9S/0V )y N znanego z zespolu
mikrokanonicznego.

3.2 Zadania na éwiczenia

1. Zespot mikrokanoniczny - warunki rownowagi ter-
modynamicznej poduktadow - Uktad o ustalonej energii
U, objetosci V i liczbie czastek N (zespét mikroka-
noniczny) jest podzielony przegroda pozwalajaca na
zmiane energii, objetsci i liczby czastek w podukta-
dach, t.j. U;, V;; N;, i = 11 2, sa zmiennymi loso-
wymiale U0+U;=U,Vi+Vo=ViN 4+ Ny =N

sa ustalone. Niech Q;(U;,V;, N;) sa liczba mikrosta-
néw odpowiadajacych danemu makrostanowi. Wyzna-
czy¢ catkowity liczbe mikrostanéw dla danego makro-
stanu calego ukladu. Z zasady maksymalizacji praw-
dopodobienstwa znalez¢ warunki réwnowagi termody-
namicznej dla tych podukladéw. Wsk. nalezy wprowa-
dzi¢ entropie S = kpln(Q oraz temperature 1/T =
(0S5/0U)y, N, cisnienie p/T = (05/0V)y,n 1 potencjal
chemiczny —p/T = (0S/ON)y,y .

2. Jednoczgstkowa gesto$é standw - Definiujemy jed-
noczastkowa gestoé¢ stanow (density of states, DOS)
ple) = (1/V) >, 0(e — ex), gdzie e jest relacja dys-
persji, a k jest d-wymiarowym wektorem falowym. W
granicy termodynamicznej wyznaczy¢ DOS dla czastki
swobodnej z relacja dyspersji e, = h%k?/2m, gdzie k
jest skwantowane zgodnie z periodycznymi warunkami
brzegowymi w d-wymiarowym hipersze$cianie o obje-
tosci V. Przedyskutowaé przypadki d = 1, 21 3. Wy-
znaczy¢ stosunek m/h2 dla argonu o masie molowej
M = 39,9 g/mol i stalej Plancka h = 6,62 - 1073 Js.
Wsk. 6(f(z)) = X2, 6(x — x0)/|f"(w0)|, gdzie f(xo) =
0.

3. Liczba stanéw dla klasycznego gazu doskona-
tego w zespole mikrokanonicznym - Dla klasycznego
gazu doskonalego w d = 3 wymiarch wyznaczy¢
funkcje Q(U,V,N) i T'(U,V,N). Znalezé ich rozwi-
niecie dla duzej liczby czastek. Wsk. I'(U,V,N) =
[ dsnadsyp/ (B3N NYOWU — N | p2/2m), skorzystac
ze wzoru Stirlinga n! = n"e™".

4. Termodynamika klasycznego gazu doskonatego z
zespotu mikrokanonicznego - Korzystajac z wynikow
poprzedniego zadania znalezé temperature, ci$nienie
i potencjal chemiczny klasycznego gazu doskonalego.
Pokazaé zastosowanie twierdzenia o ekwipartycji ener-
gii oraz réwnanie stanu gazu doskonalego.

5. Wspdtrzedne uogdlnione i liczba stopni swobody
- Przypomnienie wspoétrzednych uogoélnionych i liczby
stopni swobody z przyktadami (np. kilka zadan domo-
wych).

(Zadania 5 mozna przeni$¢ na nastepny tydzien jesli
bedzie brakowatlo czasu.)

3.3 Zadania domowe

1. Jednoczgstkowa gestosé standw - Definiujemy jed-
noczastkowa gesto¢ stanow (density of states, DOS)
ple) = (1/V) >, 0(e — ex), gdzie ex jest relacja dys-
persji, a k jest d-wymiarowym wektorem falowym. W
granicy termodynamicznej wyznaczy¢ DOS dla czgstki
z relacja dyspersji ex = chk, gdzie k jest skwantowane
zgodnie z periodycznymi warunkami brzegowymi w d-
wymiarowym hiperszescianie o objetosci V, a ¢ jest
stala o wymiarze predksci. Przedyskutowaé przypadki
d=1, 213 Wsk. 3(f(x)) = X, 8(z — 20)/|f (o),
gdzie f(xzg) =0.

2. Obliczy¢ liczbe stanow energetycznych T'(U) poje-
dynczej czasteczki zamknietej w tréjwymiarowym pu-
dle o réwnych dlugosciach bokéw. Zbadaé przypadki
klasyczny i kwantowy. To samo powtorzy¢ dla oscyla-
tora harmonicznego w trzech wymiarach.

3. Okresl liczbe stopni swobody i podaj wspétrzedne



uogodlnione dla: a) koralik na obwodzie nieruchomego
kota; b) koralik na nieruchome;j linii $rubowej o stalym
skoku i promieniu; ¢) czasteczka na powierzchni nie-
ruchomego walca prostego; d) nozyce na nieruchome;j
plaszczyZnie; e) sztywny pret w d=3; f) sztywny krzyz
w d=3; g) prostoliniowa sprezyna w d=3; h) dowolne
cialo sztywne z jednym punktem unieruchomionym; i)
atom wodoru; j) atom litu; k) wahadlo podwdjne; 1)
klasycznygaz zlozony z 10?2 czastek punktowych.

4. Uktad zawiera N = 6 czastek. Niech calkowita
energia jest stala i wynosi U = 6F. Podzial ener-
gii uktadu miedzy czastki jest dowolny, jednak ener-
gia kazdej czastki jest skowanowana i moze wynosic
0, E, 2F, 3E, 4F, 5F, 6E. Znalez¢ prawdopodobien-
stwa roznych makrostanéw oraz prawdopodobieristwa
obsadzenia poszczegblnych pozioméw energetycznych
(za Wroblewski i Zakrzewski, Wstep do fizyki, str. 629-
630).

5. Znalez¢ ruch czastki w przestrzeni fazowej (x,p)
dla a) oscylatora harmonicznego, b) swobodnego
spadku, ¢) czastki w nieskoniczonym pudle potencjatu.
W przestrzeni rzeczywistej ruch jest jednowymiarowy.

4 Tydzien IV, 22-28/10/2017

4.1 Wyktad

&5. Cieplo, praca i pierwsza zasada termodynamiki -
sformutowanie pierwszej zasady termodynamiki dU =
OW + 6Q, cieplo i praca, wyrazenia na prace i cieplo
w procesach odwracalnych, mikroskopowa interpreta-
cja pracy W = > (—des(V)/dV)p(es)dV = —pdV i
ciepta 6Q = > esdp(es) = TdS, model czastek w nie-
skonczonej studni i ilustracja wykonanej pracy i pobra-
nego cielpta, definicja entropii wg. Gibbsa-Shannona
S = —kp)Y_,pslnp,, wyprowadzenie wzoru TdS =
> s €sdps; &6. Energia swobodna Helmholtza - definicja
energii swobodnej Helmholtza F(T,V,N) = U — TS,
procesy izotermiczne i minimalizacja energii swobod-
nej, wyrazenia na cisnienie i entropie za pomocy energii
swobodnej, interpretacja energii swobodnej, dostepna
praca w procesach izotermicznych, zwigzek energii swo-
bodnej z suma statystyczna F' = —kg In Z; &7. Gaz do-
skonaly - przyklad - defnicja modelu gazu doskonalego,
suma statystyczna dla pojedynczego atomu, kwantowa
koncentracja, dtugosé fali termicznej de Broglie’a, ener-
gia wewnetrzna pojedynczego atomu, uogolnienie na
przypadek N atomow, czastki rozréznialne i nierozréz-
nialne w sensie mikroskopowym (kwantowym) i ope-
racyjnym (klasycznym), wzor na sume statystyczna
Z = (V/A35)N/N!, energia wewnetrzna U = nRT,
roéwnanie stanu Clapeyrona pV = nRT, stata gazowa,

4.2 Zadania na ¢wiczenia

1. Spiny w polu magnetycznym w zespole mikrokano-
nicznym Dla ukladu N spinéw 1/2 oddzialujacych z
zewnetrzynym polem magnetycznym B w ramach ze-
spolu mikrokanonicznego znalezé: entropie, energie we-
wnetrzng, temperature, magnetyzacje, podatnosé¢ ma-
gnetyczna, cieplo wlaciwe, oraz przedyskutowaé wy-

niki. Omoéwi¢ problem ujemnych temperatur (wrécimy
tez do tego tez pozniej omawiajac rozktad Boltzmanna
dla spinow).

2. Klasyczny gaz doskonaty w zespole kanonicznym
Wyprowadzi¢ wzor na sume statystyczna dla klasycz-
nego gazu doskonatego. Przedstawi¢ dwa podejscia (od
strony kwantowej, czastki w pudle, i od strony klasycz-
nej, przestrzen fazowa) i je poréwnac. Zwrocié uwage
na czynnik h. Czynnik N! wyraza nierozréznialnsé cza-
stek w sensie operacyjnym (do statystyk kwantowych
dojdziemy pdzniej).

3. Termodynamika klasycznego gazu doskonatego w
zespole kanonicznym W ramach zespotu kanonicznego
wyprowadzi¢ wzory na: energie wewnetrzna, entro-
pie, energie swobodng, cisnienie dla klasycznego gazu
doskonalego. Ze wzoru Sackura-Tetrode na entropie
S(T,V, N) poprzez zamiane zmiennych T' — U znalez¢
wz6r na S(U,V, N) z zespotu mikrokanonicznego.

4.3 Zadania domowe

1. Rozwazy¢ zbiér N oscylatoréw harmonicznych o cze-
stosciach wg. Energia ukladu wynosi U (zespét mikro-
kanoniczny). Znalez¢ Q(U, N), entropie S(U, N) i tem-
perature ukladu T'(U, N). Zastanowi¢ sie w jaki sposob
zdefiniowa¢ granice termodynamiczng dla tego uktadu
(nie mamy objetosci V).

2. 10g miedzi o temperaturze 350K jest w kontak-
cie z taka sama probka miedzi o temperaturze 290K.
Jaka jest konicowa temperatura ukladu po dojsciu ca-
tego uktadu do stanu rownowagi i ile energii w for-
mie ciepla przeptynelo z jednej probki do drugiej? Ile
wynosi catkowita zmiana entropii i o ile wzrosla (czy
wzrosla (?7), zastanowi¢ sie dlaczego) catkowita liczba
dostepnych mikrostandéw calego ukladu? Przyjac cie-
plo wlasciwe miedzi rowne 0, 389J /gK dla rozwazanych
temperatur.

3. Dla ukladu spinéw wyprowadzilismy wzdér na
liczbe dostepnych mikrostanow Q(N, M) dla zadanej
liczby spinéw N i liczby spinéw skierowanych do goéry
M. Rozwazmy teraz uktad sktadajacy sie z dwoch po-
duktadéw spinowych w kontakcie termicznym. Zadana
jest catkowita liczba spinow Ny i No w kazdym po-
duktadzie oraz calkowita liczba spinéw w gore M =
M; + M. Caly uklad jest opisywany warunkami ze-
spotu mikrokanonicznego. Znalezé jakie warunki spel-
nia M; i My w stanie réwnowagi termodynamiczne;j.
Rozpatrujemy granice duzej liczby czastek. Nalezy zba-
daé nie tylko warunek ekstremum ale tez warunek mak-
simum odpowiedniej funkcji prawdopodobienstwa 2.
Wyznaczy¢ entropie tego stanu oraz poréwnaé z entro-
pia stanéw z bliskim, lecz réznym M; i Ms. Przyjag,
ze N1 = Ny =~ 10?2 oraz np. My = M{P" + 10'?, gdzie
M{’pt odpowiada wartosci dajacej maksimum prawdo-
podobienstwa.



5 Tydzien V, 29/10-4/11/2017

5.1 Wyklad

1 listopada 2017 wykladu nie ma (dzien Wszystkich
Swietych)

5.2 Zadania na éwiczenia

... dokoniczyc zaleglodci, mozna oméwié jakis problem z
zadann domowych lub po$wiecié¢ troche czasu na pyta-
nia studentow (konsultacje) - pozwoli to grupie srodo-
wej na szybsze nadrobienie materiatu, a w pozostatych
grupach na poglebienie wiedzy.

1. Spiny w danej temperaurze i polu magnetycznym
w zespole kanonicznym - dla modelu N spinéw Isinga
w polu magnetycznym B i w ustalonej temperaturze T’
znalez¢ energie wewnetrzng, namagnesowanie i magne-
tyzacje, energie swobodna, entropie, poda¢ interpreta-
cje wag Boltzmannowskich w tym problemie. Poréw-
na¢ rozwiazanie tego problemu w zespole kanonicznym
z rozwigzaniem w zespole mikrokanonicznym aby wy-
kazaé¢ réwnowaznosé tych zespotéw. Omoéwié problem
ujemnych temperatur i spetniania drugiej zasady ter-
modynamiki w uktadach z T < 0.

2. Praca mikroskopowo i makroskopowo w zespole
kanonicznym - Zakladajac, ze energia i-tego mikro-
stanu ¢;(X) zmienia sie ze zmiang parametru kontrol-
nego X wprowadzi¢ mikroskopowa, ’site’ F; = —de; /dX
oraz mikroskopowy 'prace’ dW; = F;dX. Wyprowa-
dzi¢ wzoér na prace makroskopows (termodynamiczna)
usredniajac prace mikroskopowa w zespole kanonicz-
nym, t.j W = (1/8)(0InZ/0X)dX. Zilustrowaé ten
wynik dla: a) gazu w pudle gdzie zmienia sie objetosé
(6W = —pdV), b) spinéw w polu magnetycznym gdzie
zmienia sie pole B (6W = MdB).

3. Praca, cieplo, entropia i formy zupetne - Przypo-
munie¢ I i I zasade termodynamiki (dU + W = 6Q),
0Q = TdS), gdzie §W jest praca wykonana przez
uktad, i rozrézni¢ funkcje stanu i ich rézniczki dU od
wielkosci nie bedacymi funkcjami stanu §W i Q. Co to
onacza fizycznie? Korzystajac ze wzoru na prace W =
(1/6)(0In Z/0X)dX oraz na energie wewnetrzng U =
—(01n Z/0B) pokazac, ze wielkosé dU+IW nie jest roz-
niczka zupelna. Dalej, mnozac to wyrazenie przez 3, t.j.
B(dU + 6W), pokazaé, ze jest to rozniczka zupekna (co
to jest?), a czynnikiem catkujacym (co to jest?) jest en-
tropia S/kp = InZ — 3(01n Z/93). Na koniec pokazac,
ze jest to ta sama entropia termodynamiczna, ktora
otrzymujemy z energii swobodnej S = —(0F/0T) x n.

5.3 Zadania domowe

1. Z rozktadu Boltzmanna P(e) = e=%¢/Z(T,V, N) wy-
znaczy¢ energie wewnetrzna U(T,V, N) = (e), jej dys-
persje a(U)? = (€2) — (€)? = kpT?Cy. Przypomnieé
definicje pojemosci cieplnej C,, = (6Q/dT),, przy sta-
lym x i korzystajac z I zasady termodynamiki znalezé
wzér na Cy = (0U/0T)y N

2. Udowodnié dla mieszaniny klasycznych gazéw do-
skonalych w zespole kanonicznym prawo Daltona mo-
wiace, ze ci$nienie mieszaniny gazéw jest suma ci$niert

parcjalnych. Wsk. wyznaczyé sume statystyczna dla
mieszaniny klasycznych gazéw doskonalych i skorzy-
sta¢ z mikroskopowej definicji ci$nient jak na wyktadzie
dla gazu jednosktadnikowego.

3. Uktad moze by¢ w stanach o energiach 0, ¢, €, €, 2¢.
Znale7¢ energie wewnetrzna tego ukladu i ciepto wila-
sciwe w temperaturze T'.

4. Suma statystyczna spelnia zalezno§¢ InZ =
al*V, a i« sa dodatnimi stalymi. Znalezé ciepto wla-
Sciwe tego uktadu.

6 Tydzien VI, 5-11/11/2017
6.1 Wyktad

wzor Sackurai-Tetrode na entropie gazu doskona-
lego, poréwnanie wzordéw na energie wewnetrzna,
swobodng i entropie z i bez czynnika N!, omo-
wienie paradoksu Gibbssa, entropia mieszania; &8.
Rozktad Mazwella predkoSci - wyprowadzenie w ze-
spole kanonicznym rozktadu prawdopodobienstwa dla
predkosci czastek w gazie doskonalym, rozktad Ma-
xwella, P(v) = 4w(m/27kgT)3/?v? exp(—mw?/2kpT),
wielkodci charakteryzujace rozklad Maxwella: pred-
koS¢ typowa vy, = +/2kpT/m, predkos¢ $rednia
(v) = +/8kpT/mm, $rednia predko$¢ kwadratowa
(v?) = 3kpT/m, r67ne postacie rozktadu Maxwella
P(vg,vyv;) i P(E).

ITI. Rozklad Plancka - zastosowania: &1. Roz-
ktad (funkcja) Plancka - analiza statystyczna pojedyn-
czego modu drgajacego, kwantowanie energii, suma
statystyczna, $rednia liczba wzbudzen modu, funkcja
Plancka,

6.2 Zadania na éwiczenia

1. Klasyczny gaz doskonaly czgsteczek dwuatomowych;
suma statystyczna - Gaz idealny sktada sie z N dwuato-
mowych czasteczek. Masy atoméw sa mj i mo. Dla po-
jedynczej czasteczki wyrazi¢ jej energie we wspotrzed-
nych srodka masy i wzglednych. Znalez¢ wyrazenie na
sume statystyczna calego ukltadu i zidentyfikowaé po-
szczegblne wklady. Dla wktadu translacyjnego skorzy-
sta¢ z wczedniejszych wynikéw. Dla wktadu od rotacji
i drgann dokonaé¢ separacji zmiennych i obliczyé¢ przez
odpowiednie catkowanie wktady od ruchu rotacyjnego
21t = 2TkpT/h?, I = mr? jest momentem bezwtadno-
éci, i od ruchu wibracyjnego 2}'* = kpT/hw,. Wsk. po-
tencjal oddzialywania pomiedzy atomami w czasteczce
przyblizy¢ V(r) = V(ro) + (1/2)mwié?.

2. Klasyczny gaz doskonaly czgsteczek dwuatomo-
wych; termdynamika - Dla klasycznego gazu doskona-
tego czasteczek dwuatomowych wyznaczy¢ i przedys-
kutowac: a) energie wewnetrzna, b) cieplo wiasciwe
przy stalej objetosci, c¢) energie swobodng Helmholtza,
d) ci$nienie i réwnanie stanu, e) entropie.

3. Klasyczny gaz doskonaly dipoli w polu elektrycz-
nym - Dla klasycznego gazu doskonatego dipoli o mo-
mencie d w polu elektrycznym £ wyznaczy¢ i omowié:
a) sume statystyczna, b) energie swobodna, ¢) pola-
ryzacje na jednostke objetosci. Wsk. dipol traktujemy



jak sztywny rotator klasyczny, a energia oddziatywania
dipola z polem elektrycznym wynosi V = —Ed cos 6.

6.3 Zadania domowe

1. Z fundamentalnej relacji dla energii swobodnej
Helmholtza dFF = —SdT — pdV wyprowadzi¢ odpo-
wiednie relacje Maxwella.

2. W fizyce ciata statego przemieszczenie si¢ atomu z
wezla sieci krystalicznej do obszaru miedzyweztowego
nazywamy defektem Frenkla. Zakladajac, ze energia
potrzebna na powstanie defektu Frenkla wynosi w i ze
w krysztale mamy N atomoéw, ktére moga przemiescicé
sie do D mozliwych pozycjji miedzyweztowych, zna-
lez¢ $rednig liczbg defektéw w temperaturze T. Odp.
(ny ~ VNDexp(—pw/2) gdy n < N, D. Wsk. Wyzna-
czy¢ na ile sposobéw mozna wybraé n atomoéw z sieci i
n miejsc z dostepnych D oraz zminimalizowac energie
swobodna.

3. W fizyce ciala stalego przemieszczenie sie atomu
z wezla sieci krystalicznej do prézni nazywamy defek-
tem Schottky’ego. Zakladajac, ze energia potrzebna na
powstanie defektu Schottky’ego wynosi w i ze w krysz-
tale mamy N atomoéw znalezé $rednia liczbe defektow
w temperaturze T. Odp. (n) ~ Nexp(—pw/2) gdy
n < N. Wsk. Wyznaczy¢ na ile sposobéw mozna wy-
brac n atomoéw z sieci oraz zminimalizowa¢ energie swo-
bodna.

4. Pokaza¢ w zespole kanonicznym, ze wzgledne fluk-
tuacje energii wewnetrznej o(U)/U sa odwrotnie pro-
porcjonalne do v/ N, gdzie N jest liczba czastek. Kiedy
wiec zespoly kanoniczny i mikrokanoniczny sa réwno-
wazne? Wsk. U = (¢), o(U)? = (¢?) — (e)%.

5. Dla paramaagnetyka w zespole kanoncznym zna-
lez¢ zwiazek pomiedzy fluktuacja magnetyzacji a po-
datnoscig magnetyczna.

7 Tydzien VI, 12-18/11/2017
7.1 Wyklad

energia wewnetrzna, cieplo wlasciwe, granice wysokich
i niskich temperatur; &2. Promieniowanie ciata do-
skonale czarnego - opis wneki rezonansowej w réwno-
wadze termicznej, réwnania Maxwella i ich rozwiaza-
nia dla szeSciennej wneki, polaryzacja i stopnie swo-
body, wyznaczenie energii wewnetrznej dla promie-
niowania elektromagnetycznego, ciepto wtasciwe, stata
Stefana-Boltzmanna, entropia, energia swobodna, ci-
snienie, rownanie stanu, defnicja gestosci widmowej,
prawo rozkladu Plancka, granica podczerwona i ul-
trafioletowa, prawo Wiena i Rayleigha-Jeansa, kata-
strofa w nadfiolecie i problemy fizyki klasycznej, $red-
nia liczba wzbudzeii we wnece, prommieniowanie z
otworu we wnece, prawo Stefana-Boltzmanna, emisja
i absorpcja, prawo Kirchoffa;

7.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Rozktad Mazwella; charakterystyka - Zmalezé ped-
kosé¢ typowa (najbardziej prawdopodobna), predkosé

Srednia, $rednia predkosé¢ kwadratowa i dyspersje dla
rozktadu Maxwella. Oszacowaé te wielkosci dla czaste-
czek tlenu w warunkach normalnych.

2. Rozktad Maxwella; réwnanie stanu gazu doskona-
tego - W ramach teorii molekularnego chaosu, gdzie
zakltadamy, 7ze czastki poruszaja sie z przypadkowymi
predkosciami opisanymi rozkladem Maxwella, wypro-
wadzi¢ wzér na ci$nienie takiego gazu i sprawdzi¢ réw-
nianie stanu dla gazu doskonalego.

3. Wzor barometryczny - Znalezé wzobr opisujacy
zmiane ci$nienia gazu doskonalego z wysokociscia, za-
ktadajac, ze temperatura jest stata.

7.3 Zadania domowe

1. Kula o promieniu R porusza sie z predkoscia u w
silnie rozrzedzonym gazie doskonalym o temperatutrze
T i gestosci n. Zakladajac, ze zderzenia czastek gazu
z kula sa catkowicie sprezyste, obliczy¢ site oporu do-
znawang przez kule przy jej ruchu. Oszacowaé¢ wynik
dla powietrza w warunkach normalnych i dla typowej
pitki futbolowej.

2. W naczyniu zawierajacym gaz doskonaty zrobiono
niewielki, okragly otwér o przekroju S. Znalezé liczbe
czastek na jednostke czasu, padajacych na okragly
dysk o promieniu R, znajdujacy sie w odleglosci h od
szczeliny. Plaszczyzna dysku jest réwnolegta do plasz-
czyzny otworu, a §rodki przekroju dysku i otworu leza
na jednej prostej, prostopadlej do ptlaszczyzny prze-
kroju. Przyjaé¢, ze czasteczki gazu podlegaja Maxwel-
lowskiemu rozktadowi predkosci, i ze otwor jest na tyle
maly, ze ucieczka czastek nie zaburza stanu réwnowagi
termodynamicznej w naczyniu.

3. Rozrzedzony gaz doskonaty znajduje sie w naczy-
niu pod ci$nieniem p. Znalez¢ szybkosé wyplywu gazu
do prézni przez niewielki otwoér o przekroju S przy zato-
zeniu Maxwellowskiego rozktadu predkosci czasteczek
gazu. Otwor jest na tyle maly, ze ucieczka czastek nie
zaburza stanu réownowagi termodynamicznej w naczy-
niu.

4. Dwa naczynia, w ktoérych podtrzymuje sie tempe-
ratury i ci$nienia odpowiednio py, 77, p2 i T», polaczone
sa ze soba krotka rurka o polu przekroju S. Obliczyé
mase gazu, przeplywajaca w jednostce czasu z jednego
naczynia do drugiego, jesli masa czasteczek gazu wy-
nosi m, oraz p; = 2po i 11 = 275.

5. Znalez¢ liczbe atomoéw, gubionych w jednostce
czasu przez atmosfere planety o promieniiu R i masie
M. Masa atomu jest rGwna m, a temperature atmosfery
T przyjmujemy jako stalg na réznych wysokosciach.

8 Tydzien VII, 19-25/11/2017

8.1 Wyktlad

&3. Ciepto wtasciwe ciat statych, fonony - model ciala
stalego (krysztalu), przyblizenie harmoniczne, mody
normalne, rys historyczny na temat ciepta wlasciwego
cial stalych, teoria Einsteina ciepla wtasciwego krysz-
talu - zalety i wady, teoria Debye’a ciepta wlasciwego
krysztalow, mod Goldstone’a (akustyczny), liniowa



relacja dyspersji, temperatura i czesto$¢é Debye’a,
wyznaczenie ciepta wlasciwego, fonony, kwaziczastki.

8.2 Zadania na ¢éwiczenia

Prosze o dokoriczenie zadan z poprzednich éwiczen lub
zrobienie powtorzenia materiatu do kolokwium. Mozna
wykorzysta¢ zadania domowe w grupach, realizujacych
material na biezaco.

Materialem na kolokwium jest wszystko od poczatku
semestru do rozktadu Maxwella wlacznie.

8.3 Zadania domowe

1. Znalez¢ dla gazu doskonalego umieszczonego w ze-
wnetrznym polu sit ®(x,y, z), prawdopodobienistwo
tego, ze wspolrzedne dowolnej czasteczki gazu beda le-
ze¢ w przedziale [z, x + dx], [y,y + dy] i [z, 2 + dz].

2. Znalez¢ polozenie $rodka ciezkosci stupa gazu do-
skonatego w jednorodnym polu ciezkosci o natezeniu g,
przy masie czasteczki gazu m i temperaturze T'.

3. Mieszanine [ doskonaltych gazéw, o réznych ma-
sach atomowych my, ... m;, zamknieto w walcu o pro-
mieniu R i wysokosci h w polu grawitacyjnym Ziemi.
Zmalez¢ $rodek ciezkosci tego uktadu.

9 Tydzien VIII, 26,/11-2/12/2017

9.1 Wyktad

IV. Zesp6l kanoniczny: &1. Potencjal chemiczny -
uklady wymieniajace energie i czastki, warunki réwno-
wagi termodynamicznej, temperatura, potencjat che-
miczny p = (OF(T,V,N)/ON)r,y - analogie i roz-
nice, kierunek przelywu materii, potencjat chemiczny
dla ukladéw wielosktadnikowych i wielofazowych, przy-
ktad: potencjat chemiczny dla klasycznego gazu do-
skonalego, dyskusja wyniku i rola czynnika N!, we-
wnetrzny potencjal chemiczny a zewnetrzny potencjal
elektryczny, magnetyczny czy grawitacyjny, analogie,
potencjal elektrochemiczny. &2. Potencjal chemiczny
a entropia - zwiazki termodynamiczne - wyprowadzenie
zwigzku p/T = —(90S/ON)y,v, podanie innych zwiaz-
kow termodynamicznych, pierwsza zasada termodyna-
miki w ukladzie otwartym.

9.2 Zadania na éwiczenia

1. Oscylator kwantowy; rozktad Plancka - Dla poje-
dynczego kwantowego oscylatora harmonicznego zna-
lez¢ wzory na sume statystyczna, Srednig liczbe ob-
sadzen, energie wewnetrzng, cieplo wlasciwe, energie
swobodna, entropie, i w kazdym przypadku przedys-
kutowaé granice wysokich i niskich temperatur.

2. Promieniowanie elektromagnetyczne we wnece re-
zonansowej - Promieniowanie elektromagnetyczne jest
uwiezione w metalowym szeScianie o bokach dlugosci
L i o temperaturze T. Wyznaczy¢ sume statystyczna,
gesto$¢ standéw, Srednig liczbe obsadzen, energie we-
wnetrzng, cieplo wlasciwe, energie swobodna, entropie,

ci$nienie, réwnanie stanu, i w kazdym przypadku prze-
dyskutowaé granice wysokich i niskich temperatur.

3. Kwantowa teoria ciepta wlasciwego doskonatego
gazu dwuatomowego - Przyjmujac, ze stopnie swobody
ruchu w czasteczce dwuatomowej mozna rozseparo-
waé (patrz zadanie domowe 4) mozemy zapisa¢ sume
statystyczna w postaci Z = ZiransZvibZrotLelectr
gdzie poszczegblne wklady opisuja odpowiednio trans-
lacyjne, oscylacyjne, rotacyjne i elektronowe stopnie
swobody. Znalez¢ wktad do ciepta wlasciwego od oscy-
lacyjnych i rotacyjnych stopni swobody oraz przedys-
kutowaé granice nisko i wysoko-temperaturowg. Omo-
wic¢ jako$ciowo typowa zmiane ciepta wlasciwego ta-
kiego gazu w funkcji temperatury i podaé¢ charaktery-
styczne skale/energie dla wybranych molekut.

9.3 Zadania domowe

1. Wyprowadzi¢ wzor na $rednig liczbe fotonéw (kwan-
tow wzbudzeni pola elektromagnetycznego) w zalezno-
§ci od temperatury. Oszacowac liczbe fotonéw na metr
szeScienny we Wszech§wiecie w ktorym temperatura
promieniowania tta mikrofalowego jest rowna okoto 3K.
Poréwnac te liczbe z liczbg innych czastek w tej obje-
tosci. Oszacowaé entropie Wszech§wiata przypadajaca
na a) jedna czastke, b) na jednostke objetosci.

2. Stata Stoneczna wynosi 1360 J/sm? i opisuje ilogé
na jednostke powierzchni i jednostke czasu docierajacej
do Ziemi energii ze Stonica. Odleglo$¢ Ziemia-Stoiice
wynosi d = 1,3-10''m, a promien Stonica wynosi Rg =
7 -108m. Wyznaczyé¢ moc Slonica i jego temperature.

3. Znalez¢ przyblizony wzoér na potozenie maksimum
w rozktadzie Plancka. Jest to tak zwane prawo przesu-
nie¢ Wiena i pozwala wyznaczy¢ na odlegtoié¢ tempe-
rature promieniujacego ciala.

4. W ramach rozwazan kwantowo mechanicznych
uzasadnié, ze energia wlasna molekuly dwuatomowej
H ma posta¢ Fx s, = 7’L2K2/2mS + hw(v +1/2) +
R2J(J +1)/21 + Vj, gdzie m, jest masa catkowita, w
jest czestoscia wlasng drgan, I jest momentem bez-
wladnosci, V jest energia potencjalng w potozeniu
rownowagi. Liczby kwantowe: K ciaggly wektor falowy,
v=20,1,2,..,iJ =0,1,2,.... Zadanie wymaga zastoso-
wania przyblizenia Borna-Oppenheimera i wnikliwego
zbadania wkladu poszczegélnych wyrazoéw i uwzgled-
nienie tylko wyrazéw dominujacych. Pomijamy tutaj
spiny jader i elektronéw.

10 Tydzien IX, 03-09/12/2017

10.1 Wyktad

&3. Duzy zespot kanoniczny i rozktad Gibbsa -
definicja duzego zespotu kanonicznego, wyprowadzenie
rozktadu Gibbsa, duza suma statystyczna =Z(T,V, u),
Srednia liczba czastek, energia wewnetrzna i entro-
pia w duzym zespole kanonicznym, aktywnosé. &4.
Duzy potencjat termodynamiczny - duzy potencjat
termodynamiczny ®(7,V, ), definicje w termody-
namice & = U — TS — uN i w fizyce statystycznej
® = —kpTInZ, pokazanie ich réwowaznosci dla



rozniczki, ze zwiazkow na d® pokazanie pierwszej
zasady termodynamiki, Podsumowanie zespolow sta-
tystycznych w tabeli, sens transformacja Legendre’a,
podsumowanie funkcji stanow uzywanych w termo-
dynamice, ich zmienne niezalezne i warunki kiedy i
dlaczego je stosujemy, nazwy: S(U,V,N) entropia,
U(S,V,N) energia wewnetrzna, F(T,V,N) energia
swobodna Helmholtza, H(T, p, N) entalpia, G(T,p, N)
energia swobodna Gibbsa, ®(T,V, ) wielki potencjal
termodynamiczny.

10.2 Zadania na éwiczenia

1. Ciepto wtasciwe kwaziczqstek - Wyznaczyé ciepto
wlasciwe w niskich i wysokich temperaturach ideal-
nego gazu kwaziczastek w d wymiarach przestrzen-
nych o relacji dyspersji ex = €o(k/ko)®, gdzie k =
27/ L[ny,na, ...,ng], L to dtugosé¢ uktadu, n; to liczby
catkowite (periodyczne warunki brzegowe), o > 0 jest
stala bezwymiarowa, dodatnia stata ey ma wymiar
energii, a kg > 0 ma wymiar wektora falowego.

2. Potencjat chemiczny dla idealnego gazu czgsteczek
- Wyznaczy¢ potencjal chemiczny dla idealnego gazu
czasteczek zakladajac, ze energia czasteczki jest suma
energii kinetycznej, rotacyjnej, oscylacyjnej i elektro-
nowej.

3. Potencjat chemiczny w reakcjach chemicznych -
W reakcjach chemicznych czasteczki moga sie rozpa-
daé¢ i tworzy¢ nowe, co jest opisywane wzorem reak-
cji chemicznej >°0_, b;B; < Zij\irﬂ b; B;, gdzie B; jest
symbolem czasteczki, a b; jest najmniejsza liczba natu-
ralng wynikajaca z zasady zachowania liczby atomoéw.
Oznaczymy v; = —b; dla i = 1,...,r oraz v; = b;
dla ¢ = r + 1,...., M. Pokazaé¢, ze w stanie réwno-
wagi termodynamicznej dla reakcji przy staltym 71 V'
(izotermiczno-izochorycznej) zachodzi Zi\il vip; = 0,
gdzie u; jest potencjatem chemiczym dla i-tej cza-
steczki.

10.3 Zadania domowe

1. Rozwiaza¢ klasyczny model jednowymiarowego
krzysztalu z oddzialywaniami Hooka pomiedzy ato-
mami i periodycznymi warunkami brzegowymi. Wy-
znaczy¢ mody wlasne, relacje dyspersji i liczby falowe.
Co sie zmieni przy otwartych warunkach brzegowych.
Wyznaczyc sume statystyczna, energie wewnetrzng i
ciepto wlasciwe. Wsk. przypomnieé¢ sobie to samo za-
danie w kursie z mechaniki klasyczne;j.

2. Skwantowaé¢ model klasyczny z zadania pierwszego
i wyznaczy¢ sume statystyczna, energie wewnetrzna
i ciepto wtasciwe w przyblizeniu Debeye’a. Zwrécié
uwage na granice klasycznag sumy statystycznej (czyn-
nik 7).

3. Rozwiaza¢ modele klasyczny i kwantowy krysztatu
jednowymiarowego (jak w zad. 11 2) i wyznaczy¢ ter-
modynamike uktadu zakladajac, ze komérka elemen-
tarna krysztatu sktada sie z dwoéch atoméw o masach
ma 1 mp. lle jest i jak przybiegaja relacje dyspersji
(mody optyczne i akustyczne).

4. W modelu krysztatu z zad. 11 2 (jednoatomowy)
wyznaczy¢ fluktuacje polozenia (z?) wokot potozenia
rownowagi. Czy wynik jest skonczony? Czy krysztaly
w jednym wymiarze moga istniec? Uogoélni¢ na przy-
padek wielowymiarowy (trudne, dla chetnych). [Np.
arXiv:physics/0609177, Spontaneous Symmetry Bre-
aking in Quantum Mechanics, Jasper van Wezel, Je-
roen van den Brink, Journal-ref: Am. J. Phys., 75, 635-
638 (2007). ]

5. Podaé jawng postaé relacji z zadania 3 z éwiczen
dla nastepujacych reakcji:

a) 2H2 + 02 — 2H20,
b) AN H3 + 305 < 2No + 6H50,
C) 204,H,10 + 1304 «+ 8CO4 + 10H50.

11 Tydzien X, 10-16,/12/2017
11.1 Wyktad

V. Doskonale gazy kwantowe: &1. Funkcja falowa
uktadow wielu czgstek - przypomnienie problemu jednej
czastki w pudle w d=3, periodyczne warunki brzegowe
i warunki kwantyzacji wektora falowego, dwie iden-
tyczne czastki w mechanice kwantowej zasada nieroz-
roznialnosci czastek, konsekwencje nierozréznialnosci
na gestos¢ prawdopodobienstwa i na symetrie funkc;j fa-
lowych przy zamianie czastek, ogédlne zasady podzialu
na bozony i fermiony o symetrycznych funkcjach fa-
lowych i antysymetrycznych, zwiazek symetrycznosci
funkcji falowej ze spinem czastek, zasada Pauliego i
obsadzenie stanéw kwantowych w przypadku bozonéw
i fermiondéw.

11.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Prawo dziatania mas - Wyprowadzi¢ prawo dziala-
nia mas Hf\il n;" = K(T) (Guldberg, Waage, 1867),
gdzie n; = N;/V jest gestoscia i-tej czastki w uktadzie,
i znalez¢ jawna postac stalej rownowagowej K (7). Wy-
pisa¢ to prawo dla reakcji 4N H3 4+ 305 < 2No +6H,0
i uzupalié je o trzy brakujace rownania korzystajac z
zasady zachowania liczby atoméw, przy zalozeniu, ze
ich ilo$¢ jest znana. Poda¢ jawna postac statej K (7).
2. Rownowaga chemiczna a zmiana energii swobod-
nej - Pokazaé, ze dla reakcji chemicznej w rownowa-
dze zachodzi zwiazek Hf‘il N/ = exp(—AFy/kpT) =

M
K(T)Vzizl Vi gdzie AFy jest zmiang energii swobod-
nej w reakcji.

3. Klasyczny gaz doskonaly w wielkim zespole kano-
nicznym Rozwiazaé klasyczny nierelatywistyczny gaz
doskonaly w trzech wymiarach w duzym zespole ka-
nonicznym i wyznaczy¢ wszystkie funkcji termodyna-
miczne ¢, N, p, u, S, U oraz rownanie stanu. Uzywa-
lismy o = exp(fBu) na aktywnosc.

11.3 Zadania domowe

1. Poda¢ jawna postaé prawa dzialania mas i stalej
rownowagowej K (T') dla nastepujacych reakcji:

&) 2H2 + 02 — 2H20,

b) 2C4H10 + 13049 + 8C'O5 + 10H50.



2. Na wykladzie zdefniniowali§my temperature
1/T = (05S/0U)y N, cisnienie p = —(0U/0V)g N, i
potencjal chemiczny p = (0F/ON)ry. Sa one od-
powienio zadane jako pochodne réznych funkcji stanu
S(U,V,N),U(S,V,N),i F(T,V,N). Znalez¢ pozostale
cztery wyrazenia na T, p, i u korzystajac z pozostalych
reprentacji (funkcji stanu). W reprezentacji F (T, V, N)
temperatura jest zmienna niezalezna.

12 Tydzien XI, 17-23/12/2017

12.1 Wyklad

&2. Funkcje Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina - wy-
prowadzenie wzoru na sumy statystyczne dla gazéw
doskonalych fermionoéw i bozonéw, rednie obsadzenie
danego stanu kwantowego, funkcja Fermiego-Diraca i
funkcja Bosego-Einsteina. & 3. Poprawki kwantowe do
réownania stanu gazu doskonatego - Wyprowadzenie po-
prawek kwantowych dla bozonéw i fermionéw w réwna-
niu stanu gazu doskonatego, funkcje polilogarytmiczne,
rozwiniecie w wysokich temperaturach i malych ge-
stosciach réwnania stanu, wspoétczynniki wirialne. &4.
Fermiony w stanie podstawowym T = 0 - wielkosci
opisujace stan podstawowy fermionéw w d = 3, wektor
Fermiego (F), ped F, predkosé F, dlugosé fali F, kula
F, energia F, temperatura F, energia w stanie podsta-
wowym, ciS$nienie w stanie podstawowym, przyklady
liczbowe.

12.2 Zadania na ¢wiczenia

1.Klasyczny gaz doskonaly w wielkim zespole kano-
nicznym Dla klasycznego gazu doskonalego w du-
7zym zespole kanonicznym pokazaé, ze: a) N =
—B®(T,V,p), gdzie N = (N) jest §rednig liczba cza-
stek, a (T, V, u) jest wielkim potencjalem termodyna-
micznym; b) prawdopodobieristwo znalezienia dokltad-
nie N czastek wynosi P(N) = e ¥ NV /N! (rozktad
Poissona).

2. Klasyczny gaz doskonaly w wielkim zespole ka-
nonicznym Wyprowadzi¢ zwiazek pomiedzy gestoscia
czastek przy powierzchni ziemi i gestoscia czastek na
wysokoéi H korzystajac jawnie z sumy statystycznej w
wielkim zespole kanonicznym i tego, ze w warunkach
réwnowagi potencjal chemiczny na wysokosci H jest
réwny potencjatowi przy powierzchnii ziemi. Potencjatl
pola grawitacyjnego przyja¢ w postaci U = mgz. Wy-
prowadzi¢ (wypisa¢) wzor barometryczny dla ci$nie-
nia. (W zadaniu tym koncentrujemy sie na znalezieniu
sumy statystycznej dla czastek klasycznego gazu dosko-
nalego w podle szesciennym o bokach dtugosci L w polu
grawitacyjnym i bedgcym na wysokosci H. Sam wzor
baromtryczny mozna znalezé na wiele sposobdéw, np.
On the barometric formula, M. N. Berberan-Santos, E.
N. Bodunov i L. Pogliani, Am. J. Phys. 65, 404 (1997).)

12.3 Zadania domowe

1. Znale7¢ wariancje liczby czastek o3 = (N?) — (N)?
w wielkim zespole kanonicznym i pokazac, ze wzgledna

fluktuacja liczby czastek zachowuje sie jak on/(N) ~
1/V'N.

2. Na powierzchnii bedacej w kontakcie z gazem do-
skonalym o temperaturze T i potencjale chemicznym
u zachodzi adsorbcja (wiazanie substancji gazowej na
powierzchni stalej lub cieklej). Obliczy¢ wspolczynnik
pokrycia tej powierzchni & (t.j stosunek Sredniej liczby
zaadsorbowanych czasteczek gazu do liczby dostepnych
miejsc na powierzchni M). Znalezc zalezno$é od cinie-
nia. Energia pojedynczej zaadsorbowanej molekuly wy-
nosi —e i dane miejsce moze by¢ zajete przez co naj-
wyze]j jedna czasteczke.

3. W przypadku zatrucia sie tlenkiem wegla cza-
steczki CO zastepuja czasteczki O zaadsorbowane na
czasteczkach hemoglobiny we krwi. Rozwazmy model
hemoglobiny gdzie M dostepnych miejsce moze byc
obsadzone przez tlen lub tlenek wegla i odpowiednio
dla O2 energia wynosi —e4, a dla CO energia wynosi
—ep. Koncentracje gazow sa takie, ze aktywnosci w
37C wynosza a(02) = 107° i «(CO) = 1077, a) W
uktadzie w ktorym nie ma CO wyznaczy¢ €4 zaklada-
jac, ze 90% dostepnych miejsc jest zajete przez Oy. b)
Teraz w uktadzie gdzie jest tez CO wyznaczy¢ ep za-
ktadajac, ze tylko 10% dostepnych stanow jest zajeta
przez Os. Poda¢ wyniki w eV i w J. (Pomijamy mozliwe
efekty spinowe)

4. Atomy wodoru sy domieszkami w krysztale. Niech
kazdy atom wodoru moze by¢ w stanie podstawowym
(jeden elektron o spinie o na powloce 1s i energii
—A/2), w stanie dodatnio zjonizowanym (brak elektro-
noéw, energia —4/2), ujemnie zjonizowanym (dwa elek-
trony na powloce 1s o energii §/2), lub w stanie wzbu-
dzonym (jeden elektron na powloce o energii A/2).
Znalezc: a) prawdopodobienstwo, ze dana domieszka
jest w stanie podstawowym, b) ze dana domieszka jest
dodatnio zjonizowana, oraz c) jakie musza zachodzic
warunki aby $rednia liczba elektronéw na domieszkach
wynosilta jeden. Przyja¢ temperatutre ukladu 7.

13 Tydzien XII, 7-13/01/2018
Wyktad

&5. Fermiony w niskich temperaturach; ciepto wtasciwe
- §rednia po zespole i jej zapisanie za pomoca gestosci
stanow p(e) = >, 0(e — €x), gestos¢ stanéw w d=3,
ciepto wlasciwe dla elektronéw w eksperymencie, ni-
skotemperaturowe rozwiniecie dla energii wewnetrznej
i wyznaczenie ciepla wlasciwego fermionéw, dyskusja
i poréwnanie wyznaczonych mas efektywnych w do-
Swiadczeniach z cieklym helem 3, metalami prostymi,
ciezkimi fermionami; &6. Kwaziczastki Landaua ' -
koncepcja kwaziczastek Landaua, elementy teorii cie-
czy Fermiego Landaua, rozwiniecie energii jako funk-
cja (funkcjonal) dng, = ng, — nl, w nistkich tempe-
raturach, amplitida oddzialywania miedzy kwaziczast-
kami, nieoddzialujaca relacja dyspersji, zrenormalizo-
wana relacja dyspersji, masa efektywna kwaziczastek,
wybrane przewidywania doswiadczalne w ramch teorii
cieczy Fermiego;

13.1

'Material nieobowiazkowy



13.2 Zadania na éwiczenia

1. Rozktad FD i BE - pokazaé, ze Srednie obsadzenie
k-tego stanu wynosi nyx = m odpowiednio dla
fermionéw (+) i bozonow (—).

2. Rozwinecie wysokotemperaturowe dla fermionéw -
a) zapisa¢ wielki potencjal termodynamiczny dla fer-
mionéw w postaci szeregu potegowego (funkeji poli-
logarytmicznej) f, () Yoo (=1 am /n? (odp.
(T, V, ) ~kpTg(V/Xag)fs/2(a)), b) znalezé
wyrazenie na S$rednig liczbe czastek (odp. N
g(V/AaB) f3/2(c)), ) znalezé wyrazenie na cisnienie
(p = kBT(g/)‘gB)f5/2(a))a d) energic wewnetrzng
(odp. U (3/2)ksTg(V/Njp) fs/2(a) = (3/2)pV),
e) entropie (odp. S = (5/2)kpg(V/Njp)fs/2(@) —
(u/T)g(V/XaB) f32(c)), e) znalez¢ pierwsza poprawke
kwantowa do aktywnosci klasycznej (odp. z = 2(9) (1 4
(1/23/2)2(0), 20 = aX3 . /g), f) znalezé¢ pierwsza po-
prawke kwantowa do klasycznego rownania stanu gazu
doskonatego (odp. pV = kpTN(1 + (1/2%/2)2(0)).

13.3 Zadania domowe

1.Rozwinecie wysokotemperaturowe dla bozonow - a)
zapisa¢ wielki potencjal termodynamiczny dla bozo-
néw w postaci szeregu potegowego (funkcji polilo-
garytmicznej) gq(a) = —> 2 a"/n? dla |of < 1
(odp. (T, V,1) = —knTg(V/Aap)gsa(a)), b) zna-
lez¢ wyrazenie na Srednia liczbe czastek (odp. N =
9(V/XaB)gs/2(a)), c) znalezé wyrazenie na cisnienie
(p = kpT(9/Nip)gs/2(a)), d) energic wewngtrzna
(odp. U = (3/2)ksTg(V/Nip)gs ala) = (3/2)pV),
e) entropie (odp. S (5/2)kpg(V/X35)gs/2(cr) —
(1/T)g(V/AaB)gs/2(a)), -e) znalez¢ pierwsza poprawke
kwantowa do aktywnosci klasycznej (odp. z = 20 (1 +
(1/23/2)20), 20 = A3, /g), ) znalezé pierwsza po-
prawke kwantowa do klasycznego réwnania stanu gazu
doskonatego (odp. pV = kpTN(1 — (1/25/%)2(0)).
Przypadek o > 1 pominaé.

2. Znalez¢ wielkosci Fermiego, ktore wprowadzilismy
na wykladzie dla doskonatego gazu fermionéw w 7' = 0:
a) o parabolicznej relacji dyspersji w d wymiarach, b)
o relacji dyspeersji e = eg(k/ko)® w 3 wymiarach.

3. Stata struktury subtelnej wynosi « e?/he ~
1/137, a promieni Bohra a = h?/me? odpowiada $red-
niej odleglosci pomiedzy fermionami. Sprawdzi¢ naste-
pujace oszacowania: a) ex ~ (1/137)%mc?, b) pp ~
(1/137)me, ) vp ~ (1/137)c. Wsk. gestosé n ~ 1/a>.

14 Tydzien XIII, 14-20/01/2018

14.1 Wyklad

&7. Kondensacja Bosego-FEinsteina (BEC) - zjawisko
kondensacji BEC, potencjal chemiczny w niskich tem-
peraturach, obsadzenie poziomow energetycznych w
funkcji temperatury, gestosc bozonow w kondensacie
i poza konensatem, wyznaczenie temperatury krytycz-
nej, wykladniki krytyczne dla liczby bozonow w kon-
densacie, interpretacja zjawiska BEC, wlasnosci bozo-
now w kondensacie, spojnosc kwantowa kondensatu,
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makroskopowa funkcja falowa, analogia do lasera, ob-
serwacja BEC w gazie zimnych atomow;

14.2 Zadania na ¢wiczenia

1.  Rozwiniecie nisko-temperaturowe Sommerfelda
dla  fermionéw - Wyprowadzi¢ rozwiniecie Som-
merfelda dla calek z dowolnej funkcji H(e) po-

mnozonej przez funkcje Fermiego-Diraca, tzn. w
niskich temperaturach mamy [~ deH(e)frp(e) =
[ deH(e)  + T (kpT)*dH(e)/de|—,  +

g (kpT) d>H (€) /de®|c—p + .....
2. Potencjat chemiczny w niskich temperaturach -
wyporowadzi¢ wzor na poprawke od skoriczonych tem-
peratur do potencjalu chemicznego dla nieoddziatuja-
cych fermionéw, t.j. p = ep — Trg(kBT)2(p’/p)|€:€F,
gdzie p jest gestoscia stanéw, a ep energia Fermiego.

14.3 Zadania domowe

1. Wyprowadzi¢ wzor na potencjal chemiczny dla nie-
oddzialujacych fermionéw z dowolng gestoscia standéw
do czwartego rzedu ze wzgledu na temperature.

2. Wyprowadzi¢ wzory na: a) energie wewnetrzna,
b) cieplowlasciwe, c) entropie i d) energie swobodna
dla nieoddziatujacych fermionéw z dowolng gestoscia
stanow do czwartego rzedu ze wzgledu na temperature.

3. Zmalezé niskotemperaturowe poprawki do czwar-
tego rzedu do ci$nienia nieoddziatujacych fermionéw w
trzech wymiarach z paraboliczng relacja dyspers;ji.

4. Paraamagnetyzm Pauliego - Swobodne elektrony
w trzech wymiarach znajduja sie jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Znalez¢ magnetyzacje i
podatno$é magnetyczna tego uktadu w zerowej tem-
peraturze. Elektrony oddziatua z polem zewnetrznym
poprzez sprzezenie Zeemana.

5. Wyznaczy¢ pierwsza poprawke od skoriczonych
temperatur do podatnosci Pauliego z zadania 4.

15 Tydzien XIV, 21-27/01/2018

15.1 Wyklad

&8. Nadplynnosé Hell ? - polecam film na www. al-
fredleitner.com, diagram fazowy *He, cieplo wlasciwe,
bezlepki przeptyw, nieskoriczona przewodnio$¢ cieplna,
efekt termomechaniczny, efekt fontannowy, efekt me-
chanotermiczny, eksperyment Andronikashvilliego, mo-
del dwuplynowy Tiszy-Landaua, predkosé¢ kondensatu
i bezwirowy przeptyw, kwaziczastki i nadptynnosc,
kryterium Landaua.

15.2 Zadania na éwiczenia

1. kondensacja Boseg-Einsteina - w oparciu o wy-
nika zadania 2 z tygodnia XII oméwi¢ zjawisko kon-
densacji Boego-Einsteina dla doskonalych bosonéw w
trzech wymiarach i wyznaczyé¢ temperature kondesa-
cji, gestodé czastek w kondensacie, energie wewnetrzna
i ci’énienie.

?Material nieobowiazkowy



15.3 Zadania domowe

1. Obliczy¢ wielka sume statystczng Z(T,V,u) dla
dwuwmiarowego gazu idelanych bozonéw i wyznaczy¢
granice limy o (1/A) InZ(T, V, i), gdzie V = L? jest
powierzchnig uktadu. Znalezé $rednig liczbe czastek w
zaleznisci od T i o = eP*. Pokaza¢, ze nie zachodzi
kondensacja Boseg-Einsteina w skoniczonych tempera-
turach.

2. Znalez¢ ciepto wlasciwe dla doskonatych bozonéw
w trzech wymiarach. Pokazaé¢, ze w punkcie konden-
sacji Tppc ma on nieciagla pierwsza pochodna. Zna-
lez¢ wartos¢ skoku pierwszej pochodnej. Wsk. g3 /2(z) =
2,360%/2 + 1,342 — 2,612v — 0, 73002 + ..., gdzie v =
—1Inz.
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