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1 Warunki zaliczenia

Cze֒ść ćwiczeniowa:

1. Obecność i aktywność na ćwiczeniach - 10p.

2. Dwa kolokwia 12/11/2012 (Aula) i 17/12/2012
(Aula) - dwa razy po 30p.

3. Egzamin 29/01/2013 (Aula) - 30p.

Wypadkowa ocena z tej cze֒ści:
5+ za 99-100p.,
5 za 90-98p.,
4+ za 85-89p.,
4 za 75-84p.,
3+ za 70-74.,
3 za 50-69p.,
2 za 0-49p.

Cze֒ść wyk ladowa:

W czasie każdego kolokwium i egzaminu odbe֒dzie sie֒
15 min. test z materia lu wyk ladowego, 3 pytania loso-
wane ze zbioru pytań, każdy test oceniany na 0p. (za
jeden b la֒d lub wie֒cej) lub 1 p. (z 3 poprawne odpo-
wiedzi).

Wypadkowa ocena z tej cze֒sci:
5+ za 3p.,
4+ za 2p.,
3+ za 1p.,
2 za 0p.

Ocene֒ z jednego testu, wybranego przez wyk ladowce֒,
można poprawić na egzaminie ustnym, 30-31/01/2013
(H342).

Na pisemnym egzaminie poprawkowym, 04/03/2013,
można poprawić punktacje֒ z egzaminu pisemnego i
testu. Na ustnym egzaminie poprawkowym, 05-
07/03/2013, można poprawić punktacje֒ z testu.

Przewidujemy dodatkowe kolokwium tylko dla osób,
które przyniosa֒ dokument usprawiedliwiaja֒cy ich nie-
obecność w terminie podstawowym.

Ocena końcowa be֒dzie mniejsza֒ z uzyskanych ocen
w cze֒ści ćwiczeniowej i wyk ladowej.

2 Tydzień I, 1-7/10/2012

2.1 Wyk lad

I. Historia mechaniki kwantowej: &1. Trzy dekady
powstawania nowej teorii, ważne daty.

II. Podstawowe koncepcje mechaniki kwan-
towej: &1. Równanie Schroedingera - stan uk ladu,
funkcja falowa, równanie Schroedingera z czasem w
d=1 i d=3 (dalej d=1), sta la Plancka, interpretacja
probabilistyczna funkcji falowej, zasada superpozycji
rozwia֒zań; &2. Rozwia֒zywanie równania Schroedin-
gera - separacja zmiennych, stany stacjonarne, wymiar
funkcji falowej; &3. Interpretacja probabilistyczna i
normalizacja - normalizacja funkcji falowej, znajdowa-
nie prawdopodobienstwa lokalizacji cza֒stki; &4. Roz-
wijanie funkcji falowej i znajdowanie wspó lczynników
rozwinie֒cia - baza ze wzgledu na energie֒, baza zupe lna,
rozwinie֒cie na szereg, kolaps (redukcja) funkcji falowej
przy pomiarze energii, iloczyn skalarny (ozn. (φ, ψ)),
baza ortonormalna, interpretacja wspó lczynnikow roz-
winie֒cia; &5. Faza funkcji falowej - faza globalna,
równoważność rozwiazań, faza wzgle֒dna, (przyklad:
cza֒stka w nieskończonej studni potencjalu, interpreta-
cja rozwiazań, rozk lad stanu sin3(2πx/a), możliwe wy-
niki i prawdopodobieństwa otrzymania wartości energi
przy jej pomiarze);

2.2 Zadania na ćwiczenia

1. Promieniowanie cia la doskonale czar-
nego Przypomnieć definicje֒ cia la doskonale czarnego,
doświadczalne fakty odnosza֒ce sie֒ do widma promie-
niowania, oraz prawo Boltzmana-Stefana i Rayleigha
-Jeansa. Przypomnieć numeryczne wartości sta lych.
Przypomnieć postulat Plancka i wyprowadzić wzór
Plancka. Pokazać, że maksimum rozk ladu wypada
dla λmax = b/T , znaleźć b. Oszacować tempera-
ture֒ powierzchni gwiazdy jeśli z pomiaru wynika, że
λmax = 446nm. Oszacować λmax dla promieniowania
pochodza֒cego od drutu wolframowego rozgrzanego do
temperatury 3300K. Wykonać obliczenia numeryczne i
zwrócić uwage֒ na jednostki oraz typowe wyk ladniki.

2. Efekt fotoelektryczny Przypomieć fakty
doświadczalne zwia֒zane z efektem fotoelektrycznym,
postulaty Einsteina i wyjaśnienie teoretyczne tego zja-
wiska. Dwie wia֒zki świat la o d lugościach λ1 = 80nm
i λ2 = 110nm padaja֒c na powierzchnie֒ o lowiu wybi-
jaja֒c elektrony o maksymalnych energiach, odpowied-
nio 11, 390eV i 7, 154eV. Oszacować na podstawie tych
danych sta la֒ Plancka h. Oszacować prace֒ wyj́scia i
cze֒stość odcie֒cia. Wykonać obliczenia numeryczne i
zwrócić uwage֒ na jednostki oraz typowe wyk ladniki.

3. Efekt Comptona Przypomnieć doświadczenie
i wynik otrzymany przez Comptona. Korzystaja֒c z
hipotezy Einsteina znaleźć przesunie֒cie d lugości fali
w funkcji ka֒ta rozproszenia. Zdefiniować d lugość fali
Comptona i policzyć jej wartość dla elektronów. Wpro-
wadzić h̄ = h/2π. Wysoko energetyczne fotony (twarde
promieniowanie gamma) sa֒ rozpraszane na spoczy-
waja֒ych elektronach. Zak ladaja֒c, że energia fotonów
E ≫ mec

2 znaleźć przesunie֒cie d lugości fali dla fotnów
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rozproszonych do ty lu (θ = π). Pokazać, że w gra-
nicy dużych energii E padaja֒cyh fotonów, energia roz-
proszonych fotonów jest zawsze równa po lowie energi
spoczynkowej elektronów. Obliczyć energie֒ elektronu
po rozproszeniu (recoil energy) jeśli padaja֒ce fotony
mia ly energie֒ 15Mev. Wykonać obliczenia numeryczne
i zwrócić uwage֒ na jednostki oraz typowe wyk ladniki.

4. Hipoteza de Broglie’a Przypomnieć hipoteze֒
de Broglie’a i wynik doświadczenia Davisona-Germera.
Wprowadzić d lugość fali de Broglie’a. Obliczyć d lugość
de Broglie’a dla protonu o energii 70Mev i dla kuli ka-
rabinowej o masie 100g poruszaja֒cej sie֒ z pre֒dkościa֒
900m/s. Wykonać obliczenia numeryczne i zwrócić
uwage֒ na jednostki oraz typowe wyk ladniki.

5. Atom wodoru wed lug Bohra Przypomieć
za lożenia i rezultaty teorii Bohra dla atomu wodoru.
Wprowadzić sta la֒ Rydberga i sta la֒ struktury subtelnej.
Obliczyć ich numeryczne wartości. Dla pozytronium
(stan zwia֒zany elektronu i pozytronu) znaleźć En i rn.
Ile wynosi sta la Rydberga i promień Bohra? Porównać
z wynikiem dla atomu wodoru (uwzgle֒dnić mase֒ zredu-
kowana֒). Oszacować cze֒stość i d lugość fali potrzebnej
do zjonizowania pozytronium, który jest w pierwszym
stanie wzbudzonym. Wykonać obliczenia numeryczne
i zwrócić uwage֒ na jednostki oraz typowe wyk ladniki.

2.3 Zadania domowe

1. Oszacować energie֒ elektronów w mikroskopie elek-
tronowym potrzebna֒ do obserwacji struktur na skali
0, 27nm. W rozpraszaniu protonów o energii 2eV na
krysztale, pia֒te maksimu w intensywności widocznej
na ekranie obserwuje sie֒ pod ka֒tem 30o. Oszacować
odleg lość pomie֒dzy p laszczyznami w tym krysztale.

2. Rozważyć foton rozpraszaja֒cy sie֒ na elektronie w
spoczynku. Jeśli d lugość fali przesunie֒cia Comptona
jest równa trzem d lugościom fali i te fotony sa֒ rozporo-
szone pod ka֒tem 60o obliczyć d lugość fali padaja֒cego
fotonu, energie֒ odbicia elektronu, i ka֒t, pod którym
elektron jest rozproszony.

3. Jaki jest strumień fotonów (fotony/m2s) lasera o
mocy 60W emituja֒cego świat lo o d lugości fali 6000Å?
Przyja֒ć średnice֒ wia֒zki równa֒ 3mm.

4. Z pomiarów widma energii fotonów kosmicznych
wynika, że temperatura promieniowania reliktowego
wynosi 3K. Dla jakiej cze֒stości obserwuje sie֒ maksy-
malna֒ energie֒?

3 Tydzień II, 08-14/10/2012

3.1 Wyk lad

&6. Operatory w mechanice kwantowej - niefor-
malna definicja Â, operatory liniowe, rówanie w lasne,
funkcje w lasne, wartości w lasne, operator po lożenia
i opertor pe֒du, wartość oczekiwana (średnia) opera-
tora 〈Â〉 na stanie i interpretacja gdy znamy wartości
w lasne, dyspersja, wariancja, operator Hermitowski i
jego wartości w lasne, operator energii, Hamiltonian,
poje֒cie komutatora i nieprzemienność operatorów; &7.
Pe֒d a transformata Fouriera, zasada nieoznaczoności

- transformaty Fouriera (1/
√

2π w obu transforma-
tach), tw. Parsevala i interpretacja probabilistyczna
funkcji falowej φ(p), dowód zasady nieoznaczoności
∆x∆p (bez komutatora); &8. Prawo zachowania praw-
dopodobieństwa - ge֒stość pra֒du prawdopodobieństwa,
równanie cia֒g lości, interpretacja.

3.2 Zadania na ćwiczenia

1. Znajdujemy potencja l Niech funk-
cje falowe dla pewnych stanów maja֒ postać
ψ(x) = A1 exp(−(mω/2h̄)x2) oraz ψ(x) =
A22(mω/h̄)x exp(−(mω/2h̄)x2), a odpowiadaja֒ce
im energie sa֒ równe odpowiednio h̄ω/2 oraz 3h̄ω/2.
Dla jakich potencjalów V (x) sa֒ to rozwia֒zania
równania Schroedingera?

2. Prawdopodobieństwo znalezienia cza֒stki
Cza֒stka w nieskończonej studni potencja lu od 0 do a
jest z stanie podstawowym opisanym funkcja֒ falowa֒
ψ(x) = A sin(πx/a). Znaleźć unormowanie A. Obli-
czyć prawdopodobieństwo znalezienia cza֒stki w prze-
dziale [a/2, 3a/4].

3. Przydatne ca lki Podac wyrażenia na calki
∫∞
−∞ exp(−z2)dz =

√
π,

∫∞
−∞ z2n exp(−z2)dz =

√
π(1 ·

3 · 5... · (2n − 1))/2n,
∫∞
−∞ z2n+1 exp(−z2)dz =

0, oraz wprowadzic funkcje֒ b le֒du erf(z) =
2/

√
π
∫ z

0
exp(−u2)du. Pierwsza֒ i druga֒ dla n = 2

obliczyć jawnie dla z rzeczywistego i biora֒c kwadrat
wyrażenia w pierwszej oraz różniczkuja֒c po parame-
trze w drugiej ca lce (sposoby Feynmana).

4. Normalizacja stanu superponowa-
nego Stan cza֒stki opisany jest funkcja֒ falowa֒
Ψ(x, t) = (A1 exp(−x2/a)+A2x exp(−x2/b)) exp(−ict)
dla −∞ < x < ∞. a) Wyznaczyć warunek na
wspó lczynniki normalizacji A1 i A2. b) Unormować
Ψ(x, t) dla A1 = A2 oraz a = 32 i b = 8. c)
Znaleźć prawdopodobieństwo że cza֒stka znajduje sie֒
w przedziale 0 < x < 32. Zauważyć, że erf(32) ≈ 1

5. Nieskończona studnia potencjalu Cza֒stka
znajduje sie֒ w nieskończonej studni potecja lu od 0 do
a. Znaleźć stany w lasne i funkcje w lasne w reprezen-
tacji energii (Hamiltonianu). Wyznaczyć unormowa-
nie. Znaleźć ewolucje֒ w czasie stanów a) Ψ(x, 0) =
Ax(a − x), b) Ψ(x, 0) = A sin5(πx/a). W a) znaleźć
wspó lczynniki rozwinie֒cia obczaja֒c iloczyn skalarny,
a w b) bezpośrednio korzystaja֒c z rozwinie֒cia New-
tona. Jakie wartości energii mozna otrzymać przy
pomiarach i z jakimi prawdopodobieństwami dla a) i
b). Jaka jest średnia energia i jej odchylenie stan-
dardowe dla a) i b)? Dla przypadku b) obliczyć na
dwa sposoby, raz ze średniej z Hamiltonianu i raz su-
muja֒c energie ze znalezionymi prawdopodobieśtwami.
Omówić co be֒dzie zaraz po pomiarze energii. Wsk.
∫

dxψ∗(x)(H2ψ(x)) =
∫

dx(Hψ(x))∗(Hψ(x)).

3.3 Zadania domowe

1. Znaleźć unormowanie stanu opisanego funkcja֒ fa-
lowa֒ ψ(x) = A exp(−|x|2a) exp(ik0(x− x0)).

2. Cza֒stka o masie m znajduje sie֒ w jednowymiaro-
wej nieskończonej studni potencja lu od 0 do a. Wia-
domo, że jest ona w n = 3 stanie wzbudzonym w

2



chwili t = 0. Nagle szerokość studni zosta la podwojona
(a→ 2a) tak, że stan uk ladu nie zosta l zaburzony. Jeśli
mierzymy energie֒ chwile֒ później, jakie jest prawdopo-
dobieństwo znalezienia cza֒stki w stanie podstawowym,
a jakie jest prawopodobieństwo, że jest ona w pierw-
szym stanie wzbudzonym (mówimy o stanach dla no-
wej studni)? Obliczyć średnia֒ energie֒ cza֒stki przed i
po podwojeniu szerokości studni. Zinterpretować wy-
nik.

4 Tydzień III, 15-21/10/2012

4.1 Wyk lad

III. Równanie Schroedingera bez czasu: &1.
Cza֒stka swobodna - fale p laskie, energia kinetyczna
i pe֒d, degeneracja, problem z unormowaniem, idea
konstrukcji paczki falowej, pre֒dkości grupowa i fa-
zowa; &2. Stany zwia֒zane i rozproszeniowe w d =
1 - stany zwia֒zane (zlokalizowane, unormowane z
dyskretna֒ energia֒), stany rozproszeniowe (rozcia֒g le,
nienormowalne w zwyk lym sensie, z cia֒g la֒ energia֒
z kontinuum), rozwia֒zywanie problemu z odcinkami
p laskim potencja lem, regu ly zszywania rozwia֒zań, def-
nicja wspó lczynnika przejscia i odbicia, przyklad roz-
praszania na schodku dla fali o energii E < V ;

&3. Parzystość rozwia֒zań - operator parzysztości,
stany i energie w lasne operatora parzystości, klasyfi-
kacja stanów w lasnych ze wzgle֒du na parzystość dla
Hamiltonianu komutuja֒cego z operatorem parzystości;
&4. Twierdzenie Erenfesta - wyprowadzenie równań
ruchu na średnie po lożenia i średni pe֒d, zwia֒zek me-
chaniki kwantowej z mechanika֒ klasyczna.

IV. Notacja Diraca: &1. Przestrzenie wektorowe
(liniowe) - notacja Draca w definicjach nieskończenie
wymiarowych przestrzeniach wektorowych i iloczynu
skalarnego, baza w przestrzeni wektorowej, rozk lad
wektora w bazie, rozk lad operatora jednostkowego,
zupe lność bazy;

4.2 Zadania na ćwiczenia

1. Wyznaczamy średnie z operatorów Dla
stanu podstawowego w nieskończonej studni potencja lu
znaleźć 〈x̂〉, 〈p̂〉, ∆x, ∆p i omówić zasade֒ nieozna-
czoności oraz poje֒cie drgań zerowych.

2. Obliczamy pra֒d ge֒stości praw-
dopodobieństwa Cza֒stka w jednowymia-
rowej nieskończonej studni jest w stanie

Ψ(x, t) =
√

1

a sin(πx/a) exp(−iE1t/h̄) +
√

1

a sin(2πx/a) exp(−iE2t/h̄), gdzie Ei sa֒ to energie

w lasne. Znaleźć ge֒stość pra֒du prawdopodobieństwa
dla tej funkcji falowej. Sprawdzić, że jest spe lnione
równanie cia֒g lości.

3. Ewolucja paczki Gaussowskiej Omówić ewo-
lucje֒ w czasie Gaussowskiej paczki falowej. Rozmycie
w czasie. Zmiana wspó lczynnika normalizacyjnego w
czasie. Zasada nieoznaczoności. Podać przyk lady licz-
bowe dla elektronu, atomów srebra (to wyjaśnia dla-
czego eksperyment Sterna-Gerlacha nie wychodzi na

elektronach), komar o masie 1g.

4.3 Zadania domowe

1. Obliczyć 〈x̂n〉 na stanie ψ(x) = (2a/π)1/4 exp(−ax2)
dla dowolnego n naturalnego.

2. Pokazać, że relacja nieoznaczoności jest wysycana
(nierówność zasta֒piona równościa֒) gdy funkcja falowa
spe lnia rówanie −ih̄dψ(x)/dx = (〈p〉+iξ(x−〈x〉))ψ(x).
Znaleźć rozwia֒zanie.

3. Biora֒c harmoniczna֒ fale֒ de Broglie’a Ψ(x, t) =
exp(−iωt)(A exp(ikx) + B exp(−ikx), E = h̄ω, p =
h̄k, i obliczaja֒c pierwsze i drugie pochodne po t i
x, odgadna֒ć jakie równanie różniczkowe odtwarza po-
prawna֒ relacje֒ dyspersji h̄ω = h̄2k2/2m + V . Schro-
edinger za loży l, że takie samo równanie musi być
dla ogólnego przypadku V (x). Sprawdzić też jakie
równanie odpowiada relatywistycznej relacji dyspesji
h̄2ω2 = h̄2c2k2+(mc2)2, gdzie c jest pre֒dkościa֒ świat la.

5 Tydzień IV, 22-28/10/2012

5.1 Wyk lad

&2. Operatory w przestrzeni wektrowej - reprezentaja
macierzowa operatora, zmiana bazy, sprze֒żenie her-
mitowskie, operator unitarny, operator Hermitowski,
operatory rzutowe na podprzestrzenie w lasne, rozk lad
spetralny operatora, notacja dla wydma dyskretnego i
cia֒g lego.

V. Przestrzeń Hilberta stanów - postulaty
mechaniki kwantowej: &1. Przestrzeń stanów
kwantowych uk ladu - wektor stanu, przestrzeń Hilberta,
postulat I (o stanie uk ladu), obserwable fizyczne i od-
powiadaja֒ce im operatory Hermitowskie, postulat II
(o wynikach pomiaru obserwabli), ilustracja z cza֒stka֒
swobodna֒, operator po lożenia i jego widmo, wektor
stanu a funkcja falowa;

5.2 Zadania na ćwiczenia

1. Studnia potencja lu Cza֒stka o masie m porusza
sie֒ w jednowymiarowym potencjale V (x) = 0 dla |x| <
a/2 i V (x) = V0 dla pozosta lych x. Jest to tak zwana
skończona studnia potencja lu. Znaleźć wszystkie stany
w lasne (dyskretne i cia֒g le, rozproszeniowe) dla tego
problemu. Skorzystać z symetrii problemu aby pokla-
syfikować rozwia֒zania. Dla stanów zwia֒zanych omówić
metode֒ graficznego znajdowania rozwia֒zań oraz wy-
znaczyć unormowanie. Zwrócić uwage na zwia֒zek
pomie֒dzy ilościa֒ we֒z lów funkcji falowej a liczba֒ kwan-
towa֒. Dla stanów rozproszeniowych omówić problem
degeneracji rozwia֒zań. Zwrócić uwage֒ na problem
z unormowaniem w tym przypadku. Dla obu przy-
padków znaleźć rozwia֒zanie gdy studnia redukuje sie֒
do potencja lu typu delta-Diraca. Przypomnieć opera-
cyjne znaczenie symbolu delta-Diraca.

2. Nieskończona sudnia z przegroda֒ W
nieskończonej jednowymiarowej studni potencja lu
rozcia֒gaja֒cej sie֒ od (−a, a) znajduje sie֒ cze֒ściowo prze-
puszczalna przegroda U(x) = (h̄2/m)V0δ(x). Przedys-
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kutować wymiar parametru V0. Zbadać wp lyw prze-
grody na energie i funkcje w lasne cza֒stki w funkcji
parametru V0. Dla cza֒stki w stanie ψ(x) = Ax dla
|x| < a i ψ(x) = 0 dla pozosta lych x, wyznaczyć
rozk lad prawdpodobieństwa pomiaru energii. Jakie sa֒
stany zaraz po pomiarze. W tym problemie warunki
zszycia wydedukować z ca lkowania równania Schro-
edingera wokó l osobliwości delta.

3. Transmisja przez prostoka֒tna֒ bariere֒ Dla
ruchu cza֒stki o masie m w potencjale V (x) = V0 dla
0 < x < a wyznaczyć wspó lczynniki przej́scia i odbicia
dla E > 0. Przeanalizować dwa przypadki. Omówić
rozpraszanie rezonansowe. Z tych rozwia֒zań znaleźć
granice֒ dla potencja lu typu delta-Diraca.

5.3 Zadania domowe

1. Jaka֒ wartośc musi przyjmować parametr V0a < 0 w
rozpraszaniu na skończonej studni potencja lu aby elek-
tron o energii 1eV zawróci l z prawdpodobieństwem 0.2.
Oszacować to samo dla samolotu Boeing 474 gdy leci
z pre֒dkościa֒ 900km/h. Potrzebne dane znaleźć samo-
dzielnie.

2. Rzwia֒zać problem kwantowy ruchu cza֒stki w
jednym wymiarze w potencjale V (x) = 0 dla x < 0,
V (x) = −V0 < 0 dla 0 < x < a, oraz V (x) = V1 > 0
dla x > a.

3. Cza֒stka o masie m poruszaja֒ca sie֒ w jednym
wymiarze znajduje sie֒ w potencjale V (x) = V1δ(x) +
V2δ(x − a). Znaleźć wszystkie stany w lasne i przedys-
kutować rozwia֒zania w zależności od zmiany Vi.

6 Tydzień V, 29/10-04/11/2012

6.1 Wyk lad

&2. Funkcja falowa, postulaty pomiaru - rozk lad wek-
tora stanu w danej reprezentacji stanów w lasnych ope-
ratora, wspó lczynniki rozk ladu jako sk ladowe wektora
stanu i jako funkcje falowe, postulat III (o prawdo-
podobieństwie otrzymania danego wyniku pomiaru),
zespó l statystyczny w mechanice kwantowej i interpre-
tacja probabilityczna, postulat IV (o stanie uk ladu za-
raz po pomiarze); &3. Ewolucja w czasie stanu kwan-
towego - postulat V (o unitarnej ewolucji wektora stanu
uk ladu), operator unitarnej ewolucji, równanie Schro-
edingera dla wektora stanu, równanie Schroedingera
dla operatora ewolucji i jego rozwia֒zanie dla Hamilto-
nianu niezależnego od czasu, rozk lad spektralny funk-
cji od operatora (f(Â) =

∑

f(a)|a〉〈a|); &4. Obrazy
w mechanice kwantowej - transformacja obrazów, ob-
raz Schroedingera, obraz Heisenberga, równanie ruchu
Heisenberga dla operatorów;

6.2 Zadania na ćwiczenia

1. Oscylator harmoniczny Znaleźć rozwa֒zanie
dla wszystkich stanów w lasnych kwantowego oscyla-
tor harmonicznego w reprezentacji po lożeń badaja֒c
asymptotyczne w lasności rozwia֒zań i stosuja֒c me-
tode Frobeniusa, rozwijania na szereg i obcinania

go dla uzyskania rozwia֒zań unormowanych (fizycz-
nych). Omówić podstawowe w lasności wielomianów
Hermitte’a, funkcje֒ tworza֒ca֒, formu ly rekurencyjne i
na pochodne, unormowanie, jakieś przyk lady na obli-
czenie wartości średniej, np. 〈x2〉.

6.3 Zadania domowe

1. Niech cza֒stka, która porusza sie֒ w potencjale
harmonicznym, znajduje sie֒ w stanie Ψ(x, 0) =
1√
2
(Ψ1(x, 0) + Ψ2(x, 0)), gdzie Ψi(x, t) sa֒ stanami

w lasnymi oscylatora harmonicznego. Znaleźć stan w
dowolnej późniejszej chwili t oraz pokazać, że 〈x〉 oscy-
luje w czasie. Podać interpretacje֒ tego wyniku.

2. Stosuja֒ metode֒ Frobeniusa, rozwia֒zywania
równania różniczkowego przez rozwiniecie w szereg,
rozwia֒zać równanie d2y(t)/dt2 = ±k2y(t).

7 Tydzień VI, 05/11-

11/11/2012

Od teraz stosujemy konsekwentnie notacje֒ Di-
raca i rozróżniamy wektor stanu od funkcji fa-
lowej w danej bazie

7.1 Wyk lad

VI. Reprezentacje po lożeń i pe֒dów: &1. Re-
prezentacja po lożenia i reprezentacja pe֒du - defini-
cja reprezentacji po lożeniowej i pe֒dowej przez odpo-
wiednie równania w lasne dla operatorów po lożenia i
pe֒du, elementy macierzowe przej́scia do reprezentacji
pe֒dowej, dygresja o dystrybucji delta-Diraca, unor-
mowanie stanów w lasnych operatora po lożenia i pe֒du
do delty Diraca; &2. Operator pe֒du w reprezentacji
po lożeniowej - reprezentacja operatora pe֒du w repre-
zentacji po lożeniowej, elementy macierzowe, dzia lanie
operatora pe֒du na stan i na funkcje֒ falowa֒; &3. Opera-
tor po lożenia i potencja lu w reprezentacji po lożeniowej
- reprezentacja operatora po lożenia i operatora energii
potencjalnej i kinetycznej, reprezentacja Hamiltonianu
w reprezentacji po lożeniuowej; &4. Operatory w repre-
zentacji pe֒dów - operator pe֒du i po lożenia w reprezen-
tacji pe֒dowej, operator energii kinetycznej i potencjal-
nej oraz Hamiltonian w reprezentacji pe֒dowej.

VII. Operatory komutuja֒ce i niekomutuja֒ce:
&1. Zasada nieoznaczoności - dowód zasady nieozna-
czoności na dowolnym stanie dla dowolnych dwóch nie-
komutuja֒cych operatorów, ilustracja dla operatorów
po lożenia i pe֒du; &2. Operatory komutuja֒ce, zupe lny
zbiór komutuja֒cych obserwabli - dowód twierdzenia
i istnieniu wspólnych stanów w lasnych dla komu-
tuja֒cych operatorów, omówienie zagadnienia jednocze-
snego wyznaczania i mierzenia komutuja֒cych obserwa-
bli w fizyce kwantowej.

7.2 Zadania na ćwiczenia

Uwaga, w naste֒pny poniedzia lek 12/11/2011 w
godzinach 09:00 13:00 Aula (N335) jest ko-
lokwium! Obowia֒zuje materia l z ćwiczeń i
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wyk ladu do VI tygodnia w la֒cznie. Przypomi-
nam też o tym, że be֒dzie test z materia lu teo-
retycznego.

2. W lasności operatorów1 Pokazać, że [Â, B̂Ĉ] =
[Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ], [xn, p] = ih̄nxn−1, [x, pn] =
ih̄npn−1, [f(x), p] = ih̄df(x)/dx.

3. W lasności operatorów Pokazać, że x† = x,
(d/dx)† = −d/dx, (id/dx)† = id/dx. Zbadać, czy ope-
ratory po lożenia, pe֒du, oraz ex, ed/dx, ep sa֒ hermitow-
skie.

4. W lasności operatorów Pokazać, że (xd/dx)† =
−x(d/dx) − 1, L†

x = Lx, gdzie Lx jest x-owa֒ sk ladowa֒
operatora momentu pe֒du.

7.3 Zadania domowe

1. Pokazać, że [A,Bn] =
∑n−1

j=0
Bj [A,B]Bn−j−1,

[An, B] =
∑n−1

j=0
An−j−1[A,B]Aj .

2. Pokzać, że jeśli [Â, B̂] = 0 to [F (Â), G(B̂)] = 0,
gdzie F i G sa dowlonymi funkcjami operatorów.

8 Tydzień VII, 012/11-
18/11/2012

8.1 Wyk lad

VIII Oscylator harmoniczny: &1. Model kla-
sycznego oscylatora harmonicznego - prawo Hooke’a,
cze֒stość oscylatora, energia oscylatora; &2. Model
kwantowego oscylatora harmonicznego - Hamiltonian
uk ladu, zmienne bezwymiarowe, asymptotyczne zacho-
wanie funkcji falowej; &3. Opertatory kreacji i ani-
hilacji - algebraiczne rozwia֒zanie, operatory kreacji i
anihilacji, regu ly komutacyjne, Hamiltonian w nowych
operatorach, operator liczby cza֒stek; &4. Algebraiczne
wyznaczenie wartości w lasnych - stany w lasne opera-
tora liczby cza֒stek, dzia lanie operatorów kreacji i ani-
hilacji, zmiana n, operatory drabinkowe, konstrukcja
stanu podstawowego, widmo operatora liczby cza֒stek
i Hamiltonianu; &5. Funkcje falowe oscylatora - re-
prezentacja po lożeniowa operatorów kreacji i anihilacji,
wyznaczenie funkcji falowej stanu podstawowego w re-
prezentacji po lożeniowej, wyznaczenie funkcji falowych
stanów wzbudzonych, wielomiany Hermitte’a; &6. Ele-
menty macierzowe operatorów - wyznaczenie jak dzia la
operator kreacji i anihilacji wraz ze sta la֒, wyznaczenie
elementów macierzowych operatora liczby cza֒stek, Ha-
miltonianu, operatorów kreacji i anihilacji, wektorów
stanu w reprezentacji liczb obsadzeń, zwia֒zek równania
Schrödingera z algebra֒ liniowa֒; &8. Dodatek - Wielo-
miany ortogonalne - problem Sturma-Liouville’a, ilo-
czyn skalarny z waga֒, wielomiany ortogonalne, wzór
Rodriguesa, zwia֒zki rekurencyjne, funkcje tworza֒ce,
przyk lad: wielomiany Hermitte’a.

1Symbol na oznaczanie operatora jest dalej pomijany, poza

szczególnymi sytuacjami.

8.2 Zadania na ćwiczenia

1. Prosze֒ o dokończenie zadań z poprzednich
tygodni, a w tych grupach gdzie program jest
realizowany na bieża֒co można zrobić dowolne
dodatkowe zadania z materia lu określonego
wcześniej. Np. Rozwia֒zanie oscylatora w prze-
strzeni pe֒dów lub coś z zadań domowych poniżej ze
ścísle rozwia֒zywalnymi potencja lami.

2. Przyk lad: uk lad dwupoziomowy - wprowadzenie
uk ladu dwupoziomowego jako modelu dla moleku lu
amoniaku, szczegó lowa analiza problemu w lasnego,
ewolucji w czasie w różnych obrazach, pomiaru, itd.
dla tego modelu w celu zilustrowania postulatów i po-
kazania zastosowania notacji Diraca. W szczegó lach:
Mamy uk lad dwupoziomowy (|0〉, |1〉), i hamiltonian
H = B|0〉〈0| − B|1〉〈1|. Wyznaczyć możliwe energie w
pomiarze energii, prawdopodobieństwa na stanach a)
|ψ〉 = (|0〉+|1〉)/

√
2 i b) |φ〉 = |0〉, oraz średnia֒ energie֒.

JeśliX = κ|0〉〈1|+κ|1〉〈0| jest inna obserwabla֒, znaleźć
możliwe wyniki pomiaru i prawdopodobieństwa na sta-
nie (b). Jakie be֒da֒ możliwe stany zaraz po pomiarze.
Jak one be֒da֒ zmienia ly sie֒ w czasie. Jakie wtedy be֒da֒
prawdopodobieństwa pomiaru możliwych wartości ob-
serwabli X? Jak wyglada ewolucja obserwabli X w
czasie w obrazie Heisenberga? Porównajmy obliczenia
w notacji Diraca z notacja֒ macierzowa֒ i przećwiczmy
postulaty mechaniki kwantowej.

8.3 Zadania domowe

1. Istnieje kilka (kilkanaście) przyk ladów potencja lów
oddzia lywania dla których równanie Schroedingera ma
ścis le rozwia֒zanie w jednym wymiarze. Można te za-
gadnienia rozwia֒zać badaja֒c asymptotyki i stosuja֒c
metode֒ Frobeniusa tak, jak dla oscylatora harmo-
nicznego. Dla każdego problemu znajdujee sie֒ jed-
nak inne wielomiany ortogonalne. Proponuje֒ wybrać i
rozwia֒zać jeden z przyk ladów:
a. V (x) = V0ctg2(πx/a) dla 0 < x < a,
b. V (x) = V0/ cos2(x/a) dla −aπ/2 < x < aπ/2,
c. V (x) = V0(exp(−2x/a) − 2 exp(−x/a)),
d. V (x) = V0/ cosh2(x/a).
Podane problemy sa֒ trudne i warto sie֒gna֒ć do zaawan-
sowanych podre֒czników i zbiorów zadań z mechaniki
kwantowej, np. S.Flügge Practical Quantum Mecha-
nics - Volume 1 and Volume 2 (Springer, 1971) lub w
polskim t lumaczeniu.

9 Tydzień VIII, 19/11-
25/11/2012

9.1 Wyk lad

IX. Separowalne problemy w dwóch wymiarach:
&1. Cza֒stka w dwuwymiarowej nieskończonej studni
potencja lu - Hamiltonian separowalny wzgle֒dem zmien-
nych przestrzennych, ogólna metoda rozwia֒zywania,
redukcja problemu do problemów jednowymiarowych,
rozwia֒zania dla nieskończonej studni, degeneracja
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rozwia֒zań, degeneracja wynikajca z symetrii i przypad-
kowa; &2. Oscylator harmoniczny w dwóch wymiarach
- separacja problemu, analiza degeneracji rozwizań.

X. Moment pe֒du w mechanice kwantowej:
&1. Podstawowe wiadomości - definicja opera-
tora momentu pe֒du, reprezentacja po lożeniowa po-
szczególnych sk ladowych, badanie relacji komutacyj-
nych dla sk ladowych, operator L2 i jego komutator
z Li, jednoczesne stany w lasne operatora Lz i L2 i
ich skwantowane wartości w lasne (bez wyprowadze-
nia), kwantyzacja i zasada nieoznaczoności, uogólniony
moment pe֒du Ji = Li+Si; &2. Wartości w lasne opera-
tora J - wyprowadzenie - operatory drabinkowe, relacje
komutacyjne, algebraiczne wyznaczenie m i j,

9.2 Zadania na ćwiczenia

1. Energie średnie w oscylatorze Pokazać, że w
stanie |n〉 zachodzi 〈Ekin〉 = 〈Epot〉. Sprawdzić zasade֒
nieoznaczoności na stanie |n〉.

2. Stany koherentne Stan koherenty jest zdefi-
niowany jako stan w lasny operatora anihilacji â|z〉 =
z|z〉. Znaleźć funkcje falowe tego stanu w reprezentacji
po lożeniowej (notacja z Liboff’a), unormować, policzyć
〈z|x̂|z〉, 〈z|p̂|z〉, roz lożyć stan |z〉 w bazie |n〉, pokazać,
że stan koherentny można przedstawić |z〉 = D̂(z)|0〉,
gdzie D̂(z) = exp(zâ†−z∗a), pokazać unitarność D̂(z),
policzyć ca lke֒ przekrycia 〈z|z′〉, sprawdzić zupe lność
|z〉. Wsk. użyć tw. Bakera-Cambella-Haussdorfa
exp(X̂ + Ŷ ) = exp(X̂) exp(Ŷ ) exp(−[X̂, Ŷ ]/2) dla
[X,Y ] = const (dowód w zadaniach domowych).

3. Ewolucja w czasie stanu koherent-
nego Stan pocza֒tkowy oscylatora jest |Ψ(0)〉 =
exp(−g2/2)

∑∞
n=0

gn/
√
n|n〉, g ∈ R. Znaleźć |Ψ(t)〉,

〈x̂(t)〉, 〈p̂(t)〉. Warto pokazać ten samy wynik w
różnych obrazach.

9.3 Zadania domowe

1. Udowodnić wzór Bakera-Cambella-Haussdorfa.

2. Pokazać, że stan koherentny wysyca zasade֒ nie-
oznaczoności Heisenberga.

3. Rozwia֒zać algebraicznie problem oscylatora w
polu elektrycznym (przesunie֒ty oscylator) z Hamilto-
nianem H = p2/am+ Kx2/2 + eFx. Znaleźć energie,
stany w lasne, średnie z x, x2, p i p2. Wskazać zwia֒zek
ze stanami koherentnymi. Wsk. zastosować transfor-
macje֒: b̂ = â+ c.

4. Oscylator jest w stanie |Ψ(0)〉 = (|n〉+|n+1〉)/
√

2.
Po jakim czasie be֒dzie on w stanie ortogonalnym do
|Ψ(0)〉. Obliczyć 〈x̂(t)〉, 〈p̂(t)〉, 〈x̂2(t)〉, 〈p̂2(t)〉. Spraw-
dzić zasade֒ nieoznaczoności Heisenberga.

5.∗ Pokazać na dowolnym stanie unormowanym,
że Â|ψ〉 = 〈ψ|Â|ψ〉|ψ〉 + ∆A|ψ⊥〉, gdzie Â = Â+,
〈ψ|ψ⊥〉 = 0, ∆A jest dyspersja֒.

10 Tydzień IX, 26/11-

02/12/2012

10.1 Wyk lad

elementy macierzowe operatorów J±; &3. Sztywny
rotator kwantowy - model izotropowego rotatora w
mechanice klasycznej i kwantowej, omówienie energii
w lasnych i stanów w lasnych rotatora, widmo energe-
tyczne i notacja; &4. Funkcje w lasne operatoów L2 i Lz

- wsplrze֒dne sferyczne, zmiana bazy, postać operatora
momentu pe֒du we wsp lrze֒dnych sferycznych, armoniki
sferyczne (funkcje kuliste), normalizacja, rozwia֒zanie
równania na Lz, rozwia֒zanie równania na L2, stowa-
rzyszone wielomiany Legendre’a; &5. Wykresy biegu-
nowe dla Y m

l - jawna postać harmonik sferycznych dla
l = 0, 1, 2 i ich wykresy biegunowe, przyk lady stanów
dla rotatora; &6. Algebraiczny sposób otrzymywania
harmonik sferycznych - zastosowanie operatorów L̂±
do otrzymywania funkcji Θm

l (θ).

10.2 Zadania na ćwiczenia

1. Degeneracja rozwizań dla oscylatora i jej zno-
szenie w d = 2 Rozwia֒zać problem i zbadać jak zmie-
nia si degeneracja rozwizań dla dwuwymiarowego ani-
zotropowego oscylatora harmonicznego, potencja l ma
postać V (x, y) = Kxx

2/2 + Kyy
2/2. Wyprowadzić

ogólny wynik na stopień degeneracji w przypadku izo-
tropowym.

2. Degeneracja rozwizań dla oscylatora i jej
znoszenie w d = 3 Rozwia֒zać problem i zbadać jak
zmienia si degeneracja rozwizań dla trójwymiarowego
anizotropowego oscylatora harmonicznego. Wyprowa-
dzić ogólny wynik na stopień degeneracji w przypadku
izotropowym ωx = ωy = ωz = ω0. Przedyskutować
zmiane֒ stopnia degeneracji gdy ωx = ωy = ω⊥ oraz
ωz = ω||.

3. Zasada wariacyjna - wyprowadzić twierdzenie
Ritza i sformu lować zasade֒ wariacyjna֒ dla stanu pod-
stawowego.

4. Ścis la energia stanu podstawowego - Dla pro-
blemu oscylatora użyć naste֒puja֒cych funkcji próbnych
dla oszacowania energii stanu podstawowego: a)
exp(−αx2), b) x exp(−βx2), c) 1/(x2 + γ2).

5. Przybliżona energia stanu podstawowego
Cza֒stka o masie m porusza sie֒ w polu si ly o poten-
cjale V (x) = F |x|. Wyznaczyć górna֒ granice֒ na ener-
gie stanu podstawowego przy użyciu funkcji próbnej
exp(−α|x|). wsk. dΘ(x)/dx = δ(x).

10.3 Zadania domowe

1.∗ Pokzać, że operator a† nie ma unormowanych
stanów (wektorów) w lasnych. wsk. dowód a.a.

2. Znaleźć najlepsze szacowanie dla oscylatora har-
monicznego z dodatkowym potencja lem U(x) = κx4.
Funkcje֒ próbna֒ z jednym parametrem wariacyjnym
należy znaleźć samodzielnie.

3.∗ Na podstawie wyniku z zadania 5∗ z poprzed-
niego tygodnia pokazać, że minimalny czas jaki jest
potrzebny aby uk lad kwantowy ewoluowa l z zadanego

6



stanu |Ψ〉 do stanu |Ψ⊥〉, który jest ortogonalny do |Ψ〉
wynosi T = h/4∆E, gdzie ∆E jest nieoznaczonościa֒
energii. Wsk. AJP 60, 182 (1992).

11 Tydzień X, 03-09/12/2012

11.1 Wyk lad

XI. Zagadnienia ruchu w trzeh wymiarach:
&1. Cza֒stka swobodna we wspó lrze֒dnych karte-
zjańskich - separacja równania Schroedingera w d = 3,
rozwia֒zanie w postaci fali p laskiej, dyspersja, pre֒dkość
fazowa, paczka falowa, pre֒dkość grupowa; &2. Cza֒stka
swobodna we wspó lrze֒dnych sferycznych - pe֒d radialny,
zwia֒zek pomie֒dzy operatorem kwadratu momentu
pee֒du, pe֒dem radialnym i iloczynem skalarnym r̂ · p̂,
zwia֒zek L̂2 = r2p̂2 − r2p̂2r, Hamiltonian swobodny we
wspó lrze֒dnych sferycznych; &3. Radialna funkcja fa-
lowa - separacja zemiennych we wspó lrze֒dnych sferycz-
nych, równanie sferyczne Bessel’a, funkcje sferyczne
Bessel’a i Neumann’a; &4 Algebraiczne rozwia֒zanie
równania Bessela - podstawienie R(x) = u(x)/x, ope-
ratory drabinkowe A = d/dx + (l + 1)/x, rozwia֒zanie
rekurencyjne dla funkcji ul(x), rozwia֒zanie dla funk-
cji Rl(x), funkcje sferyczne Bessela i Neumanna przez
wielokrotne różniczkowanie;

11.2 Zadania na ćwiczenia

1. Omówić przybliżenie WKB (w formie wyk lau na
podstawie ksia֒żki Liboffa). Omówić zakres stoso-
walności metody.

2. Stosuja֒c przybliżenie WKB znaleźć energie a) dla
potencja lu oscylatora hamonicznego w jednym wymia-
rze i b) dla potencja lu V (x) = F |x|. Porównać z wy-
nikami ścis lymi (oscylator) i wariacyjnymi (poprzednie
ćwiczenia).

3. Zimna emisja elektronów Zbadać tunelowanie
przez potencja l V (x) = 0 dla x < 0 i V (x) = V0 − λx
dla 0 ≤ x ≤ V0/λ0 metoda֒ WKB.

11.3 Zadania domowe

1.∗ Rozważyć ponetcja l V (x) o cia֒g lej pochodnej taki,
że V (x) < 0 dla każdego x. Pokazać, że w takim
potencjale istnieje przynajmniej jeden stan zwia֒zany.
(Wsk. Użyć zasady wariacyjnej i gaussowskiej funkcji
próbnej.)

2. Zastosować przybliżenie WKB do znalezienia
energii wia֒zania dla potencja lów: a) V (x) = kx2+ax4,
dla k > 0 i b > 0, b) V (x) = V0ctg

2(πx/a) dla
0 < x < a, c) nieskończonej studni potencja lu. Prze-
dyskutować otrzymane wyniki i zakres stosowalności
przybliżenia.

12 Tydzień XI, 10-16/12/2012

12.1 Wyk lad

&5. Pomiar L2 i Lz na fali p laskiej - prawdopodo-
bieństwo wyznaczenia m oraz l, rozk lad fali p laskiej na

harmoniki sferyczne, zastosowanie twierdzenia suma-
cyjnego dla harmonik sferycznych (bez dowodu), dys-
kusja otrzymanego rozwinie֒cia i możliwych wyników
pomiaru momentu pe֒du.

XII. Atom wodoru &1. Zagadnienie dwóch
cza֒stek - wspó lrze֒dne wzgle֒dne i środka masy, masa
ca lkowita i masa zredukowana, separacja problemu dla
oddzia lywań centralnych; &2. Równanie radialne dla
V (r) - przej́scie dla zmnne wzgle֒dnej do wspó lrze֒dnych
sferycznych, separacja równania na cze֒ść ka֒towa֒ i ra-
dialna֒, równanie radialne, efektywny potencja l, ba-
riera centryfugalna, normalizacja funkcji radialnej, wa-
runki brzegowe dla funkcji radialnej; &3. Rozwia֒zanie
dla atomu wodoropodobnego - atomy wodoropodobne,
bezwymiarowe równanie radialne, zmienne bezwymia-
rowe i sta le, promiń Bohra, sta la Rydberga, asymp-
totyka równania radialnego, rozwinie֒cie Frobeniusa,
urywanie szeregu, wialomiany Laguerra, liczby kwan-
towe (n, l,m) i ich zakresy zmienności, energia stanów
w lasnych atomu wodoropodobnego, degeneracja, unor-
mowanie, n = 1, 2, 3 funkcje falowe, ge֒stości prawdo-
podobieństwa znalezienia elektronu.

12.2 Zadania na ćwiczenia

Przypomnienie o kolokwium 17/12/11 w Auli
od 9:15-13:0, materia l do przybliżenia WKB
(bez momentu pe֒du)

1. Zasada nieoznaczoności dla momentu pe֒du Dla
stanu |lm〉 wyznaczyć 〈Lz〉, 〈Lx〉, 〈Ly〉, 〈L2〉, 〈L2

z〉,
〈L2

x〉, 〈L2
y〉. Sprawdzić zasade֒ nieoznaczoności dla σxσy

oraz zobczyć jakie musi być m aby by la ona minimali-
zowana.

2. Pokazać bezpośrednim rachunkiem, że
Y −1

1 (θ, φ) =
√

3/8π sin θe−iφ jest unormowana֒
funkcja֒ w lasna֒ L2 i Lz.

3. Rozk lad prawdopodobieństwa P (l,m) Dla funkcji
falowej ψ(r, θ, φ) = f(r)G(θ, φ), gdzie osobno cze֒ść ra-
dialna i ka֒towa sa֒ unormowane wyprowadzić wzór na
obliczanie prawdopodobieństwa znalezienia l i m.

4. Cza֒stka jest w stanie opisanym funkcja֒ falowa֒
ψ = f(r) sin θ. Obliczyć 〈Lz〉, 〈Lx〉, 〈Ly〉, oraz P (l =
2,m = 0), P (l = 2,m = −1). wsk. pamie֒tać o unor-
mowaniu.

5. Cza֒stka jest w stanie opisanym funkcja֒ falowa֒: a)

ψ = A(ix+ 2y − z)e−r2/2a2

, b) ψ = f(r)e2iφ. Wyzna-
czyć P (l,m).

6. Uk lad jest w stanie |lm〉. Dokonujemy pomiaru
sk ladowej Lz′ wektora L wzd luż osi z′ tworza֒cej ka֒t α
z osia֒ z. Jaka jest wartość ’srednia Lz′ i L2

z′?

7. Asymetryczny rotator o momentach bezw ladności
Ix = Iy i Iz ma Hamiltonian H = (L2

x + L2
y)/2Ix +

L2
z/2Iz. Znaleźć funkcje w lasne i energie w lasne. Jaka

jest średnia L przy pomiarze na dowolnym stanie
w lasnym tego uk ladu? W chwili t = 0 uk lad jest w
stanie |l = 3,m = 0〉.

Uwaga: ten materia l jest na dwa tygodnie (4
ćwiczenia).

7



12.3 Zadania domowe

1. Obliczyć śrenie Ly na stanie |ψ〉 = |1, 1〉/
√

2 −
|1, 0〉/2+ |1,−1〉/2, gdzie oznaczamy stany przez |l,m〉.

2. Dana jest funkcja falowa: a) ψ = N sin θcosφ, b)
ψ = N(xy + yz)/r2. Zapisać to za pomoca֒ harmonik.
Znaleźć normalizacje֒. Obliczyć średnie L2 i Lz. Ja-
kie wartości i z jakimi prawdopodobieństwami można
znaleźć przy pomiarze Lz?

3. Pokazać, że jeśli uk lad jest w stanie w lasnym ope-
ratora Lz to: 〈Lx〉 = 〈Ly〉 = 0, 〈LxLy + LyLx〉 = 0,
〈L2

x〉 = 〈L2
y〉.

4.∗ Pokazać, że dla dowolnego potencja lu V (r)
spe lnione jest równanie ruchu dla momentu pe֒du
d〈L〉/dt = −〈r × ∇V 〉. Co be֒dzie dla potencja lu sfe-
rycznie symetryczngo V (r)?

13 Tydzień XII, 17-23/12/2012

13.1 Wyk lad

XIII. Rachunek zaburzeń &1. Rachunek zabu-
rzeń dla stanów niezdegenerowanych, zaburzenie nie-
zależne od czasu - istota rachunku zaburzeń, rozwijane
rozwia֒zania wzgle֒dem parametru kontrolnego, waru-
nek jenoznaczności rozwia֒zań, ortogonalność wszyst-
kich poprawek do danego stanu niezaburzonego,
szczegó lowe wyprowadzenie wzorów na 1 i 2 rza֒d
rachunku zaburzeń dla energii w lasnych i stanów
w lasnych; &2. Rachunek zaburzeń dla stanów zdegene-
rowanych, zaburzenie niezależne od czasu - omówienie
problemu i ilustracja dla stanu dwukrotnie zdegenero-
wanego, zagadnienie sekularne, wektory w lasne i zno-
szenie degeneracji (temat omówiony jakościowo i be֒dzie
analizowany na przyk ladach na ćwiczeniach); &3. Ra-
chunek zaburzeń dla zaburzenia zależnego od czasu -
rozwinie֒cie rozwia֒zania w bazie stanów stacjonarnych
ze wspó lczynnikami zależnymi od czasu, uk lad równań
różniczkowych na wspó lczynniki, rozwinie֒cie rozwia֒zań
na wspó lczynniki w szereg perturbacyjny, rozwia֒zanie
w pierwszym rze֒dzie, prawdopodobieństwo przej́scia ze
stanu l do stanu k w jednostce czasu; &4. Zaburzenie
harmoniczne - analiza zaburzenia harmonicznego, ab-
sorpcja i emisj rezonansowa, granice d lugich i krótkich
czasów, z lota regu la Fermiego.

XV. Struktura subtelna atomu wodoru &1.
Ca lkowity mement pe֒du - reprezentacja momentów nie-
sprze֒żonych i reprezentacja momentów sprze֒żonych,
wartości w lasne j i mj w repreznetacji L-S (mo-
mentów sprzeżonych), wspó lczynniki Clebscha - Gor-
dona (wzmianka), termy widmowe i notacja spektro-
skopowa;

13.2 Zadania na ćwiczenia

(Potrzebne funkcje specjalne by ly na wyk ladzie!)
1. Znaleźć poziomy energetyczne i unormowane

funkcje falowe cza֒stki o masie µ poruszaja֒cej sie w
nieskończenie g le֒bokiej sferycznie symetrycznej studni
potencja lu V (r) = 0 dla r ≤ R i V (r) = ∞ dla r > R.

2. Znaleźć poziomy energetyczne i unormowane
funkcje falowe cza֒stki o masie µ i o zerowym momen-

cie pe֒du oraz poruszaja֒cej sie w sferycznie symetrycz-
nej jamce potencja lu V (r) = −V0 < 0 dla r ≤ R i
V (r) = 0 dla r > R. Znaleźć warunki kiedy może nie
istnieć stan zwia֒zany.

3. Atom wodoru Dla stanu 1s atomu wodoru poli-
czyć średnie 〈r〉, 〈r2〉, dyspersje֒ rozk ladu, oraz najbar-
dziej prawdopodobna֒ wartość dla radialnego rozk ladu
prawdopodobieństwa P (r) = |ψ|2r2.

4. Funkcja falowa elektronu jest
ψ(r, θ, φ) = (1/81)

√

2/πa30Z
3/2(6 −

Zr/a0)(Zr/a) exp(−Zr/3a0) cos θ. Znaleźć n, l,m
dla tego stanu. Zbudować inne funkcje falowe z
m± 1. Znaleźć najbardziej prawdopodobna֒ wartość r
znalezienia elektronu.

5. Twierdzenie Hellmanna-Fenmanna (np. w wiki-
pedii) podać treść twierdzenia i je udowodnić.

6. Dla atomu wooru policzyć średnie 〈1/r2〉, 〈1/r〉,
średnia֒ z energii kinetycznej, średnia֒ z energii poten-
cjalnej na dowolnym stanie |nlm〉. Pokazać spe lnianie
tw. o wiriale.

13.3 Zadania domowe

1. Rozwia֒zać zagadnienie sferycznie symetrycznego
oscylatora harmonicznego z potencja lem V (r) =
µω2r2/2. Wyznaczyć energie w lasne i degeneracje֒.
Porównać rozwia֒zania z rozwia֒zaniami z przypadku
oscylatora we wspó lrze֒dnych kartezjańskch.

2. Z twierdzenia HF pokazać twierdzenie o wiriale
2〈T 〉 = −〈rF〉, gdzie T i F sa֒ operatorami energii ki-
netycznej i si ly”, F = −∇V . Zastosować wynik gdy
V (λr) = λνV (r).

3. Znaleźć zwia֒zek rekurencyjny Kramersa dla
średniej 〈rs〉na stanie |nlm〉 atomu wodoru. Obliczyć
różne średnie dla s = 0,±1,±2 i sta֒d dyspersje֒ r.

14 Tydzień XII, 07-13/01/2013

14.1 Wyk lad

XIV. Spin &1. Spin w mechanice kwantowej, ope-
rator spinu - przypomnienie rozwia֒zań z j = n/2 dla
zagadnienia momentu pe֒du, spinowe stopnie swobody,
fermiony i bozony, operator spinu, algebra operatora
spinu, reprezentacja macierzowa operatora spinu dla
cza֒stek ze spinem 1/2, macierze Pauliego; &2. Funkcja
falowa cza֒stki swobodnej ze spinem - przestrzeń stanów
dla cza֒stek ze spinem, iloczyn tensorowy przestrzeni
konfiguracyjnej i spinowej, spinory Pauliego, degene-
racji stanów cza֒stki swobodnej; &3. Moment ma-
gnyczny elektronu - zwia֒zek momentu magnetycznego
ze spinem, magneton Bohra, Hamiltonian Zeemana,
omówienie doświadczenia Sterna - Gerlacha.

XV. Struktura subtelna atomu wodoru &1.
Ca lkowity mement pe֒du - reprezentacja momentów nie-
sprze֒żonych i reprezentacja momentów sprze֒żonych,
wartości w lasne j i mj w repreznetacji L-S (mo-
mentów sprzeżonych), wspó lczynniki Clebscha - Gor-
dona (wzmianka), termy widmowe i notacja spektro-
skopowa;
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14.2 Zadania na ćwiczenia

1. Rachunek zaburzeń Cza֒stka o masie M porusza sie֒
w polu si ly Mω2z2/2. Uk lad umieszczono w polu gra-
witacyjnym blisko powierzchni Ziemi. raktuja֒c pole
grawitacyjne jako ma le zaburzenie znaleźć poprawki
do energii w pierszym i drugim rze֒dzie rachunku zabu-
rzeń. Porównać to rozwia֒zanie z rozwia֒zaniem ścis lym,
otrzymanym przez liniowa֒ transformacje֒ kanoniczna֒.

2. W atomach wieloelektronowych, wewne֒trzne
elektrony ekranuja֒ potencja l ja֒dra atomowego. Opi-
suja֒c ten efekt za pomoca֒ potencja lu Yukawy U(r) =
−(Ze2/r) exp(−r/d) obliczyć w pierwszym rze֒dzie ra-
chunku zaburzeń wzgle֒dem h̄2/mZd≪ 1 poprawki do
n-tego stanu energetycznego atomu wodoropodobnego.
Wsk. rozwina֒ć potencja l w szereg biroa֒c 3 pierwsze
wyrazy rozwinie֒cia. Kiedy to przybliżenie ma sens?

3. Znaleźć oprawki relatywistyczne (od energii ki-
netycznej) w atomie wodoru w 1 rze֒dzie rachunku za-

burzeń. Wsk. T =
√

c2p2 +m2c4 − mc2 rozwijamy
dla dużych c. 〈ψnlm|p4|ψnlm〉 = 〈p2ψnlm|p2ψnlm〉,
p2|ψ〉 = 2m(En − V (r))|ψ〉, oraz tw. HF.

4.Rachunek zaburzeń z degeneracja֒ Wyznaczyć w
pierwszym rze֒dzie rachunku zaburzeń poprawki do 2-
wymiarowego oscylatora harmonicznego zaburzonego
potencja lem V (x, y) = κ xy. Rozwia֒zać równania dla
N = 1, 2, 3. Porównać z rozwia֒zaniem ścis lym otrzy-
manym przez obrót uk ladu wspó lrze֒dnych o π/4.

5. Efekt Starka Policzyć w pierwszym rze֒dzie ra-
chunku zaburzeń z degeneracja֒ oprawki do energii
atomu wodoru w stanie n = 2 umieszczonego w s labym
polu elektrycznym skierowanym w zd luż osi z. Wy-
pisać odpowiadaja֒ce tym energiom funkcje falowe.

6. Oddzia lywanie van der Waalsa Na przyk ladzie
moleku ly H2 omówić powstawanie oddzia lywań dale-
kiego zasiegu typu van der Waalsa. Skorzystać z ra-
chunku zaburzeń w 2-gim rze֒dzie. Pomia֒c spin elek-
tronów i zasade֒ Pauliego. Zadanie jest d lugie wie֒c cho-
dzi jedynie o podanie zasadniczych kroków i pokazaniu,
że mamy obniżenie energii na skutek oddzia lywań elek-
trostatycznych i tworzenie sie stanu zwia֒zanego dwóch
atomów.

14.3 Zadania domowe

1. Znaleźć w do 2 rze֒du rachnku zaburzeń poprawki
do oscylatora harmonicznego zaburzanego potencla lem
k′′x4

2. Znaleźć poprawki do energii w pierwszym i dru-
gim rze֒dzie rachunku zaburzeń do stanu podstawo-
wego atomu wodoru umieszczonego w s labym jedno-
rodnym polu elektrycznym E = E ẑ. Wyznaczyć pola-
ryzowalność atomu, t.j. α = −d2∆E/dE2.

3. Cza֒stka o masie m znajduje sie֒ w trójwymiarowej
nieskończonej studni potencja lu V (x, y, z) = 0 dla
0 < x < L, 0 < y < L, 0 < z < L, oraz ∞
w pozosta lych przypadkach. Na cza֒stke֒ dzia la zabu-
rzenie U(x, y, z) = U0L

3δ(x − x0)δ(y − y0)δ(z − z0).
Znaleźć poprawki do energii w pierwszym rze֒dzie ra-
chunku zaburzeń. Omówić sposób znoszenia degenera-
cji w zależności od zmian (x0, y0, z0).

15 Tydzień XIII, 14-20/01/2013

15.1 Wyk lad

&2. Oddzia lywanie spin-orbita - wprowadzenie od-
dzia lywania spin-orbita i jego Hamiltonianu; &3.
Struktura subtelna atomu wodoru - perturbacyjne
uwzgle֒dnienie oddzia lywania spin-orbita i poprawek re-
latywistycznych, poziomy energetyczne i ich degnera-
cja.

XVI. Analiza stanów rozproszeniowych &1.
Stany niezwia֒zane - przypomnienie definicji stanów
zwia֒zanych i niezwia֒zanych, unormowanie do ge֒stości
cza֒stek, równanie cia֒g lości w trzech wymiarach i jego
ca lkowa interpretacja, przypomnienie wspó lczynników
przejscia i odbicia; &2. Rozpraszanie w trzech wy-
miarach, przekroje czynne - geometria typowego eks-
perymentu rozproszeniowego, ge֒stość pra֒du cza֒stek
padaja֒cych i przechodza֒cych, defnicia różniczkowego
przekroju czynnego, ca lkowity przekrój czynny, ampli-
tuda rozpraszania, zwia֒zek amplitudy rozpraszania z
przekrojami czynnymi; &3. Przekrój czynny na roz-
praszanie w przybliżeniu Borna - zastosowanie z lotej
regu ly Fermiego w problemie rozpraszania, ge֒stość
stanów cza֒stek w pudle z periodycznymi warunkami
brzegowymi, wyprowadzenie wzoru na przekrój cznny,
specyfikacja wzoru dla rozpraszań elastycznych na po-
tencja lach centralnych, omówienie zakresu zastosowań;

15.2 Zadania na ćwiczenia

Prosze֒ o dokończenie zadaź poprzedniego tygo-
dnia i później przej́scie do nowych problemów.

1. Cza֒stka o spinie 1/2 jest w stanie |ψ〉 =

(1/
√

5)

(

2
i

)

. Jakie jest prawdopodobieństwo zmie-

rzenia, że cza֒stka jest ze spinem w góre lub w dó l
wzgle֒dem osi z? Jakie jest prawdopodobieństwo zmie-
rzenia, że cza֒stka jest ze spinem w góre lub w dó l
wzgle֒dem osi y?

2. Cza֒stka o spinie 1/2 znajduje sie֒ w polu magne-
tycznym (0, 0, Bz) i jej energia opisywana jest Hamil-
tonianem H = −µBBzSz . W chwili t = 0 cza֒stka
jest w stanie w lasnym |+〉x wzgle֒dem osi x. Znajdź
stan uk ladu w dowolnej chwili t. Jakie wyniki i z ja-
kimi prawdopodobieństwami można ostać mierza֒c Sx

lub Sz w chwili t?
3. Cza֒stka o spinie 1/2 znajduje sie֒ w polu ma-

gnetycznym B = B0 sin(ωt)ẑ. Wypisać hamiltonian
uk ladu. Jeśli w t = 0 uk lad jest w stanie |+〉y znaleźć
prawdopodobieństwo, że mierza֒c Sy w chwili t dosta-
niemy h̄/2?

15.3 Zadania domowe

1. Spin Stan cza֒stki o spinie 1/2 jest |ψ〉 = (|+〉 +
|−〉)/

√
2. Pokazać, że 〈SxSy〉 = 0.

2. Stan cza֒stki o spinie 1/2 jest |ψ〉 = (|+〉 +
2|−〉)/

√
5. Obliczyć ∆Sx

3. Cza֒stka o spinie 1/2 jest w stanie |ψ〉 =

(1/
√

5)

(

i
2

)

. Jakie jest prawdopodobieństwo zmie-
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rzenia, że cza֒stka jest ze spinem w góre lub w dó l
wzgle֒dem osi z? Jakie jest prawdopodobieństwo zmie-
rzenia, że cza֒stka jest ze spinem w góre lub w dó l
wzgle֒dem osi x?

4. Cza֒stka o spinie 1/2 znajduje sie֒ w polu magne-
tycznym (0, 0, Bz) i jej energia opisywana jest Hamilto-
nianem H = −µBBzSz. W chwili t = 0 cza֒stka jest w
stanie w lasnym |+〉x wzgle֒dem osi x. Policzyć 〈Sz(t)〉
i 〈Sz(t)〉 w chwili t.

5. Cza֒stka o spinie 1/2 znajduje sie֒ w polu magne-
tycznym B = B0 cos(ωt)x̂+B0 sin(ωt)ŷ. W chwili t = 0

jest w stanie

(

1
0

)

. Wypisać hamiltonian uk ladu.

Znaleźć transformacje֒ pozwalaja֒ca֒ zapisać Hamilto-
nian w postaci niezależnej od czasu. Jakie jest prawd-
podobieństwo, że w chwili t uk lad znajduje sie֒ w stanie
(

0
1

)

. Kiedy to prawdpodobieństwo jest dok ladnie

równe jeden?

16 Tydzień XIV, 21-27/01/2012

16.1 Wyk lad

XVII. Cza֒stka na ladowana w polu magnetycz-
nym &1. Hamiltonian - pole manetyczne w hamil-
tonianie klasycznym i kwantowym, wybór cechowania;
&2. Cza֒stka swobodna w sta lym jednorodnym polu -
cechowanie Landaua i symetryczne, rozwia֒zanie w ce-
chowaniu Landaua, poziomy Landaua i degeneracja;
&3. Zmiana funkcji falowej pod p lywem transformacji
cechowania - niezmienniczość cechowania w mechanice
kwantowej; &4. Efekt Aharonova-Bohma - postawienie
problemu ruchu cza֒stki w obszarze niejednospójnym
zawieraja֒cym nieskonczony solenodid, wp lyw poten-
cja lu wektorowego na strukture֒ interferencyjna֒, wynik
doświadczenia i wnioski.

16.2 Zadania na ćwiczenia

dokończenie poprzednich zadań.

1. Rozpraszanie Obliczyć w przybliżeniu Borna
różniczkowy przekrój czynny na rozpraszanie cza֒stek o
 ladunku Q i masie m o energii E na ekranowanym po-
tencjale kulombowskim (Yukawy) V (r) = Zqe−r/a/r.
Omówić granice֒ a = ∞.

maja֒c czas:

2. Dla dwóch spinów 1/2 znaleźć wektory bazowe
w reprezentacji momentów sprze֒żonych i pokazać, że
dzieli sie֒ przestrzeń stanów na singletowa i trypletowa֒.
(Można wspomnieć o spla֒taniu i paradoksie EPR jesli
starczy czasu).

16.3 Zadania domowe

1. Obliczyć w przybliżeniu Borna różniczkowy przekrój
czynny na rozpraszanie cza֒stek o  ladunku e i masie m o
energii E na potencjale V (r) = V0 dla r < a i V (r) = 0
dla r > a.
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