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M
ieszaniny i roztw

ory doskonałe
D

la jednego składnika m
ieliśm

y:
n

G
P

 
oraz

dn
Vdp

SdT
dG

P
�

�
�

 

D
la układu złożonego z w

ielu składników
:

¦  
i

i
i n

G
P

¦ �
�

�
 

i
i

i dn
Vdp

SdT
dG

P

W
artość P

i w
 m

ieszaninie m
a na ogół inną w

artość niż dla składnika w
 stanie czystym

! 

D
la jednego składnika, przy n

= const, T
= const :

, 
1

,
,

,
n V

p G
n

n G
p

p
T

n
T

n
T

n

 
¸¹ ·

¨© §
w w

 
¸¹ ·

¨© §
w w

 
¸¹ ·

¨© §w wP

co dla gazu doskonałego daje:
p RT

n V
p

T
n

 
 

¸¹ ·
¨© §w w

,

P

gdzie p
0 jest ciśnieniem

 odniesienia 

�
�

�
�

, 
ln

,
0

0

p p
RT

T
p

T
�

 
P

P
zależność potencjału chem

icznego od
ciśnienia dla gazu doskonałego
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W
 m

ieszaninie gazów
 doskonałych m

ożna zastosow
ać ten sam

 w
zór, kładąc zam

iast
p

w
artość ciśnienia cząstkow

ego (parcjalnego) p
i danego gazu:

�
�

�
�

 
ln

,
0

0

p p
RT

T
p

T
i

i
i

i
�

 
P

P

D
la tego sam

ego składnika w
 stanie czystym

:

�
�

�
�

 
ln

,
0

0
*

p p
RT

T
p

T
i

i
�

 
P

P

O
dejm

ując stronam
i dostajem

y:

�
�

�
�

 
ln

ln
,

,
0

0

*

p p
RT

p p
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p
T

p
T

i
i

i
i

�
�

 
P

P
�

�
p p

RT
p

T
i

i
ln

,
*

�
 
P

czyli ostatecznie, dla gazu doskonałego w
 m

ieszaninie:

�
�

�
�

i
i

i
i

x
RT

p
T

x
p

T
ln

,
,

,
*

�
 

P
P

gw
iazdka oznacza w

artość P
w

 stanie czystym
.

ale zgodnie z praw
em

 D
altona

i
i

i
x

n n
p p

 
 

ułam
ek m

olow
y
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O
braz ogólniejszy

R
ozw

ażm
y m

ieszanie składników
 i zw

iązaną z tym
 zm

ianę entropii

R
zeki B

odrog
i Tisza

spotykają się koło m
iasteczka Tokaj. 
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O
braz ogólniejszy

R
ozw

ażm
y m

ieszanie składników
 i zw

iązaną z tym
 zm

ianę entropii

N
iech będą to dw

a gazy doskonałe m
ające tę sam

ą tem
peraturę i ciśnienie.

Korzystam
y ze w

zoru na entropię gazu doskonałego
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C
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ita zm
iana entropii w

ynosi: 

dla rów
nych ciśnień i tem

peratur:
B A
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B
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A

n
n
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V
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M
ożna pokazać (zrobim

y to później D
ćw

iczenia), że w
yrażenie to jest słuszne

nie tylko dla gazów
 doskonałych,ale także dla cieczy i ciał stałych, których 

cząsteczki są tej sam
ej w

ielkości i nie w
ykazują żadnej preferencji co do sw

ojego 
sąsiedztw

a (oddziaływ
ania A

-A
, B

-B
 i A

-B są takie sam
e). 

B
A

B
B

B
A

A
A

B
A

n
n
n

R
n

n
n
n

R
n

S
S

S
�

�
�

�
 

'
�

'
 

'
ln

ln
mix

w
prow

adzam
y ułam

ki m
olow

e i dostajem
y:

�
�, 

ln
ln

mix
B

B
A

A
x

x
x

x
nR

S
�

�
 

'
1

  , 
 ,

 
�

 
 

B
A

B
B

A
A

x
x

n n
x

n n
x

¦
�

 
'

i
i

i
x

x
nR

S
ln

mix
entropia m

ieszania
( > 0 !)

Będziem
y rozw

ażać teraz m
ieszanie się substancji, dla których założenia te

są praw
dziw

e, czyli że entropia m
ieszania w

yraża się przez:
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¦
�

 
'

i
i

i
x

x
nR

S
ln

mix
entropia m

ieszania
( > 0 !)

Jak zm
ienia się funkcja G

ibbsa w
skutek m

ieszania?

TS
pV

U
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�
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{
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T
V

p
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G
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�
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�
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'
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= const, T

= const)
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'SMIX / R

x

'S
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ix (x=0) = 0

'S
m

ix (x) = 'S
m

ix (1-x) 

'S
m

ix (1/2) = nR
ln(2) 

P
ochodna 'S

m
ix (x) 

dla x→
0 i dla x→

1 
D

ąży do ∞
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Załóżm
y, że całkow

ita energia w
ew

nętrzna i objętość nie ulegają zm
ianie

w
 w

yniku m
ieszania, a zm

ianę entropii opisuje w
zór z poprzedniej strony

¦
 

'
�

 
'

i
i

i
x

x
nRT

S
T

G
ln

mix
mix

m
ieszanina (roztw

ór) doskonały

Przed zm
ieszaniem

 m
ieliśm

y oddzielone czyste składniki:
¦  
i

i
i n

G
*

0
P

P
o zm

ieszaniu funkcja G
ibbsa w

ynosi zatem
:

¦
¦
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'
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G
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M
ożem

y teraz obliczyć potencjał chem
iczny składnika w

 m
ieszaninie doskonałej:

n n
RT

n G
i

i
T

p
i

i
ln

*

,

�
 

¸̧¹ ·
¨̈© §w w

 
P

P
i

i
x

RT
ln
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P

Potencjał chem
iczny składnika w

 m
ieszaninie doskonałej (w

 roztw
orze doskonałym

):

�
�

�
�

i
i

i
i

x
RT

p
T

x
p

T
ln

,
,

,
*

�
 

P
P
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Ciśnienie osm
otyczne

Rozw
ażm

y roztw
ór pew

nej substancji oddzielony od czystego rozpuszczalnika
półprzepuszczalną błoną, czyli taką, która nie przepuszcza cząstek tej substancji
ale przez którą rozpuszczalnik przechodzi sw

obodnie.

W
 rów

now
adze potencjał chem

iczny 
rozpuszczalnika w

 części a)m
usi być 

taki sam
 jak w

 części b):
b

a
P

P
 

W
 części a)m

am
y czysty rozpusz-

czalnik. Zakładam
y też, że roztw

ór 
jest doskonały:

�
�, 

,
*

a
a

p
T

P
P

 

�
�

�
�, 

1
ln

,
*

B
b

b
x

RT
p

T
�

�
 

P
P

gdzie x
B

oznacza ułam
ek m

olow
y rozpuszczonej substancji.

błona półprzepuszczalna

czysty rozpuszczalnik
roztw

ór

a
b
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1
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T
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P

P

O
trzym

aliśm
y zatem

:

W
idać, że przy x

B
różnym

 od zera, rów
ność jest

m
ożliw

a tylko w
tedy, gdy 

. b
a

p
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�
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N
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p
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p
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p
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cześniej w

idzieliśm
y, że 
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*
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T
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¨̈© §
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T
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p
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1
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V
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x
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O
statecznie: 

V n
RT

p
B

  
'

w
zór van’t Hoffa

zakładam
y też, że x

B
jest m

ałe, czyli
�

�
B

B
x

x
�

#
�1

ln

osm
oza
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Przykład: w
 w

odzie m
orskiej jest ok. 3.5%

 soli (N
aCl), czyli ok. 35 g/l.

M
asa m

olow
a N

aCl w
ynosi 23 g + 35.5 g = 58.5 g. Czyli 35 g to ok. 0.6 m

ola.

3
3-m 

10
m

ol
 2

.1
 K

 
293

 
K

)
J/(m

ol
 

314
.8

�
 

Zakładając, że w
szystkie m

olekuły N
aCl dysocjują w

 w
odzie, x

B
= 1.2 m

ol/l.

V n
RT

p
B

  
'

bar
 

29
 

 Pa 
10

29
5

 
u

 

Zm
iany tem

peratury w
rzenia i krzepnięcia 

Badam
y jak zm

ieni się tem
peratura w

rzenia 
cieczy jeśli rozpuścim

y w
 niej pew

ną (m
ałą) ilość 

substancji B. Załóżm
y dla prostoty, że substancja

B jest nielotna, tzn. paruje tylko rozpuszczalnik. 
Załóżm

y też, że ciśnienie jest stałe, np. norm
alne.

para: czysty rozpuszczalnik

roztw
ór B

W
arunkiem

 w
rzenia, czyli rów

now
agi m

iędzy
fazą ciekłą i gazow

ą rozpuszczalnika jest:

�
�

�
�p

T
p

T
C

G
,

,
P

P
 

�
�

�
�

�
�B

C
G

x
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p
T

p
T

�
�

 
1

ln
,

,
*

*
P

P
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N
iech T

0 oznacza tem
peraturę w

rzenia czystego rozpuszczalnika pod ciśnieniem
 p.

O
znacza to, że:

�
�

�
�p

T
p

T
C

G
,

,
0

*
0

*
P

P
 

Rozw
ijam

y w
arunek rów

now
agi w

zględem
 tem

peratury w
 pobliżu T

0 :

�
�

�
�

�
�

�
�

B
p

C
C

p

G
G

x
RT

T
T

T
p

T
T

T
T

p
T

�
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
�

 
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
�

*

0
0

*
*

0
0

*
,

,
P

P
P

P

Załóżm
y, jak poprzednio, że stężenie substancji B jest m

ałe (roztw
ór rozcieńczony).

W
arunek rów

now
agi przyjm

ie w
ów

czas postać:

�
�

�
�

B
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G
x
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T
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T
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,

,
*

*
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B
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x
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T
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T
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�
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�
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�
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0
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P
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s
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n

T
n

p
n

p
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¸¹ ·
¨© §w w
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,
,

*
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P
�

�
0

*
*

T L
s

s
T

T
C

G

p

C

p

G

�
 

�
� 

» »¼ º

« «¬ ª
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

P
P

gdzie L
jest ciepłem

 przem
iany fazow

ej (parow
ania).
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Łącząc ostatnie w
yrażenia dostajem

y:

L
x

T
RT

T
T

B
0

0  
�

B
x

L RT
20

#

A zatem
 tem

peratura w
rzenia doskonałego roztw

oru o m
ałym

 stężeniu 
w

zrasta o:

n
L

n
RT

T
T

w

B
w

20
0 #

�

Czasem
 eksperym

entatorzy (chem
icy) zam

iast ułam
kam

i m
olow

ym
i

posługują się inną m
iarą stężenia, tzw

. m
olalnością, czyli liczbą m

oli
substancji rozpuszczonej na 1 kg rozpuszczalnika (o m

asie m
olow

ej M
A ):

A
A

B
B

M
n n

m
1000
�

 
m

olalność
1000

A
B

A B
B

B
M

m
n n

n n
x

 
#

 

W
tedy:

 
0

B
e

w
m

K
T

T
#

�
w

A
e

L
RT

M
K

�
 

1000

20
stała ebulioskopow

a
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Przykład:
Ciepło parow

ania w
ody pod ciśnieniem

 norm
alnym

 w
ynosi: 

. 
m

ol J
 

40660
 

w
L

Jak zm
ieni się tem

peratura w
rzenia, jeśli rozpuścim

y w
 litrze w

ody 35 g soli (N
aCl), 

czyli 1.2 m
ola na kilogram

 (w
oda m

orska) ?

.
 K

 
61

.0
2.

1
51

.0
0

 
�

 
#

�
B

e m
K

T
T

w
rzenie roztw

oru soli

M
asa m

olow
a w

ody:
g 

18
 

A
M

Stała ebulioskopow
a w

ody:

�
�

51
.0

m
ol J

 
40660

g 
1000

 K
373

K
m

ol J
314

.8
g 

18

1000

2
20

 
�

�
�

 
�

 
w

A
e

L
RT

M
K

ta w
artość okazuje się dobrze zgodna z dośw

iadczeniem
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Zupełnie analogicznie m
ożem

y rozw
ażyć zm

ianę tem
peratury krzepnięcia cieczy

w
 w

yniku rozpuszczenia w
 niej m

ałej ilości jakiejś substancji B.  
Zakładam

y, że substancja ta nie krystalizuje, tzn. w
 fazie stałej m

am
y tylko

czysty rozpuszczalnik. Zakładam
y też, jak poprzednio, że roztw

ór jest
rozcieńczony i doskonały. 

B
t

t
x

L RT
T

T
20

0
�

#
�

Bardzo podobny rachunek prow
adzi do w

niosku, że tem
peratura krzepnięcia

m
aleje:

lub

B
k

t
m

K
T

T
�

#
�

0
t

A
k

L
RT

M
K

�
 

1000

20
stała krioskopow

a

Przykład:
Ciepło topnienia w

ody pod ciśnieniem
 norm

alnym
 w

ynosi: 
. 

m
ol J

 
6010

 t
L

Jak zm
ieni się tem

peratura krzepnięcia, jeśli rozpuścim
y w

  litrze 
w

ody 35 g soli (N
aCl),  czyli 1.2 m

ola na kilogram
 (w

oda m
orska) ?
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Stała krioskopow
a w

ody:

�
�

86
.1

m
ol J

 
6010

g 
1000

 K
273

K
m

ol J
314

.8
g 

18

1000

2
20

 
�

�
�

 
�

 
t

A
k

L
RT

M
K

Zm
iana ciśnienia pary 

para: czysty rozpuszczalnik

roztw
ór B

�
�

�
�

B
C

G
x

RT
p

T
p

T
�

 
,

,
*

*
P

P

Rozw
ażaliśm

y doskonały roztw
ór nielotnej

substancji B. N
apisaliśm

y w
arunek rów

now
agi 

ciecz-para dla rozpuszczalnika:

Badam
y teraz jak zm

ieni się ciśnienie pary w
 

ustalonej tem
peraturze w

 zależności od stężenia B.

�
�

�
�0

*
0

*
,

,
p

T
p

T
C

G
P

P
 

�
�

�
�

�
�

�
�

B
T

C
C

T

G
G

x
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p
p

p
p

T
p

p
p

p
T

�
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
�

 
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
�
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0
0

*
*

0
0

*
,

,
P

P
P
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 K
 

2.
2

2.
1

86
.1

0
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�

�
#

�
T

T
zatem

:
solenie lodu
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0
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n V
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B
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p
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�
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�
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�
�

�
�

�
�

B
T

C
C
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G
G

x
RT

p
p

p
p

T
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p
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p
T

�
¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
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¸̧¹ ·

¨̈© §
w w

�
�

*

0
0

*
*

0
0

*
,

,
P

P
P

P

�
�

�
�0

*
0

*
,

,
p

T
p

T
C

G
P

P
 

A
B

x
x

p p
 

�
 

1
0

praw
o Raoulta

Ciśnienie pary nasyconej rozpuszczalnika m
aleje proporcjonalnie do (m

ałego)
stężenia substancji rozpuszczonej.  

Ciśnienie osm
otyczne, zm

iany tem
peratury w

rzenia i krzepnięcia oraz zm
iana

ciśnienia pary w
 roztw

orach rozcieńczonych to tzw
. w

łasności koligatyw
ne.

Zależą one tylko od stężenia substancji rozpuszczonej w
 roztw

orze, a nie od
jej natury. W

łasności te w
ykorzystuje się m

.in. do w
yznaczania m

as m
olow

ych
substancji.  
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Przyjm
ijm

y na początek, że m
ieszanina jest doskonała, tzn. m

ieszanie nie
prow

adzi do zm
iany energii w

ew
nętrznej ani objętości, a entropia m

ieszania
dana jest w

zorem
:�

�
�

�
>

@x
x

x
x

R
S

ln
1

ln
1

mix
�

�
�

�
 

'

�
�

�
�

�
�

>
@x

x
x

x
RT

Gx
G

x
G

B
A

ln
1

ln
1

1
0

0
�

�
�

�
�

�
 

0
0.5

1
x

mix
S '

czysty A
czysty B

entropia m
ieszania

0
1

G
0A

G
0B

x

Gczysty A
czysty B

entalpia sw
obodna 

składniki rozdzielone

0
1

G
0A

G
0B

x
czysty A

czysty B

G

składniki 
zm

ieszane

Tydzień 7
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Jak w
ykres G

(x)zm
ienia się, gdy zm

ieniam
y tem

peraturę?

Pam
iętam

y, że:
S

T G
p

�
 

¸¹ ·
¨© §w w

czyli, gdy tem
peratura m

aleje, G
rośnie 

0
1

G
0A

G
0B

x
czysty A

czysty B

G

1
T

1
2

T
T

�

0
1

Tem
peratury skraplania obydw

u składników
 (pod ciśnieniem

 norm
alnym

):
B

A
T

T
  ,

czysty A
czysty B

G

x

m
ieszanka 
cieczy

m
ieszanka 

par

B
A
T

T
T

  ,
!

h
Poniew

aż entropia gazu jest w
iększa niż cieczy, przy spadku tem

peratury linia
dla gazu przesunie się w

 górę bardziej niż linia dla cieczy

Tydzień 7
18
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0
1

czysty A
czysty B

x

G
czysty składnik B 

zacząłby się skraplać
B
T

T
  

 

para

ciecz

Badam
y teraz w

zględne położenie linii G
(x)dla cieczy i pary przy zm

niejszaniu
tem

peratury. Zakładam
y, że T

B
> T

A
(A –

azot, B
 –

tlen) 

0
1

B
A

T
T

T
  

�
�

0
1

B
A

T
T

T
  

�
�

0
1

A
T

T
  

 

czysty składnik A 
zacząłby się skraplać

Tydzień 7
19
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0
1

B
A

T
T

T
  

�
�

Przyjrzyjm
y się sytuacji, gdy  

B
A

T
T

T
  

�
�

paraciecz

G
x

C
x

h
Zauw

ażm
y, że styczna do obu w

ykresów
 leży poniżej nim

i! To oznacza, że
pom

iędzy punktam
i stycznym

i stanem
 rów

now
agi jest taki stan, w

 którym
 

w
ystępuje ciecz o składzie x

C
i para o składzie x

G, które nie są zm
ieszane!

Tydzień 7
20
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W
yznaczając skład pary i cieczy 

dla różnych tem
peratur w

yznaczam
y 

diagram
 fazow

y dla skraplania 
m

ieszanki dw
óch gazów.

0
1

czysty A
czysty B

G

0
1

B
A

T
T

T
  

�
�

0
1

G
x

C
x

B
T

A
T T

C
x

G
x

W
 w

yniku otrzym
ujem

y
linię składu pary
ilinię składu cieczy

para

ciecz

W
 obszarze m

iędzy liniam
i składu

w
ystępuje m

ieszanka cieczy w
 

rów
now

adze z m
ieszanką par; 

ciecz i para są rozdzielone

Tydzień 7
21



22

R
ozw

ażania takie m
ożna przeprow

adzić analitycznie nieco prościej, co prow
adzi 

do dokładniejszego opisu ilościow
ego. R

achunek taki zrobim
y na

ćw
iczeniach.

które m
ożna rozw

iązać i otrzym
ać 

zależności 
�

�, 
T

x
C

�
�T

x
G

J/m
ol

 
5570

  
 K

,
4.

77
*
 

'
 

A
A

H
T Podstaw

iając w
artości liczbow

e dla 
pow

ietrza (A –
azot, B

 –
tlen):J/m

ol
 

6820
  

 K
,

2.
90

*
 

'
 

B
B

H
T

¸̧¹ ·
¨̈© §

�
'

 
B

B
T

T
nR H

G C

x x
1

1
*

e
¸̧¹ ·

¨̈© §
�

'

 
� �

A

A
T

T
nR H

G C

x x
1

1
*

e
1 1

W
 rezultacie otrzym

uje się następujące rów
nania na skład cieczy i pary

w
 funkcji tem

peratury:

dostajem
y diagram

76 78 80 82 84 86 88 90 920
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

 

 

x

T [K]

B
T

�
� 

T
x
C

�
�T

x
G

linia składu cieczy

linia składu pary

czysty azot
czysty tlen

A
T

C
=2,P

=2, F = C
-P

+2 = 2
O

kreślone p, T determ
inują

W
artości x

A
, x

B

x
A

x
B

Tydzień 7
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h
Zobaczm

y jak w
 tym

 obrazie w
ygląda skraplanie pow

ietrza:

76 78 80 82 84 86 88 90 920
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

 

 x

T [K]

B
T

A
T

czysty tlen
czysty azot

gaz

ciecz

a)obniżam
y tem

peraturę gazu, w
 którym

 jest 21%
 tlenu

a

b)przy T
|

82 K gaz zaczyna się skraplać, ciecz zaw
iera ok. 50%

 tlenu!

b

c

c) dalsze ochładzanie –
m

aleje udział 
tlenu w

 m
ieszaninie, rośnie 

udział azotu 

d

d) przy T
|

79 K
 ciecz zaw

iera 
już 21%

 tlenu, to znaczy, że 
cały gaz jest już skroplony!

e

e) dalej m
ożem

y obniżać 
tem

peraturę ciekłego
pow

ietrza, w
 którym

 jest
21%

 tlenu

Tydzień 7
23
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M
ieszanie w

 roztw
orze niedoskonałym

Jako przykład m
ieszaniny niedoskonałej rozw

ażm
y taką sytuację, w

 której
m

ieszanie zm
ienia energię w

ew
nętrzną układu. Zdarza się tak w

 przypadku
dw

óch cieczy, gdy siły przyciągania m
iędzy takim

i sam
ym

i cząstkam
i (A

-A
, B

-B
)

są w
iększe niż m

iędzy różnym
i cząstkam

i (A
-B

). mix
mix

nomix
mix

nomix
S

T
U

G
G

G
G

'
�

'
�

 
'

�
 

W
ów

czas do funkcji G
ibbsa układu m

usim
y dodać człon zw

iązany ze zm
ianą

energii w
ew

nętrznej w
skutek m

ieszania: 

M
ieszanie cząstek, których oddziaływ

ania
A

-B są m
niejsze niż A-A i B

-B zw
iększa 

energię układu. 
Efekt ten m

ożem
y przybliżyć funkcją

kw
adratow

ą: 

�
�x

x
U

�
v

'
1

mix

0
1

mix
U'

energia m
ieszania

x
Tydzień 7
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�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

>
@x

x
x

x
RT

x
xa

Gx
G

x
x

G
B

A
ln

1
ln

1
1

1
0

0
�

�
�

�
�

�
�

�
 

Funkcja G
ibbsa m

a w
tedy postać:

Jej postać istotnie zależy od tem
peratury. 

x
Przy dużej tem

peraturze, dom
inuje

człon entropow
y i przebieg funkcji

G
w

ygląda „norm
alnie” (podobnie do

m
ieszaniny doskonałej)

x
Przy m

ałej tem
peraturze, dom

inuje
energia w

ew
nętrzna i funkcja

G
przyjm

uje najm
niejsze w

artości
w

 pobliżu x = 0
i x = 1.

h
Przyjrzyjm

y się sytuacji pośredniej.
0

1
x

G

1
T

2
T

3
T

4
T

>
>

>

1
T 2
T 3
T 4
T

Tydzień 7
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h
Ponow

nie zauw
ażam

y, że gdy w
ykres „w

ybrzusza” się do góry, m
ożna

poprow
adzić styczną leżącą poniżej! Jak już w

iem
y oznacza to, że 

pom
iędzy punktam

i stycznym
i w

 stanie rów
now

agi w
spółistnieją 

dw
ie nie zm

ieszane
ciecze o składach x

A
i  x

B .

x
Zjaw

isko to w
ystępuje tylko 

poniżej pew
nej tem

peratury
krytycznej.  

x
Pow

yżej tej tem
peratury 

krytycznej (brak „w
ybrzuszenia”)

ciecze tw
orzą jednorodną

m
ieszaninę  

0
1

A
x

B
x

czysty A
czysty B

G
m

ieszanina jednorodna

niezm
ieszane ciecze

o składach x
A

i x
B

Tydzień 7
26
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W
yznaczając w

artości x
A

i  x
B w

 funkcji tem
peratury m

ożna otrzym
ać 

diagram
 fazow

y dla tego typu m
ieszaniny. 

0
1

czysty A
czysty B

Tkr
T

jednorodna m
ieszanina

dw
ie fazy rozdzielone

linia m
ieszalności

w
oda + fenol (C

6 H
5 O

H
)

W
 taki sposób zachow

uje się np. m
ieszanina w

ody i fenolu, T
kr = 67 °C

.
Jest to przykład roztw

oru z tzw. luką m
ieszalności

rozpuszczanie fenolu
Tydzień 7
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U
kłady eutektyczne

Zjaw
isko luki m

ieszalności w
ystępuje także w

 przypadku ciał stałych.
C

zęsto zdarza się, że dw
a ciała stałe tw

orzą istotnie różne sieci
krystaliczne. W

ów
czas m

ieszanie m
ożliw

e jest tylko przy m
ałej

dom
ieszce jednego ze składników. 

N
iech dw

a ciała stałe tw
orzą różne

struktury krystaliczne: a
i b.

S
chem

atyczny przebieg funkcji G
dla 

takiego układu przedstaw
ia rysunek.

D
la składów

 pom
iędzy w

artościam
i x

a

i x
b w

ystępuje luka m
ieszalności: trw

ały
układ tw

orzy niezm
ieszana kom

binacja
kryształów

 a
i b

.

h
Zbadam

y zachow
anie takiego układu, zakładając, że w

 stanie ciekłym
 

oba składniki doskonale się m
ieszają.  

Tydzień 7
28



Analiza (jakościow
a) przebiega podobnie,

jak w
 przypadku skraplania doskonałej

m
ieszaniny gazów. Zaczynam

y, gdy tem
peratura

jest pow
yżej tem

p. topnienia obu składników. 

Zm
niejszam

y tem
peraturę, linia cieczy przesuw

a
się w

 górę w
zględem

 linii ciał stałych. Stosujem
y

„m
etodę stycznej” do określenia składów. 

O
trzym

ujem
y dość złożony diagram

 fazow
y.

Punkt, w
 którym

 ciecz w
spółistnieje z obiem

a
fazam

i krystalicznym
i, który jest jednocześnie

punktem
 o najniższej tem

peraturze, w
 której

w
ystępuje faza ciekła, to tzw. punkt eutektyczny.

M
ieszanina faz stałych w

ydzielająca się w
 tym

punkcie nazyw
a się eutektykiem

(gr. eutektos
–

łatw
o topliw

y).

Tydzień 7
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Przykłady eutektyków

C
yna i ołów

W
oda i sól

Tem
peratura topnienia:

cyny –
231 °C

ołow
iu –

328 °C
eutektyka –

183 °C

W
ykorzystanie w

 cynie lutow
niczej

Tydzień 7
30



http://w
w

w
.stif.info/les-transports-aujourd-hui/les-principaux-m

odes-transports/historique-transports/m
etro-33.htm

l

http://en.w
ikipedia.org/w

iki/Paris_M
%

C
3%

A
9tro_Line_4

The crossing of the S
eine also involved the freezing of saturated ground betw

een the station 
ofS

aint-M
icheland the S

eine, under the line of the
C

hem
in

de Ferde Paris à O
rleans

(now
R

E
R

 line
C

) in 1908 and 1909. The installation of tw
o refrigeration plants allow

ed the 
m

ovem
ent of brine cooled to −25 °C

 in dozens of tubes to stabilize the ground. [4]

P
aris M

etro Ligne 4 (1908 -1909)

Tydzień 7
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S
top W

ooda

Stop o tem
peraturze topnienia około 70

°C
. 

Jest eutektykiem
 a jego skład w

agow
y:

50%
bizm

utu, 26.7%
ołow

iu  13.3%
cyny, 10%

kadm
u

Stop W
ooda jest toksyczny. W

 praktyce zastępują go inne stopy np.
Field's

m
etal o tem

peraturze topnienia 62
°C

. 

Skład w
agow

y:
32.5%

 bizm
utu  16.5%

 cyny, 51%
 indu

Tydzień 7
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Pow
ierzchnie

Cząstki na pow
ierzchni cieczy znajdują się w

 innej sytuacji niż cząstki w
 głębi.

Działające na nie niezrów
now

ażone siły pochodzące od cząstek sąsiednich
w

ytw
arzają dodatkow

e ciśnienie, dzięki nim
 pow

staje też dobrze określona 
pow

ierzchnia cieczy, która zachow
uje się jak elastyczna „skórka”.  

Zjaw
iska pow

ierzchniow
e odgryw

ają w
ażną rolę 

w
 układach, które m

ają bardzo duży stosunek
pow

ierzchni do objętości, takich jak m
ałe krople, 

cienkie w
arstw

y, itp.   

h
Poprzednio określiliśm

y infinitezym
alną

pracę przy zw
iększaniu pow

ierzchni cieczy 
poprzez w

yrażenie: 
, 

dA
Wd

V
 

gdzie dA
jest różniczkow

ą zm
ianą pow

ierzchni, 
a V

oznacza napięcie pow
ierzchniow

e.

33



Przykłady pow
ierzchni w

ody jako elastycznej błony.  

h
Siła napięcia pow

ierzchniow
ego działa

stycznie do pow
ierzchni

igła na w
odzie, m

onety

34



W
 przykładach na poprzedniej stronie, obiekty nie przeryw

ają pow
ierzchni

w
ody. Jest to m

ożliw
e tylko w

tedy, gdy w
oda nie zw

ilża ich, tzn. oddziaływ
ania

m
iędzy cząsteczkam

i w
ody (kohezja) są silniejsze niż oddziaływ

ania m
iędzy

w
odą a cząstkam

i takiego obiektu (adhezja).

h
W

zajem
na relacja tych oddziaływ

ań determ
inuje tzw

. kąt zw
ilżania

T

cg
V

$
90

!
T

T

$
90

�
T

cg
V

cs
V

cs
V

0
cos

 
�

cs
cg

V
T

V

brak zw
ilżania

zw
ilżanie

35



Kąt zw
ilżania w

pływ
a też na kształt m

enisku jaki ciecz tw
orzy w

 naczyniu. 

0
cos

 
�

cs
cg

V
T

V

Przykładow
e

kąty zw
ilżania:

•
w

oda –
szkło (czyste) : |

0°
•

w
oda –

nylon :              |
40°

•
w

oda –
parafina :         = 107°

•
w

oda –
ptasie pióro :   |

150°
•

w
oda –

liść lotosu :      |
170°

•
olej –

teflon :     |
35°

•
rtęć –

szkło :      |
130°

cg
VT

cs
V

$
90

!
T

m
enisk w

ypukły

T

cs
V

$
90

�
T

cg
V

m
enisk w

klęsły

krople w
ody na szkle

36



Efekt lotosu
dzięki m

ikrom
etrow

ym
w

ypustkom
 na liściu, w

oda
praktycznie nie zw

ilża go, 
a staczające się krople usuw

ają
w

szystkie zabrudzenia

Piasek hydrofobow
y !

37



Dam
ian Kącki, 2008

Tożsam
ość term

odynam
iczna dla układu 

z pow
ierzchnią przyjm

uje postać:

dA
pdV

dS
T

dU
V�

�
 

Energia sw
obodna:

TS
U

F
�

 

dT
S

dS
T

dU
dF

�
�

 

dA
dV
p

dT
S

V
�

�
�

 

gdy tem
peratura i objętość są stałe, to

dA
dF

V
 

h
W

arunek rów
now

agi w
ym

agający m
inim

alizacji
energii sw

obodnej, oznacza tu m
inim

alizację
pow

ierzchni
Dlatego sw

obodne krople cieczy, które ze w
zględu 

na  nieściśliw
ość m

ają V
= const, przyjm

ują kształt
kulisty!
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Entalpia sw
obodna:

TS
pV

U
G

�
�

 

dT
S

dS
T

Vdp
pdV

dU
dG

�
�

�
�

 

dA
Vdp

dT
S

V
�

�
�

 

W
 w

arunkach stałej tem
peratury i stałego ciśnienia:

dA
dG

V
 

h
Gdy pow

ierzchnia stanow
i istotny elem

ent układu,
jej w

kład do entalpii sw
obodnej w

ynosi:   

A
G

V
 

pow
entalpia sw

obodna pow
ierzchni

dA
dV
p

dT
S

dF
V

�
�

�
 

h
Patrząc na różniczkę energii sw

obodnej:  
w

idzim
y, że:   

(kolejny „M
axw

ell”!)
A

T
T

A S
¸¹ ·

¨© §w w
�

 
¸¹ ·

¨© §w w
V

Jak napięcie pow
ierzchniow

e zależy od tem
peratury?

39



h
W

 tem
peraturze krytycznej znika różnica m

iędzy fazą ciekłą i gazow
ą.

Pojęcie pow
ierzchni m

iędzy fazam
i traci w

tedy sens (znika m
enisk)!

O
znacza to, że napięcie pow

ierzchniow
e m

usi m
aleć ze w

zrostem
 

tem
peratury.

w
oda

benzen

Stosuje się przybliżenie:
�
�

�
�

0
kr kr

0
T

T
T

T
T

T
� �

 
V

V

0
�

¸¹ ·
¨© §w w

A
T V

Poniew
aż

0
!

¸¹ ·
¨© §w w

T
A S

h
Izoterm

iczny w
zrost pow

ierzchni zw
iększa jej entropię.

40



h
N

a zakrzyw
ionej pow

ierzchni cieczy w
ystępuje skok ciśnienia 

Rozw
ażm

y w
yciskanie kropli nieściśliw

ej cieczy przez 
cienką rurkę. M

ałe przesunięcie tłoka oznacza w
ykonanie

pracy, którą m
ożem

y zapisać na dw
a sposoby:

dA
dV
p

Wd
V

 
 

,
4

2dr
r

dV
S

 
�

�
dr
r

r
dr

r
dA

S
S

S
8

4
4

2
2

#
�

�
 

dr
r

dr
r

p
S

V
S

8
4

2
 

h
W

 rów
now

adze, ciśnienie w
ew

nątrz kropli o prom
ieniu r

jest w
iększe od ciśnienia zew

nętrznego o w
artość: 

r
p

V2
 

'

¸ ¸¹ ·
¨ ¨© §

�
 

'
y

x
R

R
p

1
1

V

W
 ogólnym

 przypadku, pod zakrzyw
ioną pow

ierzchnią 
o głów

nych prom
ieniach krzyw

izny R
x i R

y (najw
iększy i najm

niejszy)
ciśnienie jest w

iększe o:
rów

nanie Younga-Laplace’a

r
p

V2
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Przykład I:

0
p

r
p

p
'

�0
Pęcherzyk gazu w

 cieczy –
ciśnienie gazu

w
ew

nątrz pęcherzyka m
usi być w

iększe
niż ciśnienie w

okół niego o w
artość: 

,
2r

p
V

 
'

gdzie V
jest napięciem

 pow
ierzchniow

ym
 cieczy na granicy z danym

 gazem
. 

Przykład II:

Bańka m
ydlana, czyli pęcherzyk gazu otoczony cieniutką

w
arstw

ą cieczy –
ciśnienie w

ew
nątrz bańki m

usi być 
w

iększe niż w
 otoczeniu o:

0
p

p
p

'
�0

r
,

4r
p

V
 

'

poniew
aż bańka m

a dw
ie pow

ierzchnie!
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bańki m
ydlane

kapilary

43



Zjaw
isko w

łoskow
atości

Siły przylegania m
ogą być na tyle duże, że pow

odują w
znoszenie się 

cieczy w
 cienkich rurkach (kapilarach).

rg
h

cgU
T

V
cos

2
 

Jeśli przybliżym
y pow

ierzchnię m
enisku w

 kapilarze
o prom

ieniu rpoprzez w
ycinek sfery o prom

ieniu R

,
cosT r

R
 

to pod pow
ierzchnią cieczy ciśnienie jest m

niejsze 
niż nad nią o: 

r
R

p
cg

cg
T

V
V

cos
2

2
 

 
'

0
0

p
p

hg
p

�
'

�
 
U

Rów
now

aga hydrostatyczna w
ym

aga by:

r
p

hg
cg

T
V

U
cos

2
 

'
 cg

V
cs

V

T

h

r

g

U
0
p
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Przykład 1: w
oda (25°C) w

 szklanej rurce o prom
ieniu 1 m

m
: 

2
J/m

 
072

.0
 

cg
V

m
m

 
15

m 
10

5.
1

m 
10

s
m 

81
.9

m
kg

 
10

0
cos

m
J 

072
.0

2
2

3
2

3
3

2

 
�

 
�

�
�

 
�

�

$

h

Podobnie, gdy ciecz nie zw
ilża ścianek kapilary (T

> 90°), to jej poziom
 jest 

niższy niż w
 naczyniu.

Teraz pod pow
ierzchnią m

enisku o prom
ieniu

,
cosT r

R
 

jest w
iększe ciśnienie, niż nad nim

, dlatego
pow

ierzchnia cieczy w
 kapilarze obniża się o

rg
h

cgU
T

V
cos

2
 

Przykład 2: rtęć (25°C) w
 szklanej rurce o prom

ieniu 1 m
m

: 

2
J/m

 
486

.0
 

cg
V

m
m

 
4.7

m 
10

s
m 

81
.9

m
kg

 
10

5.
13

130
cos

m
J 

486
.0

2
3

2
3

3

2

�
 

�
�

�
�

 
�

$

h

cs
V

h

g

U

0
p

r

T
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Stabilność kropel

T
p,

g
P

c
P

Rozw
ażam

y naczynie zaw
ierające n

m
oli w

ody, w
 postaci pary i cieczy (niekoniecznie

w
 rów

now
adze). U

kład jest utrzym
yw

any w
 stałej tem

peraturze i ciśnieniu.

c
c

g
g

n
n

G
P

P
�

 

Funkcja Gibbsa układu:

�
�

g
c

c
c

n
n

n
P

P
�

�
 

�
�g

c
c

g
n

n
P

P
P

�
�

 

c
c

c
V

M
V

n
U

X
 

 
U

–
gęstość cieczy,

M
–

m
asa m

olow
a cieczy

�
�

c
g

c
g

V
M

n
G

P
P

U
P

�
�

 
G

c
V

�
�

0
!

�
g

c
P

P�
�

0
�

�
g

c
P

P
Jeśli potencjał chem

iczny cieczy jest w
iększy

niż pary, ciecz w
yparuje. G

dy jest odw
rotnie,

cała para się skropli. 
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h
Zbadam

y jak zm
ieni się ten obraz, gdy ciecz będzie w

 form
ie kulistej 

kropli o prom
ieniu r

T
p,

g
P

c
P
r

Do funkcji G
ibbsa dochodzi teraz człon zw

iązany 
z energią pow

ierzchniow
ą:

A
G

V
 

pow

�
�

A
V

M
n

G
c

g
c

g
V

P
P

U
P

�
�

�
 

M
am

y w
ięc:

�
�

2
3

4
3 4

r
r

M
n

g
c

g
V

S
P

P
U

S
P

�
�

�
 

G

r

�
�

0
!

�
g

c
P

P

�
�

0
�

�
g

c
P

P

Gdy 
g

c
P

P
!

, to tak jak poprzednio
ciecz w

yparuje

g
c

P
P

�
Ale gdy

to kropla też
w

yparuje, jeśli jej prom
ień będzie

m
niejszy od pew

nej krytycznej w
artości!

c r
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O
bliczam

y krytyczny prom
ień kropli:

�
�

0
8

4
2

 
�

�
 

r
r

M
dr dG

g
c

V
S

P
P

U
S

�
�c

g
c

M
r

P
P

U
V
�

 
2

�
�

�
�

, 
ln

,
0

0

p p
RT

T
p

T
g

g
�

 
P

P

Pam
iętam

y, że

gdzie p
0 jest dow

olnie w
ybranym

 ciśnieniem
odniesienia.

Jako punkt odniesienia w
ybieram

y ciśnienie, dla którego w
 tem

peraturze T
płaska pow

ierzchnia cieczy jest w
 rów

now
adze ze sw

oją parą. 

Czyli dla
�

�T
p

p
nas

0  
c

g
P

P
 0

�
� , 

ln
nas T
p
p

RT
c

g
 

�
P

P

RH
 

nas {
p p

w
ilgotność w

zględna

W
ilgotność w

zględna, to stosunek cząstkow
ego ciśnienia pary w

odnej do ciśnienia
pary nasyconej (czyli będącej w

 rów
now

adze z płaską pow
ierzchnią cieczy) w

 tej
sam

ej tem
peraturze. 
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h
Krytyczny prom

ień kropli:

�
�c

g
c

M
r

P
P

U
V
�

 
2

�
�

RH
ln

2RT
M

U
V

 

h
Ciśnienie pary nad kroplą w

 punkcie rów
now

agi (jest to rów
now

aga nietrw
ała!)

jest w
iększe niż nad płaską pow

ierzchnią cieczy.  

¸̧¹ ·
¨̈© §

 
c r

RT M
p

p
1

2
exp

nas
U V

Im
 m

niejszy prom
ień, tym

 m
niej sąsiadów

 m
a cząstka na pow

ierzchni.
Tym

 łatw
iej jest jej w

yrw
ać się z cieczy (w

yparow
ać).

w
zór Kelvina

�
�

c r
RT M

1
2

RH
ln

U V
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Przykład: w
oda w

 tem
peraturze 0°C 

3
2

g/cm
 1

  
g, 

18
  ,

J/m
 

0756
.0

 
 

 
U

V
M

0
5

10
15

20

G

>
@

nm
 r

%
95

RH
 

%
110

RH
 

%
120

RH
 

N
aw

et, gdy para w
odna w

 pow
ietrzu jest przesycona, krople nie m

ogą się utw
orzyć

spontanicznie. W
ym

agałoby to niepraw
dopodobnej fluktuacji gęstości pary.

W
 kropli o prom

ieniu 1 nm
 m

ieści się ok. 2000 m
olekuł w

ody!

¼
Chm

ury i deszcz nie są m
ożliw

e?!

1
1.5

2
2.5

3
3.5

4

2 4 6 8 10

�
�

RH
ln

nm
 2

.1
#c

r
>

@
nm

 r

RH
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Tydzień 7
51

r |
1.5 cm

,    obw
ód L |

9.42 cm
    podziałka L/60 |

1.5 m
m

Średnica kropli ok. 1/15 podziałki |
0.1 m

m



h
Do w

ytw
orzenia się kropelek w

 chm
urze potrzebne są jądra kondensacji,

których rolę pełnia areozole, pyły, jony, cząstki soli, itp. 

O
becność substancji rozpuszczonych w

 w
odzie (np. sól) obniża ciśnienie pary

i ułatw
ia kondensację.

Kropla deszczu m
a m

asę |
m

iliona kropel chm
urow

ych

¼
Zakład Fizyki Atm

osfery, IG
: http://w

w
w

.igf.fuw
.edu.pl/zfa/

�

¼
Pogoda na Pasteura:

http://m
etobs.igf.fuw

.edu.pl/   5

kondensacja kropel, „chm
ury w

 piw
ie”
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Kom
ora m

głow
a (W

ilsona)

x
Charles W

ilson –
pierw

sza kom
ora m

głow
a 1900, N

agroda N
obla 1927

x
Carl D. Anderson –

odkrycie pozytonu 1932, N
agroda N

obla 1936

kom
ora m

głow
a 

Pierw
sza fotografia pozytonu

W
 przesyconej parze kropelki cieczy kondensują

na jonach w
ytw

orzonych przez przelatującą 
cząstkę naładow

aną
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Kom
ora pęcherzykow

a (G
lasera)

W
ytw

orzenie i rozpad hiperonu L
0w

 reacji K
–+ p

(CERN
)

�
K

0
L

p

�
S

W
 przegrzanej cieczy pęcherzyki pary tw

orzą się na w
okół jonów

 w
ytw

orzonych
przez cząstkę naładow

aną.

x
Donald D. G

laser –
konstrukcja kom

ory 1952, N
agroda N

obla 1960
x

Em
ilio Segre, O

w
en Cham

berlain –
odkrycie antyprotonu, N

agroda N
obla 1959

x
Luis W

. Alvarez –
odkrycie w

ielu cząstek, N
agroda N

obla 1968
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