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Twierdzenie Earnschaw’a

Lewitacjq nazywamy stan, w ktorym ciato pozostaje w spoczynku jednoczesnie nie majac
bezposredniego kontaktu z zadnym inny ciatem fizycznym. Osiagnigcie stanu lewitacji
statycznej nie jest jednak mozliwe.

Jednoimienne bieguny magnesow odpychaja si¢. Wydaje si¢ wigc, ze mozna byloby umiescic¢
wystarczajaco silne magnesy, jeden nad drugim tak, aby ten na gorze unosit si¢ swobodnie w
powietrzu bez zadnego bezposredniego wsparcia. Doswiadczenie pokazuje, ze to si¢ nigdy nie
udaje. Zawsze gbrny magnes obraca si¢ 1 zostaje przyciagnigty przez dolny.

W 1842 roku Samuel Earnschaw udowodnit zaskakujace twierdzenie:

W pustej przestrzeni nie istnieje Zadna statyczna (czyli nie zmieniajqca si¢ w czasie)
konfiguracja pol elektrycznych, magnetycznych i grawitacyjnych dla ktorej energia
potencjalna posiadata by lokalne minimum.

Oznacza to, ze niezaleznie od sposobu wzajemnego ustawienia tadunkow elektrycznych,
dipoli magnetycznych 1 mas w obszarach pomig¢dzy nimi energia potencjalna pdl nie ma
lokalnego minimum. Je$li nie istnieje lokalne minimum, to ciato fizyczne nigdy nie bedzie
znajdowato si¢ w stanie réwnowagi trwalej. Z punktu widzenia mechaniki Newtona i
elektrodynamiki klasycznej statyczna lewitacja nie jest wigc mozliwa.

Lewitron

W latach 90 pojawita sie¢ w sprzedazy zabawka o nazwie Levitron™. Zabawka sklada sie z
duzego 1 silnego magnesu stalego wykonanego z materiatdw ceramicznych oraz matego
baczka takze wykonanego z magnesu o symetrii osiowej. Masa baczka wynosi okoto 18g. W
zestawie jest tez kilka pier§cieni o masach 3, 1, 0,4, 0,2 1 0,1 gramdéw. Dodatkowo znajduje
si¢ w komplecie plastikowa plytka oraz w niektorych wersjach maty silniczek do wprawienia
baczka w ruch obrotowy.
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Rys. Schemat budowy lewitronu. Zasadnicze elementy to duzy magnes w podstawie oraz
magnetyczny baczek. Bieguny magneso6w musza by¢ do siebie przeciwnie skierowane.

Zabawa polega na rozkrgceniu baczka na plytce umieszczonej nad magnesem statym.
Nastepnie umiejetnie unosimy ptytke z krgcacym sig baczkiem do momentu, az zacznie on
sam unosi¢ si¢ w polu grawitacyjnym, wirujac nad magnesem. Wtedy plytk¢ odsuwamy. W
tym stanie lewitacji dynamicznej baczek pozostaje okoto 2-3 minut.

Rys. Kolejne etapy wprowadzania baczka w stan dynamicznej lewitacji: 1) rozkrgcamy baczek
na plastikowej plytce, i1) unosimy plytke do gory, ii1) odsuwamy plytke pozostawiajac baczka
wirujacego w powietrzu.

Oczywiscie wprowadzenie baczka w stan tej dynamicznej lewitacji wymaga pewnej wprawy,
bardzo doktadnego ustawienia magnesu trwatego w poziomie oraz dobrania ci¢zaru baczka za
pomoca dolaczonych pierScieni. Wazne tez jest aby baczek wirowal z odpowiednia
predkoscia katowa. Nie moze ona by¢ zbyt wolna, ale tez nie moze by¢ zbyt szybka.

Lewitron zostal wynaleziony i opatentowany przez Roy’a Harring’a w 1983 roku w USA.
Teoretyczne zrozumienie jak dziata lewitron pojawito si¢ dopiero w 1996 roku. W dalszej
czgsci wyjasnimy zasade dzialania lewitronu.

Jak lewitron (nie) dziala

Aby baczek unosit si¢ w polu grawitacyjnym musi na niego dziata¢ sitla rd6wnowazaca
przyciaganie ziemskie. Dlatego jednoimienne bieguny magnesu w podstawie i w baczku
musza by¢ zwrocone przeciwnie do siebie, jak na rysunku. Gdyby baczek nie wirowat to



natychmiast odwrocitby si¢ i spadt na podstawe. Poniewaz wiruje to posiada moment, ktory
jest zachowany. Dlatego si¢ nie przewraca. Jest jednak problem z istnieniem réwnowagi
trwatej takiego ukladu. Bardzo dobrze to wida¢ gdy probujemy dostroi¢ zabawke do
dziatania. Przy nieudanych probach zauwazamy, ze wirujacy baczek faktycznie si¢ nie
odwraca (moment pgdu jest zachowany), jednakze wyptywa z obszaru nad magnesem i spada
poza podstawa.

Jesli baczek ma moment magnetyczny M i masg 7 to znajdujac si¢ w polu magnetycznym o
indukcji B(r) , ktora zalezy od danego punktu w przestrzeni, oraz w polu grawitacyjnym o
natezeniu & posiada energi¢ potencjalna

U(r) =-Uu D?(r) +mgz,

gdzie z jest wysokoscia nad powierzchnia Ziemi. W pustej przestrzeni pola magnetyczne i
grawitacyjne spelniaja twierdzenie Earnschaw’a. Oznacza to, ze energia potencjalna nie ma
lokalnego (i tym samym globalnego) minimum. Mozna pokazaé, ze posiada ona punkt
siodtowy tak, jak dwuwymiarowa funkcja f (x, y) =x” - y* przedstawiona na rysunku. W
kierunku osi x ma ona minimum tak, jak parabola o ramionach do gory, a w kierunku y ma
ona maksimum tak, jak parabola o ramionach w dot. Gdy baczek znajdzie punkt rownowagi
trwalej wzdhuz jednego kierunku, to ucieka z tego obszaru w kierunku prostopadtym gdyz
wzgledem niego byla to rownowaga nietrwata.

Rys. Punkt siodtowy dwuwymiarowej funkcji f(x,y) =x* - 2.

Jak wigc lewitron naprawde¢ dziala

Lewitujacy baczek wykonuje trzy rodzaje ruchéw: szybki ruch obrotowy wokot whasnej osi,
wolniejsza precesj¢ osi obrotu, oraz powolny ruch s$rodka masy baczka na boki.
Doswiadczalne oszacowanie charakterystycznych czgstosci tych ruchow daje dla ruchu

wirowego fuiow =25Hz | dla precesji fecesu =9Hz i dla ruchéw bocznych [y = 1Hz
Skale czasowe dla tych trzech rodzajow ruchu sq rozne:



fboczny << fprec&sja << fwiruwy .

Mowimy o separacji skal czasowych w tym ukiladzie. Jesli w uktadzie zachodzi separacja
typowych czaséw dla réznych procesow to mozna zastosowac przyblizenie adiabatyczne.

Precesja osi lewitronu zachodzi szybciej niz ruch na boki. Efekt zyroskopowy w ciagly
sposob ustawia o$ precesji baczka do lokalnego kierunku zewngtrznego pola magnetycznego

B(r). Usredniony po czasie moment magnetyczny baczka jest zawsze ustawiony

antyrownolegle do zewngtrznego pola 1 sity magnetyczne przeciwdzialaja sitom grawitacji.
Mozna sobie wyobrazi¢, ze baczek powoli porusza si¢ na boki, a szybka precesja zawsze
znajduje nowa o$ precesji dla danego potozenia baczka.
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Rys. Precesja osi baczka wokot lokalnego kierunku pola magnetycznego.

W optymalnych warunkach, czyli gdy bqaczek jest w stanie lewitacji dynamicznej, wielkos¢
pB(r)

jest niezmiennikiem adiabatycznym uktadu. Innymi stowy, dla dostatecznie dtugich czasow
wielko$¢ ta jest stata (niezmienna w czasie). Dzigki temu energi¢ potencjalna catego uktadu
mozna zapisa¢ jako funkcje dlugosci wektora indukcji pola magnetycznego

B(r) =,/B} + By2 +B?  czyli U= U(B(r)) . Taka funkcja ma lokalne minimum i tym samym

istnieje punkt rownowagi trwatej. Rownowaga stabilna jest wigc efektywnie osiagana.
Pozostaje to w zgodzie z twierdzeniem Earnschaw’a gdyz uklad jest w rzeczywistosci
dynamiczny.

Z.akonczenie

Zakonczymy nasze rozwazania ogoélna uwaga metodologiczna. Okazuje sig, ze aby zrozumie¢
fizyczne podstawy dziatania lewitronu nalezy odwota¢ si¢ do jezyka matematyki i pojecia
niezmiennika adiabatycznego. Bez tej teoretycznej analizy nie moglibySmy zrozumie¢ i
wyjasni¢ dlaczego lewitron naprawde dziata. To matematyka dostarczyta nam odpowiednich
narzgdzi aby zrozumie¢ dziatanie lewitronu.



Ramka: Szkic dowodu twierdzenia Earnschaw’a

Dowdd intuicyjny: Umies¢my takie same ladunki w wierzchotkach szescianu. Umieszczony w srodku tadunek
tego samego znaku bedzie w stanie rownowagi, gdyz ze wszystkimi szescioma tadunkami oddziatuje tak samo.
Narysujmy linie sit pola od tych szesciu tadunkow. Widzimy, Ze rozbiegajq sie one do nieskonczonosci wzdiuz
prostopadiych do bokow osi symetrii szescianu. Ladunek umieszczony w srodku ucieknie z putapki wzdtuz tych
linii jesli zostanie minimalnie przesuniety z geometrycznego Srodka ukladu. Srodek ten nie jest punktem
rownowagi trwatej.

Dowéd matematyczny: oparty jest na twierdzeniu Gaussa i wymaga znajomosci analizy wektorowej.

Ramka: Niezmiennik adiabatyczny.

Bardzo waznymi wielkosciami w fizyce sq te, ktore nie zmieniajq sie w czasie. Sq to tak zwane wielkosci
zachowane. Przykladami sq energia, ped lub moment pedu dla izolowanego ukladu fizycznego. Gdy uklad nie
jest izolowany i oddziatuje z otoczeniem, na przyklad jeden z parametrow ukltadu zmienia sie w czasie, to
wspomniane wielkoSci nie sq juz zachowane. Gdy parametr uktadu zmienia sie duzo wolniej niz typowe czasy
innych procesow w tym ukladzie, to pewne wielkosci fizyczne mogq by¢ w przyblizeniu zachowane. To znaczy w
dostatecznie diugim czasie mozna je traktowac jako state. Nazywamy je niezmiennikami adiabatycznymi.

Jako przykiad rozwazmy wahadlo matematyczne, ktorego diugos¢ zmienia sie powoli w stosunku do okresu
drgan. Powolna zmiana diugosci wahadta oznacza, ze

1 dlli) 1

e) ar T
gdzie | jest chwilowq dlugosciq wahadla, a T =211/l / g okresem jego drgan. Energia ukladu E nie jest
stala. Ale wielkos¢ E (t )qll ( t ) Jjest w przyblizeniu stata. To jest wlasnie niezmiennik adiabatyczny wahadta o

zmiennej diugosci. Mozna fatwo zauwazyé, zZe inne wielkosci jak T (t)/ I\t) lub E(t)T (l‘) sq tez

niezmiennikami adiabatycznymi.

1(t)

Rys. Wahadlo o powoli zmieniajqcej sie diugosci.
O
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