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Warunki zaliczenia

e Zaliczenie w pierwszym terminie

1. Prace domowe, 1 na tydzien losowo wybrane
z serii za 2p.

2. Kolokwium, 8 kwietnia, 2024, sala 1.01, 9:00-
13:00, test 10p., 3 zadania po 10p.

3. Kolokwium, 27 maj 2024, sala 1.01, 9:00-
13:00, test 10p., 3 zadania po 10p.

4. Egzamin, 19 czerwca 2024, sala 1.01, 9:00-
13:00, test 10p., 3 zadania po 10p.

e Zaliczenie poprawkowe

1. Egzamin pisemny poprawkowy

2. Egzamin ustny poprawkowy, mozliwos¢ po-
prawy oceny w drugim terminie

Wypadkowa ocena na podstawie zebranej liczby
punktéw w kazdym ze sposobdéw zaliczania po unor-
mowaniu do 100 :

5+ za 99-100p.,
5 za 90-98p.,
4+ za 81-89p.,
4 za 72-80p.,
3+ za 62-T1.,

3 za 50-61p.,

2 za 0-49p.

Uwaga: punkty z zaliczenia w pierwszym terminie i po-
prawkowym nie sumuja sie.

1 Tydzien I, 26,/02-04,/03,/2024
1.1 Wyklad

I. Podstawy termodynamiki fenomenologicznej

$1. Uktady makroskopowe - przyktady uktadow
makroskopowych  bedacych przedmiotem badan
termodynamiki 1 fizyki statystycznej, definicja
miary ilo$ci materii w uktadzie jednostek SI, defi-
nicja jednego mola - jeden mol zawiera doktadnie
Ny = 6,02214076 - 10?3 elementéw strukturalnych,
stala Avogadro Ny = 6,02214076 - 10?3 1/mol, przy-
ktady 1 mola substancji.

$2. Podstawowe pojecia termodynamiki - definicje
stanu termodynamicznego (makrostanu), rownowagi
termodynamicznej, ekstensywnych i intensywnych
zmiennych termodynamicznych, réwnanie stanu i
proste przyktady, definicja funkcji stanu.

$3. Zerowa zasada termodynamiki i temperatura em-
piryczna - tresé zerowej zasady termodynamiki, istnie-
nie temperatury empirycznej jako konsekwencja zero-
wej zasady termodynamiki, skale temperatur i prak-
tyczny jej pomiar, skala temperatur oparta na gazie
doskonatym, ci$nienie i sposoby jego wyznaczania, jed-
nostki ci$nienia.

$4. Procesy termodynamiczne - definicja procesu ter-
modynamicznego, przyktady proceséw z ustalonym pa-
rametrem, izoprocesy (izotermiczny, izochoryczny, izo-
baryczny, adiabatyczny, ...), procesy cykliczne, procesy
infinitezymalne, definicja procesu odwracalnego (w sze-
rokim i waskim sensie), procesy pseudostatyczne i kwa-
zistatyczne.

1.2 Pokazy

1. Mole réznych pierwiastkow (wraz z molem gazu
doskonatego).

2. Termometr gazowy (puszka z powietrzem + U-
rurka z denaturatem)

3. Stalowa kulka + stalowa plyta z otworem (zimna
sie miedci a goraca sie nie miesci)

4. Termometr Galileusza
5. Punkt potréjny wody

6. Rozszerzalnosé ciat statych, tj. dylatometr, bime-
tal

7. Ogrzewanie drutu zelaznego (nie-monotoniczna
rozszerzalno$é termiczna)

8. zalezno$¢ oporu wlasciwego od temperatury dla
polprzewodnika i metalu

9. pirometr
10. termometr na podczerwien

11. kolba z tlokiem + dziurami + woda



12. wybijanie korka mtotkiem + woda
13. zgniatanie puszki z gotujaca sie woda

14. przyrzad do pokazania zmiany cisn hydrostat. z
gtebokoscia

15. pompa prézniowa + rekawiczka gumowa

16. pompa prézniowa + szklanka z woda

1.3 Zadania na ¢éwiczenia

1. Na podstawie rocznego §wiatowego wydobycia we-
gla w wysokosci 175 eksadzuli oszacowaé roczny
przyrost stezenia COs w atmosferze przy zaloze-
niu, ze cale wydobycie jest spalane na biezaco. Wy-
nik wyrazi¢ w ppm (czasteczkach na milion).

2. Prawo Fouriera przewodnictwa cieplnego jedno-
rodnego osrodka ma postaé

T
G—ZKJAT
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gdzie T'(r,t) to lokalna temperatura w osrodku,
A oznacza trojwymiarowy Laplasjan, zas k to od-
powiedni wspolczynnik. Korzystajac z twierdzenia
Stokesa uzasadni¢ stad prawdziwosé tzw. prawo
stygniecia Newtona obiektu umieszczonego w du-
zym otoczeniu o temperaturze zewnetrznej T,:

dT -

— =T, —T 2

= a(l. - T) 2)
gdzie T to $rednia temperatura obiektu, a o to
pewien wspotczynnik.

3. Temperatura nad poélprzestrzenia o wspolczyn-
niku stygniecia o zmienia sie jak

T(t) =Ty + Acoswt. (3)
Okresli¢ przebieg zmian temperatury na gleboko-
$ci L. Wskazéwka: wygodnie jest wyprowadzi¢ od-
powiednia postaé¢ prawa stygniecia dla sasiaduja-
cych cienkich paskow.

4. Oszacowaé¢ wplyw rozszerzalnosci termicznej szkta
na okreslenie skali termometru rteciowego skon-
struowanego ze sferycznej banki szklanej potaczo-
nej z cienka rurka.

2 Tydzien II, 05-10/03 /2024
2.1 Wyktad

$5. Praca, energia wewnetrzna, pierwsza zasada ter-
modynamiki - definicja infinitezymalnej pracy mecha-
nicznej d W, praca jako rozniczka (jednoforma, forma
Pfaffa) niezupelna, przyklady wyrazen na prace w pro-
cesach odwracalnych, zmienne z; =V, N, M , ﬁ, i
sity F; = —p, pu, ﬁ, E, ... uogdlnione oraz zwigzana
z nimi praca dW = ) . Fidx;, definicja ciepta dQ,
definicja energii wewnetrznej U = U(T,V, N, ...) jako

ekstensywnej funkcji stanu, zasada zachowania ener-
gii w ukladzie izolowanym (nieistnienie perpetuum mo-
bile pierwszego rodzaju), poduklady termodynamiczne
w kontakcie, pierwsza zasada termodynamiki dla po-
duktadu dU = dW + d@Q, w procesach cyklicznych
$dU = W + Q = 0, analiza ciepla w ukladzie jedno-
sktadnikowym w réznych zmiennych termodynamicz-
nych, definicja pojemnosci cieplnej, pojemnosé cieplna
przy stalej objetosci i przy stalym cisnieniu, definicja
ciepta wlasciwego, analiza ciepta wlasciwego dla gazu
doskonalego, rownanie adiabaty dla gazu doskonalego.

$6. II zasada termodynamiki - obserwacje doswiad-
czalne i konieczno$é¢é wprowadzenia II zasady termody-
namiki, rozne sformutowania II zasady termodynamiki:
Clausis, Kelvin, Planck i Ostwald. Nieistnienie perpe-
tuum mobile II rodzaju.

$7. Maszyny cieplne - definicja silnika cieplnego i
pompy cieplnej, definicja sprawnosci silnika cieplnego i
pompy cieplnej, maszyny odwracalne i nieodwracalne,
przyktad cykl Carnota, twierdzenie Carnota o spraw-
nosci cyklicznego silnika odwracalnego, twierdzenie Ke-
lvina o istnieniu termodynamicznej, absolutnej skali
temperatur.

2.2 Pokazy
1. Silnik Stirlinga i zarowka.

2. Dwa sprzezone silnika Stirlinga, jeden w trybie
pracy, drugi w trybie pompy cieplne;j.

2.3 Zadania na éwiczenia

1. Sprawdzié, czy forma Pfaffa
ye “dr + xe *dy — xye *dz

jest forma zupelna. Jezeli tak, to znalezé funkcje,
ktorej jest rozniczka w R3.

2. Sklasyfikowa¢ forme Pfaffa
dQ = CydT + pdV.

Znalez¢ czynnik calujacy p (t.j., ud @ = dS) przy
zalozeniu, ze p i V spelniaja rownianie stanu gazu
doskonalego pV = RT dla jednego mola, a pojem-
nos¢ cieplna Cy jest stala.

3. Wyprowadzi¢ wyrazenie na prace infinitezymalna
dla a) dielektryka w polu elektrycznym, dW =
Edﬁ, b) magnetyka w polu magnetycznym,
dW = HdM, oraz c) rozciagganego (Sciskanego)
preta/gumy o polu przekroju A spelniajacego
prawo Hooke’a, dW = ATdl, gdzie T jest napie-
ciem.

4. Niech {X;} bedzie zbiorem parametréow eksten-
sywnych, a {y;} zbiorem parametréw intensyw-
nych. Wtedy kazda ekstensywna funkcja stanu A
spelnia zwiazek

14()\)(17 AXQ, Y1y Y2, ...

) = AA(Xl,X27 e Y1,Y2, -

);



10.

a kazda intensywna funkcja stanu a spelnia zwia-
zek

a()\Xh )\XQ, s Y1, Y2, ) = a(Xl,Xg, s Y1, Y2, ),

dla A = 1,2, ... Pokazaé, ze te stwierdzenia zacho-
dza dla dowolnej liczby rzeczywistej A > 0 przy
warunku, ze funkcje stanu sa ciagte.

7 zerowej zasady termodynamiki wiemy, ze dla
trzech cial we wzajemnej réwnowadze zachodza
zaleznoéci

Fl(p27 ‘/'27p37 ‘/3) = 07

F2(P17V17p37 ‘/3) = 0,
F3(p1,V1,p2,V2) = 0.

Za pomoca odpowiednich matematycznych prze-
ksztalcenn udowodnié, ze zwigzki te mozna spro-
wadzié¢ do prostszej postaci

©1(p1, V1) = O2(p2, V2) = O3(ps, Va),

w ktorej zmienne odnoszace sie do poszczegdlnych
cial s rozdzielone.

Wyznaczy¢ zaleznosé energii wewnetrznej U gazu
van der Waalsa od temperatury 7', objetosci V i
liczby moli n wiedzac, ze dla jednego mola

3 a
U=_-RT+ —.

2 + V
Czy rozprezanie gazu do proézni mozemy przepro-
wadzi¢ pseudo-statycznie? Jezeli tak, to w jaki
sposob? Czy bedzie to proces kwazi-statyczny?

Czas, po ktorym uktad przechodzi ze stanu nierow-
nowagowego do stanu rownowagi nazywamy cza-
sem relaksacji. Niech czas relaksacji przy wytrace-
niu ukladu z réwnowagi przez zmiane parametru
a 0 mala warto$¢ Aa wynosi 7. Jaki warunek musi
by¢ spelniony, aby proces polegajacy na zmianie w
czasie parametru a zgodnie z zaleznoscia a = a(t)
mozna byto uznaé¢ za pseudo-statyczny?

Proces Joule’a-Thomsona polega na bardzo powol-
nym przeciskaniu gazu przez porowata przegrode
z obszaru (1), gdzie utrzymywane jest ci$nienie py,
do obszaru (2) o ci$nieniu ps < p;. Przy nieskon-
czenie duzej przegrodzie szybkos$¢ procesu jest nie-
skoniczenie mata. Czy jest to proces odwracalny?
Czy jest to proces pseudo-statyczny?

W przypadku jednoatomowego gazu doskonatego
energia wewnetrzna U w stanie o objetosci V i
ci$nieniu p wynosi

3
U= _pV.
2p

Wykazaé, ze w odwracalnym procesie adiabatycz-
nym przeprowadzonym nad takim gazem zachodzi
zwiazek

pV"7Y = const,

11.

12.

13.

1.

gdzie v jest pewna stala. Wyznaczyé prace jaka
nalezy wykonaé¢ nad takim gazem przy przepro-
wadzaniu go ze stanu (p1, V1) do stanu (ps, V) na
drodze adiabatycznej niekoniecznie odwracalne;j.

Uogolni¢ wynik z wyktady Cp = Cy + nR dla
n moli gazu na dowolny prosty uktad termodyna-
miczny na dwa sposoby:

Cp=Cy + <3‘T/)p{p+ (gg)T}; (4)

crm (), 0(30), (%)

Dla gazu doskonatego o niezaleznym od tempera-
tury cieple wlasciwym C,, pokazaé¢ prawo adiabaty

(6)

oraz obliczy¢ prace jaka wykonuje ten gaz w do-
wolnej (niekoniecznie quasistatycznej) przemianie
adiabatycznej ze stanu py, V7 do stanu ps, V.

pV7 = const

Zakltadajac ze przemieszczanie sie¢ powietrza w at-
mosferze zachodzi quasistatycznie w sposob adia-
batyczny, znalezé postaé¢ zaleznosci temperatury
od wysokosci, zaniedbujac wplyw kondensacji
pary. Przedyskutowaé jakosciowo co sie stanie je-
zeli wilgotno$é jednak uwzglednimy.

2.4 Zadania domowe

Zbieramy 21 marca 2024r. na wyktadzie.

Pokazaé, ze dla jednego mola gazu doskonalego
o niezaleznym od temperatury cieple wlasciwym
przy stalej objetosci ¢, przy quasi—statycznym
rozprezaniu adiabatycznym ze stanu (Tp,Vy) do
dowolnej objetosci V' zachowana jest wielkosé¢

Q

oc=cyln—+ —

0T (7)

gdzie U i Uy oznaczaja energie wewnetrzng w sta-
nie koricowym i poczatkowym, odpowiednio, a Q)
jest cieptem pobieranym podczas dokonywanego
kwazistatycznie tzotermicznego rozprezania tego
gazu do tej samej koricowej objetosci w tempera-
turze poczatkowej.

. Rozwazy¢ ponownie problem okreslenia tempera-

tury na gtebokosci L pod powierzchnia gruntu gdy
temperatura nad gruntem zmienia sie jak

T(t) = Ty + Acoswt. (8)

W tym celu zdyskretyzowaé¢ rownanie

oT 0*T
el
ot ox?
dzielac grunt o grubosci L na identyczne cienkie
paski o grubosci Ax oraz przyblizajac tempera-
ture w pasku poprzez T(x) =~ T,, a pochodne na

9)



. T
gornym brzegu przez G- ~

twierdzenia Stokesa, ze wtedy

Tho1—T, ,
. Pokazac z
T

ar  w

& N T, 4T —2T).
dt ALE2< 1+ dnt )

(10)
(zaniedbaé strumien przez boczne $cianki) Biorac
Ansatz

T, = \"e™! (11)
znalez¢ réwnanie na A i rozwiazac¢ je w pierwszym
nietrywialnym rzedzie w Am\/g . Wybraé to roz-
wigzanie, ktore charakteryzuje sie malejaca ampli-
tuda. Na koniec wziaé¢ granice n — oo przy usta-
lonym L i sprawdzié, ze spelnione jest réwnanie

3. Niech x bedzie dowolna wielkoscia bedaca funk-
cja stanu termodynamicznego uktadu ktérego stan
rownowagi jest zadany jednoznacznie przez poda-
nie jego objetosci molowej v i temperatury 7. Wy-
kazaé, ze molowe ciepto wtasciwe przy stalym x
spelia

() (), n(2),
3 Tydzien III, 11-17/03/2024
3.1 Wyklad

$8. FEntropia i II zasada termodynamiki - definicja
ciepta zredukowanego, znikanie ciepta zredukowanego
dla odwracalnego cyklu Carnota, uogdlnienie na do-
wolny cykl odwracalny, matematyczne sformulowanie
II zasady termodynamiki dla proceséw odwracalnych,
istnienie entropii jako funkcji stanu i jej zwiazek z
cieptem i temperatura TdS = d@Q, sformutowanie I
zasady termodynamiki dla proceséw odwracalnych, IT
zasada termodynamiki dla dowolnych proceséw, prawo
wzrostu entropii w procesach nieodwracalnych.

II. Zmienne losowe i rozklady prawdopodo-
bieristwa

$1. FElementy teorii prawdopodobieristwa - cze-
stosciowa (Laplace’a) definicja prawdopodobienstwa,
aksjomatyczna definicja przestrzeni probabilistycz-
nej (Kolmogorov), prawdopodobienistwo warunkowe,
zmienne losowe, zmienne losowe ciagle i dyskretne, ge-
sto$é¢ prawdopodobienstwa.

$2. Funkcje tworzgce, momenty, kumulanty i korela-
cje, centralne twierdzenie graniczne - definicje sredniej,
momentéw i dyspersji, dygresja o réznych $rednich,
przyktady srednich: arytmetyczne, geometryczna, har-
moniczna, Holdera, funkcja tworzaca dla momentéw,
kumulanty, funkcja tworzaca dla kumulantéw, wielko-
$ci marginalne, momenty i korelacje, zdarzenia nieza-
lezne, faktoryzacja gestosci prawdopodobienistwa i ko-
relacji dla zmiennych niezaleznych, dodawanie nieza-
leznych zmiennych losowych, centralne twierdzenie gra-
niczne, rozktad Gaussa.

$3. Prawdopodobieristwo, informacja i entropia - po-
jecie informacji, ilo$¢ informacji, srednia ilo$¢ informa-
cji, entropia informacyjna Shannona, wtasnosci entro-
pii informacyjnej, niezalezne zrédla informacji, addy-
tywno$¢ entropii informacyjnej.

3.2 Pokazy

1. Omoéwienie PID - proportional integral derivative do
stabilizacji pomiaréw, np. procesé6w izotermicznych.

3.3 Zadania na ¢éwiczenia

1. Wykazaé¢ rownowazno$é sformutowan drugiej za-
sady termodynamiki przez Clausiusa i przez Ke-
lvina.

2. Wyznaczy¢ sprawnosé silnika dziatajacego w od-
wracalnym cyklu Carnota, gdzie czynnikiem ro-
boczym jest gaz doskonaly jednoatomowy.

3. Wykazaé, ze sprawnos$é lodowki dziatajacej w spo-
s6b odwracalny wynosi w. = To/(Th — T).

4. Wykazaé, ze dla dowolnego procesu infinitezymal-
nego, w ktorym uktadowi dostarczane jest ciepto
Q@ od termostatu o temperaturze T, zachodzi nie-
rownosé dS > Q/T.

5. Wykazaé, ze sprawnos¢ dowolnego silnika pracuja-
cego pomiedzy dwoma termostatami o temperatu-
rach T > T5 nie moze by¢ wieksza od sprawnosci
odwracalnego cyklu Carnota, tzn. n < 1 — Ty /T}.

6. Wykazaé, ze zwiazek dQ = TdS, gdzie T jest tem-
peratura, okresla T' 1 S z dokladnoscia do trans-
formacji T/ = aT, S’ = S/a+ b, gdzie a i b to
pewne stale rzeczywiste.

7. Wyznaczy¢ entropie dla jednoatomowego gazu do-
skonaltego scharakteryzowanego rownaniami stanu
pV =nRT oraz U = %nRT.

8. Wyznaczy¢ w funkcji temperatury 7' i ci$nienia p
potencjal chemiczny g jednoskladnikowego gazu
doskonatego.

3.4 Zadania domowe

Zbieramy 28 marca 2024r. na wykladzie. We wtorek 26
marca jest plan czwartkowy, wiec zbieramy tego dnia.

1. Odwracalny cykl Mayera sktada sie z adiabatycz-
nego rozprezania, izobarycznego sprezania i izo-
chorycznego ogrzewania. Rozpatrujac ten cykl dla
jednego mola gazu doskonalego jako czynnika ro-
boczego wyznaczyé cieplny réwnowaznik pracy,
tzn. pokazaé, ze R = ¢, —cy.

2. Czy dla uktadu fizycznego moze byé¢ spelniona
réwnosé ¢, = cy? Jezeli tak, to podaé¢ przyklad
takiego uktadu.



3. Gaz van der Waalsa scharakteryzowany jest przez
réwnania stanu

(b + 55)(v —b) = RT,

3 a
= -—RT — —.
v 2R v

Wyznaczy¢ réwnanie podstawowe S = S(U,V, N)
dla tego gazu.

4 Tydzien IV, 18-24/03/2024

4.1 Wyklad

ITII. Ergodyczno$é i dochodzenie ukladu do
stanu ré6wnowagi

$1. Przeptyw w przestrzeni fazowej w mechanice kla-
sycznej - Problem nieodwracalno$ci w czasie zjawisk
makroskopowych, postawienie problemu, przestrzen fa-
zowa, ewolucja Hamiltonowska, rownania Hamiltona,
ogodlne uklady dynamiczne i ewolucja objetosci w prze-
strzeni fazowej, predkosé bez dywergencji jako warunek
na zachowanie objetosci w przestrzeni fazowej, spelnie-
nie tego warunku w dynamice Hamiltonowskiej, réwna-
nie Liouville’a i jego rozwiazanie w przypadku zalezno-
Sci gestosci od wielkosci zachowanych, rozktad mikro-
kanoniczny.

$2. Nieodwracalno$é a powrdst Poincare’go - zalozenia
i tres¢ twierdzenia o powrocie (Poincare’go).

$3. Hipoteza ergodyczna, rozktad mikrokanoniczny
- $rednia po czasie, Srednia po zespole statystycz-
nym, hipoteza ergodyczna, zasada réwnych prawdopo-
dobieristw a priori, gesto$¢ standéw na powierzchni o
ustalonej energii, rozktad mikrokanoniczny.

$4. Dynamika kwantowa - operator statystyczny i
opis stanow mieszanych, wlasno$ci operatora staty-
stycznego, kryteria czystosci stanu, entropia von Neu-
manna, operator zredukowane dla uktadéw wielu cza-
stek, stany niezalezne (iloczynowe), stany nieskorelo-
wane i $rednie, macierz gestosci w reprezentacji poto-
zeniowej i pedowej, funkcja Wignera opisujaca rozktad
w przestrzeni fazowej.

4.2 Pokazy

1. Gwaltowny wplyw powietrza do prozni w dlugiej
rurze.

4.3 Zadania na éwiczenia

1. Wybieramy w sposob przypadkowy liczbe lezaca
miedzy 0 a 1. Ile wynosi prawdopodobieristwo, ze
doktadnie pie¢ sposrod dziesieciu pierwszych cyfr
po przecinku sktadaé sie bedzie z cyfr mniejszych
od 57

2. Dzialo obracajace sie ze stala predkoscia katows w
strzela w losowo wybranej chwili. Wyznaczy¢ roz-
ktad prawdopodobienistwa potozenia punktu tra-
fienia na ekranie znajdujacym sie w odlegtosci d
od dziata.

3. Rzucamy w sposéb przypadkowy igla o dtugosci 21
na plaszczyzne, na ktorej narysowano proste row-
nolegte odlegte o 2a (a > [). Jakie jest prawdo-
podobieristwo przeciecia przez igle ktorejkolwiek
prostej?

4. Na przyktadzie czastek z momentem magnetycz-
nym (spinéw) wprowadzi¢ i omoéwic rozktad dwu-
mienny (Bernoulliego). W odpowiednich granicach
wyprowadzié¢ rozktady Gaussa i Poissona i oméwié
ich wlasnosci, znalezé¢ funkcje tworzaca dla mo-
mentoéw i kumulantow (gdy istnieja), momenty i
kumulanty. Przy okazji przypomnieé¢, udowodnié
wzoOr Stirlinga.

5. Pokazaé, ze kumulanty sa pewnymi kombinacjami
momentow dla K,, z n = 1,2,3,4. Podaé ogdlne
wyrazenia.

6. a) Korzystajac z tego, ze Srednia energia kine-
tyczna gazu doskonatego E = m YN (v2)/2N =
kpT/2 na jeden stopieri swobody, gdzie m jest
to masa czastki, T temperatura, a kp stata Bolt-
zmanna, oraz z centralnego twierdzenia granicz-
nego dla niezaleznych zmiennych losowych wypro-
wadzi¢ rozktad Maxwella (1859) dla predkosci ¥,

t].
m % _ _mo?
e 2kpT
(27Tk3T>

b) Znalez¢ rozklad Maxwella w zmiennych v = |
i Q kat brylowy, tj.

—

p(7)

3
5 Tﬂ,712
p(v) = 4mv? <27T7IZ:lBT> e BT

p(Q2) = $~

Znalez¢ predkosé typowa, $rednia i srednia jej kwa-
dratu. ¢) Znalezé rozklad energetyczny od E =
mv? /2, tj.

2WE — B
VaksTpRe

d) Z przekazu pedu wyprowadzi¢ réwnanie stanu
gazu doskonatego pV = NkgT i pV =
%U . e) 7Z zasady ekstremum entropii S =
—kp [ dsvp(0) In(p(v)C), gdzie C' jest pewna stalg
gdyz p(v) jest wymiarowe (!), oraz warunku, ze
prawdopodobienstwo jest unormowane do jedno-
§ci i (v2)kpT/m wyprowadzi¢ ponownie rozkltad
Maxwella. Znalezé entropie tego gazu (z doktad-
noscig do C).

p(E) =

7. Talia zawiera 52 potasowane karty. a) Jaka jest
zawarto$¢ informacyjna calej tali? b) Jaka jest za-
wartos¢ informacyjna 5-kartowego ukltadu pokera
wyciaganego losowo z tej talii.

4.4 Zadania domowe

Zbieramy na wykladzie 4 kwietnia 2024r.



1. Dowie$¢ wzor rekurencyjny pomiedzy momentami

M,, i kumulantami K,

(n—1)!
M, M,_ K,
25—1 Nn =01

. Czesto$¢ wystepowania liter polskiego alfabetu w
tekstach mozna znalezé¢ w

https://sjp.pwn.pl/poradnia/haslo/
frekwencja-liter-w-polskich-tekstach;
7072.html

Na tej podstawie znalezé entropie informacyjna
Shannona liczona na litere polskiego alfabetu. Jak
bardzo ta wartosé rozni sie od przypadku, gdyby
kazda z liter wystepowata z takim samym prawdo-
podobieristwem? Powtorzyé podobng analize dla
przypadku jezyka angielskiego w oparciu o dane z

https://www3.nd.edu/ busiforc/handouts/
cryptography/letterfrequencies.html

Wyciagnaé¢ i przedyskutowaé¢ wnioski poréwnujac
oba alfabety.

. Wg informacji z internetow"wetkniecie po
omacku wtyczki USB do gniazdka wymaga prze-
cietnie trzech prob. Rozwazmy model: poczatkowo
wtyczka jest w losowej orientacji (50%/50%). Jesli
orientacja jest niewlasciwa — odwracamy wtyczke
i powtarzamy; jesli orientacja jest poprawna to z
prawdopodobienistwem p uda nam sie ja wetknaé
w gniazdko, a z prawdopodobienistwem 1 — p nam
sie nie uda i wtedy odwracamy wtyczke i powto-
rzymy probe. Ile musi wynosi¢ p aby zgodnie z in-
ternetowa madroscia potrzeba byto $rednio trzech
prob?

. (*) Na ¢éwiczeniach rozwazaliémy bladzenie przy-
padkowe na poélprostej catkowitej: delikwent star-
towal z polozenia 0 i z prawdopodobienistwem p
zmienial je o +1, a z prawdopodobienistwem 1 — p
zmienial je o —1. Bladzenie koniczyto sie spadnie-
ciem w przepasé po osiggnieciu polozenia +1. Po-
kazalismy, ze do spadniecia dochodzi z prawdopo-
dobieristwem p/(1 — p).

a) oblicz jaka jest srednia liczba krokow wykona-
nych przez bladzacego przed spadnieciem w prze-
pasé (ograniczamy sie tylko do tych ktorzy fak-
tycznie w przepasé spadli)?

b) oblicz jaka jest $rednia liczba krokow poprze-
dzajacych spadniecie w przepasé jesli bladzacy
mogt poruszaé sie tylko po polce skalnej o szero-
kosci 2 krokoéw, tj.: startowal stojac na krawedzi
przepasci - mogt wykonaé¢ dwa kroki w lewo, ale
nie wiecej. Tak jak we wcze$niejszej wersji zadania
kroki przyblizajace do przepasci wykonywane s z
prawdopodobienistwem p, a oddalajace od niej z
prawdopodobienistwem 1 — p

Poréwnaj i skomentuj zalezno$¢ $redniej liczby
krokéw od p w przypadkach (a) i (b).

5 Tydzien V, 25-31/03,/2024
5.1 Wyklad

$5. Kwantowy uktad izolowany - dochodzenie do réw-
nowagi - Hamiltonian niezalezny od czasu, zasada za-
chowania energii w mechanice kwantowej, definicja dia-
gonalnego zespolu statystycznego w kwantowej fizyce
statystycznej, zalezno$é¢ czasowa dowolnej obserwabli,
wyrazy diagonalne i interferencyjne w funkcjach ko-
relacji i érednich, heurystyczny warunek na znikanie
wyrazow interferencyjnych, przyblizenie chaotycznych
faz,.

$6. Kwantowa termalizacja. Hipoteza termalizacji
stanow wtasnych - Paradoksy unitarnej ewolucji
$rednich w czasie, koncepcja lokalnych obserwabli,
hipoteza (postulat) termalizacji stanéow wlasnych
lokalnych obserwabli, rozktad mikrokanoniczny.

IV. Rozklad mikrokanoniczny

$1. Stacjonarny rozktad mikrokanoniczny w mecha-
nice klasycznej i kwantowej - maksymalizacja entropii,
zasada réwnych prawdopodobienistw a’priori, gesto$é
stanow w przestrzeni fazowej, Boltzmann’owska defini-
cja entropii, réwnowazno$¢ powierzchni o objetosci w
przestrzeni fazowej w granicy termodynamicznej, za-
sada holograficzna w fizyce statystycznej, dtugosé ter-
miczna fali materii, granica klasyczna i granica kwan-
towa, kwantowy zesp6t mikrokanoniczny.

$2. Zespot mikrokanonicany dla gazu doskonatego ge-
stosé stanow dla gazu doskonalego o ustalonej energii
FE, entropia gazu doskonatego, problem stalej, norma-
lizacja elementu objetosci w przestrzeni fazowej, poja-
wienie sie stalej Plancka w rozwazaniach klasycznych,
problem z addytywno$cia entropii, paradoks Gibbsa,
czynnik permutacyjny dla czastek nierozréznialnych,
wzOr na entropie Sakurai-Tetrode.

5.2 Zadania na ¢wiczenia
1. Udowodnié twierdzenie o powrocie Poincare’go.

2. Sprawdzi¢, ze dla operatora statystycznego zacho-
dza: Trp = 1, pt = p, Trp?

3. Dla stanu czystego dwdch fotondéw o polaryzacja

Tiy
VDlT122) + /1 = PlYy1y2),

gdzie 0 < p < 1, znalezé operator statystyczny,
zredukowane operatory statystyczne i ich entropie.
Kiedy stan jest nieskorelowany?

W) =

4. Pokaza¢, ze dla uktadu swobodnego funkcja Wi-
gnera spelnia réwnanie

OWlg,p,t)  p IW(a,p,t) _
ot m Oq '
Zmnalezé rozwiazanie
W(Qapa t) - exp(ftﬁ/m)w((bpa t= 0)

= W(q —pt/m,p,t =0).


https://sjp.pwn.pl/poradnia/haslo/frekwencja-liter-w-polskich-tekstach;7072.html
https://sjp.pwn.pl/poradnia/haslo/frekwencja-liter-w-polskich-tekstach;7072.html
https://sjp.pwn.pl/poradnia/haslo/frekwencja-liter-w-polskich-tekstach;7072.html
https://www3.nd.edu/~busiforc/handouts/cryptography/letterfrequencies.html
https://www3.nd.edu/~busiforc/handouts/cryptography/letterfrequencies.html

5.3 Zadania domowe

Zbieramy na wykladzie 11 kwietnia 2024r.

1.

6 Tydzien VI, 01—07/04/2024
6.1 Wyktad

$3. Rownowaga cieplna i mechaniczna - fluktuacja
energii pomiedzy ukladami z przegroda przepuszcza-
jaca energie, temperatura bezwzgledna wyznaczona z
mikroskopowej entropii ukltadu, stabilnosé rozktadu
najbardziej prawdopodobnego, dygresja o ujemnych
temperaturach bezwzglednych gdy widmo energe-
tyczne jest ograniczone z goéry, rownowaga cieplna dla
przegrody ruchomej, mikroskopowa definicja ci$nienia,
Ii zasada termodynamiki jako prawo, ze ukitad dazy
do stanu najbardziej prawdopodobnego.

V. Potencjaly termodynamiczne

$1. Transformacja Legendre’a - konieczno$é uzycia
innych zmiennych termodynamicznych niz E, V czy
N, definicja transformacji Legendre’a i definicja ener-
gii swobodnej Hlemholtza, entalpii, energii swobodne;j
Gibbsa.

6.2 Zadania na ¢éwiczenia

kontynuacja zadan z poprzedniego tygodnia.

7 Tydzien VII, 08-14/04/2024
7.1 Wyklad

$2. Termodynamika ktadu w kontakcie z rezerwuarem-
zachowanie ukladu w kontakcie z termostatem, baro-
statem oraz ich kombinacja. Pokazatem ze odpowiednio
potencjaly F, H oraz G maja w tych sytuacjach mini-
mum.

$3. Relacje Mazwella - Pokazatem relacje Maxwella
i magiczny kwadrat.

$4. Warunki stabilnosci termodynamicznej - warunki
stabilno$ci i wynikajace z nich wnioski o cieple wtasci-
wym (Cp, Cy) oraz wspotezynnikach Scisliwosci (Kg,
K1) + przyklady.

7.2 Pokazy

Pokaz z zachowaniem nurka Kartezjusza w wodzie o
podwyzszonym oraz obnizonym ci$nieniu

7.3 Zadania na ¢éwiczenia

1. Microcanonical ensemble - equilibrium conditions
- An isolated system of the energy U, volume V,
and number of particles N (microcanonical en-
semble) is split with a partition that allows to
exchange the energy and particles and change
the volumes of subsystems, i.e. U;, V; and Nj,

with ¢ = 1, 2, are random variables which are
constrained U; + Uy = U, V3 + Vo = V and
N1+ Ny = N. Let Q;(U;, Vi, N;) be the number of
microstates corresponding to a given macrostate
(Ui, Vi, N;) of each subsystem. Compute the to-
tal number of microstates for a given macrostate
of the whole system. Maximizing the correspon-
ding probability, find the equilibrium conditions
for those subsystems. Hints: Introduce an entropy
S = kplnQ, temperature 1/T = (95/0U)y,n,
pressure p/T = (0S/0V )y n and a chemical po-
tential —u/T = (0S/ON)y,y.

. Number of microstates for a classical ideal gas

in microcanonical ensemble - For a classical ideal
gas in three dimensions find Q(U,V,N) and
I'(U,V,N). Find the corresponding expansions in
case of large INV.

Hints: T(U,V,N) = [dsnadsnp/(R3NNDO(p —
QU,V,N) = (0r'(U,V,N)/0U)y,ndoU, and apply
the Stirling formula n! = n™e™"™. A schematic de-
rivation and final results are shown at the lecture.

. Thermodynamics of an ideal classical gas from mi-

crocanonical ensemble - Applying results of the
previous problem, also discussed at the lecture, de-
termine the temperature T', the pressure p and the
chemical potential p for an ideal classical gas in
three dimensions. Show the energy equipartition
theorem in this example and derive an equation of
state for this system.

. Harmonic oscillator in microcanonical ensemble -

A system is described by a set of classical harmonic
oscillators with the Hamiltonian

N -2
- 1
H = <pz +mw27?§).
i=1

Compute I'(U, V, N), Q(U,V, N), entropy, tempe-
rature, specific heat, pressure, and chemical po-
tential. Why volume is not present?

. Spins in magnetic field, microcanonical ensemble

- An isolated system of N > 1 localized spins 7/2
is in an external magnetic field B and is descri-
bed within a microcanonical ensemble. Find the
entropy, internal energy, temperature, magnetiza-
tion, magnetic susceptibility, specific heat. Discuss
results and plot them as a functions of tempera-
ture.

. Ising spins in canonical ensemble - Consider a sys-

tem of N Ising spins in a magnetic field. Derive the
partition function and discuss thermodynamics of
this system by deriving internal energy, magne-
tization, free energy, entropy, magnetic suscepti-
bility. Compare microcanonical and canonical de-
scription.

. Negative absolute temperatures (This is an additio-

nal material if time allowes, it should be presented
by tutors.) - Discuss a problem of the existence



and a meaning of a negative absolute tempera-
ture in systems of localized spins and in systems
with itinerant degrees of freedom. Discuss histori-
cal and recent experimental findings. Discuss ther-
modynamics and, in particular, an energy transfer
between two systems if the negative temperatures
are allowed.

Literature:

N. Spisak, Foton 132, Wiosna 2016, p. 16;

S. Braun et al., Science 339, p. 52 (2013);

N. Ramsey, Phys. Rev. 103, p. 20 (1956);

M. Klein, Phys. Rev. 104, p. 589 (1956);

D. Frenkel et al., Am. J. Phys. 83, p. 163 (2015)
(1);

E. Abraham, et al., Phys. Rev. E 95, p. 012125
(2017) (M);

7.4 Zadania domowe

Zbieramy na wyktadzie 18 kwietnia 2024r.

1. Two-level system - It is a very popular model de-
scribing localized spins 1/2, photons with polari-
zation or atoms in certain states. For spins 1/2 it
is visualized that each particle has a magnetic mo-
ment pointing up or down. Write down all possible
microstates in the case of N = 2, 3, and 4 particles.
For the spin system the natural variables descri-
bing different macrostates are the total number of
particles N and the "magnetization"M = N, —
N_, where N4 is the numer of moments pointing
up and down, respectively. Derive a formula for the
number of microstates Q(N, M), realizing a given
macrostate with NV and M. Find the total num-
ber of states Q(N) = >~ ,, Q(N, M). In the limit
of large N show that Q(NN, M) ~ Q(N, 0)e~M*/2N
is Gaussian. Show that Q(NV,0) ~ /2/7N2" and
estimate its value for N = 100. Which are the
most probable macrostates?

2. Gas fluctuations in a cubic box A cubic box with
isolating (adiabatic) walls of length L contains N
particles of an ideal gas. Find the dispersion of
the centre of mass of the system in equilibrium.
How does the dispersion behave with the incre-
asing number of particles in the box?

3. Rare fluctuation in the air - An air in a room of
dimensions 3mx3mx3m is under a normal condi-
tions (atmospheric pressure and 7' = 300K). Esti-
mate a probability that at a given time in a cubic
volume a) lem?®, b) 1A° (angstrom) at any place
in this room there is no air due to a statistical
fluctuation. Hint: p ~ exp(—N(v/V)), where N is
a number of particles, V is a volume of the room,
and v is a volume of the small cube.

4. (*) Distribution of particles in a container - Con-
sider N identical, distinguishable particles occu-
pying k cells. It is a model of a discrete space
with particles in it. Microstates are given by the

distribution of particles in each cell. Macrostates
are characterized by providing numbers of par-
ticles n; in each cell 7. Derive the formula for
the number of microstates for a given macro-state
Q(ny,ng, ...,ng) = Nl/nylng! ... ngl. With a fixed
number of particles N = ), n; show that the most
probable distribution of particles is such that in
each cell there is n;, = N/k of them. In other
words, the distribution is uniform.

8 Tydzien VIIIL, 15-21/04,/2024

8.1 Wyklad

VI - Zesp6l kanoniczny

$1. Klasyczny zespot kanoniczny - definicja zespotu
kanonicznego, wyprowadzenie rozktadu kanonicznego
z rozktadu mikrokanonicznego, czynnik Boltzmannow-
ski, wyprowadzenie rozktadu kanonicznego z zasady
maksymalizacji entropii, interpretacja parametru [
jako odwrotnosci temperatury, definicja kanonicznej
sumy statystycznej, wyprowadzenie termodynamiki z
kanonicznej sumy statystycznej, energia wewnetrzna,
entropia, energia swobodna Helmholtza, fluktuacje
energii w zespole kanonicznym, zwiazek ich z cie-
ptem wlasciwym, réwnowaznosé zespotéw mikrokano-
nicznego i kanonicznego w granicy termodynamicznej,
mikroskopowa interpretacja pracy i ciepta w procesach
odwracalnych, zasada ekwipartycji energii, gaz dosko-
naly w zespole kanonicznym.

$2. Kwantowy rozktad kanoniczny - uogélnienie roz-
ktadu kanonicznego na przypadek kwantowy, operator
statystyczny w zespole kanonicznym, problem nieroz-
roznialnodci czastek, wyprowadzenie sumy statystycz-
nej dla gazy doskonalego nierozréznialnych czastek w
kwantowym zespole kanonicznym z pominieciem staty-
styki czastek.

$3. Rozktad Mazwella - wyprowadzenie rozkladu
Maxwella dla gazu doskonalego, wlasnosci rozktadu i
rézne jego przedstawienia, do§wiadczalne badanie roz-
ktadu Maxwella i jego zastosowanie do wyznaczenia
temperatury zimnych atomow.

8.2 Zadania na ¢éwiczenia

1. Rozwazmy prosty ukltad dla ktoérego réwnanie
podstawowe w reprezentacji energetycznej ma po-

stac:
1Sy
VN \ 3A ’

gdzie A to pewna stala. Wyznaczyé energie swo-
bodna Helmholtza, entalpie, entalpie swobodna
Gibbsa i wielki potencjatl termodynamiczny dla
tego uktadu.

U(S,V.N) =

2. Wypisaé¢ wszystkie mozliwe tozsamosci Maxwella
dla energii swobodnej Helmholtza F(T,V, N) i en-
talpii swobodnej Gibbsa G(T',p, N).

3. Pokagé, ze

OH ov or
(o) v =7(5), (%),



4. Rozwazmy paramagnetyk o nastepujacych trzech

wtlasnosciach:

e jego objetosé nie zmienia sie w procesach ter-
modynamicznych (V' = const),

e spelnione jest prawo Curie: xr(T) = a/T,

e pojemnosé¢ cieplna w zerowym polu ma-
gnetycznym jest dana wzorem: Cp(7,0) =
bV/(T?),

gdzie a i b sa dodatnymi staltymi. Znalez¢é pojem-
nos¢ cieplna Cp, (T, h) dla dowolnej wartosci nate-
zenia pola magnetycznego h.

. Proces Joule - Thomsona (dlawienie gazu) po-
lega na powolnym przeciskaniu gazu poprzez po-
rowata przegrode (dlawik) z jednego poduktadu
do drugiego przy ustalonych wartosciach ci$nien w
obu poduktadach (réwnych odpowiednio pa i pp ,
pa > pp ) 1 przy adiabatycznym osltonieciu catego
uktadu. Stalosé cisnienn gazu w kazdym z podu-
ktadéw zapewniona jest dzieki powolnemu ruchowi
ttokéw ograniczajacych te poduktady. Ruch tloka
w poduktadzie o wiekszym ci$nieniu zwiazany jest
ze zmniejszaniem jego objetosci w trakcie przecho-
dzenia gazu przez porowata przegrode; w podu-
ktadzie o mniejszym ci$nieniu ruchowi ttoka towa-
rzyszy zwiekszanie jego objetosci. Przejsciu przez
dtawik w tym procesie towarzyszy zmiana tempe-
ratury gazu:

(T —Ta) = pyr(p — DA),

gdzie pyr = (%—T) nosi nazwe wspotczynnika
PJHN

Joulea-Thomsona. Krzywat inwersji nazywamy
krzywa w przestrzeni stanéw zadana réwnaniem
wyr(T,p) = 0. Wyznaczyé wspotezynnik pyr
krzywa inwersji, a takze maksymalng i minimalna
temperature inwersji dla gazu van der Waalsa.

. Sprawdzi¢ stabilno$¢ mechaniczng 1 mola gazu
van der Waalsa. Nastepnie przedyskutowaé kon-
strukcje Maxwella dla tego gazu wykorzystujac
odpowiednie potencjaly termodynamiczne. Zinter-
pretowaé uzyskany diagram fazowy.

. Gaz znajduje sie w zbiorniku z ruchomym ttokiem
i jest w réwnowadze cieplnej oraz mechanicznej z
otoczeniem o zadanej temperaturze T i ci$nieniu
p. W wyniku jakiego zewnetrznego dziatania
tlok adiabatycznie (odwracalnie) przesuna sie na
zewnatrz, a zatem zmalalo cisnienie gazu. Opisaé
jak uktad zareaguje na te zmiane.

. Pokaé, ze dla k # i spelniona jest nier6wnosé

(59), ()
ayi Xk 3%‘ Yk ’

gdzie (S,V,N,..) = (X1,X2,Xs,...) oraz
(T, —p,iy...) = (y1,Y2,Ys,...). Zinterpretuj ten
wynik dla kg < kp odwolujac sie do reguty prze-
kory Le Chateliera-Brauna.

8.3 Zadania domowe
zbieramy 25 kwietnia 2024r.

1. Chain of rods - N rods o length a are connected
together one to each other (the end of one to the
beginning of the next) forming a chain. The first
rod and the last one are hung on fixed points re-
mote by a distance I, where | < Na and [/a is a
natural number. Find the number of possible mi-
crostates 2 for a given macrostate [ = [Ny —N_]a,
where N, is the number of rods pointed to the
right /left. Estimate the entropy S = kpIn{ at
large N. This model is the simplest one embo-
dying the essential property of the rubber elasti-
city. In particular, one can compute the tension
X = (OF/ol)y = —T(0S/0l)r ~ (kgT/Na?)l
at large N, which obeys the Hook’s law. Hints:
rods are infinitely thin and placed parallel to each
other. It is possible that rods are on both sides of
the boundary fixed points. The number of possible
microstates we can find similarly as in the problem
with the Ising spins.

2. Statistical sum satisfies the relation In Z = a1V,
where a and « are positive constants. Calculate
specific heat at constant volume of this system.

3. Consider N magnetic moments, which have two
allowed orientations +x in an external magnetic
field B (the energy of each dipole can take values
+uB). Within the canonical ensemble, find the re-
lative dispersion of the magnetization oy /M =

(M2) — (M)*/ (M),

9 Tydzien IX, 22-28/04/2024

9.1 Wyklad

VII - Rozklad Plancka i jego zastosowania

$1. Rozktad Plancka - wyprowadzenie dla pojedyn-
czego oscylatora - postulat Plancka o kwantyzacji ener-
gii pojedynczego drgajacego modu, wyprowadzenie
rozktadu prawdopodobienistwa w zespole kanonicznym,
suma statystyczna, $rednia liczba modéw w danej tem-
peraturze (rozklad Plancka) energia wewnetrzna, cie-
plo wlasciwe, energia swobodna, entropia.

$2. Promieniowanie ciata doskonale czarnego - pole
elektromagnetyczne w rezonansowej wnece, relacja dys-
persji, kwantowanie pozioméw energii dla kazdego
modu pola elektromagnetycznego, gesto$é energii we-
wnetrznej, prawo Stefana-Boltzmanna, stata Stefana-
Boltzmanna, termodynamika promieniowania, réwna-
nie stanu, gestosé spektralna i prawo przesunie¢ Wiena,
granice klasyczna i UV, §rednia liczba fotonéw w wnece
w funkcji temperatury, promieniowanie z wneki re-
zonansowej przez nieskonczenie maly otwor, strumier
energii promieniowania z funkcji temperatury, wspol-
czynniki emisji i absorpcji, prawo Kirchhoffa i jego do-
wod, uniwersalno$é rozktadu Plancka dla promienio-
wania elektromagnetycznego, absorpcja, emisja spon-
taniczna i wymuszona, wspolczynniki Einsteina, za-
sada rownowagi szczegbdtowej, zwiazek wspotczynnikdow



Einsteina z wspoétczynnikami emisji i absorpcji, wiel-
kosci fotometryczne, wzgledna wrazliwosé oka ludz-
kiego, strumien swietlny, lumen, $wiattosé zrodta swia-
tta, kandela.

9.2 Pokazy

Obserwacja réznych substancji o réznej temperaturze
za pomocg kamery na podczerwien.

9.3 Zadania na ¢éwiczenia

1. Niech z oznacza jakas ze sktadowych pedu lub po-
tozenia uogoélnionego jednej z molekut. Wykazagé,
ze OH

T— =kpT
< Oz >MC B
gdzie (,)mc oznacza $redniowanie wzgledem roz-
ktadu mikrokanonicznego. Zauwazmy, ze wynik
nie zalezy od zespolu statystycznego. Na wykla-
dzie wyprowadziliémy to samo w ramach zespotu
kanonicznego.

2. Wykorzystujac wynik poprzedniego zadania wyka-
zaé twierdzenie o wiriale méwigce, ze

1 , OV(riy)
pV = NkpT — 3<%T”a;j]>

gdzie ogdélny Hamiltonian jest w postaci

N
Hoy
i=1

N

2
T+ YU + V().

=1 (i5)

a U(7;) opisuj potencjal zwiazany z istnieniem
Scianek, a V(;) jest dwuczastkowym potencja-
tem oddzialywania miedzy czastkami.

3. Work microscopically and macroscopically in the
canonical ensemble - Assuming that the energy
level €;(X) changes with the change of the con-
trol parameter X introduce a microscopic force
F; = —de;/dX and a microscopic work dW, =
F;dX. Derive an equation for the macroscopic
work AW = kpT(01In Z/0X)dX. Discuss this re-
sult for ideal gas in a box of volume (dW = —pdV)
and for Ising spins in a magnetic field (dW =
MdB).

4. Work, heat, entropy and exact forms - Recollect
the first and the second laws of thermodynamics
(dU + AW = dQ, and dQ = TdS), where AW
is the work performed by the system. Discuss the
difference between the state function U and its
differential dU and the not state functions dW
and d Q. Provide a physical interpretation. Show
that dU + dW is not an exact form (use dW =
kpT(0InZ/0X)dX and U = —(01n Z/03). Show
that B(dU 4+ dW) is an exact form with the inte-
gration factor S/kp =InZ — (01n Z/93). Show
the equivalence of S with the thermodynamic en-
tropy S = —(0F/0T)x n.

. Classical ideal gas of two-atom molecules - Ideal

gas is composed of molecules with two atoms of
mas my and mso. Atoms inside a molecule inte-
ract with each other with the potential of model
(expanded) form V (r) = V (rg)+(1/2)mwoé?, with
¢ = r —rg. For a single molecule find the kine-
tic energy in relative and center of mass coordina-
tes. Then find the partition function and discuss
each contributing terms. For the translationally
invariant part use the earlier results for a mono-
atomic ideal gas. For rotational and vibrational
degrees of freedom show that Zi°t = 2IkgT/h?
and Zy'* = kpT/hwy, where I = mr3.

. Classical ideal gas of two-atom molecules - thermo-

dynamics - For a gas of diatomic molecules find:
internal energy, specific heat at constant volume,
Helmholtz free energy, pressure and equation of
state, entropy.

9.4 Zadania domowe

Zbieramy na wyktadzie 9 maja 2024.

1. A system can be in states of energies 0, ¢, €, €, 2¢.

Calculate the internal energy of this system and
the specific heat at temperature T'.

. Tonks gas — 1D system consists of N small indi-

stinguishable segments, each of them of mass m
and length ¢ moving along a section of length L
(L >> No). The segments do not pass through
each other. Treating the system as classical, cal-
culate the canonical statistical sum, Helmholz free
energy and equation of state of the gas created by
such segments. Hints: assume the interacting po-
tential between segments in a form u(z —z’) =0
if |z —2'|>0andu(x —2') =0 if |z —2'| <o,
and the hard wall boundary potential v(z) = 0 if
0/2>2x > L—0/2and v(z) =0 if x < 0/2 or
x > L — 0 /2. Firstly, compute the position depen-
dent part of the partition function as the segments
are distinguishable, i.e. their coordinates are orde-
redr; < 22 < ... < ry_1 < Ty, and then multiply
the results by N!. Do not forget about N! term in
the denominator in dpdq measure.

. The probability density function of measuring the

value F of an internal energy of a classical ideal
gas, which remains in the thermal equilibrium with
a thermostat of temperature 7', can be written as

E%exp(—QF
p(E) = e R PE)
Jo Evexp(—BE)dE
where
3N 1
=% b P

Using this function calculate the mean energy and
derive the most probable value of the energy. Show
that the two are indistinguishable for the classical
ideal gas.



4. (*) Prove the Dalton’s law (which states that in
a mixture of non-reacting gases, the total pres-
sure is equal to the sum of the partial pressures
of the individual gases) for a mixture of classical
gasses using the canonical ensemble. Hint: Calcu-
late the statistical sum for the mixture of gasses
and make use of the definition of the pressure for
one-component gas.

10 Tydzien X, 29/04-05/05/2024
10.1 Wyktad

$3. Ciepto wtasciwe cial statych - krysztal harmo-
niczny, ciepto wtasciwe krysztatu, eksperyment i teo-
ria klasyczna, model Einsteina, model Debye’a, mody
Goldstone’a, dyspersja modu dzwiekowego, odciecie
Debye’a w pedach i czestos$ciach, energia wewnetrzna
i ciepto wlasciwe w niskich temperaturach, fonony, za-
sada emergencji w uktadach ztozonych.

10.2 Zadania na ¢wiczenia

kontynuacja zadan z poprzedniego tygodnia.

10.3 Zadania domowe

1. Classical gas of electric dipoles in an electric field
- For a classical gas of electric dipoles d in the elec-
tric field £ find partition function, Helmholtz free
energy, and polarization. The interacting poten-
tial between the dipoles and the field is V' = —d-€
and masses of the ions are m; and ms. A dipol is
made out of two atoms which charges are distri-
buted such that on one ends there is a charge ¢
and on the opposite end the charge is —q.

11 Tydzien XI, 06-12/05/2024

11.1 Wyklad

VIII Wielki rozklad kanoniczy

$1. Potencjal chemiczny - rodzaje oddzialy-
wan /kontaktu termodynamicznego, oddzialywanie ter-
miczne, oddzialywanie chemiczne (dyfuzyjne), przy-
ktad potencjatu chemicznego w obwodzie z natado-
wang bateria, réwnowaga pomiedzy ukladami w kon-
takcie chemicznym, energia swobodna i termodyna-
miczna definicja potencjalu chemicznego, definicja po-
tencjalu chemicznego w uktadach wielosktadnikowych
i wielofazowych, przyklad potencjalu chemicznego dla
gazu doskonatego,

11.2 Pokazy

11.3 Zadania na ¢wiczenia

1. Mazxwell distribution - characteristics - Find the
typical (the most probable) velocity, the averaged

velocity, the averaged square velocity and the di-
spersion form the Maxwell distribution in three
dimensional space. Estimate those quantities for
an oxygen gas at normal conditions. Lecture part.

. Correlations in an ideal gas The measure of

(in)dependence of two random variables is their
correlation. Find the correlation function between
two components of velocity

C(vavy) = <Uwvy> — (vg) <Uy>

for an ideal gas assuming a Maxwell velocity di-
stribution. Can you guess the result before calcu-
lating?

. Barometric formula - Find the formula describing

how the pressure of the ideal gas in a uniform gra-
vitational field changes with the altitude and the
temperature.

. Rotated cylinder with the ideal gas- An ideal gas is

in the cylindrical container of height h and radius
R, which rotates with the angular velocity w with
respect to symmetry axis. Find the pressure acting
on the cylinder wall. The number of particles NV
and the temperature T are given.

. Find the center of gravity of an ideal gas in the

cylinder in the uniform gravity field g at the tem-
perature 7. An atomic mass m is given.

. Quantum harmonic oscillator - For a single har-

monic oscillator find the partition function, the
average number of excitations, the internal energy,
the specific heat, the free energy, the entropy, and
discuss the low- and high- temperature limits. Lec-
ture part.

. A one-dimensional quantum harmonic oscillator is

in thermal equilibrium with a heat bath at tem-
perature T

(a) What is the mean oscillator’s free energy as a
function of T'7

(b) What is the root mean-square fluctuation AF
in energy?

(¢c) How do the above quantities behave for low
and high 77

. Electromagnetic radiation of a resonance cavity -

An electromagnetic radiation is captured inside an
resonance cavity of cubic shape with the length
L and the temperature T, where metallic walls
are perfect conductors. Find the partition func-
tion, the average number of excitations, the inter-
nal energy, the specific heat, the free energy, the
entropy, and discuss the low- and high- tempera-
ture limits. Lecture part.

. Photons in the Universe - Estimate the average

number per volume of photons in the Universe.
Assume its temperature to be 3K. Estimate the
entropy per volume of the Universe.



10. The Sun constant is 1360 J/m2s and describes
amount of energy approaching from Sun to Earth
in a unit of time and per unit of area. The di-
stance Sun-Earth is 1.3-10''m and the Sun radius
is 7-108m. Find the total power of the Sun and
its temperature.

11. Find an approximate formula for the Wien’s shift
law.

11.4 Zadania domowe

Zbieramy na wyktadzie 23 maja 2024r.

1. A mixture of [ ideal gases, with different atomic
masses m;—1,...; are closed in a cylinder of the ra-
dius R and the height h in a gravitational field
of the Earth. Find the position of the center of
gravity of this mixture.

2. The Maxwell distribution For the Maxwell distri-
bution of gas particle velocities in an ideal gas

m \3/2 mu?
p(v)_(QJTT) P (_ZkT>’

where T is the temperature and m is the mass of
a gas particle
(a) find the typical (average) velocity of a gas par-

ticle,
(b) find the average relative velocity of two par-
ticles |vi2| = |vi — va|. Comment on the relation

between the two results.

3. Calculate the temperature of the surface of the
Earth on the assumption that as a black body in
thermal equilibrium it re-radiates as much ther-
mal radiation as it receives from the Sun. Assume
also that the surface of the Earth is at a con-
stant temperature over the day-night cycle. Use
Toun = 5800K, Rsypn = 7 - 108m and the distance
between the Earth and the Sun Dgg = 15-101%m.
How this result compares with the measured ave-
rage temperature on Earth equal to around 288K
(or around 15° C)?

What is the average temperature on the Mars pla-
net, if the distance between the Mars and the Sun
is ca. 1.5 times larger than the distance between
the Earth and the Sun.

4. (*) Greenhouse effect. Most of the Sun’s radia-
tion passes through the atmosphere. On the other
hand, Earth’s atmosphere contains gases which
absorb most of the infrared radiation, emitted by
the Earths surface. This leads to the increase of
the Earth’s temperature and is called the “green-
house effect.”

Consider the atmosphere to be a thin layer trans-
parent to the sun’s radiation, and perfectly absor-
bent to all the Earth’s radiation. Assume that the
atmosphere radiates half of its energy outward to
space and half of it inward back to Earth. The

Earth is in radiative equilibrium with the Sun
and the atmosphere. The atmosphere is in radia-
tive equilibrium with the Earth (as it absorbs no
Sun’s radiation). The separation between the at-
mosphere and the Earth’s surface is negligible.
Calculate the temperature of the Earth. How re-
sult of this simple model compares with the me-
asured average temperature on the Earth?

12 Tydzien XII, 12-19/05/2024
12.1 Wyklad

trzy interpretacje potencjalu chemicznego, bodziec do
dyfuzji czastek, energia dodania pojedynczej czastki,
tempo reakcji chemicznych.

$2. Dyfuzja, osmoza, przemiany fazowe z cieptem
utajnionym - opis termodynamiczny - transparencje
Radka Przeniosto.

$3. Potencjat chemiczny a entropia - relacje termo-
dynamiczne - wyprowadzenie wzoru na potencjal che-
miczny z entropii i inne zalezno$ci termodynamiczne
na potencjal chemiczny oraz cignienie, pierwsza zasada
termodynamiki.

$4. Wielki zespot statystyczny - rozktad Gibbsa -
wyprowadzenie rozkladu Gibbsa, wielka suma staty-
styczna, termodynamika w wielkim zespole statystycz-
nym.
$5. Wielki potencjal termodynamiczny - wielki po-
tencjal termodynamiczny, wyprowadzenie pierwszej za-
sady termodynamiki, podsumowanie potencjatow ter-
modynamicznych.

$6. Fluktuacje liczby czgstek w wielkim zespole ter-
modynamicznym - rownowaznos$é zespolow statystycz-
nych w granicy termodynamicznej. Przyktad klasyczny
gaz doskonaly.

12.2 Pokazy

12.3 Zadania na ¢wiczenia

1. Two-atomic molecule and separation of degrees of
freedom - On the quantum mechanical ground ju-
stify that the energy of a tow-atom molecule H
reads Bk j, = h*K?/2ms+hw(v+1/2)+h2J(J+
1)/21 + Vp, where m; is a mass of the system, w
is the resonant frequency of oscillations, I is the
moment of inertia, V[ is the potential energy at
the equilibrium. Quantum numbers: K continuous
wave vector, v = 0,1,2,3,... and J = 0,1,2,3, ...
Forget the spins of electrons and nucleus and ap-
ply the Born-Oppenheimer approximation.

2. Quantum theory of specific heat for ideal gas of
two-atomic molecules - Assuming that one can
separate different degrees of freedom in a two-
atom molecule one can write the partition func-
tion as Z = ZyansZvivLrotLelectr, Where each
term represents contributions from translational,
oscillation, rotation, and electronic degrees of fre-
edom, respectively. Find contributions from oscil-
lational and rotational degrees of freedom to the



specific heat and discuss low and high tempera-
ture limits. Discuss the typical temperature de-
pendence of the specific heat and characteristic
energy/temperature scales.

3. Oswietlenie (natezenie o$wietlenia) jest to sto-
sunek strumienia $wietlnego do pol powierzchni,
na ktora pada $wiatlo, t.j. E = ®/A. Jednostka
o$wietlenia jest lux, 1 lux = 1 lumen/1 m?. Roz-
wazy¢ dwie lampy o $wiatlosciach I3 = 100 cd i
Iy = 400 cd umieszczone w odleglosci [ = 1 m.
Gdzie na linii laczacej te lampy nalezy umiescié¢
ekran, aby: 1) Oswietlenie obydwu stron ekranu
bylo jednakowe? 2) Oswietlenie tej samej strony
ekranu dawane przez kazda z lamp osobno byto
takie samo?

4. Punktowe zZrodlo $wiatta S umieszczono w od-
legtosci h od ekranu. W odlegtosci d od zrodia
ustawiono idealnie odbijajace plaskie zwierciadto,
ktore tworzy kat 8 = w/4 z plaszczyzng ekranu.
Tle razy wzrosto o$wietlenie w punkcie A, bedacy
rzutem na ekranie promienia odbitego od zwier-
ciadta, po ustawieniu zwierciadta w odleglosci d
takiej, ze stosunek d/h = x?

5. Zarowka znajduje sie¢ w odleglosci I od ekranu.
Miedzy zaréwka i ekranem, w odleglosci = od za-
rowki, umieszczono soczewke o ogniskowej f, tak,
ze jej o$ optyczna pokrywa sie z linig przechodzaca
przez zrodlo i prostopadta do ekranu. Srednica so-
czewki jest mala w poréwnaniu z f. Ile razy wzro-
$nie o$wietlenie na ekranie w punkcie odlegltym o
l od zarowki? Traktowaé zardéwke jako punktowe i
izotropowe zrodlo, a soczewke jako idealng.

12.4 Zadania domowe
Zbieramy na wyktadzie 6 czerwca 2024r.

1. Atomy gazu doskonalego emituja monochroma-
tyczne promieniowanie o czestosci vy, w uktadzie
spoczynkowym emitujacego atomu. W skutek ter-
micznego ruchu atoméw i efektu Dopplera obser-
wujemy przesuniecie czestosci w ukladzie obser-
watora. Oblicz rozklad natezenia promieniowania
I(v) gazu zlozonego z N atoméw i temperatu-
rze T. Wsk. W celu normalizacji przyjmij, ze cal-
kowita energia wypromieniowywana na sekunde
dana jest przez IgN, gdzie Iy jest stala.

2. Wyprowadzi¢ prawo Plancka dla promieniowania
elektromagnetycznego w osrodku dyspersyjnym o
wspotczynniku zatamania n = n(v), zaleznym
od czestosci promieniowania. Wsk. dla osrodka
dyspersyjnego przyjaé, ze zwiazek pomiedzy cze-
stosciag v a liczba falowa k jest w postaci k& =
2rvn(v) /e, gdzie c jest predkoscia $wiatla.

3. W pewnym d-wymiarowym ciele stalym istnieja
kwantowe wzbudzenia (fale) o relacji dyspersji
e(k) = A(k/ko)™, gdzie A jest to pewna stala o
wymiarze energii, k jest liczba falowa, kg jest stala
o wymiarze liczby falowej. Pokazaé, ze w niskich

temperaturach wzbudzenia te daja wktad do cie-
pla wlasciwego proporcjonalny do T4™, gdzie T
jest temperatura. Wsk. energie danego modu trak-
tujemy jako skwantowana, tak jak w teorii Plancka
lub Debye’a.

4. (*) Sume statystyczna w zespole kanonicznym
mozna wyrazié przez gestosé standow (transformata
Laplace’a)

Z(B) = Ze—ﬂEl = /OOO e PEQ(E)dE.

Odwrotnosé tej relacji daje gestosé standow (od-
wrotna transformata Laplace’a)

1 B+ico

O(E) = Z(8)e" Pdp’

27TZ B—ico
dla 8 > 0. Wyznacz Q(F) dla jednoatomowego
gazu doskonatego, dla ktorego suma statystyczna

jest réwna
2mm v
(&)

Podaj pelne matematyczne wyprowadzenie, oma-
wiajac w szczegdlach jak wykonywane sa odpo-
wiednie catki konturowe dla £ < 0i F > 0 oraz
N parzystego i nieparzystego.

N
25 =

13 Tydzien XIII, 20-26/05/2024
13.1 Wyktad

IX. Idealne gazy kwantowe

$1. Funkcja falowa uktadu wielu czqstek - nierozroz-
nialnosé identycznych czastek kwantowych, symetrycz-
nos¢ funkeji falowej ze wzgledu na permutacje identycz-
nych czastek, bozony i fermiony, zasada Pauliego.

$2. Rozktady Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina -
obsadzenie jednoczastkowych standéw kwantowych, roz-
ktady Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina, wielki po-
tencjal termodynamiczny dla fermionéw i bozonow.

$3. Kwantowe poprawk: do réwnania stanu kla-
sycznego gazu doskonatego - wyprowadzenie poprawek
kwantowych do réwnania stanu klasycznego gazu do-
skonatego.

13.2 Pokazy

13.3 Zadania na ¢wiczenia

1. Chemical potential for ideal gas - Using the Helm-
holtz free energy, find a chemical potential for an
ideal gas assuming that the the energy of a mole-
cule is a sum of kinetic, rotation, oscillation and
electronic energies.

2. Chemical potential in chemical reactions - In che-
mical reactions molecules can decay or can be cre-
ated, this is symbolicall}/ described by the equ-
ation Y., b;B; < ZA:TH b;B;, where B; is a

3



molecule symbol and b; is the smallest integer ac-
cording to conservation of atomic numbers. Let
v; = —b; for i = 1,...,r and v; = b; for i =
r+1,..., M. Show that in thermodynamical equ-
ilibrium for isothermal (7' = const) and isochoric
(V' = const) reactions Zf\il vip; = 0, where p; is a
chemical potential for the ith molecule. Illustrate
with examples.

. Law of mass action - Derive the law of mass ac-
tion (Guldberg, Waage, 1867) Hf\il n' = K(T),
where n; = N;/V is a density of the ith molecule,
and find an explicit expression for the equilibrium
constant K (7). Treat molecules as classical ideal

gases. [llustrate with examples.

. Changes of the free energy in chemical reactions
- Show that in thermal equilibrium it is obeyed
vail N/ = exp(—AFy/kpT) for any chemical re-
action, where A Fy is the change of the free energy
of the system.

. Model of adsorption - As a simple model of adsorp-
tion consider an ideal classical gas and a surface
with N holes. In every hole there might be maxi-
mally one particle and then its energy is —e < 0.
Find the covering coefficient k = N /M, where N
is the average number of particles adsorbed on the
surface. Hint: use grand canonical ensemble.

. A metal surface can adsorb gas atoms of mass m.
It requires work ¢ to remove a single atom from
the metal. The adsorbed atoms may freely move
on the metal surface, so that they constitute a
two-dimensional gas. The metal was brought to
a contact with a (three-dimensional) gas of fixed
temperature T' and pressure p. Find the (surface)
density of atoms adsorbed in the metal. Treat both
the metal and the environment as classical, mona-
tomic ideal gases with atomic masses m.

13.4 Zadania domowe

1. Give explicit formulas for the law of mass action

and the equilibrium constant for the reactions:

NyO4 2Ny

2Hs + Oy < 2H50

. Calculate explicit form of the relation Zf\il Vil =
0 for the reactions

CINOs + NO < NOs + CINO

NyO4 2Ny

. A neutral gas consists of N, electrons e™, N, pro-
tons pT, and Ny Hydrogen atoms H. An electron
and a proton can combine to form Hydrogen

e +pt— H.

14 Tydzien

At fixed temperature and volume, the free energy
of the system is F(T,V; N, Np, Ni). we can de-
fine a chemical potential for each of the three spe-
cies as

_OF
Hi =g N
By minimizing the free energy, together with su-

itable constraints on the particle numbers, show
that the condition for equilibrium is

He + pp = JLH-

Such reactions usually take place at constant pres-
sure, rather than constant volume. What quantity
should you consider instead of F' in this case?

XIV, 27/05-

02/06,/2024

14.1 Wyktad

$4. Gaz fermiondéw w zerowej temperaturze - stan pod-
stawowy nieoddzialujacych fermionéw, energia Fer-
miego, wektor fermiego, dtugo$é Fermiego, morze Fer-
miego, predkos$¢ Fermiego,

14.2 Pokazy

14.3 Zadania na ¢wiczenia

1.

Grand canonical ensemble - ideal gas - Consider
non-relativistic ideal classical gas in the grand ca-
nonical ensemble in three space dimensions. Find:
(a) the partition function, (b) the grand canonical
thermodynamic potential, (¢) the average number
of particles, (d) the pressure, (e) the entropy, (f)
the internal energy.

. Ideal gas in the grand canonical ensemble - For

an ideal classical gas show that: (a) N =
—B(T,V, 1), (b) the probability of finding exac-
tly N particles is given by a Poisson law Py =
=N NN /N,

Ideal gas in the gravity field - the grand canonical
ensemble - derive a formula expressing a density
of particles at the level z = H with respect to the
ground level z = 0 assuming the uniform gravity
field U(z) = mgz. Derive the barometric formula
for the pressure.

. Ideal quantum gases - grand canonical ensemble -

Show explicitly that the averaged occupation of
the kth orbital is given by ny = m, i.e. by
Fermi-Dirac and Bose-Einstein distribution func-
tions, respectively for fermions and bosons.

14.4 Zadania domowe

1.

Grand canonical ensemble - ultra-relativistic ideal
gas - Consider ultra-relativistic ideal classical gas
in the grand canonical ensemble in three space di-
mensions. The dispersion relation is €, = cp, where



c is a given velocity constant and p is a length of
the momentum. Find: (a) the partition function,
(b) the grand canonical thermodynamic potential,
(c) the average number of particles, (d) the pres-
sure, (e) the entropy, (f) the internal energy.

2. Fluctuation of particle number i grand canonical
ensemble - Derive the formula for the variance of
particle number 0%, = (N?) — (N)? in the grand
canonical ensemble and show that the relative fluc-
tuation of the particle umber on/(N) ~ 1/1/(N)

vanishes in the thermodynamic limit.

3. Show that the entropy in the grand canonical en-
semble can be written as S = —kp Zj Pjlog P;,

where P; = E7! exp(—3E; + BuN;).

4. At a given temperature T, a surface with N, ad-
sorption centers has N < N, absorbed molecu-
les. Suppose that there is no interaction between
molecules. Calculate the chemical potential of the
adsorbed gas.

15 Tydzien XV, 03-09/06,/2024
15.1 Wyktad

elementarne oszacowania pedu i energii dla fermionéw
w stanie podstawowym, energia wewnetrzna morza
Fermiego, cisnienie, problem stabilnosci doskonatego
gazu fermionéw, stabilnos¢ bialych karléw w astrofi-
zyce.

$5. Gaz idealnych fermiondw w niskich temperatu-
rach - rozwiniecie Sommerfelda dla fermionowych wiel-
kosci fizycznych, energia wewnetrzna i ciepto wlasciwe,
znikanie liniowe ciepta wlasciwego dla idealnych fer-
miondéw, masa efektywna, przyklady . fermionowych
uktadéw fizycznych.

$6. Quasiczgstki fermionowe i elementy teorii cieczy
Fermiego-Landaua - koncepcja stabo oddzialujacych
quasiczastek fermionowych jako elementarne wzbudze-
nia oddziatujacych fermionéw, niskoenergetyczne roz-
winiecie funkcjonatu energii wewnetrznej, zrenormali-
zowana masa efektywna, parametry Landaua, renor-
malizacja ciepta wtasciwego, $cisliwosci, podatnosci
Pauliego, predkosci dzwieku.

$7. Kondensacja Bosego -FEinsteina - makroskopowe
obsadzenie stanu podstawowego oddzialujacych bozo-
néw, zachowanie sie¢ potencjatu chemicznego w niskich
temperaturach, osadzenie stanu podstawowego i sta-
néw wzbudzonych, liczba bozonéw w stanach wzbu-
dzonych, temperatura krytyczna, wlasnosci bozonow w
kondensacie, funkcja falowa kondensatu, spdjnosé fa-
zowa, analogia z laserem, eksperymentalna weryfika-
cja kondensacji Bosego-Einsteina, putapki magnetoop-
tyczne, schtadzanie atoméw, metoda obserwacji kon-
densatu.

15.2 Pokazy

15.3 Zadania na ¢wiczenia

1. Ideal quantum gases - grand canonical ensemble

- For ideal bosons and fermions derive integral
expressions for: (a) the partition function, (b)
the grand canonical thermodynamic potential, (c)
the average number of particles, (d) the pressure,
(e) the entropy, (f) the internal energy. Introduce
the necessary polylogaritmic functions g, (z) and
fn(z) for bosons and fermions, respectively.

2. Ideal quantum gases at hight temperature - grand
canonical ensemble - For ideal bosons and fermions
we have derived integral expressions for: (a) the
partition function, (b) the grand canonical ther-
modynamic potential, (¢) the average number of
particles, (d) the pressure, (e) the entropy, (f) the
internal energy. In the high temperature limit find
explicitly quantum corrections to the chemical po-
tential, the internal energy and the pressure. Di-
scuss the results and the role of quantum statistics
on pressure.

3. Ideal fermions at low temperatures - Sommerfeld
expansion - Derive a low temperature expansion
for the general integral [ deH (e)f(e), where f(e)
is the Fermi-Dirac function. Write down explicitly
terms up to (kgT)* order.

4. Ideal fermions at low temperatures - thermodyna-
mics - Derive expressions in the low temperature
expansion up to (kpT)? order for the chemical po-
tential, and optionally if time allows, for the in-
ternal energy, the specific heat, the entropy, and
the Helmholtz free energy for ideal fermions. Hint,
express everything for a general density of states
p(€) and in the end take it for free fermions in
three dimensions.

15.4 Zadania domowe

1. Ideal quantum gases at hight temperature - grand
canonical ensemble - For ideal bosons and fermions
with ultrarelativistic dispersion relation ¢, = cp
derive integral expressions for: (a) the partition
function, (b) the grand canonical thermodyna-
mic potential, (c) the average number of particles,
(d) the pressure, (e) the entropy, (f) the internal
energy. In the high temperature limit find explici-
tly quantum corrections to the chemical potential,
the internal energy and the pressure. Discuss the
results and the role of quantum statistics on pres-
sure.

2. Ideal fermions at low temperatures - thermodyna-
mics - Derive expressions in the low temperature
expansion up to (kgT)* order for the chemical po-
tential, the internal energy, the specific heat, the
entropy, and the Helmholtz free energy for ideal
fermions. Hint, express everything for a general
density of states p(e) and in the end take it for
free fermions in three dimensions.
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16.1 Wyktad
16.2 Pokazy

16.3 Zadania na ¢wiczenia

1.

Wyprowadzi¢ wyrazenie na podatno$é magne-
tyczna Pauliego dla idealnego gazu fermionéw w
stanie podstawowym, przyja¢ oddziatywanie z po-
lem magnetycznym w postaci Hamiltonianu Ze-
emana. Wyjaéni¢ dlaczego podatnosé Pauliego nie
zawiera h i dlaczego nie mozna wykonaé przejscia
do granicy klasycznej. Przy okazji wspomnie¢ i na-
szkicowaé¢ dowod twierdzenia Borna - van Leewen
o nieistnieniu spontanicznego magnetyzmu w me-
chanice klasycznej.

Bosons at low temperatures - 1. represent a grand
thermodynamical potential by a polilogarithmic
function and derive formal expressions for the
particle density, pressure, internal energy. Discuss
properties of the g,(z) functions vs. z - the acti-
vity. 2. find the explicit formula for the T g con-
densation temperature, derive expression for the
activity z, 3. derive an expression for the density
of bosons inside the condensed fraction, 4. derive
an equation for pressure and the equation of state.

Ising model - antiferromagnetic mean-field solu-
tion - Using mean-field approximation solve the
Ising model with antiferromagnetic exchange co-
upling. Determine the Neel temperature.

Vapor pressure - Assuming that the vapor is an
ideal gas and that the latent heat ¢ is constant
show tat on the coexistence line between a liquid
and a gas on the phase diagram p(T) ~ e~ /BT,

Critical point - Find the critical pressure p., tem-
perature 7, and molar volume v, when the gas
becomes a liquid for the first time if the equation
of states is

(a) van der Waals

nRT an?

p(v):V—nb_W7

(b) Dieterici (only if time allows)

RT na
p(V) = Vn— nbe_ RTV .

Express those equation of states in therms of the
reduced variables m = p/py, 7 = T/T,, and ¢ =
v/v.. Note v = V/n.

Show, that for a phase transition between the
phase 1 to the phase 2 the latent heat changes
with the temperature T as

2 2
9Q _ o) _ o Q, gre’ —uay?
dT i4 P T 5

U2 — V1

where c;i) is the heat capacity of the i-th phase

at constant pressure and cuz(,i) is the thermal
expansion coefficient of the i-th phase, and v; =
V;/n. Show that the approximate expression if the

phase 2 is an ideal gas is given by

dQ 1 2
d—T:cé)—cz(,).

(Hint, then vy > v1).

16.4 Zadania domowe

1. Pauli paramagnetism - Derive expressions in the

low temperature expansion up to (kgT)? for the
magnetic susceptibility of ideal fermions in three
dimensions. Assume Zeeman type of interaction
between magnetic moments of fermions and exter-
nal magnetic induction. Hint, T" = 0 case was di-
scussed during the lecture.

. Consider tow dimensional bosons and show that

the Bose-Einstein condensation occurs only at T' =
0. Discuss thermodynamics of such bosons. Show
that in one dimension the Bose-Einstein is impos-
sible.

. Supposing that the dispersion relation is ¢, = ak®

and the system is d dimensional, derive a condi-
tion for o« when the Bose-Einstein condensation
can occur at T" > 0 case.

. Ising model - exact solution - Solve d = 1 Ising

model with a) open boundary condition, b) with
periodic boundary condition. Compute the specific
heat.

. Consider the ferromagnetic Ising model where

the spin S; can take one of the 2L + 1 values:
—L,—L+1,.....L — 1,L. Solve this model wi-
thin the mean-field approximation. Rescale the
exchange coupling J — J/2L and consider the
limit when L — oco. Find some arguments for sho-
wing that the mean-field solution is an exact one
in this limit.

. Consider an Ising model with long-range exchange

coupling, i.e..

J N 2 N
B({S)) = 5% (Z &-) SRYS.

Find the exact solution of this model in the ther-
modynamic limit. This solution is of mean-field
character. Hint: using the Gaussian identity

you can linearized the interaction term
LI (SN )2
e2N (Zi:l S”) =

1/2
_ <NﬁJ> / /dm o INBIME4BIM Y S;
27




and express the partition function as

1/2
7 = (Nﬁj> /dm e~ INBIM?

21

N
% < Z eﬁ(h+Jm)S> i

S==+1

For large N determine this integral using the sad-
dle point method.

. Quasiparticles and the specific heat - Find the
specific heat at low temperatures of quasipartic-
les in d-dimensions with the dispersion relation
ex = eo(k/ko)®, where k = 27/L[n1,na,...n4l,
L is the system length and n; are integers. The
exponent o > 0 and ¢y has energy unit and kg
has momentum unit. In condensed matter systems
one can design or tailor such excitations that at
low energy limit their dispersion relation might
have an arbitrary power law. One of such exam-
ples are excitations of one-dimensional interacting
electrons, known as Luttinger liquids.

. Thermal radiation of g-ons - Consider a hypothe-
tical excitations in three dimensions with linear di-
spersion relation €, = cp, such that a maximal nu-
mer of excited quanta is ¢ > 1. The case of ¢ = oo
corresponds to either photons or phonos. In case
of magnetic excitations of a magnetic, so called a
spin waves, the maximal number of excited modes
is constrained by the spin and then ¢ = 2s+1. de-
rive the partition function, the averaged number of
excitations and discuss limits, the internal energy,
the specific heat at constant V', the Helmholtz free
energy, the entropy, the pressure, the equation of
state, the average number of excitations in volume
V. Discuss different limits of ¢ and compare with
known results for photons.
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