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Zadanie 3.2.1 - Martyna Terelak

Zespot mikrokanoniczny - warunki rownowagi termodynamicznej podukiadow - Uklad o ustalonej
energii U, objetosci V' i liczbie czastek N (zesp6l mikrokanoniczny) jest podzielony przegroda po-
zwalajaca na zmiane energii, objetosci i liczby czastek w poduktadach, tj. U;, Vi, N;, i = 11 2, sa
zmiennymi losowymi, ale Uy + Uy = U, V1 + Vo = N i N1+ Ny = N sa ustalone. Niech Q;(U;, V;, N;)
sg liczba mikrostanéw odpowiadajacych danemu makrostanowi. Wyznaczy¢ catkowita liczbe mi-
krostanéw dla danego makrostanu catego ukladu. Z zasady maksymalizacji prawdopodobienstwa
znalez¢ warunki réwnowagi termodynamicznej dla tych poduktadéw. Wsk: nalezy wprowadzié¢ en-
tropie S = kpInQ oraz temperature 1/T" = (0S/0U)y,n, cisnienie p/T = (05/0V )y, i potencjal
chemiczny —p/T = (0S/ON)y,v.

Rozwiazanie:
Rozwazany uklad ma ustalona energie, objetosé oraz liczbe czastek, dlatego parametry dla ¢ = 2
mozemy zapisa¢ wykorzystujac parametry i = 1:

Uy =U - Un,
‘/QZV_‘/h
Vo=V —-V.

Dla zespotu ztozonego z dwoch poduktaddéw catkowita liczba mikrostanéw w danym makrostanie
opisana jest wzorem

QU,V,N) =Xy, <ovi<cv.nmn (Us, Vi, Nj)Qo(U — U;, V = Vi, N = N;). (1)

Poniewaz zaktadamy, ze wszystkie mikrostany sa tak samo prawdopodobne, to najbardziej praw-
dopodobny bedzie ten makrostan, ktéry opisuje najwiecej mikrostanéw. Moze on zostaé¢ wyznaczony
jako ekstremum rézniczki Q(U, V, N):

d(QU, V,N)) = 0.

Rozwazmy przez chwile liczbe makrostanéw jako funkcje uogdlnionego parametru X, tzn Q(U,V, N) =
Q(X). Mozemy wtedy przeprowadzi¢ nastepujace przeksztalcenia:

dUX) = d<Q1(X1)Qz(X - X1)) = Md(Q2(X — X1)) + Q2d (X1) =

(2)
= Ql( - dQQ(Xl)) + Q2dQ1 (X1) = Q2dQ1(X1) — 21dQ2(X1) =0,

gdzie X = const. Po podstawieniu za uogdélniona zmienna X odpowiednich zmiennych termodyna-
micznych oraz prostych przeksztalceniach otrzymujemy wiec nastepujacy zestaw réwnan:

1 1
40 = —dQ

o N (U1) = 5% (1), (3)
a0 = 2 d0u(h) (4)
Ql 1\vV1i) — Q2 2\V1),



éldle(Nl) — édﬂz(m. (5)

Po obu stronach kazdego z powyzszych réwnan mozna zauwazy¢ pochodng logarytmu, zgodnie
ze wzorem

S nlf@)] = 550

dzx

W naszym przypadku funkcjami logarytmowanymi sa €y oraz 9. Jednoczeénie mozemy sko-
rzystaé z wzoru na entropie Boltzmanna:

S =kpnQ, (6)
gdzie kp jest stala Boltzmanna. W ten spos6b réwnania (3), (4) i (5) przyjmuja nastepujaca postac:

oS a8

(87[]1>V7N - (TUZ)V,N’ (7)
08 oS

<87V1)U,N - (87‘/2)(]’]\[’ (8)
08 o8

(T]\fi)vp - (87]\722>V,U' (9)

Warto w tym miejscu wprowadzi¢ definicje temperatury: 1/7 = (0S/0U)y N, ciSnienia: p/T =
(0S/0V )y, n 1 potencjalu chemicznego: —p/T = (0S/ON )y, v. WielkoSci te sa pochodnymi czastko-
wymi entropii po kazdej z rozwazanych przez nas zmiennych, totez mozna za ich pomoca przepisaé
réwnania (7), (8) oraz (9), uzyskujac w ten sposéb warunki réwnowagi termodynamicznej
miedzy podukladamy zespolu.

e Réwnanie (7) przyjmuje postaé¢ 1/Ty = 1/T5, czyli inaczej
T = T2. (10)

Jest to warunek ro6wnowagi termicznej, tzn. miedzy poduktadami nie wystepuje przepltyw
energii.

e Roéwnanie (?77?) przyjmuje postaé p1/T1 = po/Ts. Korzystajac z réwnania (10) mozemy je
przepisaé jako

p1 = p2. (11)

Otrzymujemy w ten sposéb warunek réwnowagi mechanicznej, méwiacy, ze nie wystepuja

niezréwnowazone sity.

e Roéwnanie (9) przyjmuje postaé —u1 /11 = —p2/Ts. Po raz kolejny korzystamy z (10) i otrzy-
mujemy warunek réwnowagi chemicznej:

p1 = pi2. (12)



Zadanie 3.2.3 - Andrzej Chrostowski

Liczba stanéw dla klasycznego gazu doskonatego w zespole mikrokanonicznym - dla klasycznego gazu
doskonatego w d = 3 wymiarach wyznaczy¢ funkcje Q(U,V, N) i I'(U, V, N). ZnaleZ¢ ich rozwiniecie

dla duzej liczby czastek. Wskazdwka: skorzystaé ze wzoru Stirlinga n! = n"e™".

Rozwiazanie:

Rozwazmy klasyczny gaz doskonaly w trzech wymiarach. Gaz sktada sie z punktowych czastek,
ktore nie oddzialuja ze soba. Zadanie bedzie rozwigzane w zespole mikrokanonicznym, w ktérym
parametry ekstensywne takie jak: liczba czastek N, objetosé V oraz energia U sa ustalone. Po-
niewaz interesuje nas zachowanie dla duzej liczby czastek opis mikroskopowy bytby bezuzyteczny
- ilos$é danych bylaby zbyt duza, by mozna bylo z niej wydoby¢ istotne informacje. Zamiast tego
wykorzystamy podejscie statystyczne.

Caltkowita liczba stanéw dla danej energii U zdefiniowana jest jako

L L 1 N p2
O(U,V, N) :/0 da.../o dFN/dﬁl.../dﬁNmé (U— 2;}). (13)
: =1

Innymi slowy - energia kinetyczna (a jako ze jest to gaz doskonaly takze calkowita) ukladu jest
ustalona. Nalezy réwniez zwrécié¢ uwage na czynnik %, ktory jest konsekwencja nierozréznialnoéci
czastek.

Obliczenie powyzszej wielkosci jest dos¢ skomplikowane, dlatego obliczymy inna, prostsza wiel-
kos¢, a nastepnie wyznaczymy z niej Q(U, V, N). Wielko$¢, ktéra bedziemy oblicza¢ ma identyczna

definicje co (2, z réznica taka, ze warunek ograniczajacy pedy jest nastepujacy: >, % < U. Tak,
jak w poprzednim przypadku musieliby$my obliczy¢ catke po powierzchni 3N wymiarowej kuli, tak
teraz mozemy to zastapi¢ znacznie prostsza caltka po objetosci 3N wymiarowej kuli. Wielkos¢ te
bedziemy oznaczaé jako I'. Postaé funkcji I' mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposdb:

L . . . . 1 N ng

Wspomniany wcze$niej warunek jest teraz zakodowany w funkcji ©(z), ktéra ma postaé:
1, ifz>0,
O(z) = -
0, x<0.

Zauwazmy, ze jezeli wzielibyémy réznice miedzy wartoscig funkcji I' w punkcie U 4+ AU, a wartoécia
w punkcie U, to dazac z granica AU — 0 otrzymaliby$my warto$é¢ Q(U), tj. Q(U) =T(U + AU) —
I'(U) = 36U.

Po pierwsze zauwazmy, ze przy obliczaniu I'(U,V, N) calki sa niezalezne od polozen. Jezeli
fOL dr =V, to fOL dry...diy = V. Uwzgledniajac to T'(U, V, N) przyjmuje postaé:

7
m

VN Np?
I'(U,V,N) = W/dﬁl...dﬁ}v@ (U — ZQ> . (15)
: i=1

Jak byto juz wczedniej wspomniane, catka

N 2

L P
/dpl...de@ (U—Z )

o 2m



jest réwnowazna calce po objetosci 3N wymiarowej kuli. W tym celu korzystamy z gotowych wzorow
na objetos¢ n-wymiarowej kuli o promieniu R:

n/2

Vo=
I'(5+1)

R", (16)
gdzie I'(n) jest funkcja gamma (inna niz wezesniejsza I'), ktéra dla n catkowitych spelnia I'(n+1) =
nl.

Zeby wykorzystaé ten ch’)r musimy jednak obliczyc promien kuli. W tym celu musimy zmo-
dyfikowaé¢ warunek ZZ 0 2 = < U do postaci Zfioﬁ? < R?. Latwo jest zobaczyé, ze R? = 2mU,
zatem

R =+2mU. (17)

N 3N
Lo p; ™ sy
/dpl---de@ (U— 'E 2) = m@mm z,

Funkcja I'(U, V, N) przyjmuje wiec postac:

VN W% 3N VN 2rmU\ 2
N 2 k2 1
Obliczajac pochodna po objetosci funkeji I'(U, V, N) otrzymujemy:
A, V.N) = — V" (QWmU) S (19)
0 arB N\ R2 '

W fizyce statystycznej bardziej istotne sg dla nas wartosci logarytmiczne ) oraz I', ktore sa
konieczne do obliczenia entropii, szczegdlnie dla N > 1. Wspédlczynnik U w 2 na tym etapie jest
przewaznie pomijany, jako ze nie ma on wiekszego wplywu na wyniki.

Obliczajac InT" i korzystajac z wlasnosci logarytmoéow otrzymujemy:

N _3N
N N
InT = In <‘23N”N2'> T 37 In (2mU) — In (F (32 + 1)) (20)

Dla duzych N mozemy zalozyé, ze % bedzie liczbg catkowita, zatem (F (% + 1) N!) = ((TN)'N')
Korzystajac ze wzoru Stirlinga:
nl=n"e", (21)

ktory logarytmujac stronami mozemy doprowadzi¢ do postaci:
In(n!) = nln(n) — n.

Zatem dla N > 1

N _3N
N N N
lnf‘:ln<vm>—|—321n(2mU)—l <32 >+327

N
lnF:N<an—|—2ln7r—3lnh lnN+1—|—ln(2mU)—3ln(32 )—I—i),
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i ostatecznie:

3
V. ow 3. (4mU\ 5
P =N (I 4+ 4+ 2 (2 ) + 2. 22
! <HN+nh3+2n(3N)+2> (22)

Istotne jest zauwazenie, ze pod logarytmami wystepuja wyltacznie wartosci intensywne % oraz %,

ktére sa stale.
Podobnie postepujemy z funkcja Q(U, V, N).

VNI 3N 3N /3N\ 3N 3N
InQ = hl(h?’NN!>+<2 >ln(2mU)—l (2 )++ln+ln(2m(5U)

jak wczeéniej wspomniano - wyraz 2moU zostanie pominiety:

N /4 N N
InQ = Nan+3—ln7r—3N1nh N1nN+N+31n<$VU) 110(2mU)+3—+1ng7

i ostatecznie:
3N

V 5 2 3 AmU 1 3N
InQ=N|ln— 1 —In{—— —In{——)|. 2
" <nN+ +nh3+2n(3N)+Nn<4mU)> (23)
Majac powyzsze wyniki mozemy obliczy¢ entropie dla gazu doskonalego w zespole mikrokano-

nicznym korzystajac z wzoru S = kpIn ), a wéwczas mozemy obliczy¢ istotne parametry takie jak
temperatura 7T, cisnienie p oraz potencjal chemiczny u korzystajac z nastepujacych wtasnosci:

().,
-(2),,
(%),

ktére otrzymujemy z termodynamiki fenomenologicznej. Dolne parametry poza nawiasami ustalamy
jako state, tj. w przypadku pierwszego réwnania stata bylaby objeto$¢ V' oraz liczba czastek V.

Zadanie 4.2.1 - Krzysztof Debowski

Spiny w danej temperaturze i polu magnetycznym w zespole mikrokanonicznym

Dla ukladu N spinow 1/2 oddzialujgcych z zewnetrznym polem magnetycznym B w ramach zespo-
tu mikrokanonicznego znaleZc: entropie, energie wewnetrzng, temperature, magnetyzacje, podatnosé
magnetyczng, cieplo wilaSciwe, oraz przedyskutowaé wyniki. Omowié problem wujemnych tempera-
tur.

Rozwiazanie:

Rozwazamy uklad N nieoddzialujacych czastek o spinie 1/2. Kazda czastka ma ustalone po-
lozenie 1 moze znajdowaé si¢ w jednym z dwéch mozliwych stanéw [f) lub |{}), odpowiadajacym
odpowiednio ustawieniu spinu czastki w gére lub w dét. Poza tym czastki znajduja si¢ w zewnetrz-
nym polu magnetycznym B. Wiadomo, ze moment magnetyczny takiego uktadu ma postac

ﬂ = éia (27)



gdzie e jest wartoscia tadunku elektronu a m, jego masa, natomiast § to operator spinu, ktory jest
postaci

A s h.
2(0'&:70'3070'3:) = 50-7 (28)
przy czym o, . - macierze Pauliego. Mozemy teraz zapisa¢ Hamiltonian ukladu uwzgledniajac, ze
pole B skierowane jest wzdtuz osi z

H=/p B=- > 6..B (29)

N 1
. ( _1), (30)

ktorej wartosci wlasne to 1 oraz -1. Mozemy zastapi¢ teraz kwantowy Hamiltonian klasycznym

gdzie

N
=1

gdzie o; moze przybiera¢ wartoéci 1 lub -1, a up = eh/2me.

Wprowadzmy oznaczenie Ny na liczbe spindéw ustawionych w gére oraz N_ na pozostate. Oczywiste
jest, ze N = Ny + N_.

Calkowitg energie uktadu E mozna wyrazi¢ przez nowe zmienne N, N_

E=—-upBNy +upBN_. (32)
Odwracajac te zalezno$¢ otrzymujemy
1 E 1 E
Ny=—-(N-— N_=—-(N+—). 33
r=5 (V- 5) (Vo 5) (33)
Znajdzmy liczbe mikrostanéw €2 uktadu

QO(E,N) = (ﬁ) - levjiﬂ. (34)

Mozemy teraz policzy¢ entropie S uktadu korzystajac ze wzoru Boltzmanna

|

N!
S(E,N) = klog<> =k(NlogN — NylogN;y — N_logN_) =
N, IN_!

N N
= k(N4 log<N+> + N_ log<N>

przy czym skorzystano ze wzoru Stirlinga, pozwalajacego znalezé przyblizona wartosé log(N'!) dla
duzych N, log(N!) ~ Nlog(N)— N.
Po przeksztalceniach otrzymujemy

k 41,2, B2 N? NugB — E
S(E,N) = —— (NHBBlog<“B> + Elog('uB)>. (36)

(35)

2upB uLB2N? — E? Nup+ E



Poniewaz liczba czastek jest ustalona to z warunku

1 oS
- (2= 37
mozemy znalez¢é temperature
1 k NupB - FE
z_ lo (/‘B) (38)
T 2upB NupB+E
oraz energie wewnetrzng
ppB
a takze ciepto wlasciwe
OFE Nu% B2 upB
C(T,N)= =) =—2L" sech? (——). 40
( ? ) (8T>B sz ec ( kT ) ( )
Magnetyzacja M jest sumg wszystkich momentéw magnetycznych uktadu tj.
1 E 1 E
M = Nopun + N-(-un) = 5 (N4 -2 Y = 5 (V= - Y
pweB 2 usB
(41)
E o Nupt h(“BB )
= — = an .
B~ P kT

Widaé, ze dla duzych wartosci upB/kT (dla duzych pél B lub niskich temperatur) magnetyzacja
Wynosi
M~ Npg, (42)

co oznacza, ze wszystkie spiny sa ustawione réwnolegle w kierunku pola B.
Dla matych wartosci upB \ kT otrzymujemy (rozwijajac funkcje tanh(z) w szereg Taylora)
upB
M=~ Nugp—— 43
uB KT’ ( )

co oznacza, ze magnetyzacja jest odwrotnie proporcjonalna do temperatury, a wiec otrzymalidmy
wyniki zgodne z prawem Curie.
Podatno$¢ magnetyczna x mierzy zmiane magnetyzacji uktadu pod wplywem zewnetrznego pola i
jest zdefiniowana jako

oM
_ 44
= (55). (44)
z ktérego to wzoru tatwo otrzymac
Ny, 2 (BB
= —=gech . 4
X o Sec ( o ) (45)

Dokonajmy teraz analizy otrzymanych wynikéw. Gdy T" — 0 to £ — —NupB, co oznacza, ze dla
niskich temperatur uktad znajduje si¢ w stanie podstawowym. W granicy T — 0 takze entropia
uktadu S — 0, a wiec spelniona jest III zasada termodynamiki i uktad jest uporzadkowany (naj-
tatwiej jest sprawdzi¢ warto$é¢ entropii przyjmujac Ny = N, N_ = 0 i podstawiajac do wyrazenia
(34) na liczbe wszystkich stanéw mikroskopowych, otrzymujemy € = 1, co prowadzi do wynikania,
ze entropia S = 0).



Problem ujemnych temperatur

Mozemy zapisaé¢ energie wewnetrzng F oraz entropi¢ S w zaleznosci od parametru Ny - liczby
spinéw ustawionych w kierunku pola magnetycznego:

E(N1, N) = upB(N — 2Ny), (46)

S(Ny,N) = k(Nlog N — Ny log Ny + (N — N)log(N — Ny)). (47)

Tak samo w przypadku temperatur

1 dN. k N.
Analizujac réwnanie (48) mozemy zobaczy¢, ze gdy:
N, N
— <1 N — 4
NN, b T Me<g (49)

otrzymamy ujemna temperature. Oznacza to, ze T < 0 wystepuje gdy mniej niz potowa spinéw
bedzie ustawiona w kierunku pola magnetycznego (wiecej niz polowa bedzie ustawiona przeciwnie).
Mozemy sprawdzié¢ jeszcze sens fizyczny ujemnej temperatury. Nie trudno zobaczy¢, ze maksimum
entropii odpowiada nieskonczonej dodatniej temperaturze (wystarczy przyja¢ E=0 i podstawié¢ we
wzorze (36)). Poniewaz kazda czastka moze by¢ tylko w jednym z dw6ch mozliwych mikrostanéw o
energii e, = —upB lub e = upB, a makroskopowo uktad moze osiagaé¢ tylko maksymalne wartosci
energii ¥+ = —NupB oraz E_ = NugB, to obie te energie odpowiadaja zerowej entropii (uklad
jest uporzadkowany). Wynika z tego, ze miedzy tymi punktami wykresu S(F) musi znajdowaé sie
maksimum S, co oznacza, ze (g—g) moze by¢ ujemne lub dodatnie, a wiec w dwdch réznych obszarach
mamy rézne wartosci temperatur. Ponizej przedstawiono wartosci energii jakie sg osiagane w trzech
krytycznych sytuacjach

E(Ny =N/2)=0,
E(Ny =N)=—-NugB, (50)

E(Ny =0)= NupB.

Poréwnujac powyzsze energie z przyporzadkowanym im temperaturom, tatwo zauwazy¢ ze T' < 0 jest
"goretsza” niz T' — oo. Uktad o energii z przedziatu 0 < E' < NpupB jest wiec bardziej energetyczny.
Alternatywnie mozna zrozumieé¢ ujemng temperature poprzez wyobrazenie sobie dwéch ukladow,
z ktorych jeden bedzie mial T' < 0. Wtedy, bez zaleznosci od temperatury drugiego uktadu, ten z
ujemng temperaturg bedzie zawsze przekazywal energie drugiemu.

Zadanie 5.2.1 - Krzysztof Debowski

Spiny w danej temperaturze i polu magnetycznym w zespole kanonicznym.

Dla modelu N spinow Isinga w polu magnetycznym B i w ustalonej temperaturze T znaleZé ener-
gie wewnetrzng, namagnesowanie i magnetyzacje, energie swobodng, entropie. Podaé interpreta-
cje wag Boltzmannowskich w tym problemie. Porownaé rozwigzanie tego problemu w zespole kano-
nicznym z rozwigzaniem w zespole mikrokanonicznym aby wykazaé rownowainosé tych zespotow.

Omowicé problem wjemnych temperatur i spetniania drugiej zasady termodynamiki w ukladach z
T <0.



S(E)

T>0 T<0

E_min E_max E

Rysunek 1: Schematyczne przedstawienie zachowania funkcji entropii S(E), wraz z zaznaczonym
obszarem ujemnych temperatur.

Rozwiagzanie:
Rozwazmy uktad N nieoddzialujacych spinéw 1/2 w kontakcie z rezerwuarem ciepta o tempe-
raturze T. Energia oddzialywania momentu magnetycznego p z zewnetrznym polem B wyraza sie

przez:
E=—-pu-B=—u,B, (51)

gdzie u, to z-owa sktadowa p w kierunku B.
Spin 1/2 ma dwie orientacje u, = +p. Spiny ”zaczepione” sa na sieci, wiec traktujemy je jako
rozréznialne. Zapiszmy energie N spinéw jako

N
=—) uBsi, (52)
=1

gdzie s; = +1. Mozemy teraz znalezé wyrazenie na sume statystyczna Qun (T, N, B) w rozkladzie
kanonicznym

QvTNB) = S 3 0 ¥ MBI o

s1==11s9==1 sy==%1

N N (53)
S Y X I = (X fEn) T = QuT.N.B)Y
s1==x1s9==%1 sy=*1:=1 s1==+1

gdzie Q1(T, N, B)N jest suma statystyczna jednego spinu, ktéra tatwo znalezé

Qu(T,N,B) = > e nBs = =B 4 OuB — 9 cosh(BuB). (54)
s==+1
Stad otrzymujemy

Qn(T,N, B) = (2cosh(8uB))". (55)

Korzystajac ze znanych relacji termodynamicznych otrzymujemy energie swobodna Hemlholtza

F(T,N,B) = —kT'logQn = —NKkT log (2 cosh(BuB)), (56)



a takze energie wewnetrzna

_8logQN

E(T,N,B) = o5 = —NuBtanh(BuB). (57)
Widaé, ze energia wewnetrzna . — 0 gdy T — oo.
Cieplo wlasciwe
E
C(T,N,B) = (ZT> = kN (BuB)? sech®(BuB). (58)
B

Policzmy entropie, ktéra otrzymamy przy pomocy energii swobodnej Helmholtza
oF
S(T,N,B) = _<8T> = —Nklog (2cosh(BuB)) + NT uB tanh(SuB). (59)
B,N

Magnetyzacje uktadu M definiuje sie jako

M=pY 5 (60)

Magnetyzacje uktadu M mozemy znalezé zapisujac energie wewnetrzng jako:
E=-MB. (61)

Suma statystyczna przybiera wtedy postaé

QN = Z eﬁMiB, (62)
i
gdzie M; jest magnetyzacja mikrostanu ”i”.
aQN Z M, B
PR S ﬁMZ.eﬁ i (63)
0B -

stad srednia magnetyzacja uktadu wynosi:

1 1 0 10
M= MePMB = L 90 _ 100y (64)
P 6QydB ~ 3 0B
Podstawiajac do powyzszego wzoru wyrazenie na energie Helmholtza F' = —kT log Q, otrzymuje-
my ostateczny wzor na magnetyzacje
oF
M=—— 65
aB Y ( )
skad latwo otrzymac:
ppB
M = Nuptanh| ——— 66
pta (222 (66)

Na koncu dokonajmy poréwnania z wynikami z poprzedniego zadania, w ktérym uzyliSmy uktadu
mikrokanonicznego. Otrzymalidémy takie same wyniki i potwierdziliSmy tym samy réwnowaznosé
zespolow statystycznych.
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Zadanie 6.2.2 - Krzysztof Debowski

Klasyczny gaz doskonaly czasteczek dwuatomowych.

Dla klasycznego gazu doskonalego czasteczek dwuatomowych wyznaczy¢ i przedyskutowaé: a) ener-
gie swobodna Helmholtza F', b) cieplo wladciwe przy stalej objetosci ¢,, ¢) ciSnienie p i réwnanie
stanu p(T, V).

Rozwiazanie:

Rozwazmy model sktadajacy si¢ z dwéch atoméw o masach m; i mo polaczonych niewazkim
sztywnym pretem o dtugosci L. Bedzie to model naszej czasteczki.
Hamiltonian calego uktadu H wynosi

N
H=> H, (67)

gdzie H; jest hamiltonianem i-tej czasteczki.
Korzystajac ze znanych wynikéw mechaniki klasycznej dla ciala sztywnego, wiemy, ze Lagranzjan
takiego pojedynczego ukladu jest postaci

_ MzRi + %[(922 + s sin(©))), (68)

L;
gdzie M = my + mo jest masa ukltadu, moment bezwtadnosci I = mll% + mglg, a l1,l2 sa odpo-
wiednio odlegtoéciami pierwszego i drugiego atomu od srodka masy. R jest potozeniem srodka masy
czasteczki. Lagranzjan zapisany jest we wspétrzednych sferycznych, w ktérych wektory wodzace
atoméw ri = (z1,y1,21) i r2 = (22,92, 22)

1 =118inOcos¢ x5 = losin O cos @,
y1 =11sinOsing yo = g sin O sin ¢,(69)
z1 =11cos® 29 =1l9cosO.

Nowymi zmiennymi opisujacymi wzgledne polozenie czastek sa teraz © oraz ¢.
Znajdzmy pedy kanonicznie sprzezone

L 2
R
oL .
re=—o (70)
OL .
P 9 ¢
Poniewaz R = (X,Y, Z), to mamy jeszcze
MX = px,
MZ =pz.
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Warto zwrécié uwage, ze liczba stopni swobody ukladu (X,Y, Z, 0, ¢) wynosi 5.

Przy pomocy transformaty Legendre’a mozemy znalezé hamiltonian H; pojedynczej czasteczki

2 2
Po; " Py
2I  2Isin’0;

Hi 2]\4(pX27LpYz+pZz)7L

Teraz jesteSmy w stanie zapisaé sume statystyczna

1

QT,V.N) =

X /---/dPX,1dPY,1dPZ,1dp@,1dP¢,1 ...dpx ndpy,Ndpz ndpe Ndpy N
N 2 2
1 o Do, D%
XeXp( 42 <2Mp’ 31 T alsine, )D (73)

N'hSNH/dX [avi [az; [ do: [as; [ i [arv [aps [ apos [ars,

/.../Xmleled@ldd)l .. dXNAYNAZNdONdO N

1 . .
X exp <ﬂ<§2 + p@,z + p?m

2M ™" 21 21 sin ©;

(72)

przy czym warto wspomnieé, ze catkowanie po © przebiega od 0 do 27, po ¢ od 0 do 7 a po R po

catej objetosci V. Latwo obliczy¢ ten iloczyn catek

N
Q(T,V,N) = : ( }‘;(2WkBTM)3/2(27rk;BTI)1/2477>

Dla czytelnosci wprowadzmy nastepujace oznaczenia

S W
M= kg’ ' \2nlkgT

Teraz Q(T,V, N) mozna przepisaé jako

VN (ar \V
QT V,N) = (@})

a) Energie swobodna Helmholtza mozna policzy¢ przy pomocy sumy statystycznej

(4r NN

F(T,V,N) = —kgTlog Q(T,V,N) = —kpTlog | ——a’o—
( » Vo ) B OgQ( » Vs ) B Og<N'(/\%4>\%)N

= —kpT(Nlog(4rV) — log N! — N'log (A3}, \] )

~ —kpT(Nlog(4nV) — Nlog N + N — Nlog(33}\}))

1)

= —kBTN(log(47rV) —logN +1— log( oY
AVe
= —kpTN|1 ——
o 3 )
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gdzie uzyliémy przyblizenia Stirlinga.
b) Cieplo wlasciwe przy stalej objetosci mozna policzy¢ ze znanej definicji

T /0S
= % (57 ™
poniewaz
oOF
S=—-|=— 79
<8T)V,N7 (79)
to )
T (85) T (a F)
C’U = — _— = — 72 . (80)
N\oT )yny N\OT VN
Stad otrzymujemy
Cy = ng. (81)

Wynik ten jest zgodny ze znanym wzorem ¢, = fkp/2, gdzie f to liczba stopni swobody uktadu,
ktora w naszym przypadku wynosi 5.
c¢) Cisnienie spelnia relacje termodynamicza

oF kpNT
- = = . 2
P <3V>S,N Vv (82)

Otrzymujemy wiec takie samo ciSnienie, a wiec takze i rownanie stanu jak dla jednoatomowego gazu
doskonatego.

Zadanie 6.3.1 - Martyna Terelak

Z fundamentalnej relacji dla energii swobodnej Helmholtza dF = —SdT — pdV wyprowadzi¢ odpo-
wiednie relacje Maxwella. (Wersja rozszerzona zadania - pozostale relacje Maxwella)

Rozwiagzanie:
Wyjdzmy najpierw od fundamentalnej relacji

dU = 6Q + 6W = TdS — PdV. (83)

Energia wewnetrzna U jest potencjalem termodynamicznym, tj wielkoscia, za pomoca ktorej
opisa¢ mozna termodynamiczny stan uktadu. Wprowadzmy réwniez pojecie zmiennej naturalnej.
Nazywamy tak zmienne potencjalu termodynamicznego, ktore pozostaja state w interesujacych nas
procesach, przez co réwniez sam potencjal pozostaje staly. W przypadku energii wewnetrznej zmien-
nymi naturalnymi sa entropia S (poniewaz korzystamy z II prawa termodynamiki, czyli §Q) = T'dS)
oraz objetos$¢ V' (z definicji pracy wykonanej na ukladzie W = —PdV'). Energia wewnetrzna jest
zachowana, kiedy dU = 0, a tym samym oba dS i dV musza znikac.

Przypomnijmy teraz definicje rézniczki zupelnej z funkcji f(x1,xa, ... xy):

of of
= — oo ——dzy. 4
df . dx + . dx (84)
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W kontekscie termodynamiki beda nas interesowaé¢ pochodne czastkowe funkcji f po jednej zmiennej
przy stalej innej zmiennej, tzn. np. dla f(z1, z2):

(52,)
8$2 CC1‘
Gdy powyzsza postaé pochodnych wstawimy do definicji (84), to otrzymujemy
of of
df = (=—) d ——) duxs.
f (3$1)x2 o1+ (61'2)131 2 (85)
Mozemy przepisaé forme (83) za pomoca (85), przyjmujac 1 = S, zo = V:
ou ou
— ) dS+ (==) dV =TdS — PdV. 86
(55)v 45+ (Gv), (86)

Nastepnie poréwnajmy wspdlczynniki stojace po obu stronach (86) przy rézniczkach zmiennych
naturalnych dS' i dV:

(gg)v =T, (87)

(gg)s =P (88)

Zajmijmy sie pierwszg z powyzszych réwnosci. Zrozniczkujmy obie jej strony po V przy stalej
entropii S:

(i) ((’LU) _ (C‘LT) .
ov/s\oS/v ov'/s

Poniewaz mozemy zmieniaé¢ kolejno$é rézniczkowania, lewa strone tego réwnania mozna zapisaé
jako (W)S(@)VU, czyli

0 0 oT
— ) (=) U=(=—) .
(av)s(5), ¥ = (v ).
Teraz zrézniczkujmy drugie z réwnan (87) po S przy stalej objetosci V. Analicznie do poprzedniej
procedury, mozemy od razu zapisaé

(57)s(a5), =~ (55)

e
Poréwnajmy nastepnie oba wyrazenia rowne (%)S(@) U:
14

oT oP
(W)s - 7<%>v' (89)

W ten sposob otrzymalidémy pierwsza z termodynamicznych relacji Maxwella.

Wykonajmy analogiczne obliczenia dla kolejnych trzech potencjatéw termodynamicznych.

14



Entalpia H = U + pV, ktérej rézniczka ma postaé
dH =dU 4+ PdV +VdP =TdS — PdV + PdV + VdP =Tds + VdP.
Naturalnymi zmiennymi entalpii sa entropia S i cidnienie P, a zatem

oH OH

(%)PdS + (8—P>SdP = TdS + VdP,
co daje
OH
(gﬂp:f
H
(3p)s =V

Delaj powtarzamy czynnosci, ktore wykonaliSmy dla energii wewnetrznej:

0 0 oT
(8?)5(%)13[{ - (8?)57
0 0 oV
(ﬁ)s(ﬁ)PH - (@)P’
co ostatecznie pozwala nam zapisaé relacje Maxwella dla entalpii:
oT oV
(5p)s= (55),

Energia swobodna Helmholtza FF = U — TS, ktorej rézniczka ma postac:

dF =dU —TdS — SdT =TdS — PdV —TdS — SdT' = —PdV — SdT.

Naturalne zmienne to w tym przypadku objetos¢ V i temperatura T'. Stad:

(gi)Tdv + (gl;)vdT = —PdV — SdT,

a nastepnie

OF
(Gv)p=-P
OF
<a7)v — 8.
Znowu wykonujemy rozniczkowanie po odpowiednich zmiennych:
0 0 0—P
(v ) az) P = ),

15
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0 0 0—-S
— — ) F=(——) .
<8V>T(E)T)v < oV )T
Relacja Maxwella dla energii swobodnej Helmholtza ma zatem postaé:
oP a8
(&) = G o7)
e Energia swobodna Gibbsa G = H — TS, ktoérej rézniczka to:

dG =dH —TdS — SdI' =TdS +VdP —TdS — SdT = VdP — SdT. (98)

Zmiennymi naturalnymi sg ci$nienie P oraz temperatura T, totez:

(Z%)po + (g—g)PdT _ VdP — SdT,
zatem
(5r), =¥ ”
(Z({?)p ) (100)

Przez odpowiednie rézniczkowanie otrzymujemy nastepnie:

(5): (7). = (57)1

(57):(o7),9= (%5 ),

i ostatecznie zapisujemy relacje Maxwella dla energii swobodnej Gibbsa:

1% o—S
(57) = o5 )y (101)

OtrzymaliSmy w ten sposéb cztery relacje Maxwella wynikajace z czterech potencjaléw termo-
dynamicznych ((89), (93), (97), (101)). Sa one o tyle istotne fizycznie, ze pozwalaja na zmiane

wielkosci szukanych, ale nie mirzalnych w danym ukladzie, na inne wielkosci, np. w sytuacji, kiedy

chcemy zbadaé (%)T, mozemy postuzy¢ si¢ réwnaniem (101) i w zamian zmierzy¢ —(%)

Zadanie 7.2.1 - Andrzej Chrostowski

Rozklad Maxwella; charakterystyka - Znalezé predkos$é typowa (najbardziej prawdopodobna), pred-
kosé érednia, srednia predko$¢ kwadratowa i dyspersje dla rozktadu Maxwella. Oszacowacé te wiel-
kosci dla czasteczek tlenu w warunkach normalnych.

Rozwiagzanie
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Rozklad Maxwella opisuje rozktad predkosci czastek dla nieoddzialujacego, swobodnego gazu
doskonatego. Podstawowa forma rozktadu Maxwella ma postaé

L m mi2
1) = \[5rean (—%BT) , (102)

gdzie m jest masa czasteczki, kp stala Boltzmanna, T temperatura oraz v wektorem predkosci.
Czasami wzér ten przedstawia sie zmieniajac zmienne na wspoélrzedne sferyczne dla predkosci.
Rozklad przyjmuje wtedy postaé

m 3/2 m’U2
=4 2 — 1
J(v) = 4= (27rkBT) v exp( 2k3T>’ (103)

gdzie v jest teraz modutem predkosci, a wktad 4mv? wynika z zamiany zmiennych.
Predkosé najbardziej prawdopodobng (zwana takze typowa) mozemy obliczyé wyznaczajac eks-
tremum rozktadu Maxwella. W tym przypadku tatwiej bedzie skorzystaé¢ z wzoru 103.

of(v) . 3/2 mv? mu?
0 —0—471'( ) 2v T exp( T (104)

27T/{TBT

\[ m

Pamietaé nalezy, ze jest to wzor na modut predkosci.
Srednig predko$¢ oraz érednig predkos$é¢ kwadratowg mozemy policzyé obliczajac n-ty moment i
nastepnie wyznaczajac wielko$¢ dla n = 1 oraz n = 2.

Rozwigzaniem tego réwnania jest

o0 m 3/2 oo muv?
ny _ n dv = 4 / n+2 — d 106
(v™) /0 " f(v)dv 7T<27rk:BT) ; V" Cexp kT v (106)

Korzystajac z podstawienia u = v? otrzymujemy
3/2 oo
m ntl mu
m=2 2 — du. 107
W' =2r (27rkBT> fy exp( 2/cBT> ¢ (107)
Calka ta przypomina definicje funkcji I'; Zeby to zobaczy¢ nalezy zastosowaé¢ podstawienie x = %.
3/2 nt3
m 2kpT\ 2 n—+3

=2 r 108
= (mr) ()T (%) (0%

Dla n = 1 dostajemy Srednig predkosé

(v) =1/ Siff, (109)

natomiast dla n = 2 érednia predkosé¢ kwadratowa:

Jw?) = ,/3’{;§T. (110)
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Poréwnujac wspotezynniki zauwazamy, ze predkosé najbardziej prawdopodobna zawsze przyj-
muje najmniejszg warto$¢, nastepnie jest Srednia predkosé i w koncu s$rednia predkosé kwadratowa.
Policzmy jeszcze rozrzut (dyspersje) predkosci. Zgodnie z definicja dyspersja dana jest wzorem

[ on o 3kpT  8kpT 3m — 8 kT
Bo () = (v) \/ m ™n \/ 0 m (111)

Warunki normalne dla obliczen termodynamicznych zachodza dla temperatury 300K. Stala
Boltzmanna kg ~ 1,38 - 10_23%, natomiast masa atomu tlenu to 16u, gdzie 1u = 0,166 - 10~2"kg.
Korzystajac z tych wielko$ci mozemy oszacowaé predkosé typowa, $rednia oraz srednia kwadratowa,
a takze dyspersje dla atomu tlenu:

Vigpowa ~ 1765, 6%, (112)
(v) ~1992,3, (113)
S
(v?) ~ 2162,4, (114)
S
A, ~ 840,82 (115)
S

Jak mozna bylo przypuszczaé patrzac na sam wzér na dyspersje, rozrzut predkosci jest znaczacy.
Widzimy takze, ze faktycznie zachodzi veypows < (V) < v/ (v?).

Zadanie 7.2.2 - Andrzej Chrostowski

Rozklad Maxwella; réwnanie stanu gazu doskonatego. W ramach teorii molekularnego chaosu, gdzie
zakladamy, ze czastki poruszaja sie z przypadkowymi predkosciami opisanymi rozktadem Maxwella,
wyprowadzi¢ wzor na ci$nienie takiego gazu i sprawdzi¢ réwnanie stanu dla gazu doskonaltego.
Rozwiagzanie
Zacznijmy od przypomnienia czym tak naprawde jest ci$nienie. Ci$nienie zgodnie z definicja to
sita dzialajaca prostopadle do pewnej powierzchni podzielona przez te powierzchnig, zapisujemy to
jako

(116)

gdzie S jest powierzchnig, natomiast F,, = F i, gdzie 71 jest wektorem normalnym powierzchni.
Gdy czastka uderza o $ciane naczynia dochodzi do jej odbicia. Dla uproszczenia zalézmy, ze

wektor normalny powierzchni przyjmiemy jako o$ x (zawsze mozemy tak zrobi¢ - mozemy obrocié

nasz uklad odniesienia). W wyniku odbicia dojdzie do zmiany pedu czastki wzdluz osi z. Pamietajac

definicje sity

Apa

At

gdzie F}, 1 oznacza sil¢ normalng do powierzchni dla jednej czastki.
Predko$é czastki wzdtuz osi & po odbiciu zmienia si¢ z v, na —v,, co powoduje zmiane pedu

rowna Ap, = 2muv,. Podsumowujac: ciénienie wywierane na powierzchnie S przez czastke o masie

m 1 predkosci v, wynosi

Fo1= (117)

2muy

~ SAt

P1 (118)

18



Zeby obliczy¢ ciénienie wywierane na $cianke przez wiele czastek musimy uwzglednié¢ rozklad
Maxwella predkosci oraz odleglosé czastek do $cianki - czastki ktére sa odpowiednio daleko od Sciany
i nie maja wystarczajaco duzej predkosci wzdluz osi x nie beda w stanie do niej dotrzeé¢ w czasie
At i nie dadza wkladu do catkowitego cinienia.

Z rozktadu Maxwella predkosci f(7) podanej w poprzednim zadaniu (dzieki jego interpretacji ja-
ko prawdopodobienstwa znalezienia czastki o danej predkosci) mozemy obliczy¢ ile czastek znajduje
sie w zakresie predkosci [vg, v, + dv,], majac poczatkowo N czastek w ukladzie

N, = N f(vg)dvy,. (119)

Musimy réwniez uwzgledni¢ wspomniany fakt, ze nie wszystkie czastki zdarza uderzy¢ o Scianke
w czasie At. Innymi slowy, wylacznie czastki z pewnej objetosci

Vi, = SvugAt (120)

dadza wklad do cisnienia. YL.aczac powyzszy wzér z wzorem na N, otrzymujemy taczng liczbe czastek
o predkosci v, dajacych wktad do ci$nienia jako

> N
Nx% = Vf(vz)vaAtde. (121)
Calkowite ciénienie od czastek o predkosci w przedziale [v,, vy, + dvg] to
Ve  2muy, N 9
Ny— = N f(vg)Sv.Atdv, = — f(v,)2 - 122
PINoE = 2PN (0,) S Atdog = T f(v) 2y (122)

W celu otrzymania catkowitego ci$nienia wystarczy wycatkowaé powyzsze réwnanie po wszystkich
predkosciach

/ —f v ) 2mv2du,. (123)

Nalezy zauwazy¢, ze czastki o ujemnych predkosciach oddalatyby sie od $cianki, zatem nie nalezy
po nich calkowaé.
Dla przypomnienia rozktad predkosci Maxwella, dla predkosci wzdluz osi x dany jest przez

m m’U%

Calka na catkowite ciSnienie stanie si¢ tatwiejsza do obliczenia, jezeli zauwazymy, ze jest ona

symetryczna, zatem zachodzi
- Imvidv. = —
A Vf(vx) musdu, = v

Ostatecznie wzor na caltkowite cisnienie dany jest wzorem

— fvg)2muidu,. (125)

T
p= mnlci = nkpT, (126)
m

ien =N
gdzie n = 3.

Zauwazmy, ze mnozac réwnanie na p stronami przez objeto$¢ otrzymujemy
pV = NkgT, (127)

co rozpoznajemy jako réwnanie gazu doskonalego.
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Zadanie 7.2.3 - Martyna Terelak

Wzor barometryczny - Znalezé wzér opisujacy zmiane ci$nienia gazu doskonatego z wysokoscia,
zakladajac, ze temperatura jest stala.

Rozwiagzanie

Mozemy zaczaé od rownania gazu doskonatego

PV =nRT.

Zapiszmy je w postaci molowej, w ktérej n = m /M, gdzie m jest masa calkowita gazu, a M jego
masg molowa:

m
PV = —RT
14 MR
m RT RT
_ — p— . 12
P % p_]‘, (128)

Przyjmujemy tutaj znana, stala gestos¢ gazu rho. Ponadto, gdy przyjmiemy, ze cidnienie jest
hydrostatyczne, mozemy zapisaé¢ jego rézniczke w postaci

dP = —pgdh, (129)

gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym, a h’ - wysokos$cia. Podzielmy ci$nienie (128) przez jego
rézniczke (129):

dp _ Mgdh'
P RT

Powyzsze réwnanie calkujemy od powierzchni Ziemi (k' = 0) do wysoko$ci h' = h:

h dn’
P=P — Mg— ;.
oeXP{ /0 gRT}

Poniewaz temperatura 7', masa molowa M i przyspieszenie ziemskie g sg znane i state, powyzsze
réwnanie przyjmuje ostatecznie postaé

(130)

Mgh
P = Poexp{—g }

RT

Py ma tutaj interpretacje ci$nienia na poziomie gruntu, tj. P(h' = 0). Aby zalezno$¢ ci$nienia od
wysokosci byla bardziej widoczna, mozemy réwnanie (130) zapisaé¢ w postaci, w ktorej w eksponencie
znajdzie sie stosunek wysokoéci:

P(h) = Poexp{ - .

lub réwnowaznie
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gdzie heo jest wysokoscig charakterystyczng wyrazona stosunkiem stalych M, g i R oraz stalej

temperatury 71"
RT

pu— 7Mg .
Wysokoéé he oznacza poziom, na ktérym cisnienie atmosferyczne maleje e—1-krotnie. Obliczmy
ja w nastepujacych warunkach:

hc

e przyjmijmy, ze atmosfera sktada si¢ z azotu o masie molowej M = 28,
e stala temperatura wynosi 290 K, a co za tym idzie RT = §8,31415 - 290 =~ 2,41 - 103ﬁ,
e przyspieszenie grawitacyjne wynosi g = 9,81 7.

Dokonujemy obliczen:

hc = % ~ 8,78 - 10%[m] = 8, 78[km]. Spadek ci$nienia wraz ze wzrostem wysokosci obrazuja

wykresy 2 1 3 (w skali logarytmicznej).

spadek cignienia z wysokoscia

stosunek cisnien

1.0

0.8

- 10 20 20 40 50

Rysunek 2: Wykres zaleznosci P/ Py od h

spadek cisnienia z wysokoscia
stosunek cisnien

Rysunek 3: Wykres zaleznosci P/ Py od h w skali logarytmicznej
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Nalezy pamietac¢, ze powyzsze rozwazania sa jedynie przyblizeniem. W rzeczywistodci atmosfera
nie pozostaje w stanie réwnowagi; wystepuja procesy meteorologiczne, takie jak formacje chmur,
przyjmowanie ciepta z gleby, ruchy powietrza, etc. Ponadto, nie wzigliémy w obliczeniach pod uwage
faktu, iz powietrze nie sktada sie z samego azotu.

Zadanie 9.3.2 - Martyna Terelak

Stala Stoneczna wymnosi 1360 J/sm2 i opisuje ilo$¢ na jednostke powierzchni i jednostke czasu
docierajacej do Ziemi energii ze Stonca. Odleglo$é Ziemia-Stofice wynosi d = 1,3-10'1m, a promien
Stofica wynosi RS = 7 - 108m. Wyznaczy¢ moc Stofica i jego temperature.

Rozwiazanie

Mozemy potraktowaé¢ promieniowanie Stonca jak promieniowanie ciata doskonale czarnego, a
wiec wykorzysta¢ prawo Stefana-Boltzmanna. Dla ciata o promieniu R i temperaturze efektywne;
T, strumien energii wypromieniowany z jednostki powierzchni tego ciala wynosi

® = 47 R?0 T, (131)
gdzie o jest stalg Stefana Boltzmanna réwna w przyblizeniu 5,67 - 1078 %.

Stala stoneczna opisuje ilos¢ energii docierajacej do powierzchni Ziemi ze Stonica, z kolei stru-
mien energii ® opisuje energie docierajaca do sfery znajdujacej sie w infinitezymalnej odleglosci od
powierzchni Stofica. Zeby méc wstawié¢ do wzoru (131) stala stoneczna musimy wiec odpowiednio
ja przeksztalci¢. Natezenie promieniowania docierajace ze zrédla do sfery o promieniu d (a wige do
powierzchni Ziemi) taczy sie ze strumieniem energii nastepujacym wzorem:

)
I=—.
4drd
Wzoér éw mozemy przeksztalcié, aby otrzymaé wyrazenie opisujace &:

® =T -4rd>. (132)
Strumief energii ma wymiar W/m? - m? = W, a wiec jest tozsamy z moca.
Wyrazenie (132) podstawmy teraz do (131):
I-4nd® = ATR*0T".

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy wzoér

I-4md? 11/4
] (133)

A R20T*
do ktérego nalezy jedynie podstawié liczbowe wartoéci zmiennych. Warto$é¢ temperatury powierzchni
Stofica wyznaczona na podstawie stalej stonecznej wynosi wiec T ~ 5600K.

r-|

Zadanie 12.2.1 - Andrzej Chrostowski

Klasyczny gaz doskonaly w wielkim zespole kanonicznym. Dla klasycznego gazu doskonalego w
duzym zespole kanonicznym pokazaé, ze:
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1. N = —B®(T,V,pu), gdzie N = (N) jest érednia liczba czastek, ®(T,V, i) jest wielkim poten-
cjatem termodynamicznym;

2. prawdopodobiefistwo znalezienia dokladnie N czastek wynosi P(N) = exp(—N)N~/N! (roz-
ktad Poissona).

Rozwiagzanie

Wielki zespoét kanoniczny to taki, w ktorym dopuszczamy wymiane energii oraz czastek z oto-
czeniem. Zakladamy, ze w takim uktadzie temperatura 7" oraz potencjal chemiczny u sa state. W
tym zespole rozklad prawdopodobienstwa wystapienia danego mikrostanu {2 dany jest przez

exp(=BE(Q) + fuN ()

P(S) = | , (134)
2(8, 1)
gdzie Z(0, u) jest wielka suma statystyczna, 8 = kBLT i normuje prawdopodobienstwo
E(B, p ZeXp (=BE(Q2) + BuN (). (135)

Dla klasycznego gazu doskonalego energia calkowita jest energia kinetyczna, ktéra musimy wy-
catkowaé po calej przestrzeni fazowej. W zadaniu = przyjmuje wiec postaé

= s 1 3N 3N p?
2(8, 1) =Nz::0exp(ﬁ/~d\f)h3NN! /d -’L'/d pexp| =B, . (136)
Korzystajac z separowalnosci calek mozemy dojsé¢ do postaci
<1
=60 = 3 (o1 exp() (137
v N
gdzie 21 = ;5 fdgpexp( 5%) 2 V = [ d3z. Koficowo z; = (27””)
Zauwazmy, ze (137) jest rozwinieciem funkcji exp(z1 exp( 1)), zatem
(B, 1) = exp(z1 exp(Bu)). (138)

Czesto z1 zapisuje sie jako z; = %, gdzie A = ﬁ jest zwane dlugoscia charakterystyczna.

Wielki potencjal termodynamiczny ® (7T, V, u) zdefiniowany jest jako
(T, V) =—kgTInE(T,V, u). (139)

Srednia liczba czastek zgodnie z definicja to

V=> N(Q)P(Q). (140)

Q

Zauwazmy, ze gdyby zrézniczkowaé =(8, u) po Bu dostaliby$my

0=(B, 1)
W_%:N( ) exp(—BE(Q) + BuN (), (141)
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co podzielone przez Z(3, 1) byloby identyczne z definicje N. Zatem
1 02(8,p)

N = — 142
SN (142)
Korzystajac z faktu, ze % = ﬁagf) dostajemy
g ou o TV
Poniewaz zachodzi
- o0o(T,V, OkpT z ex
N (B (PR (i) = R Vi), (40)
o T,V op TV

zatem rownanie z pierwszego punktu zostalo udowodnione.

Zeby wykazaé¢ drugi podpunkt zauwazmy wpierw, ze (135) to tak naprawde suma nieunormo-
wanych prawdopodobienstw wystapienia mikrostanu . Z (137) widzimy takze, ze sume t¢ mozna
zapisaé jako sume po danej liczbie czastek. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wystapienia mikro-
stanu z N czastkami dane jest przez

P(N) = (21 exp(Bp)" (145)

I
=(6, n)N!

Pamietajac, ze N = 21 exp(3u) powyzsze réwnanie mozemy zapisaé jako

P(N) = WNN. (146)

Ostatecznie, zauwazajac ze Z(3, u) = exp(N) dostajemy

N
P(N) = exp (—N) N (147)

co jest rozktadem Poissona i konczy dowdd.

Zadanie 12.2.2 - Andrzej Chrostowski

Klasyczny gaz doskonaly w wielkim zespole kanonicznym. Wyprowadzi¢ zwiazek pomiedzy gesto-
Scig czastek przy powierzchni ziemi i gestoscia czastek na wysokoéci H korzystajac jawnie z sumy
statystycznej w wielkim zespole kanonicznym i tego, ze w warunkach réwnowagi potencjal chemicz-
ny na wysokoséci H jest réwny potencjatowi przy powierzchni ziemi. Potencjat pola grawitacyjnego
przyjaé¢ w postaci U = mgz. Wyprowadzi¢ (wypisa¢) wzér barometryczny dla ci$nienia. (W zadaniu
koncentrujemy sie na znalezieniu sumy statystycznej dla czastek klasycznego gazu doskonatego w
pudle sze$ciennym o bokach dtugosci L w polu grawitacyjnym i bedacym na wysokosci H.)

Rozwiagzanie

Energia pojedynczej czastki musi teraz uwzgledni¢ wktad od pola grawitacyjnego oraz wkiad
kinetyczny i dana jest przez ,

p

H, = o + mgz. (148)
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W wielkiej sumie statystycznej musimy wysumowaé po wszystkich mikrostanach. Podobnie jak w
poprzednim zadaniu oznacza to wycatkowanie energii po calej przestrzeni fazowej. Otrzymujemy
wowczas wzor

> 2
BB = exp(ﬁﬂN)m /d3Nx/d3NpeXp (—ﬂ (p + mgz)) . (149)

o 2m

Do obliczen wygodniej bedzie obliczyé¢ wktad od pojedynczej czastki
2] = 1/d3x/d3pexp —f i + mgz (150)
h3 2m ’

00 N
Z(B.1) = Y exp(BuN) 2L
P NI

wéwcezas

Calke po pedach mozemy obliczy¢ niezaleznie od catki po polozeniach dzicki separowalnoéci. Po-
dobnie catke po dx oraz po dy, jako ze funkcja pod calka nie zalezy od tych wspotrzednych. Jako
rozwazana objetos¢ przyjmijmy szescian potozony na powierzchni ziemi o dtugosci boku L. Otrzy-
mujemy wtedy

1 (2rm\*? , (L
A= (7;71) LQ/0 dz exp(—fmgz). (151)
Obliczajac catke dostajemy
1 /2rm)\%? kpT
4= (ﬂ) 2 (1= exp(~fmgL) "2 (152)

Dla utatwienia dalszych zapiséw wprowadzmy dltugosé charakterystyczng A = \/ﬁw oraz 0znacz-

my dla wygody L = EpT 3 wtedy

mg
L? L
21 = 7)\3 LT <1 — exXp <_LT)> . (153)

Korzystajac z wlasnosci exp(BulN) = exp(Bp)" i z rozwiniecia funkcji exp(z) = > N—o % dostaje-
my wyrazenie na wielka sume statystyczna

E(B, 1) = exp <eXP(ﬁN)i§LT <1 — exp (—LL>>> : (154)

T
Mozemy teraz obliczy¢ wielki potencjal kanoniczny & = —kpT InZ=, a nastepnie obliczy¢ ci$nienie
na powierzchni ziemi ze wzoru
0P
=—|=—= . 155
v=—5v),. (155)
W naszym przypadku V = L3, zatem zmieniajac zmienne otrzymujemy
1 0%
=— == . 156
b (3L2 6L>T7M (156)
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Wielki potencjal kanoniczny dany jest jako

L? L
® = kT exp(ﬁu)ﬁLT 1—exp .))

Zatem ciénienie na powierzchni ziemi wynosi

p(H =0) = kf—gT exp(fu) <23If (1 — exp <_LLT)) + éexp (_LLT>) . (157)

Przejscie na wysokos¢é H polega na zmienieniu granicy catkowania we wzorze 151 z fOL dz do
féﬂq dz, lub réwnowaznie na zmodyfikowaniu potencjalu U = mgz na U = mg(z + H). Wielka
suma statystyczna bedzie miata teraz postaé

L? H L
E(B,n) = exp (exp(ﬂﬂ)/\gLT exp <_LT) (1 — exp (_LT>)> : (158)
Zmiana wzoru na ci$nienie bedzie zatem niewielka - réznica bedzie w dodatkowym wspotczynniku
exp (—%) przed nawiasem, tj.
kT H 2L7 L 1 L
H)=—— — ) == (1- . - —— . 1
p(H) = —5 exp(ﬂu)exp< LT) ( T ( exp( LT)) + 3exp< LT)> (159)

Zauwazmy, ze wraz ze wzrostem wysokosci H wspdlczynnik exp (—%) bedzie malal i w szcze-
gblnoéci w granicy H — oo bedzie dazyt do zera, czego bysSmy oczekiwali, jako ze przez nieskoniczona
odleglosé mieliby$my tutaj na mysli préznie kosmiczng dla ktérej cinienie dazy do zera. Dla H — 0
otrzymujemy cisnienie przy powierzchni ziemi.

Mozemy takze wyznaczy¢ Srednig liczbe czastek na danej wysokosci ze wzoru

Przy powierzchni ziemi dostajemy wtedy

_ L2L L
N(H = 0) = exp{fu} =T (1 —exp (—)) , (161)
A3 L
natomiast na wysokoéci H mamy
N(H) = N(0) exp(—BmgH). (162)

Oznacza to, ze im dalej jesteSmy od powierzchni ziemi tym mniej czastek znajduje sie na danej
wysokosci (powietrze staje sie mniej geste) i koncowo dotrzemy do prézni kosmicznej, w ktérej
liczba czastek jest w przyblizeniu zerowa. Zauwazmy takze, ze masa czasteczek réwniez wplywa na
ich gestos¢ i ciezsze czastki beda blizej powierzchni ziemi.
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Zadanie 13.2.1 - Martyna Terelak

Rozklad FD i BE - pokazaé, ze Srednie obsadzenie k-tego stanu wynosi ng = odpowiednio

Py
dla fermionéw (+) i bozonéw (-).

Rozwiazanie:

Rozktad Fermiego-Diraca mozna w prosty sposéb wyprowadzié¢ z wielkiego zespotu kanonicznego
(mozliwa wymiana czasteczek z otoczeniem, stala temperatura i potencjal chemiczny). Zgodnie z
reguta Pauliego, dwa fermiony nie moga zajmowaé tego samego stanu. Jesli pomyslimy o kazdym
dostepnym poziomie energetycznym jako o samodzielnym wielkim zespole kanonicznym, to tatwo
wyobrazié sobie, ze zespoly te moga przyjmowaé tylko dwa mikrostany: brak czastki (E = 0) lub

czastka obecna (E = ¢;). Suma statystyczna ma wtedy postac:

Z =exp{0(ex, — p) - B} + exp{1l(ex — p) - B} =

(163)
— 1+ expl(e — ) ).
Srednie obsadzenie k-tego stanu ma jest wiec opisane wyrazeniem:
_ 1,07 1
ng = BE (ai,u)v,T = a1 (164)

W podobny sposéb mozemy wyprowadzi¢ rozklad Bosego-Einsteina odnoszacy sie do bozonéw.
Kolejne stany energetyczne nadal oznaczamy przez ¢, jednak tym razem w takim stanie moze
znajdowaé si¢ wiecej niz jedna czastka. Jesli energie ¢, bedzie mie¢ N bozondéw, to poduktad taki
mie¢ bedzie energie Neg. Otrzymujemy wiec podobna do (163) postaé sumy statystycznej:

Z =Xy exp{((N(ex — ) - B)}- (165)

W przypadku suma miata tylko dwa elementy; dla bozonéw jednak N moze by¢ dowolng liczba
catkowita, wiec sume (165) mozemy potraktowaé jak nieskonczona sume geometryczna.

Z =33 gexp{((N(ex — ) - B)} = S plexp{((ex — p) - B)}]Y =
1 (166)

T 1-exp{(ex —p) - B)}

Ponownie skorzystamy z definicji éredniego obsadzenia jako pochodnej czastkowej sumy staty-
stycznej po potencjale chemicznym aby otrzymacé rozklad Bose'go-Einsteina:

ﬁkzﬂl(ﬁz 1 (167)

Z 87M)V,T T Bl — 1

Zadanie spoza skryptu - gaz Tonksa - Krzysztof Debowski

Jednowymiarowy gaz z nieskoriczonym oddzialywaniem miedzy atomami (Tonks gas)
ZnaleZé cisnienie gazu Tonksa tj. jednowymiarowego gazu z nieskonczonym odpychajgcym oddzialy-
waniem miedzy sgsiednimi atomami. Porownac otrzymane wyniki z wynikamsi dla gazu doskonatego
1 gazu van der Vaalsa.

Rozwiazanie:
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Rozwazmy jednowymiarowy gaz, w ktérym atomy majg okreslone potozenia i zderzaja sie do-
skonale sprezyscie tj. oddzialywanie miedzy nimi opisywane jest potencjatem

0 da|z;—x;| >~
O(x;, ;) = J
(@i, ;) { oo dlajz; — x| <~
gdzie xj, jest polozeniem Srodka masy k-tego atomu. Mozemy zatem interpretowaé uktad jako gaz
sktadajacy sie z twardych kul o $rednicy 7 (w jednym wymiarze), ktére maja swobode ruchu wzdtuz
odcinka o dtugosci L.
Hamiltonian ukladu ma postac

H:Z%—|—§Z ®(|z; — x4]). (168)

Problem najtatwiej jest rozwiazaé w zespole kanonicznym. Warto jednak wcze$niej zobaczyé jak
wyglada wielkos¢

1 gdy |z —zj] >

exp(—B®(z;, x;)) = O(|lzi — x| — ) = { (169)

0 gdy |z — a5 <y

Obliczajac sume kanoniczng nalezy ”zapomnie¢” o wyrazie N!, poniewaz czastki w tym przypadku
sg rozrdznialne, maja ustalone potozenie, a moga jedynie zderzaé si¢ z sasiednimi czastkami.
Suma kanoniczna ma postaé

1 /L L L
Q(T,L,N):)\—N/ dxl/ de.../ dzn, (170)
0 0 0

przy czym wyraz z AN = \/2nh2/kgT'm pochodzi z catki po wszystkich pedach. Obliczenie powyz-
szej sumy kanonicznej wymaga zauwazenia, Ze polozenie poszczegdlnego atomu x; jest ustalone i
ograniczone z lewej i prawej strony

1 To—7y T3—" L—~/2
Q(T,L,N) = W / dxq / dzxs ... / dry. (171)
/2 3v/2 Ny=v/2
Dokonujac zamiany zmiennych:
Xj=zj— <J' - ;)7 (172)
suma kanoniczna przybiera postaé
Xo Xs L—N~
Q(T,L,N):;V/Xm/ng... / dXN:(L;V‘;V’Y). (173)
0 0 0
Energia swobodna Helmholtza wynosi
F(T,L,N) = —kgTlog(Q) = —kBTlog</\1N(L - Na)N>

N (174)

:—k:BT<Nlog<L >—N10g(N)+N).
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Zmnajac energie swobodng Helmholtza F', mozemy teraz tatwo znalezé cidnienie gazu p

b= _<8F> kTN kgT kT
TN

il = = = 1
oL L-—Na L/N-a wv-—a’ (175)

gdzie v = L/N.
Poréwnajmy otrzymany wzor ze znanymi rownaniami stanu gazu idealnego i gazu van der Vaalsa
w jednym wymiarze:

1. gaz doskonaly

kT
p(T.0) ===, (176)
2. gaz van der Vaalsa
kT a
T,v) = - —. 177
p(T0) = — —— (177)

Poréwnujac wzory (175) 1 (176), mozemy zauwazy¢, ze gaz Tonksa jest opisywany réwnaniem stanu
gazu idealnego, ktérego objeto$é L pomniejszona jest o objetosé atoméw N+ (twardych kul)

pL = NkgT = pLy= NkgT, (178)

gdzie Ly = L — N~.
Warto przypomnieé, ze w przypadku gazu idealnego czasteczki gazu traktujemy jak punkty mate-
rialne, a wiec ich objetosé jest zaniedbywana.

Zadanie 14.2.1 - - Krzysztof Debowski

Rozwiniecie nisko-temperaturowe Sommerfelda dla fermionéw
Wyprowadzié rozwiniecie Sommerfelda na calke z dowolnej funkcji H(€) pomnozonej przez funkcje
Fermiego-Diraca, tzn. pokazaé, zZe w niskich temperaturach mamy:

o0 €r 72 9 dH () 7T JA3H (€)
/_OO H(e) frp(e) de:/_oo deH(€) + = (bpT)* 0 oy + oo (e T) P emy 4 (179)
Rozwiazanie:
Wiemy, ze funkcja Fermiego-Diraca jest postaci
1
frple) = ——, (180)
1+ eFsT

gdzie p jest potencjalem chemicznym.
Szukana wielkosé¢ to tak naprawde wartosé oczekiwana funkeji H(e€), ktéra dana jest przez

=)= [ H©Ofrn(e)de. (181)
Calkujac przez czesci (181) dostajemy
/_ O:o H(E) frn(e) de = K(o0) frn(00) — K(—00) frn(—o0) — /_ ; K(e')(”i:é(e/) &, (182)
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przy czym wprowadziliémy funkcje K (€) dana przez

= /j H() de'. (183)

Poniewaz f(o0) = 0 oraz K(—o0) = 0, otrzymujemy

/ H(e) frpl(e / K(e dchﬁ()d (184)

Interesuje nas sytuacja, w ktérej temperatura uktadu jest mniejsza od energii Fermiego e¢p. Jesli
zalozymy takze, ze H(e€) jest w miare wolno zmienna w regionie O(kpT) wokél ep, to mozemy
dokonaé¢ rozwiniecia w szereg Taylora wokoét punktu e = p

dK 1 d’K 5 1dH 5
K(e):K(u)—i—E‘e:M(e )+2, e lemp(e—p)? 4. .. = K () +H(p)(e—p)+ 3 de —Je=p(e—p)"+. ..
(185)
Mozemy takze policzy¢ pochodng funkcji Fermiego-Diraca
()
X
dfrp(e) P\ kpT (186)
= 5
de kBT(eXp(;;—?) + 1)

Wstawiajac (185) i (186) do (184), i catkujac przez czesci otrzymamy szukane rozwiniecie Sommer-
felda. W obliczeniach przydadza si¢ takze ponizsze calki

o0 et o0 re”
S " _0
/ dTreo2 / (1 + ew)2 ’
o0 2 J? 7T
/ (1+em)2 / + (1+ev)2 0 (187)

37
o0 4&? 7T
/ (I4er)2 157 B

1+ew
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