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1. Wprowadzenie

Splgtanie kwantowe [1-3] jest jednym z najbardziej charakterystycznych zjawisk przewidywanych przez me-
chanike kwantowa, niemajacym odpowiednika w fizyce klasycznej. Uklad kwantowy zlozony z kilku po-
duktadow znajduje si¢ w stanie splatanym, jesli jego stanu nie da si¢ zapisa¢ jako iloczynu tensorowego
stanéw poszczegdlnych podukladow. Méwiac obrazowo, w stanie splatanym czes¢ informacji o uktadzie jest
zakodowana nie w stanach poszczegdlnych podukladéw, lecz w ich wzajemnych korelacjach. W rezultacie
znajomos¢ stanéw wszystkich podukladow z osobna nie wystarcza do pelnego odtworzenia stanu calego
uktadu. Cho¢ brzmi to dosé abstrakcyjnie, splatanie kwantowe lezy u podstaw wielu waznych zastosowan
mechaniki kwantowej, takich jak kryptografia kwantowa czy kwantowa teoria informacji. Ilosciowo zjawisko
splatania kwantowego mozemy opisywaé¢ za pomoca wielkodci nazywanej entropig splgtania, przynajmniej
w przypadku uktadéw, ktorymi bedziemy sie tu zajmowac.

W ramach projektu zbadamy ewolucje uktadu dwoch czastek w jednowymiarowej nieskonczonej studni po-
tencjatu, oddzialujacych ze soba potencjatem kontaktowym ~ § (z1 — x2). Wyznaczymy entropi¢ splatania
jako funkcje czasu, by ustali¢, czy, a jesdli tak — w jakim stopniu, oddzialywanie czastek prowadzi do po-
wstania splatania miedzy nimi. Uklad, ktéry bedziemy rozwazaé, nie daje si¢ badaé¢ analitycznie — nasz cel
zrealizujemy korzystajac z dobrodziejstw analizy numerycznej.

2. Sformulowanie problemu i metoda rozwigzania numerycznego

Zaczniemy od $cistego sformulowania badanego zagadnienia na gruncie mechaniki kwantowej. W sekeji 2.1
zapiszemy rownanie Schrodingera, ktére w mechanice kwantowej opisuje ewolucje czasowa uktadu, w posta-
ci odpowiadajacej problemowi opisanemu we wprowadzeniu oraz narzucimy odpowiednie warunki na jego
rozwiazania. Nastepnie, w sekcji przyjrzymy sie pojeciu entropii splatania. Rozwazania zawarte w tych
sekcjach oparte sg na [143].

W sekeji 2.3] oméwimy odpowiednie narzedzia numeryczne, ktére pozwola nam obliczaé¢ wartosci przyblizo-
nego rozwigzania réwnania Schrodingera. Przedstawione w tej czesci informacje pochodza z |4H9].

2.1. Roéwnanie Schrodingera

Niech |¥(t)) bedzie wektorem stanu ukltadu kwantowego, ktérym zamierzamy sie zajaé, zlozonego z dwéch
czastek, za§ ¥ = U (¢, r1, ry) — odpowiadajaca temu wektorowi funkcja falowa w reprezentacji polozeniowej;
wskazniki 1 i 2 odnosza si¢ do, odpowiednio, pierwszej i drugiej czastki. Bedziemy postugiwali sie wspol-
rzednymi kartezjanskimi i rozwazali wylacznie przypadek jednowymiarowy — zalozymy, ze funkcja falowa
okreslona jest w (1 4 1)-wymiarowej czasoprzestrzeni:

T: RxR*DQ3 (L, xy, x2) — U (t, a1, 22) € C. (1)
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Funkcja falowa W (¢, z1, x2) zadaje stan ukladu w chwili ¢, a jej zmienno$é w czasie opisywana jest przez
zalezne od czasu réwnanie Schrodingera, ktore w reprezentacji polozeniowej przyjmuje postaé

0 ;

1ha\11 (t, 1, x2) = HY (t, z1, x2) . (2)
H jest hamiltonianem ukladu. Bedziemy sie zajmowali dwiema czastkami o masach, odpowiednio, w1 i pg,
umieszczonymi w niezaleznym od czasu zewnetrznym potencjale V' = V (z) oraz oddzialujacymi ze soba
niezaleznym od czasu potencjalem W = W (z1, x2), zatem

E[:ﬁ1+ﬁ2+w7 (3)
dzi
gazie A hQ 82

Zalozymy, ze 1 = pe = p oraz wprowadzimy dla wygody jednostki, w ktorych p = % i A = 1. Réwnanie
Schrédingera z hamiltonianem przyjmie wiec ostatecznie postac

.0 0? 0?
laq’(ta T1, Tg) = <_6aﬁ T o2 + V(1) +V(22) + W (21, $2)> U (L, z1, 22). (5)

Jest to zespolone réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu. Rozwiazujac je przy ustalonych funk-
cjach V (z) i W (z1, x2) oraz warunkach brzegowych i warunku poczatkowym wyznaczymy funkcje falowa
U (¢, x1, x2) na calym obszarze €.

2.1.1. Potencjal zewnetrzny

Przyjmiemy potencjal zewnetrzny w postaci

d lub L
V(z){oo, gdy x <0 lub z > L, (6)

0, gdyO0<<ax<L.

L jest dodatnia liczba rzeczywista. Potencjal ten odpowiada nieskoniczonej studni o szerokosci L, kazda
7z czastek jest zatem ,uwieziona” na odcinku [0, L].
2.1.2. Potencjal oddzialywania
Oddziatywanie miedzy czastkami bedziemy opisywaé potencjalem kontaktowym

W (z1, x2) = A6 (z1 — z2) , (7)
gdzie A € R jest stalg opisujaca site oddzialywania, nazywana stalg sprzezenia, zas d to delta Diraca. Czastki

oddziatuja wiec tylko wowczas, gdy sie spotykaja; kiedy jednak A = 0, czastki nie oddziatuja ze soba w ogdle.

2.1.3. Warunki brzegowe i warunek poczatkowy

Bedziemy $ledzi¢ ewolucje ukladu od chwili ¢t = 0 do chwili ¢t = T' > 0. Z (6) wynika, ze U (¢, 21, 2) = 0
poza prostopadloscianem opisanym nieréwnosciami 0 < 1 < L1 0 < 22 < L. Mozemy sie zatem ograniczy¢
do badania funkcji falowej (1)) na obszarze

Q=10 7] x [0, L)", (8)
przyjmujac warunki brzegowe

U (t,0,x0) =V (t, L, z9) =V (¢, 21, 0) =T (¢, 21, L) = 0. (9)



Zaltozymy, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 uktad jest w stanie niesplatanym, danym przez iloczyn tensorowy
stanéw poszczegdlnych czastek. Oznacza to, ze w reprezentacji polozeniowej funkcja falowa ma w chwili ¢ = 0
postaé

U (0, z1, 22) = ¢1 (1) P2 (22) (10)

dla pewnych zadanych funkcji ¢1(z) i ¢2(z). Przyjmiemy, ze funkcje te odpowiadaja unormowanym paczkom
gaussowskim (pamigtajmy, ze A = 1):

(z — 0.n)°
2

1 .
(bn (l’) = \4/?1_7\/0_7" exp<—20n + 1p0,n‘r> ) n= 17 27 (11)

gdzie xg,, €10, L[, 0y, € Ry oraz po, € R. Wartosci oczekiwane polozenia i pedu n-tej czastki w stanie
to, odpowiednio, g 5, 1 pon. Stan jest unormowany, (¥(0)|¥(0)) = 1, poniewaz unormowane sa paczki
gaussowskie .

2.2. Entropia splatania

Jak wspomnieli$émy juz we wprowadzeniu, w celu uzyskania ilo$ciowego opisu zjawiska splatania kwantowego
miedzy czastkami tworzacymi uklad, ktory badamy, postuzymy sie entropig splgtania. Ponizej przedstawimy
wylacznie podstawowe informacje niezbedne do zdefiniowania i obliczenia tej wielkoSci. Doglebne omoéwienie
pojecia entropii splatania mozna znalezé na przyklad w [24[3].

2.2.1. Zredukowana macierz gestosci

Wektor stanu |¥(t)) opisuje uklad jako calosé, nie za$ poszczegdlne czastki, ktore go tworza, z osobna. W celu
wydobycia z |¥(t)) informacji o stanie ktérejs z czastek (np. gdy chcemy obliczy¢é warto$é oczekiwana jej
polozenia albo pedu) musimy wykorzystaé pomocnicza wielko$é zwana zredukowang macierzq gestosci tej
czastki. Okazuje sie, ze obliczenie entropii splatania rowniez wymaga skorzystania ze zredukowanej macierzy
gestosci dowolnej z czastek tworzacych uktad — dla ustalenia uwagi wybierzmy czastke, ktorej nadalismy
numer 1.

Zredukowana macierz gestosci pierwszej czastki to operator
p1(t) = Try [W(2)) (W (2)] - (12)

Prawa strona réwnosci jest $ladem czesciowym operatora |U(t)) (¥(¢)|, nazywanego macierza gestosci
uktadu, obliczanym po stopniach swobody zwiazanych z druga czastka. Sens tej wielko$ci najlatwiej zrozu-
mieé, zapisujac operator w konkretnej bazie — postuzymy sie, jak zwykle, reprezentacja poltozeniowa,
w ktorej element macierzowy operatora pi(t) to

L
p1(t, w1, 7)) = (z1| p1(t) |2}) = / U (t, z1, 22) U* (¢, 2}, x2) dza. (13)
0
Granice calkowania w (13)) wynikaja stad, ze — jak juz ustaliliSmy — U (¢, 1, z2) =0, gdy x2 ¢ [0, L].

2.2.2. Obliczanie i interpretacja entropii splatania
Entropia splatania S = S(t) definiowana jest jako

S () = =Tx(p1 () 1 (1)). (14)
Istnieje réwniez inny wzor, ktéry pozwala obliczaé entropie splatania, wygodniejszy od , bo niewymagaja-

cy wyznaczenia logarytmu operatora. Mozna go tatwo wyprowadzié z , wykorzystujac rozktad spektralny
operatora . Zanim podamy ten nowy wzér, wypiszemy kilka istotnych wlasnosci operatora .



1. Spektrum operatora py(t) jest dyskretne, a wiec ma on co najwyzej przeliczalnie wiele wartosci wla-
snych. Bedziemy je oznaczac

wi(t), leN (stosujemy konwencje 0 ¢ N).

Przyjmiemy dla wygody, ze kazda wielokrotna warto$¢ wlasna pojawia sie w ciagu (p(t));~; tyle razy,
ile wynosi jej krotnos¢.

2. Wartoéci wlasne operatora pi(t) sa rzeczywiste i nieujemne:

Vi e N: u(t) €0, oof.

3. Suma wartosci wlasnych operatora pi(t) wynosi 1:

Z p(t) = 1.
=1

Z wlasnosci tych wynika, ze musi zachodzi¢ jedna z nastepujacych sytuacji: operator p;(t)
(a) albo ma skoniczenie wiele réznych od zera wartosci wlasnych,

(b) albo ma przeliczalnie wiele réznych od zera wartoéci wlasnych, a zero jest jedynym punktem skupienia
ich zbioru; oznacza to, ze poza dowolnie malym otoczeniem zera znajduje sie tylko skoniczenie wiele
wartosci wlasnych, czyli — innymi stowy — wszystkie, z wyjatkiem tylko skorniczonej ich liczby, wartosci
wlasne sa ,male”.

Wréémy do entropii splatania . Wspomniany wyzej alternatywny sposob jej obliczania to
oo
S(t)==> ) Inu(t)  pray zalozeniu 0In0 = 0. (15)
=1

Suma w tym wzorze przebiega po wszystkich [ € N, zawiera zatem skladniki odpowiadajace wszystkim
wyrazom ciagu (u(t));o,, a wiec wszystkim wartoSciom wlasnym operatora pi(t) z uwzglednieniem ich
krotnosci (jezeli wartosé wlasna p ma krotnosé p, to w sumie pojawi sie p skladnikéw pln ).

Suma po prawej stronie jest wprawdzie nieskonczona, jednak w praktyce zwykle wystarczy uwzglednié
tylko skoriczona liczbe jej skladnikéw. Na mocy zatozenia 0In0 = 0 skladniki odpowiadajace tym [, dla
ktérych p;(t) = 0, nie daja zadnego wkladu. Niezaleznie od tego, ktéra z dwdch opisanych wyzej sytuacji —
(a) lub (b) — ma miejsce, mozemy wziaé pod uwage tylko skoriczenie wiele réznych od zera wartosci wlasnych
wi(t): w przypadku (a) jest ich po prostu skoniczenie wiele, zas w przypadku (b) wystarczy ograniczy¢ sie do
tych skoniczenie wielu p;(t), ktére sa ,duze”, bowiem ,male”, bliskie zeru wartosci wlasne daja pomijalny
wklad do sumy ze wzgledu na to, ze limg_,o+ {In§ = 0. Powstaje pytanie, gdzie postawi¢ granice pomie-
dzy ,duzymi” i ,malymi” warto$ciami wlasnymi. Odpowiedz zalezy od doktadnosci, jaka chcemy osiagnac.
W przypadku obliczenn numerycznych w arytmetyce podwdjnej precyzji zwykle wystarczy uwzglednié tylko
te wartoéci wlasne j;(t), ktore sa wieksze od 10715 (takie ,sztywne” kryterium moze niekiedy prowadzié
do zanizenia wartosci entropii splatania, jednak nie bedziemy si¢ tu tym przejmowaé, by nie komplikowaé
projektu).

Jak interpretowaé¢ otrzymany wynik? Entropia splatania jest z definicji wielkoscia nieujemna: S € [0, ool.
Wartosé S = 0 odpowiada stanowi separowalnemu (niesplatanemu), czyli takiemu, ktéry mozna zapisaé¢ jako
iloczyn tensorowy standéw poszczegdlnych czastek, co oznacza, ze w reprezentacji potozeniowej

U(t, x1, x2) = P1(t, x1)a2(t, z2), gdzie ¥, (t, x,), n =1, 2, jest funkcja falowa n-tej czastki.  (16)

Wartosci S > 0 oznaczaja natomiast stany splatane, dla ktorych nie zachodzi relacja . Im wigksza
wartos¢ entropii splatania, tym splatanie jest silniejsze, co oznacza, ze korelacje kwantowe miedzy czastkami
sg wieksze: wieksza czes¢ informacji o kazdej z czastek jest zakodowana nie w jej wlasnym stanie, lecz we
wspélnym stanie calego uktadu.



2.3. Rozwigzanie numeryczne metoda réznic skonczonych

Problem sformulowany w poprzedniej sekcji nie daje sie rozwiazaé analitycznie, z pomoca przychodzi nam
jednak analiza numeryczna. Posluzymy sie metoda réznic skoniczonych: zastapimy ciagla czasoprzestrzen
dyskretng siatka punktow, a rézniczkowe réwnanie Schrodingera — odpowiadajacym mu réwnaniem réz-
nicowym okreslonym na tej siatce. Pozwoli nam to oblicza¢ wartosci funkcji falowej w kolejnych chwilach,
wyznaczonych przez czasowe wspélrzedne punktéw siatki.

2.3.1. Dyskretyzacja czasoprzestrzeni i r6wnania Schrédingera
Pokryjemy obszar € prostokatna siatka punktow, ktére bedziemy nazywaé weztami, o wspolrzednych
t = kAt

1 = mi Az, k, mi, mo € Z, (17)
To = mg Ax,
gdzie At i Az sa ustalonymi interwalami. Dla wygody, zamiast postugiwaé sie bezposrednio warto$ciami

tych interwaléw, wprowadzimy dwie liczby naturalne K i M takie, ze K +11i M + 1 beda liczbami wezléw
w kierunku osi, odpowiednio, Ot i Oz, oraz przyjmiemy

T L
At=—, Az=—>=, 1
=% T M (18)
Wowczas
ke{0,1,..., K}, my,mye{0,1,..., M}. (19)

Od tej pory bedziemy rozwazali wartosci funkcji okredlonych na 2 wylacznie w wezlach:

U (t, x) — ¥ (kAt, miAz, meAz) = \Il]ﬁnlm2, (20)
V(tn) — V(impyAz) =V, ,n=12, (21)
(.1:17 2) —> W (mlea mQAx) = W7n1’rn27 (22)
pr(t) — pr(kAL) = pF, (23)
p1 (t, o1, 7)) — p1 (kAt, miAz, m|Az) = plf,mlm;a (24)
S (t) — S (kAt) = S*. (25)
Zgodnie z @ potencjal zewnetrzny znika na (), zatem
Vi, =0, n=1,2. (26)

Potencjal oddzialywania wymaga nieco wiecej uwagi. Proste zastapienie delty Diraca deltg Kroneckera,
0 (1 — x2) — Omym,, Die jest poprawne. Wiasciwa dyskretyzacja delty Diraca to

1
5 (I'l — I'Q) — Fx 6m,1m2- (27)

W celu otrzymania tego wyniku mozna na przyklad skorzystaé z ,heurystycznej” definicji delty Diraca,
moéwigcej miedzy innymi, ze fj;jd (x)dx = 1. Zastepujac te calke jej postacia dyskretna i poréwnujac
otrzymany wynik z analogicznym wzorem dla delty Kroneckera, otrzymamy . Tak wiec potencjal od-
dzialtywania @ w postaci dyskretnej to

A
Wmlmg - F{E 5m1m2- (28)

Musimy teraz przedstawi¢ w dyskretnej postaci warunki brzegowe @D i warunek poczatkowy oraz,
oczywiscie, samo réwnanie Schrodingera . W celu dyskretyzacji wystepujacej w tym réwnaniu drugiej po-
chodnej przestrzennej mozemy postuzy¢ sie standardowym wzorem [4./5]. Dyskretyzacja pierwszej pochodnej



czasowej jest nieco bardziej klopotliwa, wymaga zastosowania schematu Cranka—Nicolson [5]. Schemat ten
jest niejawny — oznacza to, ze nie doprowadzi on nas do jawnego wzoru na warto$¢ funkcji falowej w danym
wezle w kolejnym kroku czasowym (k + 1), lecz do ukladu réwnan liniowych zawierajacych wartosci funkeji
falowej w kolejnym kroku czasowym w réznych weztach. Jest przez to bardziej zlozony obliczeniowo niz
prostsze, jawne schematy, ma jednak kluczowe zalety: jest bezwarunkowo stabilny numerycznie oraz zacho-
wuje norme wektora stanu — wielko$é <\I/k ‘\Ilk> nie zmienia sie wraz ze zmiang k, co w przypadku rownania
Schrédingera jest niezbedne.

Warunki brzegowe (9) zadajg dla kazdego k wartoéci W%, . dlamy =0imy = M orazdlamy =0img = M,

dlatego wartosci te nie powinny by¢ wyznaczane na podstawie réwnania Schrodingera . Bedziemy zatem
prowadzi¢ obliczenia wylacznie dla wezléw wewnetrznych, dla ktérych mq, mo € {1, 2, ..., M — 1}.

2.3.2. Formalizm macierzowy i algorytm rozwigzania ré6wnania Schrédingera

Najprostszym sposobem na poradzenie sobie z ukladem réwnan liniowych, do ktérego doprowadzi nas sche-
mat Cranka—Nicolson, bedzie zapisanie tego ukladu w postaci macierzowe;j:

GUH! — HE (29)

gdzie WFH1 jest wektorem dlugoéci (M — 1)2, ktérego sktadowe to wartosdci funkcji falowej we wszystkich
weztach wewnetrznych w kroku czasowym (k + 1), ¥* — analogicznym wektorem dla kroku czasowego k,
za§ G i H — odpowiednimi macierzami. Macierze te bedg miaty dosy¢ regularna postaé, wiele spoérod ich
elementéw macierzowych bedzie réwnych 0. Warto podkresli¢, ze macierze G i H nie zaleza od k — nalezy je
wiec wyznaczy¢ tylko raz i stosowaé w tej samej postaci dla wszystkich k.

’fnlm2. Bedziemy

analogicznie dla wektora Wkt

Sktadowe wektora sa numerowane pojedynczym wskaznikiem, a nie dwoma, jak wielkoéci ¥

wiec stosowaé dla sktadowych wektora ¥* oznaczenia ¥ zamiast ¥F N

Wskaznik m € {1, 2, ..., (M- 1)2} bedzie wtedy powiazany ze wskaznikami m; i mo zaleznoscia
m=(m; —1)(M — 1) +mas. (30)

Znajac m, mozemy wroci¢ do my i mg za pomoca wzoréw

-1
m1—|:m :|—|—1,

M-1 (31)
mg = (m—1) mod (M —1)+1,
w ktérych [€] oznacza cze$é catkowita liczby &£, zas o mod 8 — reszte z dzielenia « przez 3.
Rozwiazaniem uktadu réwnan jest wektor
Pkt — Uw”, gdzie ,macierz ewolucji” U=G 'H. (32)

Formalizm macierzowy daje nam zatem prosty algorytm numerycznego rozwiazania réwnania :

1) wyznaczamy macierze G i H w (29)), a nastepnie obliczamy macierz U = G~'H; nie jest dobrym
pomystem wyznaczanie macierzy U wprost, poniewaz wymaga to obliczenia odwrotnosci macierzy G,
a odwracania macierzy nalezy za wszelka cen¢ unikaé¢ — zamiast tego lepiej rozwiazaé¢ uklad réwnan

GU=H,

2) dla kolejnych k =0, 1, ..., K — 1 obliczamy wektor ¥**! postugujac si¢ wzorem i interpretujemy
jego sktadowe jako WF*l . w pierwszym kroku (k = 0) po prawej stronie pojawi sie wektor W0,

mimso?

ktérego sktadowe okreslone sa przez warunek poczatkowy .

k

mym, dla wszystkich wartosci k, my i ma.

Wyznaczymy w ten sposéb wielkosci W



2.3.3. Obliczanie entropii splatania

Wykorzystujac wartosci \I",jhmz funkgeji falowej dla konkretnego k i wszystkich mq, me € {0, 1, ..., M}
mozemy obliczy¢ S¥ — entropie splatania w chwili odpowiadajacej wskaznikowi k.

Zacza¢ musimy od wyznaczenia zredukowanej macierzy gestosci , ktora po dyskretyzacji jest macierza
Y wymiaru (M +1) x (M +1). Jej elementy macierzowe, p’imlm,l, uzyskamy na podstawie wzoru .
Wymaga to najpierw dyskretyzacji zmiennych ¢ i z1, a nastepnie numerycznego obliczenia calki po prawej
stronie tego wzoru. Funkcja podcatkowa

(x2) = U (kAL miAx, x2) U* (kAt, mi Az, xs)

k
gmﬂn’1
nie jest dana wzorem, znamy jedynie zbidr jej wartosci w M + 1 réwnoodleglych punktach:
T2 my = MaAw,

Ymy = gﬁnm& (T2, my) = U (kAL, mi Az, meAz) U* (kAt, m) Az, meAzx) = Uk (\I/k ) :

mimeo mimo

(33)

Wilaéciwym narzedziem do obliczenia p’i mam beda zatem kwadratury Newtona—Cotesa [6] — mozemy na
przyktad postuzy¢ sie zlozona kwadratura prostokatdw:

M
k k k *
pl,mlm,l = Afl: Z \Ilmlmz (\Pmllmg) ° (34)
m2:0
Dysponujac juz macierza pf, w kolejnym kroku musimy wyznaczyé jej wartosci wlasne ¥, [ =1, 2, ..., M+1,

wykorzystujac jedng z dedykowanych temu zagadnieniu metod numerycznych [7]. Na koniec pozostaje nam
juz tylko obliczyé¢ entropie splatania S* korzystajac z dyskretnej postaci wzoru :

M+1
Sk = — Z pi In pf przy zalozeniu 0ln0 = 0. (35)
=1

Warto uwzgledni¢ uwagi zapisane ponizej wzoru dotyczace pomijania ,malych” wartosci wtasnych.
Wprawdzie suma w jest juz skonczona, jednak bardzo mate wartosci uf i tak daja do niej pomijalny
wklad, moga za$ by¢ klopotliwe ze wzledu na koniecznosé obliczenia In .

3. Opis projektu

Celem projektu jest przygotowanie programu komputerowego, ktéry poshugujac sie metoda réznic skon-
czonych w spos6b omowiony w sekcji rozwiaze problem postawiony w sekcji [2.1] i wyznaczy entropie
splatania opisana w sekcji [2.2] Wynikiem dzialania programu powinien by¢ rysunek przedstawiajacy wykres
entropii splatania S = S(t).

Projekt moze zosta¢ wykonany przy uzyciu wybranego przez Ciebie narzedzia: ktorego$ z pakietow obli-
czen naukowych (np. Wolfram Mathematica) lub dowolnego jezyka programowania. Wedle uznania mozesz
nawet wykorzysta¢ wiecej takich narzedzi (np. jedno do wykonania obliczen, drugie do wizualizacji wyni-
kéw). Mozesz takze swobodnie korzystaé ze specjalistycznego oprogramowania do analizy numerycznej (np.
zewnetrznych bibliotek numerycznych), a takze z pomocy sztucznej inteligencji.

Uzytkownik programu powinien mie¢ mozliwos¢ okreélenia wartosci wszystkich parametréw: K, M, T, L,
A oraz parametréw stanu poczatkowego (o1, o2, 01, 02, Do,1, Do,2). Jesli przygotujesz projekt w formie,
ktora zaklada prace bezposrednio z kodem Zrédlowym (np. jako notatnik Wolfram Mathematica lub Jupyter
Notebook), parametry musza by¢ reprezentowane przez zmienne zdefiniowane w poblizu poczatku kodu.
Gdy za$ projekt zostanie wykonany w postaci skryptu (np. w jezyku Python) lub kodu przeznaczonego do



kompilacji (np. w jezyku C++), parametry powinny by¢ pobierane ze standardowego wejscia, z pliku lub
jako argumenty wywotania.

Gotowy projekt ma zawiera¢ wylacznie pliki z kodem zrédlowym — w przypadku programu przeznaczonego
do kompilacji nie trzeba dolacza¢ juz skompilowanych plikow wykonywalnych. W bardziej skomplikowanych
przypadkach nalezy dotaczy¢ do projektu krétka informacje (np. w postaci zwyktego pliku tekstowego) o tym,
jak uruchomié lub skompilowaé projekt i jakie zewnetrzne zaleznodci (np. biblioteki do analizy numerycznej)
sg do tego potrzebne oraz w jaki sposob przekazaé¢ programowi wartosci parametrow.

Powodzenia!
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