Model tarcia w instrumentach smyczkowych — projekt zaliczeniowy
(Programowanie i metody numeryczne)
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ELEM projektu jest napisanie symulacji prezentujacej drgania
C zamocowanej struny wprawianej w drgania smyczkiem,
czyli tzw. ruch Helmholtza [1]. Kiedy smyczek przesuwa sie
po strunie, naprzemiennie jg chwyta (tzw. faza stick) i puszcza
(tzw. faza slip), co jest opisane odpowiednim jednowymiarowym
réwnaniem falowym:
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gdzie u(x, t) jest wychyleniem struny, y ‘;—”t‘ — tlumieniem lepkim
(przez opér powietrza i straty wewnetrzne), u — gestoscig liniowa
struny, xpow — polozeniem smyczka na strunie, zas Fepjc(Vre1) —
silg tarcia zalezng od wzglednej szybkosci struny wzgledem
smyczka:
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gdzie vpqy jest szybkoscig smyczka w uktadzie laboratorium. Jest
to réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu nieliniowe
i wlasnie ta nieliniowo$¢ nadaje skrzypcom charakterystyczne
brzmienie.

Sifa tarcia w fazie stick wykonuje prace nad strung przesu-
wajac jg w kierunku ruchu, za$ w fazie slip — jest dodatkowym
czynnikiem ttumigcym. Kluczowym elementem opisu problemu
jest odpowienie sformutowanie modelu tarcia Ffj. miedzy smycz-
kiem a struna. Istniejg ré6zne podejscia, jednak nalezy zaznaczyc,
ze klasyczne modele, cho¢ wazne, niestety nie opisujg poprawnie
zakresu niskich szybko$ci oraz zmiany zwrotu smyczkowania.
W tym przypadku przyjmiemy wiec wspélczesny model Lund-
Grenoble, zwyczajowo nazywany ,,modelem LuGre”, ktéry lepiej
uwzglednia zjawiska dynamiczne i unika wspomnianych pro-
bleméw [2].

Celem kazdego modelu tarcia jest oczywiscie podanie for-
muly na sile tarcia Fgic. Jednakze zanim to zrobimy dla modelu
LuGre, wprowadzimy kluczowy element modelu — zmienng
stanu z pamiecig oznaczang symbolem z(t). Zmienna ta opi-
suje $rednie ugiecie wirtualnych wtoskéw na powierzchni styku
smyczka i struny i podlega ewolucji czasowej:
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gdzie g(vye)) jest funkcejg Stribecka:
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gdzie Fs jest silg tarcia statycznego, Fc — silg tarcia kinetycz-
nego w modelu Coulomba, vg — szybkoscig Stribecka, za$ a —
czynnikiem przejécia ksztattu.

Zaréwno sila tarcia statycznego jak i kinetycznego sg opisy-
wane klasycznymi wzorami znanymi z podstaw fizyki:

8(vrel) = Fc + (Fs — Fc) exp (=(|vrell /v5)")

Fs=usN, Fc=ucN, ups>uc ©)
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gdzie s oraz pc sa wspdtczynnikami tarcia odpowiednio sta-
tycznego i kinetycznego, za$ N jest sitq nacisku.

Szybkosé Stribecka jest wielkoscig charakterystyczng dla
danego uktadu, ktéra okresla granice miedzy zachowaniem sta-
tycznym a dynamicznym. Dla v,] < vg otrzymujemy bowiem
g = Fs, zas dla vy > vg dostajemy g = Fc. Dla vy = 0 otrzymu-
jemy g = Fs, co odpowiada klasycznemu oporowi statycznemu
przy probie poruszenia obiektu z miejsca.

Parametr a matematycznie jest wartosciag wieksza od zera,
jednak dla badanych materiatéw zwyklo sie przyjmowaé war-
tosci z przedziatu [1, 2] przy czym wartoé¢ a = 2 jest wyborem
standardowym i uzytym w oryginalnej pracy na temat modelu
LuGre.

Sita tarcia w modelu LuGre jest opisywana formula:

Firic(0rel) = 00z + 01 % + 020re] (6)
gdzie parametry oy, 01 i 02 odpowiadaja odpowiednio za sztyw-
nos¢ (efekt sprezyny), thumienie (amortyzacje) i lepkos¢ (efekt
miodu) wloskéw. Model LuGre zapewnia opis sily tarcia, ktéry
jestnumerycznie przystepny, poniewaz sita tarcia w sposob ciagly
przechodzi przez punkt v, = 0. Dla kontrastu, zwykty model
sily tarcia statycznej dla szybkosci zerowej i r6znej od niej sity
kinetycznej dla szybkosci niezerowej ma oczywiscie niecigglos¢
w zerze, co prowadzi do tzw. sztywno$ci numerycznej réwnan
i wymusza stosowanie ekstremalnie matych krokéw czasowych
lub zaawansowanych algorytméw niejawnych.

Zadanie projektowe polega na napisaniu symulacji drgan
struny o dlugosci L zamocowanej na obydwu koricach, co odpo-
wiada jednorodnym warunkom brzegowym Dirichleta:

u(,t) =u(L,t)=0 (7)

Przyjmij, ze w chwili poczatkowej struna znajduje si¢ w polozeniu
réwnowagi i spoczywa:

u(x,0)=0, %(x,O) =0 (8)

Wtoski modelu tarcia w chwili t = 0 s catkowicie odpreZzone:
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Program powinien numerycznie rozwigzywac uklad sprzezo-
nych réwnan: czastkowego réwnania falowego oraz zwyczaj-
nego réwnania ewolugcji zmiennej stanu z(t). Symulacje nalezy
przeprowadzi¢ dla struny o zadanych parametrach fizycznych,
pobudzanej smyczkiem poruszajacym sie ze stalg predkoscig
Ubow -

W ramach projektu nalezy wykonac co najmniej jedno z po-
nizszych zadan:

z(0)=0

* stworzy¢ wizualizacje drgan struny w formie animagji
(np. pliku wideo lub dynamicznego wykresu)
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¢ wygenerowa¢ plik audio (np. w formacie WAV) na pod-
stawie wychylenia struny w wybranym punkcie blisko

mostka x =~ 0

* wyznaczy¢ widmo czestotliwo$ciowe drgan w stanie usta-
lonym przy wykorzystaniu dyskretnej transformaty Fo-

uriera (DFT/FFT)

Odbiorca kodu zrédlowego powinien mie¢ mozliwos¢ ta-
twej zmiany parametréw uzytych w obliczeniach. Inspirowane
skrzypcami (i w szczegoélnosci otwartg strung A tego instru-
mentu) sugestie warto$ci parametréw uzytecznych do testowania

rozwigzania znajduja si¢ ponizej:
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Nalezy zwr6ci¢ uwage na spojnosé jednostek (SI) podczas imple-
mentacji. Jesli podane parametry generuja zbyt duza ztozonos¢
obliczeniowa podczas tesowania, nalezy je dostosowaé do mozli-
wosci komputera posiadanego przez osobe rozwigzujaca przy

zachowaniu realizmu obliczen.

[11 H. Helmholtz. ,On the motion of the strings of a violin”. The London,
Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science 21.141

(1861), 393-396. por: 10.1080/14786446108643076.

[2] C.Canudas de Wit, H. Olsson, K. J. Astrom, P. Lischinsky. , A new model
for control of systems with friction”. IEEE Transactions on Automatic Control

40.3 (1995), 419-425. por: 10.1109/9.376053.

Tekst przygotowany przy wsparciu wielkich modeli jezykowych


https://doi.org/10.1080/14786446108643076
https://doi.org/10.1109/9.376053

