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Scista diagonalizacja, czesto oznaczana skrétem ED od angielskiego ezact diagonalization, jest
jedna z podstawowych metod numerycznego badania skonczonych uktadéw kwantowych. Idea
metody jest prosta: wybieramy skoniczong baze przestrzeni Hilberta, zapisujemy Hamiltonian
jako macierz, a nastepnie obliczamy jego wartosci i wektory wtasne. W ten sposéb otrzymujemy
bezposredni dostep do energii, stanéw wtasnych oraz wartosci oczekiwanych obserwabli.

Projekt ma dwa cele. Pierwszym jest napisanie programu, ktory buduje i diagonalizuje
Hamiltoniany prostych modeli kwantowych na sieci. Drugim jest wykorzystanie otrzymanych
stanéw wtlasnych do obliczenia wybranych wielkosci fizycznych, takich jak korelacje spinowe,
podwdjne obsadzenie lub funkcja spektralna.

Najwazniejsze ograniczenie tej metody wynika z faktu, ze wymiar przestrzeni Hilberta rosnie
wyktadniczo z rozmiarem uktadu. Dlatego w projekcie nalezy zwrécié¢ szczegdlng uwage na
wykorzystanie symetrii oraz na réznice miedzy petna diagonalizacja macierzy gestej a obliczaniem
kilku wartosci wtasnych macierzy rzadkiej metoda iteracyjna.

1. Zakres projektu i oczekiwane wyniki

Program powinien by¢ napisany w jezyku Python. Zalecane biblioteki to numpy, scipy, matplotlib
oraz, w przypadku macierzy rzadkich, scipy.sparse. Mozna uzy¢ innego jezyka programowania,
ale program musi realizowa¢ te same kroki numeryczne.

Minimalny zakres projektu obejmuje:

1. konstrukcje bazy dla tancucha spinowego 1/2,

2. budowe Hamiltonianu modelu Heisenberga,

3. wykorzystanie sektora o zadanej wartosci S¢,,

4. konstrukcje bazy dla modelu Hubbarda przy zadanych N; i N,

5. budowe Hamiltonianu modelu Hubbarda z poprawnym znakiem fermionowym,

6. diagonalizacje Hamiltonianu i obliczenie kilku prostych obserwabli,

7. przygotowanie wykresow pokazujacych zalezno$é czasu dziatania oraz wymiaru przestrzeni
Hilberta od rozmiaru uktadu.
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Czes¢ rozszerzona obejmuje obliczenie funkcji spektralnej w reprezentacji Lehmanna. Jest to
najbardziej wymagajacy element projektu, dlatego nalezy wykonac¢ go dla matych uktadéw, dla
ktorych mozliwa jest pelna diagonalizacja kilku sektorow liczby czastek.

Program powinien wypisywaé¢ najwazniejsze liczby na ekran, a wykresy oraz dane licz-
bowe powinny by¢ zapisywane do plikéw, na przyktad w formacie .txt, .csv, .png lub
.pdf. Przyktadowe pliki wyjéciowe to energies.txt, timing.csv, correlations.pdf oraz
spectral_function.pdf.

Przyktadowy interfejs programu moze wygladaé¢ nastepujaco:

model = HeisenbergChain(L=10, J=1.0, N_up=5, bc="open")
H = model.build_hamiltonian(sparse=True)

energies, states = model.diagonalize(k=6)

model .save_energies("energies_heisenberg_L10.txt")

hub = HubbardChain(L=6, t=1.0, U=4.0, N_up=3, N_down=3, bc="open")
H = hub.build_hamiltonian(sparse=True)

energies, states = hub.diagonalize(k=10)
hub.save_observables("observables_hubbard_L6_U4.txt")

Nie trzeba uzywaé¢ doktadnie takiej struktury klas, ale program powinien by¢ podzielony na
czytelne funkcje odpowiedzialne za konstrukcje bazy, budowe Hamiltonianu, diagonalizacje i
analize wynikow.

2. Model Heisenberga

Pierwszy model, ktéry nalezy rozwiazaé, to jednowymiarowy model Heisenberga dla spinéw 1/2.
Opisuje on lokalne momenty magnetyczne rozmieszczone na weztach sieci. W tym projekcie
przyjmujemy konwencje

gdzie J > 0 odpowiada oddziatywaniu antyferromagnetycznemu, a J < 0 oddzialywaniu
ferromagnetycznemu. Sumowanie po (i, j) oznacza sumowanie po parach najblizszych sasiadow.
Dla otwartych warunkéw brzegowych sa to pary (0,1),(1,2),...,(L—2,L—1).

Korzystajac z operatorow drabinkowych, Hamiltonian mozna zapisaé jako
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Na kazdym wezle mamy dwa mozliwe stany: |1) oraz ||). Wymiar pelnej przestrzeni Hilberta
Wynosi

dim H = 2%, (3)

W implementacji najwygodniej reprezentowaé stan spinowy jako liczbe catkowita albo jako
napis bitowy. Mozna przyja¢ konwencje, ze bit rowny 1 oznacza spin skierowany w gére, a bit
rowny 0 spin skierowany w dot. Na przyktad dla L = 4 stan bitowy 1010 oznacza konfiguracje

T (4)

Dziatanie lokalnego cztonu Hamiltonianu na pare sasiednich spinéw jest nastepujace:




Konfiguracja pary Wktad do Hamiltonianu

) diagonalny wklad J/4
[44) diagonalny wktad J/4
[T diagonalny wktad —J/4 oraz przejscie do |{1) z amplituda J/2
41 diagonalny wktad —J/4 oraz przejécie do |1]) z amplituda J/2

Ta tabela powinna by¢ bezposrednio wykorzystana do budowy macierzy Hamiltonianu. Dla
kazdego stanu bazowego nalezy przej$¢ po wszystkich parach sasiednich weztéw, doda¢ wktad
diagonalny oraz, jesli spiny sg przeciwne, doda¢ element pozadiagonalny odpowiadajacy zamianie
tych dwoch spindw.

Zadanie 1.1. Napisz funkcje build _basis_spin(L), ktora tworzy peilnag baze spinowa dla
tancucha o dlugosci L. Funkcja powinna zwracaé liste stanéw oraz stownik state to_index,
ktéry dla danego stanu zwraca jego indeks w bazie. Sprawdz dziatanie funkcji dla L = 2,3,4 i
wypisz na ekran wszystkie stany bazowe.

Zadanie 1.2. Napisz funkcje build_heisenberg hamiltonian(L, J, bc), ktéra buduje ma-
cierz Hamiltonianu (2). Najpierw zaimplementuj otwarte warunki brzegowe bc="open". Okresowe
warunki brzegowe bc="periodic" mozna potraktowac jako rozszerzenie. Sprawdz, czy otrzyma-
na macierz jest hermitowska. Dla L = 2 poréwnaj wartosci wlasne z wynikiem analitycznym:
stan singletowy ma energie —3.J/4, a trzy stany trypletowe maja energie J/4.

Zadanie 1.3. Zdiagonalizuj Hamiltonian dla kilku rozmiaréw uktadu, na przyktad L =
4,6,8,10,12. Dla matych uktadéw mozesz uzy¢ pelnej diagonalizacji numpy.linalg.eigh. Dla
wiekszych uktadéw uzyj macierzy rzadkich oraz funkcji scipy.sparse.linalg.eigsh. Narysuyj
zaleznos¢ czasu diagonalizacji od wymiaru przestrzeni Hilberta.

2.1. Sektory symetrii

Hamiltonian Heisenberga zachowuje catkowitag magnetyzacje w kierunku z,
Sin =205 (5)

Oznacza to, ze Hamiltonian nie miesza stanéw o réznych wartosciach S7,. Mozemy wiec
diagonalizowa¢ Hamiltonian osobno w sektorach o ustalonej liczbie spinéw skierowanych w gore
N;. Wymiar takiego sektora wynosi

L

dimH(L, Ny) = ( ) (6)
Ny

Dla antyferromagnetycznego taiicucha przy parzystym L szczegélnie wazny jest sektor Ny = L/2,

czyli 5S¢, = 0.

Zadanie 1.4. Rozbuduj kod tak, aby funkcja budujaca baze przyjmowata opcjonalny parametr
N_up. Jezeli parametr jest podany, program powinien wygenerowac tylko te stany, w ktérych
liczba bitéw réwnych 1 wynosi Vy. Nastepnie zbuduj Hamiltonian w tym sektorze. Poréwnaj

wymiar petnej przestrzeni Hilberta 2* z wymiarem sektora ( 1\%) dla kilku wartosci L.
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Zadanie 1.5. Dla stanu podstawowego w sektorze S, = 0 oblicz korelacje spinowe

1 L—r—1

=g 2 (5. @

Narysuj C(r) jako funkcje odlegtosci r dla kilku rozmiaréw uktadu. Program powinien zapisaé
dane do pliku oraz utworzy¢ rysunek.

3. Model Hubbarda

Drugim modelem jest jednowymiarowy model Hubbarda. Jest to podstawowy model oddziatuja-
cych fermionéw na sieci. Hamiltonian ma postaé

H=—t > (ehtjo+e0) + U iy (8)
(4,4),0 A

Operator é;ro tworzy fermion o spinie ¢ na wezle 2, a operator ¢;, usuwa taki fermion. Operator
liczby czastek ma postaé

fio = ChyCic. (9)
Parametr ¢ okresla amplitude przeskoku miedzy sasiednimi weztami, natomiast U opisuje
oddziatywanie dwoch fermionéw o przeciwnych spinach znajdujacych si¢ na tym samym wezle.

W projekcie nalezy pracowa¢ w sektorze o ustalonej liczbie czastek Ny i N;. Wymiar
przestrzeni Hilberta wynosi wtedy

sz e - (£)(2) "

Baze mozna zapisa¢ jako pary bitstringdw (u, d), gdzie u opisuje potozenia fermionéw ze spinem
w gore, a d potozenia fermionow ze spinem w doét. Na przyktad dla L = 4 stan

(u,d) = (1010, 1001) (11)

oznacza, ze fermiony 1 znajduja sie na weztach 0 i 2, natomiast fermiony | na weztach 01 3.
Wezet 0 jest obsadzony podwdjnie, wiec czton oddzialywania dodaje do energii wktad U.

3.1. Znak fermionowy

Najwazniejsza réznica miedzy modelem spinowym a modelem Hubbarda polega na tym, ze
operatory fermionowe antykomutuja. Dlatego podczas przeskoku czastki trzeba poprawnie
uwzgledni¢ znak fermionowy. Najbezpieczniejsza metoda polega na przyjeciu jednego globalnego
uporzadkowania orbitali, na przyktad

Nastepnie kazdy stan mozna traktowac jako jeden bitstring dtugosci 2L. Dziatanie operatora
é;f)éq mozna zaimplementowa¢ w dwoch krokach:

1. zastosuj operator anihilacji ¢,; jezeli orbital ¢ nie jest obsadzony, wynik jest zerowy,

4



2. zastosuj operator kreacji é;; jezeli orbital p jest juz obsadzony, wynik jest zerowy.

W kazdym kroku znak wynosi (—1)™, gdzie m jest liczba obsadzonych orbitali znajdujacych sie
przed danym orbitalem w przyjetym uporzadkowaniu. Taka procedura automatycznie uwzglednia
relacje antykomutacyjne.

Jezeli zamiast jednego bitstringu dtugosci 2L uzywasz dwoch osobnych bitstringéw dla
spinow T i |, nadal musisz konsekwentnie odtworzy¢ znak odpowiadajacy wybranemu globalnemu
uporzadkowaniu orbitali.

Zadanie 2.1. Napisz funkcje build_basis_hubbard(L, N_up, N_down), ktora generuje baze
modelu Hubbarda. Funkcja powinna sprawdzaé¢ poprawnos¢ parametrow, to znaczy warunki
0 < N; <Loraz 0 <N, <L.W przypadku blednych parametréw program powinien wypisac
czytelny komunikat btedu.

Zadanie 2.2. Napisz funkcje build_hubbard_hamiltonian(L, t, U, N_up, N_down, bc),
ktéra buduje Hamiltonian (8). Macierz powinna zawiera¢ wktad diagonalny od oddziatywania
oraz wktady pozadiagonalne od przeskokow fermionéw. Zadbaj o poprawny znak fermionowy.
Sprawdz, czy macierz jest hermitowska.

Zadanie 2.3. Przetestuj kod w granicy U = 0. W tym przypadku energie wielu czastek powinny
by¢ sumami energii jednoczastkowych. Dla otwartego tanicucha energie jednoczastkowe wynosza

™™m
= —2tcos [ —12 ... L 1
£ COS(L+1> m (13)

Porownaj kilka najnizszych energii otrzymanych numerycznie z wynikiem zbudowanym przez
obsadzanie pozioméw jednoczastkowych.

Zadanie 2.4. Dla potowy wypelnienia, czyli Ny = N| = L/2 dla parzystego L, oblicz energie
stanu podstawowego jako funkcje oddzialtywania U. Nastepnie oblicz $srednie podwdjne obsadzenie

1 A
Narysuj D(U) dla kilku rozmiaréw uktadu. Zinterpretuj wynik: dla dodatniego U podwdjne
obsadzenie powinno male¢, poniewaz dwa fermiony na tym samym wezle kosztuja energie.

Zadanie 2.5. Pordéwnaj czas budowy Hamiltonianu oraz czas diagonalizacji dla kilku rozmia-
row L. Wykonaj osobny wykres pokazujacy wymiar przestrzeni Hilberta jako funkcje L. W
komentarzu wypisywanym przez program podaj, dla jakiego najwickszego uktadu udato sie
wykona¢ pelng diagonalizacje, a dla jakiego trzeba byto uzyé¢ metody iteracyjne;j.

4. Wartosci oczekiwane obserwabli

Po diagonalizacji Hamiltonianu otrzymujemy wartosci wlasne oraz wektory wtasne. Wektory
wlasne sa numerycznym zapisem stanéw kwantowych w wybranej bazie. Jezeli baza ma postac

{le)}azo. (15)



to dowolny stan mozna zapisa¢ jako

D—-1

[¥) =3 cala). (16)

a=0

W praktyce liczby ¢, sa wspolrzednymi wektora wlasnego zwroconego przez procedure diagona-
lizacji. Na przyktad w numpy.linalg.eigh kolumna macierzy wektoréw witasnych odpowiada
jednemu stanowi wtasnemu. Przed obliczaniem obserwabli nalezy upewni¢ sig¢, ze stan jest
znormalizowany, czyli

D—1
Z ’Coz‘2 =L (17)
a=0

Dla dowolnego operatora O warto$é¢ oczekiwana w stanie 1) wynosi

(O)y = (WIOY) =3 chOuscs,  Oas = (a] O5). (18)
ap

Jezeli macierz operatora jest jawnie zbudowana, to w Pythonie odpowiada temu operacja

expectation_value = np.vdot(psi, 0 @ psi)

Funkcja np.vdot wykonuje sprzezenie zespolone pierwszego argumentu, dlatego odpowiada
doktadnie iloczynowi (16| (O [1))).

W tym projekcie wiele najwazniejszych obserwabli jest diagonalnych w bazie obsadzen.
Wtedy nie trzeba budowa¢ macierzy operatora. Jezeli

Ola) = Oqla), (19)

to wzor (18) upraszcza sie do

(O =3 lealOa (20)

To jest najwazniejszy wzor praktyczny w tym projekcie: dla kazdego stanu bazowego obliczamy
warto$¢ obserwabli O, mnozymy ja przez prawdopodobienistwo |c,|? i sumujemy po calej bazie.

4.1. Przyklad: korelacje spinowe w modelu Heisenberga

Dla modelu Heisenberga stan bazowy jest konfiguracja spinéw. Dla danej konfiguracji |«)
definiujemy

—i—%, jezeli spin na wezle 7 jest skierowany w gore,
si(a) = (21)
—1 jezeli spin na wezle i jest skierowany w dét.

27
Wtedy operator S'fgj jest diagonalny w tej bazie i
{a] 5755 o) = si(a)sf(a). (22)

Dla stanu whasnego [¢)) = >, ¢4 |@) otrzymujemy wiec

<5’;S;>w =Y |cal?si(a)si(a). (23)




Na tej podstawie mozna policzy¢ usredniong korelacje z odlegtoscia r:

1 L—r—1

=1 2 (S8, (21)

W kodzie odpowiada temu schemat:

def spin_z_value(state, i):
# Konwencja: bit 1 ozmacza spin w gore, bit 0 spin w dol.
return 0.5 if ((state >> i) & 1) else -0.5

def sz_sz_expectation(basis, psi, i, j):
value = 0.0
for alpha, state in enumerate(basis):
prob = abs(psil[alphal)x**2
value += prob * spin_z_value(state, i) * spin_z_value(state, j)
return value

4.2. Przyklad: podwdjne obsadzenie w modelu Hubbarda
W modelu Hubbarda naturalng obserwabla jest podwéjne obsadzenie
A 1
D=< > Ry (25)

Dla stanu bazowego opisanego przez dwa bitstringi (u, d) liczba podwéjnie obsadzonych weztéw
jest réwna liczbie jedynek w bitowym iloczynie u & d. Dlatego dla konfiguracji a = (u, d) mamy

1
D, = 17 popcount (u & d), (26)

gdzie popcount oznacza liczbe bitéw réwnych 1. Warto$¢ oczekiwana w stanie |¢)) wynosi

(D)y = 3 leal Do (27)

o

Przyktadowa implementacja moze wygladac¢ nastepujaco:

def double_occupancy_expectation(basis, psi, L):
value = 0.0
for alpha, (up, down) in enumerate(basis):
prob = abs(psil[alpha])x**2
double_occ = (up & down).bit_count() / L
value += prob * double_occ
return value

Analogicznie liczy sie lokalna gestosé (n;,), korelacje gestosci (f;7;) oraz korelacje spinowe w
modelu Hubbarda. Wystarczy dla kazdej konfiguracji bazowej obliczy¢ odpowiednig liczbe, a
nastepnie uzy¢ wzoru (20).
Dla modelu Hubbarda lokalna sktadowa spinowa jest zdefiniowana jako
A 1

57 = 5 (Rup — fuy). (28)




Dla konfiguracji (u, d) otrzymujemy wiec

1

5i(u,d) = 5 [ni(w) — iy (d)], (29)

gdzie n;, jest rowne 1, jezeli odpowiedni bit jest obsadzony, oraz 0 w przeciwnym przypadku.

4.3. Operatory niediagonalne

Niektére obserwable nie sg diagonalne w bazie obsadzen. Przyktadem w modelu Heisenberga jest
operator gj Sj_ , & w modelu Hubbarda operator przeskoku é;faéjg. Wtedy nalezy uzy¢ pelnego
wzoru (18). Nie trzeba jednak zawsze budowaé pelnej macierzy operatora. Wystarczy dziataé
operatorem na kazdym stanie bazowym.

Algorytm jest nastepujacy:

1. wybierz stan bazowy |3),

2. zastosuj operator O do tego stanu,

3. jezeli wynik jest niezerowy i ma posta¢ A |«), dodaj wktad ¢ Acg,
4. powtdrz procedure dla wszystkich stanéw |3).

W zapisie symbolicznym oznacza to

O => > cAascs (30)

B a:0|B)=Aasla)
Ta sama idea bedzie potrzebna w czesci rozszerzonej przy obliczaniu elementéw macierzowych

funkcji spektralne;j.

4.4. Kontrola poprawnosci i zadania do wykonania

Program powinien zawiera¢ zestaw prostych testow pozwalajacych wykryé najczestsze bledy
implementacyjne. W szczegdlnosci nalezy sprawdzic:

1. hermitowskos¢ macierzy Hamiltonianu,

2. zgodnos¢ wymiaru bazy z odpowiednim wzorem kombinatorycznym,

3. normalizacje wektoréw wtasnych zwroconych przez procedure diagonalizacji,

4. zgodnos$¢ modelu Heisenberga dla L = 2 z wynikiem analitycznym,

5. zgodnos¢ modelu Hubbarda dla U = 0 z suma energii jednoczastkowych,

6. niezaleznos¢ podstawowych wynikéw od sposobu indeksowania stanéw bazowych.

Oprécz energii wlasnych program powinien obliczaé¢ rowniez obserwable. Dla modelu Heisen-
berga naturalng wielkosScig sa korelacje spinowe <Sij>. Dla modelu Hubbarda naturalne sa:
liczba czastek, podwdjne obsadzenie, korelacje gestosci oraz korelacje spinowe.



Zadanie 4.1. Dodaj do programu funkcje obliczajace wartosci oczekiwane operatorow diagonal-
nych w bazie obsadzen. Wykorzystaj wzér (20) do obliczenia podwdjnego obsadzenia w modelu
Hubbarda oraz korelacji (57 S’j ) w obu modelach. Program powinien wypisa¢ na ekran, ktéry
stan wtasny jest analizowany, na przyktad stan podstawowy albo pierwszy stan wzbudzony.

Zadanie 4.2. SprawdZ numerycznie, ze dla stanu wlasnego prawdopodobieristwa |c, |* sumuja
sie do jednosci. Nastepnie dla jednego matego uktadu wypisz kilka najwiekszych sktadnikéw
|ca|? stanu podstawowego wraz z odpowiadajacymi im konfiguracjami bazowymi.

Zadanie 4.3. Dla wybranego uktadu zapisz do pliku: parametry modelu, wymiar bazy, kilka
najnizszych energii, energi¢ stanu podstawowego, podwdjne obsadzenie oraz czas dzialania
programu. Plik powinien by¢ mozliwy do pdzniejszego wezytania i narysowania wykresow bez
ponownego uruchamiania diagonalizacji.

5. Funkcja spektralna: czes$é rozszerzona

Najbardziej zaawansowang czescia projektu jest obliczenie funkcji spektralnej modelu Hubbarda.
Funkcja spektralna mowi, z jakim prawdopodobienstwem mozna doda¢ albo usunaé czastke o
zadanej energii. Jest to wielko$¢ bezposrednio zwigzana z jednoczastkowa funkcja Greena.

Dla matych uktadéw najwygodniej zacza¢ od lokalnej funkcji spektralnej. W temperaturze
zerowej mozna ja zapisaé jako

Al
Cio

Ai(w) = ‘<m,N+ 1

GS’N>‘2 N+177/7T N \12 2
[w— (BNt — Egg)]” +1 (31)

. n/m
+3" [(m, N — 1]¢;,|GS, N)|? .
m It 1] ! w— (EYs — EN-D]* + 12

Tutaj |GS, N) oznacza stan podstawowy w sektorze z N = N; + N, czastkami, natomiast
|m, N +1) i |m, N — 1) oznaczaja stany wlasne w sektorach z jedna czastka wiecej albo mniej.
Parametr n > 0 jest sztucznym poszerzeniem pozioméw energetycznych. Bez tego poszerzenia
funkcja spektralna skonczonego uktadu bytaby sumg delt Diraca.

Wariant z rozdzielczodcia pedowa mozna zdefiniowa¢ przez operator

~ —ikj A
Cho = ——= e ", 32
k \/_Z/Z J ( )

ale jest on najprostszy dla okresowych warunkow brzegowych. Dlatego w projekcie wystarczy
obliczy¢ lokalng funkcje spektralna A;,(w) albo érednia po weztach

Ao(w) = 7 5 i), (33

Zadanie 5.1. Dla malego uktadu, na przyktad L = 4 albo L = 6, wykonaj pelna diagonalizacje
Hamiltonianu Hubbarda w sektorze (N, N|) oraz w sektorach rézniacych sie o jedng czastke.
Nastepnie oblicz lokalna funkcje spektralna zgodnie ze wzorem (31). Narysuj A(w) dla kilku
wartosci U.



Zadanie 5.2. Sprawdz wplyw parametru poszerzenia n na otrzymany wykres. Dla bardzo
matego 1 powinny by¢ widoczne pojedyncze waskie piki. Dla wickszego n piki zaczynaja tworzy¢
gtadsze struktury. Program powinien zapisa¢ wykresy dla co najmniej trzech wartosci 7.

Zadanie 5.3. Dla potowy wypetnienia poréwnaj funkcje spektralna dla matego i duzego U.
JakoSciowo opisz, czy ciezar spektralny rozdziela sie na dwie struktury energetyczne, ktore
mozna interpretowac jako dolne i géorne pasmo Hubbardowskie. Nie oczekuj idealnie gtadkiego
widma: dla matego uktadu wynik zawsze bedzie zawierat skonczong liczbe pikow.
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dolne pasmo gbrne pasmo

| |
| przgrwa !
T
|
1
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Rysunek 1: Schematyczny obraz funkcji spektralnej w uktadzie z silnym oddziatywaniem. W
malym uktadzie numerycznym zamiast gtadkich pasm otrzymujemy skonczong liczbe pikéw
poszerzonych parametrem 7).

6. Uwagi praktyczne

Najczestszy btad w tym projekcie polega na prébie budowy duzej macierzy gestej. Dla matych
uktadow jest to dopuszczalne, poniewaz utatwia testowanie programu. Dla wigkszych uktadow
nalezy uzywaé¢ macierzy rzadkich. W praktyce wygodne jest zbieranie elementéw macierzy w
trzech listach row, col, data, a nast¢pnie utworzenie macierzy typu scipy.sparse.coo_matrix
i konwersja do formatu csr.

Drugi czesty btad dotyczy znakéw fermionowych w modelu Hubbarda. Jezeli wyniki dla
U = 0 nie zgadzaja sie z suma pozioméw jednoczastkowych, nalezy najpierw sprawdzi¢ wtasnie
dziatanie operatoréw kreacji i anihilacji. Bez poprawnego znaku fermionowego widmo modelu
Hubbarda bedzie btedne.

Trzeci problem dotyczy interpretacji funkcji spektralnej. Dla skoniczonego uktadu widmo nie
jest ciagle. Otrzymujemy skonczong liczbe przejsé, ktore dopiero po poszerzeniu Lorentzowskim
tworza funkcje podobng do gladkiego wykresu. Dlatego poréwnania dla réznych U powinny
mie¢ charakter jakosciowy, a nie polega¢ na doktadnym wyznaczaniu granic pasm.

7. Podsumowanie wymagan
Na koniec projektu program powinien umozliwia¢ wykonanie nastepujacych czynnosci:
1. zbudowanie bazy modelu Heisenberga w peinej przestrzeni i w sektorze Ny,

2. zbudowanie Hamiltonianu Heisenberga i obliczenie jego najnizszych energii,

3. obliczenie korelacji spinowych w stanie podstawowym,

10



4. zbudowanie bazy modelu Hubbarda dla zadanych Ny i N,

5. zbudowanie Hamiltonianu Hubbarda z poprawnym znakiem fermionowym,

6. obliczenie energii stanu podstawowego i podwdjnego obsadzenia jako funkcji U,
7. poréwnanie czasu dzialania programu dla réznych rozmiaréow uktadu,

8. w czesci rozszerzonej: obliczenie lokalnej funkeji spektralnej dla matych uktadow.

Projekt bedzie dobrze wykonany, jezeli kod bedzie czytelny, podzielony na funkcje, wyposa-
zony w podstawowe testy poprawnosci oraz bedzie zapisywal dane potrzebne do odtworzenia
wykresow. Najwazniejszy nie jest sam rozmiar uktadu, ktéry uda sie policzy¢, lecz poprawnosé
konstrukcji bazy, Hamiltonianu i obserwabli.
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