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1. Cel projektu

Celem projektu jest numeryczne zbadanie widma czastki kwantowej zamknietej w dwuwymia-
rowym obszarze o zadanym ksztatcie. Taki uktad nazywa sie kwantowym bilardem. Twoim
zadaniem jest napisanie programu, ktéry dla zadanej geometrii buduje dyskretny Hamiltonian,
wyznacza jego wartosci i wektory wlasne, rysuje wybrane funkcje falowe oraz analizuje statystyke
odstep6éw miedzy sasiednimi poziomami energii.

Glowne pytanie fizyczne brzmi: czy zmiana ksztattu obszaru, po ktorym porusza si¢ czastka,
wplywa na strukture widma i funkcji falowych? W szczegdlnosci interesuje nas poréwnanie
geometrii regularnej, takiej jak prostokat, z geometriami, ktére w mechanice klasycznej prowadza
do ruchu chaotycznego, takimi jak bilard Sinai oraz stadion Bunimovicha.

Projekt ma charakter numeryczny. Odpowiedzi na pytania postawione w tresci projektu
powinny wynika¢ bezposrednio z dziatania programu. Program powinien wypisywacé krotkie
komentarze na ekran, zapisywa¢ dane liczbowe do plikéw tekstowych lub CSV oraz generowaé
rysunki w katalogu z wynikami. Wybrane wyniki moga by¢ nastepnie oméwione podczas
odpowiedzi ustnej.

2. Model fizyczny

Rozwazamy czastke poruszajaca si¢ wewnatrz dwuwymiarowego obszaru (2. Czastka nie moze
opusci¢ tego obszaru, co odpowiada nieskonczenie wysokim Scianom potencjatu na brzegu.
Stacjonarne rownanie Schrodingera ma postac

I Gri(ey) = BU(a.y), m

gdzie ¥ (x,y) jest funkcja falowa, a E jest energia. Na brzegu obszaru obowiazuje warunek
Dirichleta

b(z,y) =0,  (z,y) € 0. (2)
W dalszej cze$ci mozna przyjaé jednostki h?/(2m) = 1. Wtedy Hamiltonian ma postaé
H = -V~ (3)

W klasycznym bilardzie czastka porusza si¢ po liniach prostych i odbija sprezyscie od brzegu.
Dla niektérych ksztattow ruch klasyczny jest regularny, a dla innych chaotyczny. W mechanice
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kwantowej nie analizujemy pojedynczej trajektorii. Zamiast tego badamy energie wtasne oraz
funkcje falowe. Jednym z najprostszych sladoéw chaosu kwantowego jest odpychanie poziomow:
w uktadach chaotycznych sasiednie poziomy energii rzadko leza bardzo blisko siebie.

3. Uwaga o zakresie i interpretacji wynikow

Poréwnanie statystyki poziomow z przewidywaniami teorii macierzy losowych ma w tym projekcie
charakter jakosciowy. Nie powinniSmy oczekiwaé¢ idealnej zgodnosci z rozktadami granicznymi.
Wynik moze zaleze¢ od rozmiaru siatki, liczby obliczonych pozioméw, zakresu analizowanego
widma oraz obecnosci symetrii geometrycznych.

Szczegdlnie wazna jest obecnos¢ symetrii odbicia. Jezeli geometria ma symetrie, cale widmo
moze by¢ sumg kilku niezaleznych sektoréw symetrii. Mieszanie takich sektoréw moze znie-
ksztatci¢ statystyke odstepéw. Dlatego w analizie bilardu Sinai zaleca sie, oprécz przypadku
centralnego, rozwazy¢ takze przeszkode przesunieta wzgledem srodka prostokata, na przyktad
¢z = 0.63L,, ¢, = 0.47L,. Taka geometria tamie symetrie odbicia i zwykle daje czytelniejszy
wynik numeryczny.

4. Dyskretyzacja r6wnania Schrodingera

Obszar () nalezy umiesci¢ na prostokatnej siatce punktéw. Nastepnie trzeba zbudowac¢ maske
logiczna, ktora okresla, ktore punkty siatki naleza do obszaru dostepnego dla czastki, a ktére
znajduja sie poza nim.
Dla réwnomiernej siatki o krokach h, i h, operator —V? mozna przyblizy¢ schematem
roznicowym
1 1 1
(Hy)ij =2 <h2 + h2> Vg — 2 (Viv1y + Yic1y)

1
T2 (Vi j41 +ij1) -

Y

Jezeli sgsiedni punkt znajduje sie poza maska, nalezy potraktowac go jako punkt brzegowy, na
ktorym funkcja falowa jest réwna zero. W praktyce najwygodniej jest numerowaé wytacznie
punkty nalezace do obszaru €2 i budowa¢ rzadks macierz Hamiltonianu.

Program powinien rozwiazywac¢ problem wtasny

gdzie F, sa energiami wlasnymi, a ¢, odpowiadajacymi im funkcjami wtasnymi. Dla wickszych
siatek nalezy uzywac¢ metod dla macierzy rzadkich, na przyktad funkcji scipy.sparse.linalg.eigsh.
Nie nalezy budowaé¢ pelnej macierzy gestej dla duzych siatek.

5. Geometrie badanych obszaréow

Program powinien pozwalaé¢ na zmiane geometrii obszaru przez podanie odpowiedniej maski.
W projekcie nalezy uwzglednié¢ co najmniej prostokat oraz bilard Sinai. Stadion Bunimovicha
mozna potraktowac¢ jako druga geometrie chaotyczna albo jako rozszerzenie projektu.



5.1. Prostokat
Najprostszym przypadkiem testowym jest prostokat

Q1rect = [07 Lz] X [07 Ly] (6>

Dla tego ksztaltu znane jest rozwigzanie analityczne. W jednostkach h%/(2m) = 1 energie
WYNO0SZg

n2 m2
En,m:w2<L2+L2>, nom=123,.... (7)
z Yy

Prostokat stuzy do sprawdzenia poprawnosci programu. Warto wybraé¢ taki stosunek bokow
L,/L,, ktéry nie prowadzi do wielu degeneracji poziomoéw.

5.2. Bilard Sinai
Bilard Sinai jest prostokatem z wycieta kotowa przeszkoda. Mozna go opisa¢ jako

Qsinai = [0, La] x [0, Ly] \ {(x, y): (- Cm)2 +(y — Cy)2 < R2} ) (8)

gdzie (cg,c,) jest érodkiem przeszkody, a R jej promieniem. Warunek Dirichleta obowiazuje
zaréwno na zewnetrznym brzegu prostokata, jak i na brzegu kotowej przeszkody.

W podstawowej wersji mozna przyjac ¢, = L, /2, ¢, = L, /2. Do analizy statystyki poziomdw
lepszy jest jednak wariant z przesunieta przeszkoda, poniewaz tamie symetrie odbicia.

5.3. Stadion Bunimovicha

Stadion mozna zbudowaé z prostokata oraz dwoch potkoli. Wygodny opis analityczny, dla
stadionu ustawionego wzdtuz osi x, ma postac

Qstaa(a, R) = {(z,y) : |z| < a, |y| < R}
U{(z,9): (@ —a)’ + 9
U{(z,9): (& +a)? +9

2

J (9)
Parametr R jest promieniem potkoli, a 2a jest dtugoscia prostokatnej czesci stadionu. Dla a = 0
stadion redukuje si¢ do kota.

6. Przykladowe dane wejSciowe

Program moze przyjmowaé dane wejSciowe w dowolnej czytelnej formie: jako argumenty funkc;ji,
plik konfiguracyjny albo stownik parametrow. Wazne jest, aby jednoznacznie okresli¢ rozmiar
siatki, fizyczny rozmiar obszaru oraz typ geometrii.

Przyktadowy stownik parametréw dla bilardu Sinai moze wygladaé¢ nastepujaco:

params = {

"geometry": "sinai",
"Nx": 120,
IlNyll . 80 s
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bilard Sinai stadion

Rysunek 1: Dwa przyktady geometrii prowadzacych w mechanice klasycznej do ruchu cha-
otycznego: bilard Sinai oraz stadion Bunimovicha. Rysunki sa narysowane w jednym uktadzie
wspotrzednych, dzicki czemu sa wyrownane wzgledem wspoélnej osi poziome;j.

"Lx": 1.5,
"Ly": 1.0,
"cx": 0.95, # przeszkoda przesunieta wzgledem srodka
"cy": 0.47,
"R": 0.18,

"num_eigenvalues": 120

Przyktadowa funkcja tworzaca maske dla bilardu Sinai moze mie¢ postac:

def mask_sinai(X, Y, Lx, Ly, cx, cy, R):
inside_rectangle = (0 <= X) & (X <=1Lx) & (0 <=Y) & (Y <= Ly)
outside_obstacle = (X - cx)**2 + (Y - cy)**2 >= Rxx*2
return inside_rectangle & outside_obstacle

Analogicznie, maska stadionu moze by¢ zapisana jako:

def mask_stadium(X, Y, a, R):
rectangle = (abs(X) <= a) & (abs(Y) <= R)
right_cap = (X - a)**2 + Y**x2 <= R**2
left_cap = (X + a)**2 + Y**x2 <= R¥x2
return rectangle | right_cap | left_cap

7. Etap 1: test programu na prostokacie

Pierwszym krokiem powinno by¢ sprawdzenie, czy dla prostokata program odtwarza wzor
analityczny (7). Nalezy policzy¢ kilka lub kilkanasdcie najnizszych energii numerycznych i
porownad je z odpowiednimi energiami analitycznymi.

Program powinien wypisa¢ na ekran oraz zapisa¢ do pliku tabele zawierajaca co najmniej
nastepujace kolumny:

numer poziomu Eoum E.. btad wzgledny

n warto$¢ numeryczna wartosé analityczna | Eyum — Fan|/Fan

Nalezy takze narysowa¢ wykres btedu kilku najnizszych pozioméw w funkcji kroku siatki h albo
liczby punktow siatki N, IV,,.




Na tym etapie program powinien umozliwia¢ odpowiedZ na nastepujace pytania:

o (Czy numeryczne wartosci wlasne zbiegaja do wartosci analitycznych przy zageszczaniu
siatki?

o Jak zmienia sie btad najnizszych pozioméw energetycznych wraz z liczba punktow siatki?

o Czy metoda gorzej odtwarza wyzsze energie niz nizsze? Odpowiedz uzasadnij.

8. Etap 2: funkcje falowe

Po sprawdzeniu poprawnosci programu nalezy policzy¢ funkcje wlasne dla prostokata, bilar-
du Sinai oraz, opcjonalnie, stadionu. Dla kilku wybranych pozioméw energetycznych nalezy
narysowa¢ mapy gestosci prawdopodobienstwa

[6n (@, )" (10)

Rysunki powinny zosta¢ zapisane do plikéw, na przyktad w formacie PDF lub PNG.

Program powinien wypisa¢ na ekran krotkie informacje o kazdym narysowanym stanie:
numer poziomu, energie, typ geometrii oraz rozmiar siatki. Celem tego etapu jest wizualne
poréwnanie regularnych i bardziej nieregularnych struktur funkceji falowych.

Na tym etapie program powinien umozliwia¢ odpowiedZ na nastepujace pytania:

« Jak wygladaja najnizsze stany w uktadzie prostokatnym?

o Czy w ukladzie z przeszkoda funkcje falowe maja bardziej nieregularng strukture?

o Czy wynik wizualny zalezy od potozenia i promienia przeszkody?
9. Etap 3: statystyka pozioméw energetycznych
Najwazniejsza ilosciowa czescia projektu jest obliczenie sredniego wskaznika stosunku sasiednich

odstepéw pozioméw energetycznych (r). Dla jednego ustalonego ksztaltu nalezy uporzadkowaé
energie rosnaco:

EFi<Ey<...<FE,. (11)
Nastepnie nalezy policzy¢ odstepy miedzy kolejnymi poziomami

Dla kazdej pary sasiednich odstepow definiujemy

~ min(dp, 0pp1)
= max(0y,, Opy1) (13)

Jezeli mamy n energii, to mamy n — 1 odstepoéw oraz n — 2 wartosci r,. Srednia jest réwna

Z ;. (14)

W praktyce nie nalezy uzywac¢ bardzo maltej liczby pozioméw. Jezeli pozwala na to rozmiar
macierzy, warto policzy¢ co najmniej kilkadziesiat, a najlepiej okoto stu lub wiecej poziomow.
Nalezy tez sprawdzi¢, czy wynik nie zmienia si¢ istotnie po odrzuceniu kilku najnizszych energii.
Najnizsze poziomy nie zawsze dobrze reprezentuja wlasnosci statystyczne widma.

n—2



9.1. Rozklady referencyjne

Dla pozioméw nieskorelowanych, typowych dla uktadow regularnych, odstepy po odpowiednim
przeskalowaniu sa opisywane rozktadem Poissona

Pp(s) =e°. (15)
W takim przypadku $rednia wartosé¢ wskaznika r wynosi
(ryp=2In2—1 = 0.386. (16)

Dla uktadéw chaotycznych z symetriag odwrocenia czasu oczekuje sie statystyki zblizonej do
zespotu macierzy losowych GOE. Przyblizony rozktad odstepow, znany jako surmiza Wignera,
ma postaé

Pun(s) = gsexp (-T) . (17)

Czynnik s oznacza odpychanie pozioméw: prawdopodobienstwo znalezienia dwoch bardzo bliskich
pozioméw jest mate. Dla GOE $érednia wartosé wskaznika r wynosi w przyblizeniu

<7">GOE ~ 0.5307. (18)

Zaleta wskaznika (r) jest to, ze nie wymaga pelnego rozwijania widma, czyli tak zwanego
unfoldingu. Dzieki temu jest wygodny w projekcie numerycznym.

9.2. Zadanie numeryczne

Nalezy zbadaé statystyke pozioméw dla nastepujacych przypadkow:
o prostokat,

bilard Sinai z przeszkoda centralna,

bilard Sinai z przeszkoda przesunietyg wzgledem srodka,
« opcjonalnie: stadion dla kilku warto$ci parametru a/R.
Dla kazdego przypadku program powinien zapisa¢ do pliku energie E,,, odstepy d,,, wartosci
r, oraz $rednia (r). Nalezy takze narysowa¢ wykres (r) w funkcji promienia przeszkody R dla
bilardu Sinai. Dla stadionu mozna analogicznie narysowaé (r) w funkcji parametru a/R.
Program powinien umozliwia¢ odpowiedz na nastepujace pytania:
» Czy prostokat daje wartosé (r) blizsza statystyce Poissona?
» Czy bilard Sinai z przesunieta przeszkoda daje warto$é¢ (r) blizsza statystyce GOE niz
prostokat?
 Jak zmienia sie (r) wraz ze wzrostem promienia przeszkody w bilardzie Sinai?
o Czy wynik zalezy istotnie od liczby punktéw siatki i liczby uwzglednionych pozioméw
energetycznych?
o (Czy przesuniecie przeszkody, czyli ztamanie symetrii odbicia, zmienia wynik statystyki
poziomow?



10. Etap dodatkowy: ewolucja w czasie

Ewolucja w czasie nie jest konieczna do wykonania podstawowej czesci projektu, ale moze
stanowi¢ dobre rozszerzenie. Nalezy wybraé stan poczatkowy ¥ (z,y;0), na przyktad pakiet
falowy zlokalizowany w malym obszarze, i obliczy¢ jego ewolucje w czasie. Jezeli znamy energie
i funkcje wlasne, ewolucje mozna zapisaé¢ jako

U yit) = Y eae ou(e,y), en= [ Gey)le.y;0)dedy. (19)

W wersji dyskretnej catke nalezy zastapi¢ suma po punktach siatki.
Dla kilku wybranych czaséw nalezy narysowaé¢ mapy gestosci

Y (z, y; ). (20)

Program powinien zapisa¢ te mapy do plikéw oraz wypisa¢ krotka informacje o uzytych para-
metrach: geometrii, liczbie punktow siatki, liczbie stanéw wtasnych uzytych do ewolucji oraz
czasach, dla ktérych wykonano rysunki.

11. Minimalne wymagania programu

Konicowa wersja programu powinna zawiera¢ nastepujace elementy:
1. funkcje tworzacy siatke dwuwymiarowa;
funkcje tworzace maski dla prostokata i bilardu Sinai;
opcjonalnie funkcje¢ tworzaca maske stadionu Bunimovicha;
funkcje budujaca rzadka macierz Hamiltonianu metoda réznic skonczonych;
procedure diagonalizacji Hamiltonianu dla macierzy rzadkiej;
porownanie numerycznych energii prostokata z wynikiem analitycznym;
2

rysowanie map |¢,(x,y)|* dla wybranych stanéw wtasnych;

obliczanie odstepow 0, wartosci r,, oraz Sredniej (r);

© XN G N

zapisywanie wynikow liczbowych i rysunkéw do plikow;

—_
e

krotkie komunikaty tekstowe wypisywane przez program, wyjasniajace, jakie parametry
zostaly uzyte i jakie wartosci (r) otrzymano.

12. Sugerowany wariant minimalny i rozszerzony

Aby projekt byt wykonalny, mozna rozdzieli¢ go na cze$¢ podstawowa i rozszerzong.

12.1. Czes¢ podstawowa

W czesci podstawowej nalezy wykonaé nastepujace zadania:
1. Zbudowa¢ Hamiltonian dla prostokata i sprawdzi¢ zgodno$¢ z rozwiazaniem analitycznym.
2. Zbudowa¢ Hamiltonian dla bilardu Sinai.

3. Narysowa¢ kilka funkcji wtasnych dla prostokata i bilardu Sinai.



4. Policzy¢ $rednie (r) dla prostokata oraz dla bilardu Sinai z przesunieta przeszkoda.

5. Sprawdzi¢ stabilno$é¢ wyniku dla co najmniej dwdch rozdzielczosci siatki.

12.2. Cze$¢ rozszerzona

W czesci rozszerzonej mozna wykonac¢ jedno lub kilka zadan dodatkowych:
 doda¢é stadion Bunimovicha i zbadaé zaleznosé (r) od a/R;
o mnarysowac histogram odstepéw poziomdw i poréwnac go z rozktadem Poissona oraz surmizg
Wignera;
» zbada¢ prawo Weyla dla liczby poziomoéw ponizej energii F;
o obliczy¢ ewolucje pakietu falowego w czasie;

o sprawdzi¢ wplyw przesuniecia przeszkody w bilardzie Sinai na statystyke poziomdw.

13. Uwagi numeryczne

Przy zbyt matej siatce brzeg kotowej przeszkody oraz brzeg stadionu sg reprezentowane schod-
kowo. Moze to wplywaé na energie oraz statystyke pozioméw. Dlatego nalezy sprawdzié, czy
gtowne wnioski nie zmieniaja sie po zwiekszeniu liczby punktéow siatki.

Dla siatek rzedu 80 x 80 albo 100 x 100 macierz Hamiltonianu ma rozmiar rzedu kilku tysiecy,
ale jest bardzo rzadka. Taki problem jest odpowiedni dla metod rzadkich. Petna diagonalizacja
macierzy gestej bytaby niepotrzebnie kosztowna i moze szybko stac¢ sie niewykonalna pamieciowo.

W analizie statystyki poziomow nalezy unikaé¢ przypadkowych degeneracji oraz bardzo matle;
liczby poziomoéw. Jezeli wynik (r) nie jest bliski ani wartosci Poissona, ani wartosci GOE, nie
musi to oznaczaé¢ btedu programu. Moze to wynikaé¢ z matej liczby poziomoéw, zbyt niskich
energii, obecnosci symetrii albo zbyt grubej siatki.
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