Programowanie i metody numeryczne

Cwiczenia 12.

Calkowanie Monte Carlo.

Zadanie 1. Caltka oznaczona i liczba .

Rozwazmy zadanie obliczenia calki oznaczonej

I:/abf(x)da:

catkowalnej funkcji f : R O X — R w przedziale [a, b] C X.

Napisz nastepujace funkcje, ktorych zadaniem ma by¢ obliczenie przyblizonej wartosci tej calki — kazda z
funkcji powinna przyjmowaé jako argumenty implementacje funkcji podcatkowej f, granice catkowania a i b
oraz liczbe naturalna N i liczbe naturalna K o domys$lnej wartosci 100:

a) mc_int — metoda Monte Carlo wykorzystujaca N losowo wybranych punktéw z rozkladu jednostajnego,

b) mc_int_stratified — metoda Monte Carlo z losowaniem warstwowym: przedzial calkowania ma by¢
dzielony na N podprzedziatéw, w kazdym z nich ma by¢ losowany jeden punkt,

¢) mc_int_importance_gauss — metoda Monte Carlo z losowaniem istotnym opartym o rozklad normal-
ny: N punktéw ma by¢ losowanych z rozkladu normalnego o $redniej p i odchyleniu standardowym o;
funkcja powinna przyjmowaé¢ dodatkowe argumenty: p i o,

d) gmc_int —metoda Quasi Monte Carlo wykorzystujaca N punktéw z ciagu van der Corputa o podstawie
b; funkcja powinna przyjmowaé¢ dodatkowy argument: b.

Wszystkie funkcje powinny oblicza¢ wartosé catki I K—krotnie i zwracaé Srednig arytmetyczna wynikéw.

Korzystajac z tej funkeji napisz program pimc, obliczajacy przyblizona wartosé liczby m na podstawie zalez-

nosci )
7r:2/ V1 —22dx.
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Program ma przyjmowaé jako argumenty wywolania liczbe naturalna M podzielna przez 100 oraz wartosci
parametréw K, b, p i 0. Zadaniem programu jest obliczanie wartoéci m za pomoca kazdej z napisanych przez
Ciebie funkcji dla N = 100, 200, ..., M. Wynikiem dzialania programu powinno by¢ osiem wykresow: dla
kazdej z funkcji program powinien wykreslaé¢ zaleznosé obliczonej wartosci m od N (rysujac takze linie odpo-
wiadajaca ,,dokladnej” wartosci 7 dla poréwnania) oraz blad, czyli modul réznicy ,,dokladnej” i obliczonej
wartosci w, w funkcji N w skali logarytmiczne;j.

Jako generator liczb pseudolosowych wykorzystaj jeden z wysokiej jakos$ci generatoréw dostarczanych przez
jezyk programowania lub pakiet obliczen naukowych, z ktorego korzystasz — na przyktad Mersenne Twister
19957.

Poeksperymentuj z réznymi wartosciami parametréow K, b, p i 0. Ktéra metoda obliczania daje najlepsze
rezultaty? Jaka zaleznos¢ przypomina blad wartosci catki w funkcji N dla kazdej z metod?



Zadanie 2. Calki wielokrotne.

Rozwazmy zadanie obliczenia catki wielokrotnej

I://-~-/(1—x%—x§—...—wfn) dzidas - - - dzg, gdzie Q = [0, 1]™.
Q

Napisz nastepujace funkcje, ktorych zadaniem ma by¢ obliczenie przyblizonej wartosci tej calki — kazda z
funkcji powinna przyjmowac jako argumenty liczbe naturalna N i liczbe naturalng K o domyslnej wartosci
100:

a) mc_int — metoda Monte Carlo wykorzystujaca N losowo wybranych punktéw z rozkladu jednostajnego,

b) mc_int_stratified — metoda Monte Carlo z losowaniem warstwowym: obszar catkowania ma byé¢
dzielony na N podobszaréw, w kazdym z nich ma by¢ losowany jeden punkt,

¢) mc_int_importance_gauss — metoda Monte Carlo z losowaniem istotnym opartym o rozklad nor-
malny: wspoélrzedne N punktéw maja byé losowane z rozkladu normalnego o Sredniej p i odchyleniu
standardowym o, takich samych dla kazdej wspoélrzednej; funkcja powinna przyjmowaé¢ dodatkowe
argumenty: p i o,

d) gmc_int_halton — metoda Quasi Monte Carlo wykorzystujaca N punktéw z ciagu Halrona,
e) gmc_int_sobol — metoda Quasi Monte Carlo wykorzystujaca N punktéw z ciagu Sobol’a.

Wszystkie funkcje powinny oblicza¢ warto$é calki I K—krotnie i zwracaé¢ $rednia arytmetyczng wynikow.

Korzystajac z tej funkcji napisz program mcint, obliczajacy przyblizona wartosé calki I. Program ma przyj-
mowa¢é jako argumenty wywolania liczbe naturalna M podzielna przez 100 oraz wartosci parametréow K, p
i 0. Zadaniem programu jest obliczanie wartosci I za pomocy kazdej z napisanych przez Ciebie funkcji dla
N =100, 200, ..., M. Wynikiem dzialania programu powinno by¢ dziesie¢ wykresow: dla kazdej z funkcji
program powinien wykresla¢ zalezno$é obliczonej wartosci I od N (rysujac takze linie odpowiadajaca ana-
litycznej wartosci I dla poréwnania) oraz blad, czyli modul réznicy analitycznej i obliczonej wartosci I, w
funkcji N w skali logarytmiczne;j.

Jako generator liczb pseudolosowych wykorzystaj jeden z wysokiej jakoséci generatoréw dostarczanych przez
jezyk programowania lub pakiet obliczen naukowych, z ktorego korzystasz — na przyktad Mersenne Twister
19957.

Poeksperymentuj z réznymi wartodciami parametréw K, p i 0. Ktéra metoda obliczania daje najlepsze
rezultaty? Jaka zaleznos¢ przypomina blad wartosci catki w funkcji N dla kazdej z metod?

Zadanie 3. Objetos¢ n—wymiarowej kuli jednostkowej.
Rozwazmy n—wymiarowa, domknieta kule jednostkowsg,
B, ={(z1, 22, ..., z,) ER" |2 + 25+ ...+ 22 < 1}.

Jej objetosé mozemy wyznaczy¢é numerycznie na podstawie wzoru

Vn:/// dxldxg---dxn://---/ 1, (z1, z2, ..., ) dridas - - - dzy,
B, Qp

gdzie Q,, = [0, 1]" oraz
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0 w przeciwnym przypadku.



Istnieje tez analityczne wyrazenie na te objetoscé:

T jest tu funkcja Gamma Eulera.

a) Napisz funkcje ball_exact, przyjmujaca jako argument liczbe naturalng n i zwracajaca objetosé V,
otrzymana na podstawie wzoru analitycznego.

b) Napisz funkcje ball_mc, przyjmujaca jako argumenty liczby naturalne n i N, ktéra postugujac sie
metoda Monte Carlo znajduje przyblizona objetoéc¢ V,,, wykorzystujac N losowo wybranych punktéw
z rozkladu jednostajnego.

c) Korzystajac z tych funkcji napisz program ball, ktéry przyjmuje jako argumenty wywolania dwie
liczby naturalne k i N. Program powinien obliczaé¢ objetosci n—wymiarowych kul jednostkowych dla
n=1, 2, ..., k dwukrotnie: metoda Monte Carlo, wykorzystujac N losowo wybranych punktéw, oraz
analitycznie, a nastepnie narysowa¢ i wyswietli¢ na ekranie wykres zaleznosci objetosci kuli jednostko-
wej w n—wymiarowej przestrzeni euklidesowej od wymiaru przestrzeni n, zaznaczajac zaréwno wynik
analityczny, jak i numeryczny.

Czy jako$¢ wyniku numerycznego zmienia sie wraz z wymiarem przestrzeni, n?

d) Zapewne zauwazyles, ze dla duzych n metoda Monte Carlo radzi sobie coraz gorzej. Wynika to stad, ze
stosunek objetosci kuli B,, to opisanego na niej szescianu {2,, jest coraz mniejszy — kula zajmuje coraz
mniejszg czesS¢ tego szescianu, a wiec coraz wiecej punktow wypada poza nia.

Rozwiagzaniem jest zastosowanie losowania istotnego. Napisz funkcje ball_mc_importance, dzialaja-
ca identycznie, jak funkcja ball_mc, losujaca jednak wspolrzedne punktéw z rozktadu normalnego o
$redniej 0 i odchyleniu standardowym 1/2.

Napisz takze program ballim, dziatajacy identycznie, jak program ball, postugujacy sie jednak funkcja
ball_mc_importance zamiast funkcji ball_mc.

Czy jako$¢ przyblizenia sie poprawita?

Jako generator liczb pseudolosowych wykorzystaj jeden z wysokiej jakosci generatorow dostarczanych przez
jezyk programowania lub pakiet obliczen naukowych, z ktorego korzystasz — na przyklad Mersenne Twister
19957.

Zadanie 4. Pole powierzchni ograniczonej lemniskatg Bernoulliego.

Napisz funkcje lemniscate_area, ktora postugujac sie metoda Monte Carlo znajduje przyblizong wartos¢
pola powierzchni ograniczonej lemniskata Bernoulliego, opisana réwnaniem

(2 +4?)° <2(2® —y?),

wykorzystujac N losowo wybranych punktow. Wybierz odpowiedni, prosty obszar calkowania, w ktorym za-
warta jest lemniskata. Funkcja lemniscate_area przyjmuje argument N. Wartoscia zwracana przez funkcje
LemniscateArea powinna by¢ obliczona przez nig przyblizona warto$¢ szukanego pola powierzchni.

Korzystajac z tej funkcji napisz program lemniscate, ktéry przyjmuje jako argument wywolania liczbe
naturalng okreslajaca wartos¢ N. Program powinien wypisywaé¢ na standardowe wyjscie obliczona przez
funkcje lemniscate_area warto$¢ pola powierzchni ograniczonej lemniskata Bernoulliego.

Jako generator liczb pseudolosowych wykorzystaj jeden z wysokiej jakosci generatoréow dostarczanych przez
jezyk programowania lub pakiet obliczenn naukowych, z ktorego korzystasz — na przyktad Mersenne Twister
19957.



Zadanie 5. Paradoks kawalera de Méré.
Zadanie to nie dotyczy catkowania — jego celem jest poréwnanie generatoréw liczb pseudolosowych.

Paradoks kawalera de Méré to problem z dziedziny rachunku prawdopodobienistwa postawiony przez fran-
cuskiego matematyka—amatora Antoine’a Gombauda (1607 — 1684). Dotyczy on serii rzutéw symetrycznymi
szesciennymi kostkami do gry i polega na rozstrzygnieciu, ktére sposrod nastepujacych dwoch zdarzen jest
bardziej prawdopodobne:

e zdarzenie A: wyrzucenie przynajmniej jednej szostki w czterech rzutach jedna kostka,

e zdarzenie B: wyrzucenie przynajmniej jednej pary szostek w dwudziestu czterech rzutach dwiema
kostkami.

Analityczne rozwigzanie tego problemu podal Blaise Pascal (1623 — 1662).

Napisz funkcje demere, ktora postugujac sie metoda Monte Carlo znajduje przyblizone prawdopodobienstwa
opisanych wyzej zdarzen A i B. Funkcja demere przyjmuje argument N — liczbe punktow losowych, i zwraca
obliczone prawdopodobienstwa.

Korzystajac z tego szablonu napisz program demere, ktéry czterokrotnie wypisze na standardowe wyjscie
prawdopodobienstwa zdarzen A i B: za pierwszym razem program powinien podaé prawdopodobienistwa
znalezione przez Ciebie w literaturze, a nastepnie ich przyblizone wartosci obliczone przez funkcje DeMere za
pomocy trzech réznych generatoréw liczb pseudolosowych: liniowego generatora kongruencyjnego, generatora
Mersenne Twister 19937 oraz dwdéch innych generatorow, ktérych implementacje uda Ci sie znalezé lub
napisac.

Czy wybér generatora znaczaco wplywa na jakos¢ wyniku?

Opracowanie: Barttomiej Zglinicki.



