Programowanie i metody numeryczne

Cwiczenia 13.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne.

Zadanie 1. Wahadlo matematyczne.

Roéwnanie ruchu wahadla matematycznego ma postac
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gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym, [ — dlugosciag wahadla, zas 6 = 6(t) — zmienna dynamiczng
opisujaca wychylenie wahadla z polozenia réwnowagi w funkcji czasu t.

Napisz program pendulum rozwiazujacy réwnanie ruchu wahadla matematycznego numerycznie (bez stoso-
wania przyblizenia malych drgan). Program powinien wyznaczaé¢ wychylenie 6 i predkos$é katowa w = d@/d¢
wahadla o zadanej dlugosci | w przedziale czasowym ¢ € [0, tiax] z krokiem 6t dla zadanych warunkéw
poczatkowych 6(0) = 6y i w(0) = wp. Jako argumenty wywolania program powinien przyjmowaé pieé¢ liczb
rzeczywistych reprezentujacych kolejno: dtugo$é wahadta [, wychylenie poczatkowe 60y, poczatkows predkosé
katowa wq, czas trwania symulacji .y oraz krok czasowy dt.

Wynikiem dzialania programu powinny by¢ trzy rysunki: wykresy funkeji 8 = 6(t) i w = w(t) oraz diagram
fazowy w = w(f). Program powinien narysowaé kazdy z rysunkéw trzykrotnie, za kazdym razem postugu-
jac sie inng metoda numeryczna: metoda Eulera, metoda punktu srodkowego oraz metoda Rungego—Kutty
czwartego rzedu.

Zadanie 2. Model Lotki—Volterry.

Rozwazmy ekosystem ztozony z dwéch oddziatujacych ze soba populacji: drapieznikéw oraz ich ofiar. Niech
t bedzie czasem, x = z(t) — liczebnoscia populacji ofiar, zas y = y(t) — liczebnoscia populacji drapieznikéw.
Ewolucje czasowa tych wielkoSci opisuja (w uproszczeniu) réwnania Lotki—Volterry:

dx
a - (CL - by) x,
% = (cx—d)y.

Stale parametry a, b, ¢ i d opisuja odpowiednio: naturalny przyrost populacji ofiar, zmniejszanie si¢ popu-
lacji ofiar wskutek drapieznictwa, wzrost populacji drapieznikéw zwigzany z dostepnoscia pozywienia oraz
naturalne zmniejszanie sie populacji drapieznikéw.

Napisz program 1v rozwiazujacy numerycznie rownania Lotki—Volterry. Program powinien wyznaczac¢ liczeb-
no$¢ populacji ofiar x i liczebno$é populacji drapieznikéw y w przedziale czasowym ¢ € [0, timax| z krokiem
0t dla zadanych warunkéw poczatkowych z(0) = z¢ i y(0) = yo oraz zadanych wartosci parametréw a, b, ¢
i d. Jako argumenty wywotania program powinien przyjmowaé osiem liczb rzeczywistych reprezentujacych
kolejno: parametry a, b, ¢ i d, wartosci poczatkowe xq i yg, czas trwania symulacji tyax oraz krok czasowy
ot. Postuz sie metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu.

Wynikiem dzialania programu powinien by¢ rysunek przedstawiajacy wykresy zaleznosci x = z(t) oraz
y = y(t) (w jednym ukladzie wspdlrzednych) oraz rysunek prezentujacy diagram y = y(x).



Zadanie 3. Oscylator Duffinga.

Oscylatorem Duffinga nazywamy uklad mechaniczny opisywany réwnaniem ruchu

d? d
d—tf + Jd—f + Bz 4 az® = v cos(wt).

Wielko$é x = x(t) jest zmienna dynamiczna okreslajaca wychylenie oscylatora z polozenia réwnowagi w funk-
¢ji czasu t, za$ state a, 8, v i § — parametrami. Ukltad ten wykazuje zachowanie chaotyczne — niewielka zmiana
warunkéw poczatkowych znaczaco wpltywa na jego ewolucje.

Napisz program duffing rozwiazujacy numerycznie rownanie ruchu oscylatora Duffinga. Program powinien
wyznacza¢ wychylenie z i predkos$é v = da/dt oscylatora o zadanych wartosciach parametréw

a=w=1, g=-1, §=0,2, v=0,3

w przedziale czasowym ¢ € [0, tmax| z krokiem 6t dla trzech zestawéw wartosci poczatkowych:

To1 — 0, 99 To2 — 1 To3 — 1.01

vo1 = 0, vg2 = 0, vz = 0.
Jako argumenty wywotania program powinien przyjmowaé¢ dwie liczby rzeczywiste reprezentujace kolejno
czas trwania symulacji tiax oraz krok czasowy dt. Program powinien przedstawia¢ na jednym rysunku dia-

gramy fazowe v = v(x) dla wszystkich trzech zestawéw wartosci poczatkowych. Postuz sie metoda Rungego—
Kutty czwartego rzedu.

Opracowanie: Bartlomiej Zglinicki.



