Programowanie i metody numeryczne

Cwiczenia 14.

Réwnania rézniczkowe czastkowe.

Zadanie 1. Przewodnictwo cieplne metalowej plytki.

Rownanie przewodnictwa cieplnego opisuje przeptyw ciepta w osrodku materialnym. Przyjmuje ono postaé
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gdzie T = T (t, r) jest temperatura w punkcie o wektorze wodzacym r w chwili ¢, za§ a — charakteryzuja-
ca material stala nazywana wspotczynnikiem wyrownania temperatury lub dyfuzyjnosciq cieplng, okreslajaca
tempo, z jakim przebiegajg zmiany temperatury w danym materiale. Po uzupelnieniu tego réwnania o warun-
ki poczatkowe, czyli zadaniu rozkladu temperatury w osrodku w chwili ¢ = 0, oraz warunki brzegowe, czyli
zadaniu ustalonego, niezmiennego rozkladu temperatury na brzegu obszaru, jestedmy w stanie wyznaczyé

rozklad temperatury w oérodku w dowolnej chwili ¢ > 0.

Rozwazmy cienka metalowa plytke w ksztalcie kwadratu. Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej ¢t = 0 ptytka
miala temperature Tp. Do gérnej krawedzi plytki przylozono w chwili poczatkowej ciato o temperaturze 17,
do krawedzi prawej — cialo o temperaturze T5, do krawedzi dolnej — cialo o temperaturze T3, zas do krawedzi
lewej — cialo o temperaturze Tj; zakladamy przy tym, ze ciala te utrzymuja stala temperature oraz ze
temperatury Ty, k =0, 1, 2, 3, 4, znajduja sie w przedziale od 0°C do 100°C.

Napisz program heat, ktéry postugujac sie¢ metoda
réznic skonczonych rozwiaze réwnanie przewodnic-
twa cieplnego dla oméwionej plytki i wyznaczy roz-
ktad temperatury wewnatrz ptytki w dowolnej chwili
t > 0. Program powinien przyjmowac jako argumen-
ty wywolania szeé¢ liczb zmiennoprzecinkowych od-
powiadajacych wartoéciom, odpowiednio, «, Tp, 17,
T, T3 i Ty. Przyjmij krok przestrzenny (identyczny
na obu osiach przestrzennych) dz = 1, krok czasowy
5t = §2% /4 oraz rozmiar plytki [ = 508z.

Wynikiem dziatania programu powinna by¢ anima-
cja przedstawiajaca zmiany temperatury w plytce
(lub zestaw grafik przedstawiajacych kolejne klatki
takiej animacji). Kazda klatka animacji ma przed-
stawiaé¢ kwadrat reprezentujacy plytke pokryty ko-
lorami odpowiadajacymi temperaturze w weztach —
jak na przykladowym rysunku obok.

Zadanie 2. Potencjal elektryczny.
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Rownanie Poissona to niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu postaci

Af(x)=g(x),
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gdzie A to n—wymiarowy laplasjan, g : R™ — R jest znana funkcja, zas f : R™ — R — niewiadoma. Réwnanie
to opisuje wiele réznych proceséw zachodzacych w przyrodzie — na przyklad potencjal elektryczny ¢ = ¢ (x)
pochodzacy od zadanego rozkladu ladunku elektrycznego o gestosci p = p(x) jest zadany wlasnie przez

réwnanie Poissonas: 1

AG(x) = ——p(x).

€0
Uzupelniajac to réwnanie o warunki brzegowe, czyli zadajac ustalony potencjal na brzegu pewnego obszaru
przestrzeni, jesteSmy w stanie wyznaczy¢ potencjat w dowolnym punkcie tego obszaru.

Rozwazmy obszar w postaci nieskoniczenie dlugiej ,rury” o przekroju poprzecznym w ksztalcie kwadratu
o boku dlugoéci 1 — dzieki symetrii jest to problem dwumiarowy. Zalézmy bez straty ogdlnodci, ze rura ta
ciagnie sie wzdluz osi Oz, réwnanie Poissona przyjmie wéwczas postaé

0? 0? 1
@qﬁ(m, y) + 87y2¢(x, y) = —;p(ﬂc, v),

a dziedzing funkcji ¢ = ¢ (z, y) i p = p (z, y) jest
Q =10, 1]22{(33, y) ER*|0<z, y<1}.
Przyjmiemy ¢y = 1,
p(z, y) = 4% (y? cos(2mz) + 22 sin(27my)) — 2(sin(27y) + cos(27x))
oraz warunki brzegowe
¢ (x,0)=0, ¢(x,1)=cos2mz, ¢(0,y)=1% ¢(1,y)=sin2my+y>
a) Udowodnij (symbolicznie, niekoniecznie uzywajac do tego komputera), ze funkcja
¢ (x, y) = 22 sin 27wy + y? cos 27z

jest rozwiazaniem naszego réwnania przy tych warunkach brzegowych. Nastepnie narysuj rozwiazanie,
tworzac wykres tego samego typu, co w przypadku klatki animacji w zadaniu 1.

b) Napisz program potj, ktéry postugujac sie metoda réznic skoniczonych rozwiaze to réwnanie i wyznaczy
potencjal elektryczny w kazdym punkcie obszaru 2. W celu rozwiazania otrzymanego uktadu rownan
algebraicznych postuz si¢ metoda iteracyjna Jacobiego.

W pierwszym kroku rozwiazania iteracyjnego przyjmij, ze potencjal wewnatrz ptytki jest réwny 0. Za-
proponuj odpowiednie kryterium stopu. Znajdz rozwiazania dla réznych wartosci kroku przestrzennego
bz =06y=h=3,1,...,3; i narysuj je (w sposob opisany w punkcie a).

Narysuj ponadto wykres btedu przyblizenia ¢ = sup |¢numeryczne — ¢analityczne| jako funkcji kroku h.

c) Napisz program potgs, rézniacy sie od programu potj tylko tym, ze zamiast metody Jacobiego ma
wykorzystywaé metode Gaussa-Seidala. Czy wplynelo to zauwazalnie na poprawe jakosci rozwiazania
lub szybkos¢ jego zbieznosci?

Opracowanie: Bartlomiej Zglinicki.



