Programowanie i metody numeryczne

Cwiczenia 3.

Algorytmy. Arytmetyka zmiennopozycyjna.

Zadanie 1. Blad w arytmetyce zmiennopozycyjnej.

W celu obliczenia numerycznego przyblizenia wartosci funkcji

fla,y) =a® -y

dla dowolnych z, y € R mozemy zastosowaé jeden z dwéch algorytméw:

e y)=ac-x—y-y b falz,y)=(@+y) (z—y)
Bedziemy zaktadaé, ze x i y sa liczbami maszynowymi, czyli Ze sa reprezentowane dokltadnie.

a) Udowodnij, ze oba algorytmy sa numerycznie poprawne, jednak drugi z nich prowadzi do mniejszego
btedu wzglednego.

b) Napisz trzy programy £116, £132 oraz £164. Kazdy z nich powinien przyjmowaé trzy argumenty wy-
wolania: liczby rzeczywiste yg i Ax oraz liczbe naturalng K. Po uruchomieniu kazdy z programéw ma
wykreslié dwukrotnie, na jednym rysunku, wartosci funkcji ¢(x) = f(x, yo) dla K wartoséci argumen-
tu = rozlozonych réwnomiernie w przedziale [yo — Az, yo + Az], za pierwszym razem postugujac sie
algorytmem f;, za$ za drugim razem — algorytmem fo. Wykorzystaj reprezentacje zmiennopozycyj-
na liczb maszynowych okreslona w standardzie IEEE 754: w programie £116 — poléwkowej precyzji
(binary16), w programie £132 — pojedynczej precyzji (binary32), w programie £164 — podwdjnej
precyzji (binary64).

¢) Przeanalizuj wyniki Twoich programéw dla réznych wartosci argumentéw wywotania. Czy lepsza jakosé
algorytmu fo daje o sobie znac¢?
Zadanie 2. Implementacja funkcji wyktadniczej.

Jeden z algorytméw numerycznego obliczania przyblizonej wartosci funkcji wykladniczej f(z) = e* dla
argumentu x = zo € R opiera si¢ na wzorze Maclaurina z reszta w postaci Lagrange’a:

" Z‘N+1
e® = Z ) + egm, gdzie £ lezy pomiedzy 0 i x. (1)

n=0

Zadamy przy tym, aby btad bezwzgledny przyblizenia nie przekroczyl zadanej wartoéci € € R, czyli aby
speliony byl warunek

|f (x0) = f (w0)| < e, (2)
gdzie f (x0) jest przyblizona wartoscia f (xg) obliczona przez algorytm.

a) Wyznacz w zaleznosci od xg i € najmniejsza wartos¢ N we wzorze , dla ktoérej zachodzi warunek .



b)

Napisz funkcje num_exp, ktéra przyjmuje jako argumenty xg oraz € i zwraca przyblizona warto$é f (z0)
obliczong na podstawie wzoru oraz blad bezwzgledny tego przyblizenia, oszacowany na podstawie
reszty we wzorze ([1)).

Wykorzystujac funkcje num_exp napisz program numexp, obliczajacy przyblizone wartoséci f(z) dla K
wartoéci argumentu x roztozonych réwnomiernie w przedziale [a, b]. Program powinien przyjmowac jako
argumenty wywolania liczby a, b, K i € oraz wykresla¢ na osobnych rysunkach f (z), blad bezwzgledny,
blad wzgledny oraz koszt czasowy zastosowanego algorytmu w funkcji x.

Przeanalizuj wyniki programu numexp dla réznych wartoéci argumentéw wywolania. Czy zawsze btad
bezwzgledny oszacowany przez funkcje num_exp jest mniejszy od €, jak powinno byé na mocy warunku
? Sprawdz w szczegdlnodci, jak zachowuje sie Twéj program dla z = 2025 i € = 0,01 oraz dla z = 3
ie=2,2-10715. Czy dzieje sie wtedy coé niespodziewanego? Jesli tak — dlaczego?

Zalézmy, ze znamy reprezentacje numeryczna liczby e (stala reprezentujaca liczbe e jest dostepna
w wigkszosci jezykéw programowania i pakietéw obliczeniowych). Niech x = m + &, gdzie m € Z oraz
¢ € [0, 1[. Wéwczas

e® = emTE = emeb = ™ f(£), (3)

przy czym warto$¢ e™ mozemy obliczy¢ po prostu wykonujac mnozenia (poniewaz m jest liczba catko-
wita), natomiast przyblizona warto$é f(€) da sie wyznaczyé, jak to dotychczas robilidmy, na podstawie

wzoru ([I)).

Napisz funkcje num_exp_xi, ktéra przyjmuje jako argumenty xg oraz € i zwraca przyblizona wartosé
f (x0) obliczona na podstawie wzoru oraz blad bezwzgledny tego przyblizenia. Funkcja num_exp_xi
powinna wywolwac¢ funkcje num_exp i wykorzystaé jej wyniki w celu obliczenia f (&) oraz oszacowania
btedu bezwzglednego.

Napisz program numexpxi dziatajacy analogicznie do programu numexp, korzystajacy jednak z funkcji
num_exp_xi zamiast funkcji num_exp.

Poréwnaj wyniki programéw numexp i numexpxi dla réznych wartosci argumentéw wywolania. Czy
zastosowanie kroku posredniego w postaci wzoru (program numexpxi) poprawilo jako$¢ algorytmu
obliczajacego wartosé¢ f (zo) w stosunku do bezposredniego jej obliczania na podstawie wzoru (1)
(program numexp)?

Korzystajac z funkcji num_exp, napisz program numexpn100, obliczajacy przyblizone wartosci f(—100)
dla K warto$ci maksymalnego btedu bezwzglednego e rozlozonych réwnomiernie w przedziale [e1, €3]
Program powinien przyjmowac jako argumenty wywolania liczby €1, €5 i K oraz wykresla¢ na osobnych
rysunkach f (—100), blad bezwzgledny, blad wzgledny oraz koszt czasowy zastosowanego algorytmu
w funkcji e.

Przeanalizuj wyniki programu numexpn100 dla r6znych wartosci argumentéw wywolania. Jak zmienia
sie f(—100) przy coraz mniejszych wartosciach e — czy kolejne przyblizenia daza do wartosci e=100?
Jesli nie — dlaczego?

Zadanie 3. Algorytmy sortowania.

Sortowanie to zadanie polegajace na uporzadkowaniu elementéw pewnego zbioru, na ktérym okreslona jest
relacja porzadku. Sortowaé¢ mozemy wiec na przyktad liczby rzeczywiste, postugujac sie naturalnym porzad-
kiem <, oraz stowa, wykorzystujac porzadek alfabetyczny.

Istnieje wiele algorytmoéw sortowania. Przyjrzymy sie¢ trzem z nich:

sortowanie babelkowe (ang. bubble sort),

sortowanie szybkie (ang. quick sort),



sortowanie przez scalananie (ang. merge sort).

Wykorzystujac sztuczna inteligencje lub materialy dostepne w internecie zapoznaj si¢ z wymienionymi
algorytmami sortowania.

Oblicz czasows, ztozono$¢ obliczeniows kazdego z tych algorytméw w najlepszym, $rednim i najgorszym
przypadku.

Napisz trzy funkcje bubble_sort, quick_sort i merge_sort, ktérych zadaniem jest sortowanie liczb
rzeczywistych za pomoca algorytmu okreslonego w nazwie funkcji. Kazda z funkcji powinna przyjmowac
jako argument liste liczb rzeczywistych i zwracaé liste ztozona z tych samych liczb uporzadkowanych
rosnaco.

Wykorzystujac te funkcje napisz program sort, przyjmujacy jako argument wywolania liczbe natu-
ralna N. Program powinien N-krotnie, dla n = 1,2, ..., N, tworzy¢ n—elementows liste losowych
liczb rzeczywistych, a nastepnie sortowaé te liste czterema sposobami: kazda z napisanych przez Cie-
bie funkcji oraz za pomoca funkcji bibliotecznej udostepnianej przez jezyk programowania albo pakiet
obliczeniowy, ktorego uzywasz, mierzac czas wykonywania kazdej operacji sortowania. Wynikiem pro-
gramu powinien by¢ rysunek przedstawiajacy wykresy czasu wykonywania Twoich funkcji sortujacych
oraz funkcji bibliotecznej w zaleznoéci od n.

Przeanalizuj wyniki programu sort dla réznych wartosci argumentu wywotania. Ktora z funkcji jest
najszybsza? Czy zalezno$¢ czasu sortowania od rozmiaru sortowanej listy odzwierciedla ztozonosci
obliczeniowe poszczegdlnych algorytmow?

Opracowanie: Bartlomiej Zglinicki.



